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Resumo

Neste artigo, apresentamos, de forma detalhada, uma prova do célebre Teorema de Lee-
Yang, que se refere a localizacdo dos zeros de uma determinada classe de polindmios com
coeficientes reais. Estenderemos o resultado original para o caso em que os coeficientes dos
polindmios sejam niimeros complexos. A aplicacdo central desse teorema € no contexto da
Mecanica Estatistica do Equilibrio. Em particular, resulta do mesmo que o modelo de Ising
d-dimensional, sob efeito de um campo magnético externo, ndo apresenta o fendmeno de
transicdo de fase. Esse teorema, na formulacdo em que os coeficientes sdo complexos,
foi provado recentemente por David Ruelle, em [26], onde foram usados o método da
contracdo de Asano e de idéias originais sobre o raio interno. A prova apresentada aqui é
inspirada no argumento original do Teorema de Lee-Yang para coeficientes reais, veja [18].
Utilizamos apenas resultados classicos da teoria de fun¢des de uma varidvel complexa e,
dentre esses resultados, a invariincia da familia de circulos na esfera de Riemann pelas
transformagdes de Mobius. Este trabalho ndo requer do leitor conhecimentos quaisquer
sobre Fisica-Matematica.

1 Introducao

Em 1952, Lee e Yang, no artigo [18], propuseram um programa para andlise do fendmeno
de transi¢do de fase em termos dos zeros da funcdo de parti¢ao. O principal teorema obtido por
esses autores afirma que certos polinomios P de grau n em uma variavel complexa z tém todas
suas raizes no circulo unitdrio |z| = 1. Este teorema deu inicio a uma ativa drea de pesquisa.
Em [27], David Ruelle conta a histéria do Teorema de Lee-Yang e também argumenta como
um problema fisico pode originar uma teoria matematica a qual ndo se tem, em um primeiro
momento, idéia de sua importincia. Para situar o leitor da devida relevancia do Teorema de
Lee-Yang, vamos apresentar um breve panorama de resultados existentes relacionados a ele e
aos problemas de localizacdo de raizes de polinOmios em varias variaveis.

A localizacdo de zeros de polindmios multivariados ou de funcdes inteiras transcendentes e
sua dindmica por transformacdes lineares sdo topicos centrais na teoria geométrica de fungdes
e recentemente tem sido aplicada com sucesso em Mecéanica Estatistica, Combinatéria, Teoria
da Probabilidade e Teoria de Matrizes, veja [3, 4, 5, 9, 30].
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De modo geral, tais problemas estdo intimamente relacionados aos problemas de descre-
ver todos os operadores lineares no espaco de polindmios que preservam a propriedade de nao
nulidade quando as varidveis estdo em um subconjunto prescrito de C”. Isso, em particular,
engloba um problema antigo de classificacio cuja origem remonta a trabalhos cldssicos de Her-
mite, Laguerre, Hurwitz e P6lya-Schur em polindmios multivariados com tais propriedades. Os
problemas de classificacdo a que nos referimos sao precisamente enunciados abaixo, mas antes
precisamos introduzir algumas notacdes (Observamos que desenvolvimento da demonstracio
do Teorema de Lee-Yang dada aqui € independente das idéias introduzidas no restante desta
secdo).

Seja K = C ou R. Denotamos por K[z, ..., z,] o conjunto de todos os polindmios em n
indeterminadas com coeficientes em K, isto €,

k1 kn
(0% (e}
Klz1,...y20] = E E Agy e 407020 0

a1=0 an=0

onde ky,....k, € NU{0} e An,..0, € K. Dadon > 1e 2 C C”, dizemos que f €

n

Clz1y ..., 2n) € Q-estavel se f(z1,...,2,) # 0 sempre que (z1,...,2,) € €. Seja V um
subespaco de K[z, ..., z,]. Dizemos que um operador K-linear 7' : V' — Klz1, ..., 2,,] pre-
serva (2 estabilidade se para todo polindomio Q-estavel f € K[z, ..., z,], temos que T'(f) é um

polindmio Q-estavel ou 7'(f) = 0. Sejam k = (k1,...,k,) € N"e
Ke ={f €Klz1,..., 2] s grau_ (f) < ki, 1 <i <nj, (1)

onde grau, (f) € o grau de f na varidvel z;. Se U C Ce Q2 = U"(o produto cartesiano
de n cépias de U), vamo-nos referir a {2 estabilidade simplesmente por U-estabilidade. Os
problemas de classificacdo citados acima estdo relacionados aos seguintes problemas:

Problema 1. Caracterizar todos operadores lineares 7' : K, — K[zy,..., z,] que preservam
()-estabilidade para um dado 2 C C" e k € N,

Problema 2. Caracterizar todos operadores lineares 7' : Klzy,...,2,] = K|zy,...,2,] que
preservam {2-estabilidade.

Para n = 1 os problemas acima foram enunciados em [10] e [12], veja também [16] e [25,
pag. 182-183]. O andlogo em varias variaveis foi formulado explicitamente em [6, 8], desta
forma abrangendo essencialmente todas as questdes similares e algumas variacdes que tem sido
estudadas por mais de um século. Note que paran = 1, K =ReQ = {z € C: Im(z) # 0}
os Problemas 1 e 2 se referem a classificagao de operadores lineares que preservam o conjunto
dos polindmios reais com todos os zeros reais. Pdlya e Schur, em [23], caracterizaram todos
os operadores diagonais com essa propriedade (chamados de sequéncias multiplicadoras). Isto
abriu caminho para inimeras investigacdes subsequentes [7, 8, 13, 11, 12, 15, 16, 17, 20, 24,
25, 29]. Entretanto, apenas recentemente, as solu¢des completas para essas questoes (e de
modo mais geral, para os Problemas 1 e 2 para n = 1 em qualquer dominio circular aberto £2)
foram respondidas em [7].

Outro progresso importante no estudo dos polindmios €2-estaveis foi feito em 2010 por
David Ruelle [26]. Ele classificou todos os polindmios de C(; . 1), como definido em (1),
que sdo simultanemente §2;-estdveis e (y-estdveis, onde ; = B(0,1)" e Qy = C" — Q; =
(C— B(0,1))™. Em [26], denota-se tal conjunto de polindmios por LY,,. Usando o conceito de




raio interno os polindmios ¥ € LY, ., s@o caracterizados em termos de polindomios ¢ em n
variaveis tais que ®(z1, ..., z,) # 0 quando |z, ..., |z,| < L.

O principal teorema deste trabalho é conhecido como Teorema de Lee-Yang. Como uma
de suas aplica¢des, podemos apresentar uma classe ampla de polindmios em C(; . ;) que sdo
(), -estaveis e ()-estaveis, onde €2, e (), sdo como acima definidos.

Os coeficientes que aparecem nos polindmios do cldssico Teorema de Lee-Yang, veja [14]
e referéncias, dependem de uma familia {A;;},; de nimeros reais satisfazendo |A;;| < 1
e A;j = Ajiparatodo 1 < ¢,7 < n. Uma das contribui¢cdes deste artigo € mostrar que a
conclusdo do Teorema de Lee-Yang permanece verdadeira supondo agora que {A4;;};; ¢ uma
familia de nimeros complexos, satisfazendo |A4;;| < 1 e A;; = Aj; para quaisquer 7, j, onde
A_ji denota o conjugado complexo de A;;.

Os resultados deste trabalho podem ser obtidos a partir do primeiro exemplo da Secdo 7
de [26] tomando by = leay = A;jse U = {i,j} comi < j, com A;; satisfazendo as
hipéteses do Teorema 2.1. A vantagem da prova apresentada aqui € sua simplicidade. Outras
generaliza¢des do Teorema de Lee-Yang podem ser encontradas na literatura, veja [1, 31].

A prova do Teorema € feita em duas partes. Em ambas as partes, assumimos sempre que
A = A_ﬂ Na primeira parte, supomos que 0 < |4;;| < 1 e, usando uma indugdo no grau dos
polindmios, mostramos que o teorema € verdadeiro. Esta indugdo € bastante elaborada e utiliza
fortemente varias propriedades das aplicacdes de Mobius. Por isso, para facilitar a exposi¢ao
das idéias, dividimos a indug¢do em trés casos e apresentamos ao longo do argumento alguns
lemas uteis sobre as transformacdes de Mobius. A técnica usada no processo de indugdo €
explicada com todos os detalhes na Secao 3.1.2 em um caso particular, onde n = 3. Na se¢do
seguinte mostramos como fazer as adaptacdes necessdrias para o caso geral.

Na segunda parte da demonstracdo voltamos nossa aten¢do ao caso |A4;;| < 1. A prova
do teorema nesse caso € baseada na dependéncia continua das raizes de polindmios em uma
variavel complexa com respeito a seus coeficientes. Para deixar o texto o mais auto-contido
possivel, provamos esse fato por meio de conceitos elementares da teoria de espagos métricos.
A prova apresentada aqui para esse teorema auxiliar € totalmente inspirada na prova dada em
[22], e como nesta referéncia apresentamos todos os detalhes. Apds a prova da dependéncia
continua, na se¢do seguinte, mostramos finalmente como concluir a prova do Teorema de Lee-
Yang.

2 O Teorema de Lee-Yang

Neste texto, N denota o conjunto dos inteiros positivos. Fixado n € N, vamos considerar o
conjunto A,, C N, definido por A,, = {1,...,n}. Vamos usar a notacdo P(A,,) para referir-
nos ao conjunto das partes de A,,. Fixado n € N, dizemos que 5,5’ C A, formam uma
particdo de A, se SU S = A, e SN S = (. Uma parti¢do S, S’ de A,, é dita ndo-trivial
se ambos S e S’ sdo ndo vazios. Dadas uma particao S, S’ ndo-trivial de A,, e uma colecao
de nimeros complexos A;; comi € Se j € S, definimos de maneira candnica o produtério
[LesI1 jesr Aij. Caso S ou S’ sejam vazios, convencionamos que esse produtdrio € igual a
um. Se S = {iy,...,ig} C A, é um subconjunto ndo vazio e z;,, ..., 2, € C, vamos usar a
notagdo z% = z;,2;, - - - 2. Parao caso S = (), colocamos z° = 1. Agora estamos prontos para

apresentar de forma precisa o enunciado do principal teorema deste trabalho.



Teorema 2.1 (Lee-Yang). Sejamn € N, {Ai;}izj uma familia de niimeros complexos satisfa-
zendo |A;;| < 1, Aj; = Aj; para todo 1 < i, j < n e P, o seguinte polindmio:

Pn(zla-"azn): Z ZSHHAZ‘]', (2)

SeP(An) €S jes’

onde " = A, — S. Se P,(z1,...,2,) = 0 e para algum m € A, temos |z| > 1,Vk €
A, — {m}, entdo |z,| < 1.

Observagdo 2.1. O Teorema também é vilido para a situagdo dual: se P,(z1,...,2,) = 0e
existe m € A, tal que |z;| < 1,Vk € A, — {m}, entdo |z,,| > 1.

Abaixo apresentamos algumas aplicacdes deste teorema.
Corolario 2.2. Se P : C — C é um polindmio em uma varidvel complexa tal que
P(z) = P,(z,...,2)

para algum polinémio P, da forma (2) satisfazendo as hipoteses do Teorema de Lee-Yang,
entdo todos os zeros de P estdo no circulo unitdrio.

Demonstragdo. Se z € C — {0} entdo segue da defini¢do de P, as seguintes igualdades:

P(zY)Y=P,(z",...,27h

> G I Aa
SEP(An) i€eS jes’
>

(Z—l)An A (Z—1>SH H Aij

SeEP(An) €S j€8’
= Z_n E Z(A"_S) H H Azy
SeP(An) €S jes’

Mas note que somar sobre S € P(A,,) é equivalente a somar sobre S’ € P(A,). Agora,
como A;; = Aﬂ, podemos inverter a ordem dos produtérios da dltima igualdade e assim,
obtemos

P(z~ "y A = RE ) =2 P(R). 3)

S'eP(An) jes’ ieS

Se|zZ| > 1e P(Z) = P,(z,...,Z) = 0, entdo segue do Teorema de Lee-Yang que [Z| < 1l e
logo |z| = 1. Por outro lado, se [z| < 1 e P(z) = 0 segue da equagdo (3) que P(z71) = 0.
Assim, pela defini¢do de P temos que 0 = P(z7!) = P,(27!,...,271). Aplicando novamente
o Teorema de Lee-Yang temos que |27!| = 1. Pelas propriedades da conjuga¢do complexa
segue imediatamente que |Z| = 1. Em resumo, qualquer raiz da equagio P(z) = 0 satisfaz
|Z| = 1 e, portanto, toda raiz de P pertence ao circulo unitério. |



2.1 Aplicacoes

Fixe d € N. Considere o produto cartesiano de d cépias do conjunto dos nimeros inteiros
Z*={(p1,...,pa) : pj € Z, paratodo j = 1,...d} como um espago métrico cuja a distancia
entre dois de seus pontos p e g € dada por

d
lp—all = Ip; — 1.
j=1

Para cada A C Z¢ finito definimos o espago {—1,1}* = {(0,)penr : 0, € {—1,1}} que serd
denotado por €2, e chamado de espacgo de configuracdes no volume A. A funcdo H, : 2y — R
dada por
Hx((op)pen) = — Z J(opoq — 1) — Z h(op — 1),
PgEA peA
lp—all=1

onde J e h sdo constantes reais ¢ chamada de Hamiltoniano do modelo de Ising de primeiros
vizinhos no volume A. Se a constante .J € positiva dizemos que o modelo é ferromagnético.

Através da funcdo H, podemos definir uma medida de probabilidade P, sobre o conjunto
das partes de €2, tal que cada configuragio (o, ),en tem probabilidade

exp (= Hal(p)pen))
Pa({(0p)ren}) = P T

onde Z,(h) é uma contante de normaliza¢do escolhida de forma que P5 seja uma medida de
probabilidade. Z, (h) é chamada de funcdo de particdo e pode ser expressa como

Zuh) = Y exp (= Hallwpen)). @

(W;D)peAGQA

A rigor a funcdo de parti¢do também depende do parametro ./, mas omitimos esta dependéncia
na notacdo porque estamos mais interessados na dependéncia da funcao de parti¢do apenas com
respeito ao parametro h.

Para cadan € Nseja A, = [-n,n] X ... x [=n,n] N Z? um hipercubo em Z? e denote
por |A,| = (2n + 1)? a cardinalidade deste conjunto. Se J > 0 e h € R podemos mostrar que
existe o seguinte limite

f(h) = lim

n—o0 ‘An’

In(Zy, (h)).

Neste caso os possiveis valores de h para o qual o modelo de Ising ferromagnético (J > 0)
passa por uma transicdo de fase sao aqueles onde a fun¢do f nao € diferencidvel.

O Teorema de Lee-Yang pode ser usado para mostrar que f é analitica se h # 0. Uma
observacdo importante é que para d > 2 é bem conhecido que Z,(h) ndo é diferencidvel
no ponto h = 0. Este teorema é conhecido na literatura como argumento de Pieirls e é um
resultado de grande importincia no estudo matemético do fendmeno de transi¢ao de fase.

Para usar o teorema de Lee-Yang olhamos para a fung@o de particdo Z,(h) em (4) como
uma funcao de uma varidvel complexa h. Observe que isto pode ser feito sem nenhum problema
ja que hamiltoniano H, se estende de maneira natural para h € C.



Para cada configuragio (0,),cx associamos o seguinte conjunto

s((ap)peA) —{pehAio,=—1}.

Esta associacdo define uma bijecéo entre os conjuntos Q2 e {S : S C A} = P(A). Para
representar a funcdo de particdo como um polindmio de Lee-Yang em uma varidvel complexa

fazemos z = exp(—2h) e paracadai,j € A e fixado S = S((ap)peA> definimos

Ay =
J L.
1, caso contrario.

{exp(—QJ), sei€S,je(A\S)eli—j|=1;

Usando agora a definicdo da funcao de parti¢do temos que

Zn(h) = Z exp( Z J(O'pO'q—l)—i—Zh(O'p—l))

(0p)per€QA P,qEA peA
lp—ql=1
(T
SeA i€S jes’
=Pa(z,...,2).
Pelo Corolario 2.2 segue que se Z (h) = 0 entdo |z| = | exp(—2h)| = 1. Portanto podemos

concluir que Z,(h) # 0 sempre que Re(h) # 0. Podemos mostrar que é possivel definir um
ramo do logaritmo de tal forma que log(Z,(h)) é uma fun¢do analitica de h, para todo h tal
que Re(h) # 0 e além do mais que existe
1
Usando os Teoremas de Hurwitz e Vitali e uma estimativa simples para funcio de parti¢ao
podemos mostrar que F' € analitica para todo A tal que Re(h) # 0 e também que F'(h) = f(h)

para todo h € (—o0,0) U (0, +00), mostrando a auséncia de transi¢ao de fase no modelo de
Ising ferromagnético para h # (. Para maiores detalhes veja [14, 28].

2.2 Exemplo

Neste exemplo, vamos mostrar quais sao todos os polindmios de grau trés possuindo suas
raizes no circulo unitdrio que podem ser obtidos via o Teorema de Lee-Yang. Primeiro con-
sideramos o caso em que os coeficientes sdo reais e em seguida, o caso complexo. No caso
de coeficientes reais, este conjunto de polindmios pode ser descrito por uma familia a um
parametro real a.. De fato, observe que se n = 3 em (2), entdo temos

Ps(z1, 29, 23) =1 4 21 A19A13 + 20401 Aoy + 23431 Aso
+ 2120 A13A03 + 2123 A19A30 + 2223 A91 A3y + 212923,



Tomando z; = 2z, = 23 = z e supondo que a familia A;; é simétrica, obtemos o seguinte
polindmio de grau 3 na varidvel complexa z

P(2) = Py(2,2,2) = 1 + az + az® + 23, 5)

onde o = Ay A3+ A2 Asz+ A3 As3. Vamos mostrar como aplicagdo do Teorema de Lee- Yang
que para todo o € [—1, 3] o polindmio P, como definido acima, tem todas suas raizes no circulo
unitdrio. Note que € suficiente mostrar que a fun¢do f : R® — R, dada por f(xy, 2z, 73) =
x1T9 + T123 + x93 leva o cubo [—1,1] x [—1,1] x [—1,1] sobre o intervalo [—1, 3]. Pela
continuidade de f, isto pode ser feito mostrando que —1 e 3 sdo os valores extremos de f
neste cubo. Para o cédlculo dos valores extremos note que f é uma fun¢do harmonica e portanto
seus valores extremos sdao assumidos por pontos da fronteira deste cubo. Usando também que
f(z1, 29, 23) = f(—x1,—x9, —x3) é facil mostrar que os pontos de minimo é maximo de f
restrita o cubo unitério sdo respectivamente —1 e 3.
No caso em que A;; é complexo no lugar de (5) teremos

P(z) = Ps(2,2,2) = 1 + az + az* + 2, (6)

Ainda é possivel, mesmo neste caso, encontrar explicitamente um subconjunto de D C C tal
que para todo o € D as raizes do polindmio (6) estdo todas no circulo unitdrio. Esta regido é
limitada por uma curva chamada deltéide, veja figura abaixo:

Figura 1: A Deltéide

Uma caracterizacao de D, baseada nas idéias usadas neste trabalho e em belissimos argu-
mentos geométricos pode ser encontrada em [19].

3 A Prova do Teorema de Lee-Yang

Esta secdo € dedicada a prova do Teorema 2.1. Para facilitar a compreensio do argumento,
essa prova serd dividida em alguns lemas e proposicoes, cujos enunciados e provas serdo apre-
sentados aqui.



3.1 A provaparaocaso(0 < |4;]| <1

Vamos provar inicialmente o Teorema 2.1 com hipdteses um pouco mais fortes, isto é,
vamos assumir além das hipdteses feitas no enunciado que 0 < |A;;| < 1,Vi, j. Em seguida,
mostraremos na Sec¢@o 3.2 como fazer a prova no caso geral. Antes de prosseguir, observamos
também que ndo hé perda de generalidade em supor que m = n.

Como mencionamos anteriormente a demonstracdo do Teorema de Lee-Yang serd feita por
inducdo em n. Na proximas duas secoes apresentamos detalhadamente a prova para os casos
onde n = 2 e 3. Para o cason = 1, temos que P;(z;1) = 1 + 21, entdo a raiz de P, satisfaz
|z1| = 1, mostrando que o teorema ¢ verdadeiro neste caso.

3.1.1 Caso n=2

Paraocason = 2, temos Ps(z1, 29) = 1+ A1221+Ag1 29421 29. Observe que P(z1, —Ayp) =
1 — |App|? # 0. Assim, se (z1,20) € C? é uma raiz de P, entdo 29 # —Ajp. Além disso,
(21, 22) € C? é zero de P, se e somente se

1+A_1222 A+OZ2

= — = — = T . 7
“1 Alg + Z9 B + DZQ <Z2) ( )

Umavezque AD—BC =1— !A12\2 # 0, temos que a aplicagdo linear fraciondria definida em
(7) € uma transformacao de Mobius. Para terminar a prova desse caso, precisamos da seguinte
proposic¢ao:

Proposicao 3.1. Se T': C, — C, é uma Transformagdo de Mobius, da forma

1
T(z)=k- _—l—az7 com |k| =1

a—+z

entdo T(S') = S*. Além disso, se |a| < 1, entdo T(B(0,1)) C {2z € C: |z| > 1}
Demonstragdo. Paratodo z := € € S!, temos

1+ ae®
a+ e

()] =

1+ ae' ‘_ 11+ ae®|

ei@(efiea + 1) |(6i0a + 1)|

Assim temos que T'(S*) = S'. Como T preserva o circulo unitdrio, para mostrar que a imagem
do disco unitario 7'(B(0,1)) € {z € C : |z| > 1}, é suficiente observar que 7" é continua,
|T(0)| = |1/a|] > 1 e aplicar o Teorema da Alfandega. |

Para verificar a validade do Teorema de Lee-Yang para n = 2, suponha que (21, z2) seja
uma raiz de P, (portanto, z; e 2, satisfazem (7)) com |2;| > 1 e |23] > 1. Note que a aplicacdo
T satisfaz a Proposi¢do 3.1 coma = Ay e k = —1. A partir disso, temos que 7'(z;) € B(0,1),
mas isso é uma contradicdo, pois |T'(z2)| = |z1| > 1.

3.1.2 Caso n=3

Vamos apresentar a prova de mais um caso particular para ilustrar melhor a técnica utilizada
para provar o caso geral. Neste caso, temos



Ps(z1, 29, 23) =1 + 21 A19A13 + 20491 Aog + 23A31 Aso
+ 2120 A13A93 + 2123419 A30 + 2223 A01 A3y + 212923,

Escolhendo 21, 29, z3 € C, tais que P3(z1, 22, 23) = 0, temos

A B

* 7z <% )

0=(1+ 242 42) +2; (A Az + 240 As)
+ 21 (A1 A1 + 20 A13A93) +2123 (A12A30 + 22) . 3)

N ~- e _ ——
C D
Claramente de (8) segue que

Zl(C + DZg) = —(A + BZg). (9)

Lema 3.2. Sejam B, C' e D como em (8) e supondo que z5 € C é tal que |z3| > 1, entdo D # 0
e valem as seguintes desigualdades: | — C/D| < 1e|— B/D| < 1.

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que D # (0. Reescrevemos D, colocando o fator
A9 A3 em evidéncia como segue

D = AjpAs3 + 29
= ApAs(1+ A1271A327122)'
Usando a mudanca de varidveis & = Ay 1 Agy 7 2o, ficamos com D = Ajp Az Py (£). Como
1 < |2z9] < €], temos que Py (&) # 0,1ogo D # 0.

Vamos mostrar agora que | — C'/D| < 1. Para isso, considere a fun¢do z — C + Dz.
Usando (8), temos que

C+D-z=A12A13+ 2041345 + (A12As2 + 29)2
= A12A13(1 -+ ZQA;;AQE; -+ ZA;31A32 -+ ZQA;; . ZAI31)
= A12A13P2(§1, &),

onde 51 = ZAI;, 52 = ZQA;; [ ﬁg (51, 52) =1+ A23£1 + A32£2 + 51152 é um polinémio do tipO
P;. Tomando z = —C'/ D na igualdade acima, concluimos que

p2(€17€2) — O

Por hipétese, temos que |2;| > 1 e |A;| > 1, logo |&| > 1. Usando agora o teorema para
0 caso n = 2, temos imediatamente que |£;| < 1 e, portanto,

| = C/Dl =z <]&al < L. (10)

Para provar que | — B/D| < 1, basta considerar a func¢@o z — B + zD. Nesse caso, temos



B 4 2D =Agi Aga 1+ Az (2245) + An(243]) + (245 (245)) )
:A31A32PQ(C1a €2)’

onde (; = zA3!' e (, = 2A5,. Tomando z = —B/D, a prova da desigualdade segue de
maneira andloga a do caso anterior. [

Para concluir a prova deste caso, faremos uso do seguinte lema:

Lema 3.3. Se existe (2}, 25, 2%) € C3 com |21], |24 > 1 e |24] > 1 tal que Ps(21, 2}, 25) = 0,
entdo existe (2], 2, 25) com |2{| = 1,|25| > 1 e |2§]| > 1 tal que P3(z{, 25, 25) = 0.

Demonstragdo. No caso em que |z;| = 1, ndo hd nada a fazer, pois basta tomar (z7, 24, 2%) =
(21, 25, 24 ). Portanto podemos assumir que |2]| > 1.

Jaque P(z1, 2, 24) = 0, 0 ponto (21, 25, z3) define, conforme mostrado em (8), coeficientes
A, B,C e D (dependentes de z5) que satisfazem também a equagdo (9). Fixado 2/ tal que
|z5| > 1, segue do Lema 3.2 que | —C'/D| < 1. Como supomos que |z5| > 1, entdo z; # —C/D
e, logo,

, A+ Bz
==
C+ Dz

O lado direito da igualdade acima define naturalmente uma transformacdo linear fracionaria
em C_,. Vamos denotar essa aplicagdao como 7.

Afirmamos que 7' € uma aplicagao de Mobius. De fato, se 1" € uma aplicacdo linear fra-
ciondria que nao é de Mobius, entdo 7' € constante. Logo existe uma constante A € C tal
que

(11)

A + BZg
o C + DZg
Usando (11), (12) e o Lema 3.2, temos |27| = |\| = |B/D| < 1. No entanto, isso ¢ um absurdo,

pois |z1| > 1. Portanto, podemos assumir que a aplica¢io 7" induzida por (11) é uma aplica¢do
de Mobius.

— —\D = B. (12)

T

O G

Figura 2: A transformacgdo 7T’

Olw

Seja I' € C uma reta arbitraria que passe por 24 e ndo intercepte o circulo unitario. Pelo
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Lema 3.2, temos que o ponto z3 = —C'/D nao esta em I". Como as transformac¢des de Mobius
preservam a familia dos circulos em C,, temos que 7'(I") é uma circunferéncia em C, pois T’
¢ uma bijecdo e T'(—C'/D) = oo. Além disso, temos que 2}, —B/D € T(I'), logo T'(I") € uma
circunferéncia que intercepta o circulo unitdrio em dois pontos distintos. Tomando z{ como
um desses pontos, 2§ = T~ !(z]) e 2/ = 2}. Veja a figura abaixo:

(T
2] ( )
24 T
/\
r
Zl "
2y

Figura 3: A retaI' e a construgdio da raiz (21, 27, 25 ).

Deste modo, obtemos (z7, 2, z5) com |2}| = 1, |z)| > 1 e |z5| > 1, como queriamos. W

Fixado o ponto z{, construido como no Lema 3.3, temos da definicdo de P; a seguinte
igualdade:

A B
Ps(zy, 22, 23) :,(1 + 21/A12A135+22 (Agy Ags + 21 A13A53)
+ 23 (A1 A2 + 21 A19As0) +2025 (A A1 + 27) . (13)
~— —

- J

cr D

Observamos que os coeficientes definidos acima sdo ligeiramente diferentes daqueles obti-

dos no Lema 3.2, no qual os coeficientes foram obtidos expressando z; como fungdo de z3. A

intencdo agora € expressar z; como funcdo de z3. Por um argumento andlogo usado na prova

do Lema 3.2, podemos mostrar que, se |z]| = 1, entdo | — B'/D’| < 1. Se P3(2{, z2,23) =0¢e
23 # —B'/D’, entdo podemos expressar z» como a imagem de 23 pela aplicagdo dada abaixo:
~ A —+ 0/23

2o =T(2 = ya

2= Tl=) =~ 5

(14)

onde os coeficientes A’, B’, C' e D' sdo dados em (13). Verificamos que sdo validas as seguintes
relagdes entre os coeficientes de (14):

AI =1 + ZilAlgAlg - Zil(A21A31 + Zil_l)
=21 (Ax As1 + Z_i/)

— Ty
=z - D,

11



onde, na segunda igualdade, usamos que |2/| = 1. A segunda relacdo é C' = 2/ - B/, que é
obtida de maneira andloga. A partir dessas relagdes, podemos verificar que a aplicagdo 7', em
(14), pode ser reescrita como:

1/ aY) /5]
~ 21 - D'+ 2] - B'zs

T(zs) = = B+ D'z
_ D1 (p)s
- 1 I bl
D % + 23

onde, na segunda igualdade, usamos que D’ = Ay A3y + 21 # 0. Tomando

D’ B
==t o o= (5)
segue da desigualdade |B'/D'| < 1 que T satisfaz todas as hipéteses da Proposicao (3.1).

A partir disso, podemos concluir que 7' transforma o plano de modo que o exterior do disco
unitario torna-se o interior do disco unitario. Uma vez que |24| > 1, temos que z; # —B’/D’.

Nesse caso, como observado anteriormente, a equagdo Pj(27,24,2{) = 0 é equivalente a
T'(z) = 2. No entanto, como |z5| > 1 e T" transforma o plano de modo que o complementar
do disco unitdrio torna-se o fecho do disco unitdrio, deverfamos ter |2| = |T'(z5)| < 1. Por

outro lado, z; € I' e essa reta ndo intercepta o circulo unitdrio, logo, temos uma contradicao.
Portanto, vale o teorema para o caso n = 3.

3.1.3 Caso geral

A seguir, faremos um processo de inducao para provar os casos n > 4 uma vez que os argu-
mentos principais ja foram exemplificados nos casos particulares. No entanto, para generalizar
esses argumentos, precisamos antes demonstrar o

Lema 3.4. Suponhamos que o Teorema de Lee-Yang seja vdlido paran — 1 e n — 2. Sejam
A, B,C e D coeficientes dependentes de z; com j € A,_1 —{k} = X, definidos pela seguinte
igualdade:

P.(z1,...,2,) = A+ Bz, + Cz, + Dzyz,. (15)

—C/D|<1le|—B/D| <1

Se para todo j € X temos que |z;| > 1, entdo D # 0,

Demonstragcdo. Assumamos que o Teorema seja vdlido paran — 1 e n — 2 e suponhamos que
|zi] = 1, Vi € X. Pela defini¢do dos coeficientes A, B, C' e D, temos que:

P.(z1,...,2n) = A+ Bz + Cz, + Dzyzp,

onde Dz, z;, é dado pelo somatério sobre os conjuntos da forma S U {k,n} com .S C X como

mostrado abaixo:
Dz, z, = Z 262 H H Aij
SeP(X) 1€SU{k,n}  jeA,—(SU{k,n})

= ZkRn Z ZS H H A”

SeP(X) i€SU{k,n}  jeEAL—(SU{k,n})

12



Como z, € z; na equagdo acima sao arbitrarios, podemos concluir que

p=> < 1l I 4

SeP(X) i€SU{k,n}  jEA,—(SU{k,n})

Mas como A,, — (SU {k,n}) = X — S, temos que

=2 = 11 I 4

SeP(X) i€eSU{kn} jEX-S

ST

SeP(X jeEX-S 1€S jeX-S

() 5 () ()

jeEX SeP(X jES 1€S jEX-S

(1) 5 (1) (1)

jex SeP(x) \jes i€S jeX—S

(M) > (116) (1T 11 )

JjeX SeP(X) \jes i€S jEX-S
= <H Aijnj) Poo({&}jex),
jEX

onde ¢; = zJA,WlA !. Observando que |¢;] > |2;| > 1, temos pela hipétese de indugdo que

P ({fj}gex) # 0 e, portanto, D # 0.
De maneira semelhante, temos que C'z, + Dzxz, € dado pelo somatério sobre todos os

conjuntos S U {n} tais que S € P(A,,_1), conforme abaixo:

Czn+ Dzpz, = Z 22 H H Ajj

SeP(An—1) i€SuU{n}  jeA,—(SU{n})

2n(C + Dzy) = 2, Z 25 H H A

SeEP(An—1) 1€SU{n} jeA,—(SU{n})

J4 que a igualdade acima € valida para todo z,, € C, segue que
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C+ Dz, = Z 25 H H Ajj

SeP(An—1) 1€SU{n} jeA,—(SU{n})

= > A I 4s) (IT 1T 4
SeP(An-1) JEAL_1—S i€S jeA,_1—-5

() ¥ s(ma) (oo
GE€AR_1 SEP(An_1) jES i€S jEAL_1—S

() > (Mea) (01T 4
JEAR 1 SeP(An—1) \JES 1€S jEA,_1—S

- H Apj | Pt ({gj}jEAn71)7

jeAnfl

onde desta vez {; = sz,_le. Fazendo z; = —C'/D na equag@o acima, obtemos a seguinte
igualdade: P,_; ({;}jea,_,) = 0. Note novamente que |§;| > |z;| > 1 para todo i € X,
portanto, segue da hipdtese de inducdo do caso n — 1 que || < 1 e, por isso,

<

| = C/D| = |zi| = [Aur&] < |&] < 1.
A prova de que | — B/D| < 1 segue de argumentos andlogos aos expostos acima. [l

Vamos considerar agora a aplicagao fracionaria linear 7" : C,, — C_, dada por

A+Cz,

T(zp) = ———

() = =571,
com A, B,C e D dados como em (15). Sob as hip6teses do lema anterior, sabemos que D # 0
e, portanto, temos que 7T(co) = —C'/D. Em geral, como no caso n = 3, T pode ndo ser

uma transformac¢do de Mobius. Sendo assim, precisamos considerar estes dois casos: I’ € uma
transformacdo de Mobius; e 7' ndo € uma transformacgdo de Mobius.

Caso T ndo seja uma transformacao de Mobius, sabemos que existe A € C tal que 7'(z,) =
A. Sob as hipéteses do Lema 3.4, temos que | —C'/D| < 1, portanto, |T'(c0)| = |-C/D| < 1,
o que mostra que |A| < 1. JAque T é constante podemos verificar imediatamente que A = —\B
e C' = —\D. Usando essas igualdades na expressdo do polinomio F,, podemos afirmar que,
se (21,...,2,) € uma de suas raizes e satisfaz as hipdteses do Lema 3.4, entdo as seguintes
igualdades sdo verdadeiras:

0=A+ Bz +Cz,+ Dzz,
=—AB+ Bz, — ADz, + Dz, 7

4%—n(g+%g
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Da igualdade acima, decorre que nio pode existir nenhuma raiz (zy, ..., z,) de P, tal que
|zj| > 1paratodo j =1,...,(n —1)e|z,| > 1. Assim, prova-se o teorema para esse caso.
Vamos considerar agora o caso em que 7' € uma transformacdo de Mobius. Suponhamos
que 24, ...,z 4,2 sejam tais que P,(z],...,2) =0e |Z|,|Z|,..., |24 = 1. Se |z1| = 1,
tomemos z;' = z| paratodo 1 < ¢ < n. Caso |z]| > 1, podemos usar o Lema 3.4 com k = 1
para garantir que 7'(z/,) = 2] e T'(00) = —C'/D. Se considerarmos I" uma reta que passe por z|
e nao intercepte o disco unitario, o Lema 3.4 garante também que I" ndo passa por —B/D. Por
meio dessa observacgdo, podemos dizer que 7'(I") é um circulo em C e que intercepta o circulo
unitdrio em dois pontos. Tomemos z{' como um desses pontos e z, = T'(z{) e 2} = 2} para

todo 2 < j < n — 1. Podemos agora aplicar esse mesmo processo com base no Lema 3.4

em que k varia entre os valores 2 e n — 2. Assim podemos construir uma n-tpla (27, ..., z¥)
tal que P(z},...,2:) = 0com |z]| = ... = |2} _5| = 1. Usando as expressdes que definem
os coeficientes A = A(zf,...,25 o) e D = D(zf,...,25 ,)eque|zf| = - = |25 5| =1,
temos
A(zr, .. 28 o) = Z (z) H H A;j
SeP(An_2) 1€S jEA,—S
= Z (Z*)S H HAji’ pOiS Aij = Aji
SEP(Ap_2) i€An—S jES
= ()22 Y ()52 [T 1A
Sep(An—Q) ZGAH_S ]ES
= (27)3n2 Z (z)An-279 H HAJ"’ pois |2*| =1 = 2F = (z*)!
SeP(An—2) 1€EA,—S JES
= (2%)22D(2],..., 25 ).

Na pentiltima igualdade, usamos o fato de que somar sobre os complementares de .S ou so-

bre S é equivalente. Analogamente, expressando B = B(zy,...,2,2) e C = C(21,...,2,-2)
com |z1| = -+ = |z,_2| = 1, temos que
B, o)=Y, )P ] II 4
SEP(An—2) i€SUfn—1} jEA,—(SUfn—1})
SN B
SEP(An—2) €A, —(SU{n—1}) jeSU{n—1}
= ()% ()58 ] II A

SeP(An_2) i€AR—(SU{n—1}) jeSU{n—1}

(z)Bn2? 11 I A

SEP(An_2) i€A,—(SU{n—1}) jeSu{n—1}



Em especial, tomando z; = 27, ..., 2,-2 = 2 _,, temos que a transformagao

A+ Cz,
pode ser reescrita como
A+Cz,
_ = T = ———
1 = Ta) = =7 Dz,

(z*)A”—QE + (z*)A”—QE,zn
B+ Dz,

D1+ 2z,

— _(Z*)An,g_ ~ D )

D D + z,

Entretanto, como |B| = |(z*)?#-2 - B/| = |C|, entdo temos que |B/D| = |C/D| < 1. Mais
uma vez, estamos em condi¢des de aplicar a Proposi¢do (3.1). Para isso, basta tomar k =

—(z)A2 . Beq = (£) e, logo, |T(2,)| < 1, pois supomos que |z,| > 1. Contudo, por
(16), temos |z,—1| = |T'(z,)|, 0 que é um absurdo devido a escolha de z,_; e, assim, a prova
do Teorema de Lee-Yang estd completa.

3.2 A provaparao caso [4;;| <1

Nesta se¢do mostraremos como reduzir a prova do Teorema de Lee-Yang onde |A4;;| € [0, 1]
ao casoem que 0 < |A4;;| < 1. Isso é feito por um argumento de continuidade. A idéia ¢ definir
a partir de P,,, um polindmio de uma varidvel complexa e, assim, utilizar um resultado cldssico
sobre a dependéncia continua entre as raizes de polindmios em uma variavel complexa e os
coeficientes desses polindmios.

Esta secdo serd divida em duas subsecOes. Na primeira apresentamos a prova da de-
pendéncia continua das raizes de um polindmio (em uma varidvel complexa) em funcdo dos
coeficientes. Na segunda subsec¢ao, usando os resultados da primeira, mostraremos como pode
ser feita a prova do Teorema de Lee-Yang para o caso em que |4;;| € [0, 1].

3.2.1 Dependéncia continua das raizes com respeito aos coeficientes em C|z]

Nesta subsecdo estudaremos a dependéncia das raizes de um polindmio de uma varidvel
complexa, com respeito aos coeficientes. Vamos mostrar aqui que as raizes, vistas como func¢ao
dos coeficientes, dependem continuamente dos mesmos. Existem varias provas desse fato e a
grande maioria delas estd ligada de forma implicita ou explicita ao Teorema de Rouche. Por
exemplo, a dependéncia continua das raizes como fun¢do dos coeficientes pode ser obtida como
uma aplicagdo direta do Teorema de Hurwitz (veja [21] e referéncias contidas).

Neste trabalho, optamos por apresentar a prova da continuidade utilizando outra técnica. A
principal razdo € ilustrar de maneira simples como atacar esse tipo de problema utilizando fatos
elementares da teoria de espacos métricos.

Antes de prosseguir, introduziremos mais algumas notagdes. Diremos que um nimero
complexo z = a + b € lexicograficamente menor que um nimero complexo w = u + v,
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quando a < uoua = u e b < v. Quando z for lexicograficamente menor que w, vamos usar a
notacdo z < w. A notacdo z = w serd usada para indicar que z < w ou z = w.
Sera de grande importancia o seguinte espaco:

L,={(z1,--.,20) €C" 21 < ... 2 2,}.

Em palavras, esse conjunto € o conjunto de todas as n-tplas de nimeros complexos cujas
coordenadas da esquerda para direita aparecem em ordem lexicografica ndao decrescente. De

maneira usual, definimos a distancia entre z = (z1,...,2,) e w = (wy, ..., w,) em C" por
n 2
d(z,w) = (D |z —wyl?
j=1

Observe que LL,, ¢ um subconjunto fechado do espago métrico (C", d).
Nesta secao, vamos escrever a formula geral de um polindmio monico, P de grau n» em uma
varidvel complexa z, de maneira ligeiramente ndo usual:

P(z) = 2" —a12" '+ ...+ (=1)"a,. (17)

A razio para isso é simplesmente ndo ter de carregar fatores da forma (—1)7 na férmula de
Viete que serd usada abaixo. A partir de agora, vamos pensar nos coeficientes do polindmio P
como um vetor (ay, as, . .., a,) € C". Pelo Teorema Fundamental da Algebra, sabemos que P
possui n raizes, z1, . . ., z,, contadas com multiplicidade. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que 2; = z;;41, para 1 < j < n. Logo, podemos associar as raizes de P a um elemento
(21, ..., 2n) € L,. Pela famosa férmula de Viéte, temos as seguintes identidades:

ai :21+Z2+...+zn,

Qg =Z2122 + 2123 + ...+ Zpn—12n,

Ay —2129 . ..%p.-

Essas identidades permitem-nos definir uma aplica¢do continua F : L, — C" dada por
F(z,...,2,) = (a1,...,a,). Do Teorema Fundamental da Algebra, segue que F é uma
aplicacdo sobrejetiva e injetiva. Portanto, F' nos fornece uma bijecdo entre L,, e C". Assim
podemos falar de F'~! : C* — L, que é justamente a aplicacdo que associa os coeficientes
do polindmio P as suas respectivas raizes. Nosso objetivo nesta secdo € provar que F~! é
continua. Para isso vamos primeiro enunciar um lema.

Lema 3.5. Para todo (ay, ..., a,) € C" temos que

=

d(F_l(al, ceyap), (0, ,0)) <n?(1+ Z |ax|?
k=1

Demonstragdo. Sejam (z1,...,2,) € L, e (ai,...,a,) € C" tais que F~(ay,...,a,) =
(21, .., 2,). Peladefini¢do de F'~' e por (17), temos para todo 1 < j < n a seguinte igualdade:

17



zi — alz;‘_l + ...+ (=1)"a, = 0. Isolando 27 nessa equagdo e aplicando a desigualdade

triangular obtemos
n
" < Y lawl - [z (18)
k=1

Se |z;] < 1, segue da desigualdade acima que |z;|" < > ;_, |a)|. Por Cauchy-Schwarz, temos
S lak] < V(XS lax?)Y?. Combinando essas duas desigualdades, temos a seguinte
estimativa:

n

n n
< Dl | < (VA el ) w14 faf?
k=1 k=1

Observe que se n > 1 ez > 1, entdo z/?" < z'/2. Desse fato e das desigualdades acima,
concluimos que

2

gl <nz (143 fa?) (19)
k=1

Para obter a estimativa (19) quando ]zj\ > 1, vamos primeiro dividir os dois lados da
desigualdade (18) por |z;|"~! e, em seguida, usar que, se k > 1, entdo temos |z;|'™" < 1e

assim ficamos com
n n
2l <D ] -1z F <)
k=1 k=1

Aplicando Cauchy-Schwarz na soma mais a direita nas desigualdades acima e a cota trivial
Sorqlag* <1+ 377, |ak|? chegamos novamente a estimativa (19):

N

n 2 n
1 1
2l <nz (Dl | <n2 (14D faxl?
P k=1

Agora podemos tomar o quadrado em ambos lados da desigualdade acima e, em seguida, somar
sobre j para finalmente concluir que

n

[d(F_l(al,...,an),(o,...,()))]2 = Z ’Zj‘2 <n? 1—0—2 ’ak‘2

Jj=1

Teorema 3.6. A funcdo F~' : C" — L,, é continua.

Demonstragdo. Vamos fazer a prova por contradi¢cdo. Suponhamos que F~! ndo seja continua

em um ponto (ai,...,a,) € C". Entdo existe, uma sequéncia (a¥,...,a*) em C" tal que
limy ,o0(ak, ..., a%) = (a1,...,a,) e gg > 0 satisfazendo as seguintes condi¢des: para todo

0 < € < g¢ e para infinitos valores de k € N, temos

d(F‘l(a’f,...,ak),F_l(al,...,an)> > e 20)

n
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k

Segue do Lema 3.5 que a sequéncia F~'(a¥, ... af

sequéncia, podemos assumir que

FYab, .. ,af) = (21,...,2,) €L,. (21)

n

) € limitada, portanto, a menos de sub-

Usando a continuidade de F', temos

F(zl,...7zn):]}eroloFoF_l(alf,...,aZ):(al,...,an).

Logo, (z1,...,2,) = F~(ay,...,a,). Usando esta igualdade e (21) para todo ¢ > 0 deve
existir ky € N tal que se & > k( entao

n

d(F_l(alf, . ,ak),F_l(al, . ,an)> < €.

Mas essa desigualdade leva-nos a uma contradi¢dao com (20). |

3.2.2 A provaparao caso |[4;;| € [0,1]

Na Secdo 3.1, provamos a validade do Teorema 2.1 supondo que a matriz A;; que define os
coeficientes de P, é hermitiana, isto €, A;; = Aj; e que |A;;| € (0,1) paratodoi,j =1,...,n.
Agora vamos mostrar que o teorema também permanece valido se | 4;;] € [0, 1].

Para deixar mais explicita a dependéncia dos polindmios F,, definidos em (2) com respeito
amatriz A = (A;;), vamos denota-los da seguinte forma:

Py(A)(z1, ... 2n) = Po(z1, ..., 20).

Seja A uma matriz simétrica n x n tal que |A4;;| € [0,1], para todo ¢,5 = 1,...,n. Su-
ponhamos que o Teorema de Lee-Yang seja falso neste caso. Entdo € possivel encontrar
um vetor (wy,...,w,) com |w;| > 1 paratodoi = 1,...,(n — 1) e |w,| > 1 tal que

P,(A)(wy,...,w,) = 0. Seja @ o polindmio definido por
Q(z) = P(A)(w, ..., wy_1,2).

Suponhamos que o polindmio () tenha grau m e sejam ay, . . . , a,, seus coeficientes. Usando
(2), é fécil ver que, para todo j = 0, ..., m, os coeficientes a; = a;(A, wy,. .., w,_1) definem
aplicagdes A — a;(A,wy,...,w,_1) continuas. Pela construcdo de (), temos Q(w,) = 0.
Considerando w,, como fung¢do dos coeficientes, isto &, w,, = wy(ay,...,a,) o Teorema 3.6
da Secdo 3.2.1 garante-nos que a aplicac@o (ao, - . ., @y, ) — wy(ag, . . ., a,,) é continua. Como
a composicao de aplicacdes continuas € continua, temos que a aplicacao

A wn<a0(A,w1, e W)y G (A W, ,wn_l))

é continua. Assim, dado 0 < & < (|w,| — 1)/2, existe § > 0 tal que, se A é uma matriz n x n
simétrica com 0 < |A;;| < 1 e max; ; |A;; — A;;j| < 6, entdo

|w, (A, wy, .. wyq) — wn(fl, Wi, .., wy1)| < e
Pela construcdo do polindmio Q, temos P, (A) (wh L we(A wy, ,wn_l)) =0 com
lw;| > 1 paratodo j=1,...,(n—1) e |wu(A wi,..., w, 1) > 1.

No entanto, isso € uma contradicdo com o caso provado anteriormente.
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