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Resumo

Neste artigo, apresentamos, de forma detalhada, uma prova do célebre Teorema de Lee-
Yang, que se refere à localização dos zeros de uma determinada classe de polinômios com
coeficientes reais. Estenderemos o resultado original para o caso em que os coeficientes dos
polinômios sejam números complexos. A aplicação central desse teorema é no contexto da
Mecânica Estatı́stica do Equilı́brio. Em particular, resulta do mesmo que o modelo de Ising
d-dimensional, sob efeito de um campo magnético externo, não apresenta o fenômeno de
transição de fase. Esse teorema, na formulação em que os coeficientes são complexos,
foi provado recentemente por David Ruelle, em [26], onde foram usados o método da
contração de Asano e de idéias originais sobre o raio interno. A prova apresentada aqui é
inspirada no argumento original do Teorema de Lee-Yang para coeficientes reais, veja [18].
Utilizamos apenas resultados clássicos da teoria de funções de uma variável complexa e,
dentre esses resultados, a invariância da famı́lia de cı́rculos na esfera de Riemann pelas
transformações de Möbius. Este trabalho não requer do leitor conhecimentos quaisquer
sobre Fı́sica-Matemática.

1 Introdução
Em 1952, Lee e Yang, no artigo [18], propuseram um programa para análise do fenômeno

de transição de fase em termos dos zeros da função de partição. O principal teorema obtido por
esses autores afirma que certos polinômios P de grau n em uma variável complexa z têm todas
suas raı́zes no circulo unitário |z| = 1. Este teorema deu inı́cio a uma ativa área de pesquisa.
Em [27], David Ruelle conta a história do Teorema de Lee-Yang e também argumenta como
um problema fı́sico pode originar uma teoria matemática a qual não se tem, em um primeiro
momento, idéia de sua importância. Para situar o leitor da devida relevância do Teorema de
Lee-Yang, vamos apresentar um breve panorama de resultados existentes relacionados a ele e
aos problemas de localização de raı́zes de polinômios em várias variáveis.

A localização de zeros de polinômios multivariados ou de funções inteiras transcendentes e
sua dinâmica por transformações lineares são tópicos centrais na teoria geométrica de funções
e recentemente tem sido aplicada com sucesso em Mecânica Estatı́stica, Combinatória, Teoria
da Probabilidade e Teoria de Matrizes, veja [3, 4, 5, 9, 30].
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De modo geral, tais problemas estão intimamente relacionados aos problemas de descre-
ver todos os operadores lineares no espaço de polinômios que preservam a propriedade de não
nulidade quando as variáveis estão em um subconjunto prescrito de Cn. Isso, em particular,
engloba um problema antigo de classificação cuja origem remonta a trabalhos clássicos de Her-
mite, Laguerre, Hurwitz e Pólya-Schur em polinômios multivariados com tais propriedades. Os
problemas de classificação a que nos referimos são precisamente enunciados abaixo, mas antes
precisamos introduzir algumas notações (Observamos que desenvolvimento da demonstração
do Teorema de Lee-Yang dada aqui é independente das idéias introduzidas no restante desta
seção).

Seja K = C ou R. Denotamos por K[z1, . . . , zn] o conjunto de todos os polinômios em n
indeterminadas com coeficientes em K, isto é,

K[z1, . . . , zn] =

{
k1∑

α1=0

. . .

kn∑
αn=0

Aα1,...,αn zα1
1 . . . zαn

n

}
,

onde k1, . . . , kn ∈ N ∪ {0} e Aα1,...,αn ∈ K. Dado n ≥ 1 e Ω ⊂ Cn, dizemos que f ∈
C[z1, . . . , zn] é Ω-estável se f(z1, . . . , zn) 6= 0 sempre que (z1, . . . , zn) ∈ Ω. Seja V um
subespaço de K[z1, . . . , zn]. Dizemos que um operador K-linear T : V → K[z1, . . . , zn] pre-
serva Ω estabilidade se para todo polinômio Ω-estável f ∈ K[z1, . . . , zn], temos que T (f) é um
polinômio Ω-estável ou T (f) ≡ 0. Sejam k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn e

Kk = {f ∈ K[z1, . . . , zn] : grauzi(f) ≤ ki, 1 ≤ i ≤ n}, (1)

onde grauzi(f) é o grau de f na variável zi. Se U ⊂ C e Ω = Un(o produto cartesiano
de n cópias de U ), vamo-nos referir a Ω estabilidade simplesmente por U -estabilidade. Os
problemas de classificação citados acima estão relacionados aos seguintes problemas:

Problema 1. Caracterizar todos operadores lineares T : Kk → K[z1, . . . , zn] que preservam
Ω-estabilidade para um dado Ω ⊂ Cn e k ∈ Nn.

Problema 2. Caracterizar todos operadores lineares T : K[z1, . . . , zn] → K[z1, . . . , zn] que
preservam Ω-estabilidade.

Para n = 1 os problemas acima foram enunciados em [10] e [12], veja também [16] e [25,
pág. 182-183]. O análogo em várias variáveis foi formulado explicitamente em [6, 8], desta
forma abrangendo essencialmente todas as questões similares e algumas variações que tem sido
estudadas por mais de um século. Note que para n = 1, K = R e Ω = {z ∈ C : Im(z) 6= 0}
os Problemas 1 e 2 se referem à classificação de operadores lineares que preservam o conjunto
dos polinômios reais com todos os zeros reais. Pólya e Schur, em [23], caracterizaram todos
os operadores diagonais com essa propriedade (chamados de sequências multiplicadoras). Isto
abriu caminho para inúmeras investigações subsequentes [7, 8, 13, 11, 12, 15, 16, 17, 20, 24,
25, 29]. Entretanto, apenas recentemente, as soluções completas para essas questões (e de
modo mais geral, para os Problemas 1 e 2 para n = 1 em qualquer domı́nio circular aberto Ω)
foram respondidas em [7].

Outro progresso importante no estudo dos polinômios Ω-estáveis foi feito em 2010 por
David Ruelle [26]. Ele classificou todos os polinômios de C(1,...,1), como definido em (1),
que são simultanemente Ω1-estáveis e Ω2-estáveis, onde Ω1 = B(0, 1)n e Ω2 = Cn − Ω1 =
(C−B(0, 1))n. Em [26], denota-se tal conjunto de polinômios por LYn. Usando o conceito de
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raio interno os polinômios Ψ ∈ LYn+1, são caracterizados em termos de polinômios Φ em n
variáveis tais que Φ(z1, . . . , zn) 6= 0 quando |z1|, . . . , |zn| < 1.

O principal teorema deste trabalho é conhecido como Teorema de Lee-Yang. Como uma
de suas aplicações, podemos apresentar uma classe ampla de polinômios em C(1,...,1) que são
Ω1-estáveis e Ω2-estáveis, onde Ω1 e Ω2 são como acima definidos.

Os coeficientes que aparecem nos polinômios do clássico Teorema de Lee-Yang, veja [14]
e referências, dependem de uma famı́lia {Aij}i 6=j de números reais satisfazendo |Aij| 6 1
e Aij = Aji para todo 1 6 i, j 6 n. Uma das contribuições deste artigo é mostrar que a
conclusão do Teorema de Lee-Yang permanece verdadeira supondo agora que {Aij}i 6=j é uma
famı́lia de números complexos, satisfazendo |Aij| 6 1 e Aij = Aji para quaisquer i, j, onde
Aji denota o conjugado complexo de Aji.

Os resultados deste trabalho podem ser obtidos a partir do primeiro exemplo da Seção 7
de [26] tomando bU = 1 e aU = Aij se U = {i, j} com i < j, com Aij satisfazendo as
hipóteses do Teorema 2.1. A vantagem da prova apresentada aqui é sua simplicidade. Outras
generalizações do Teorema de Lee-Yang podem ser encontradas na literatura, veja [1, 31].

A prova do Teorema é feita em duas partes. Em ambas as partes, assumimos sempre que
Aij = Aji. Na primeira parte, supomos que 0 < |Aij| < 1 e, usando uma indução no grau dos
polinômios, mostramos que o teorema é verdadeiro. Esta indução é bastante elaborada e utiliza
fortemente várias propriedades das aplicações de Möbius. Por isso, para facilitar a exposição
das idéias, dividimos a indução em três casos e apresentamos ao longo do argumento alguns
lemas úteis sobre as transformações de Möbius. A técnica usada no processo de indução é
explicada com todos os detalhes na Seção 3.1.2 em um caso particular, onde n = 3. Na seção
seguinte mostramos como fazer as adaptações necessárias para o caso geral.

Na segunda parte da demonstração voltamos nossa atenção ao caso |Aij| ≤ 1. A prova
do teorema nesse caso é baseada na dependência contı́nua das raı́zes de polinômios em uma
variável complexa com respeito a seus coeficientes. Para deixar o texto o mais auto-contido
possı́vel, provamos esse fato por meio de conceitos elementares da teoria de espaços métricos.
A prova apresentada aqui para esse teorema auxiliar é totalmente inspirada na prova dada em
[22], e como nesta referência apresentamos todos os detalhes. Após a prova da dependência
contı́nua, na seção seguinte, mostramos finalmente como concluir a prova do Teorema de Lee-
Yang.

2 O Teorema de Lee-Yang
Neste texto, N denota o conjunto dos inteiros positivos. Fixado n ∈ N, vamos considerar o

conjunto ∆n ⊂ N, definido por ∆n ≡ {1, . . . , n}. Vamos usar a notação P(∆n) para referir-
nos ao conjunto das partes de ∆n. Fixado n ∈ N, dizemos que S, S ′ ⊂ ∆n formam uma
partição de ∆n se S ∪ S ′ = ∆n e S ∩ S ′ = ∅. Uma partição S, S ′ de ∆n é dita não-trivial
se ambos S e S ′ são não vazios. Dadas uma partição S, S ′ não-trivial de ∆n e uma coleção
de números complexos Aij com i ∈ S e j ∈ S ′, definimos de maneira canônica o produtório∏

i∈S
∏

j∈S′ Aij . Caso S ou S ′ sejam vazios, convencionamos que esse produtório é igual a
um. Se S = {i1, . . . , iS} ⊂ ∆n é um subconjunto não vazio e zi1 , . . . , ziS ∈ C, vamos usar a
notação zS = zi1zi2 · · · ziS . Para o caso S = ∅, colocamos zS = 1. Agora estamos prontos para
apresentar de forma precisa o enunciado do principal teorema deste trabalho.
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Teorema 2.1 (Lee-Yang). Sejam n ∈ N, {Aij}i 6=j uma famı́lia de números complexos satisfa-
zendo |Aij| 6 1, Aij = Aji para todo 1 6 i, j 6 n e Pn o seguinte polinômio:

Pn(z1, . . . , zn) =
∑

S∈P(∆n)

zS
∏
i∈S

∏
j∈S′

Aij, (2)

onde S ′ = ∆n − S. Se Pn(z1, . . . , zn) = 0 e para algum m ∈ ∆n temos |zk| > 1,∀k ∈
∆n − {m}, então |zm| 6 1.

Observação 2.1. O Teorema também é válido para a situação dual: se Pn(z1, . . . , zn) = 0 e
existe m ∈ ∆n tal que |zk| 6 1,∀k ∈ ∆n − {m}, então |zm| > 1.

Abaixo apresentamos algumas aplicações deste teorema.

Corolário 2.2. Se P : C→ C é um polinômio em uma variável complexa tal que

P (z) = Pn(z, . . . , z)

para algum polinômio Pn da forma (2) satisfazendo as hipóteses do Teorema de Lee-Yang,
então todos os zeros de P estão no cı́rculo unitário.

Demonstração. Se z ∈ C− {0} então segue da definição de Pn as seguintes igualdades:

P (z−1) = Pn(z−1, . . . , z−1)

=
∑

S∈P(∆n)

(z−1)S
∏
i∈S

∏
j∈S′

Aij

=
∑

S∈P(∆n)

(z−1)∆n · z∆n · (z−1)S
∏
i∈S

∏
j∈S′

Aij

= z−n
∑

S∈P(∆n)

z(∆n−S)
∏
i∈S

∏
j∈S′

Aij.

Mas note que somar sobre S ∈ P(∆n) é equivalente a somar sobre S ′ ∈ P(∆n). Agora,
como Aij = Aji, podemos inverter a ordem dos produtórios da última igualdade e assim,
obtemos

P (z−1) = z−n
∑

S′∈P(∆n)

zS
′ ∏
j∈S′

∏
i∈S

Aji = z−nPn(z, . . . , z) = z−nP (z). (3)

Se |z| ≥ 1 e P (z) = Pn(z, . . . , z) = 0, então segue do Teorema de Lee-Yang que |z| ≤ 1 e
logo |z| = 1. Por outro lado, se |z| ≤ 1 e P (z) = 0 segue da equação (3) que P (z−1) = 0.
Assim, pela definição de P temos que 0 = P (z−1) = Pn(z−1, . . . , z−1). Aplicando novamente
o Teorema de Lee-Yang temos que |z−1| = 1. Pelas propriedades da conjugação complexa
segue imediatamente que |z| = 1. Em resumo, qualquer raiz da equação P (z) = 0 satisfaz
|z| = 1 e, portanto, toda raiz de P pertence ao cı́rculo unitário.
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2.1 Aplicações
Fixe d ∈ N. Considere o produto cartesiano de d cópias do conjunto dos números inteiros

Zd = {(p1, . . . , pd) : pj ∈ Z, para todo j = 1, . . . d} como um espaço métrico cuja a distância
entre dois de seus pontos p e q é dada por

‖p− q‖ =
d∑
j=1

|pj − qj|.

Para cada Λ ⊂ Zd finito definimos o espaço {−1, 1}Λ = {(σp)p∈Λ : σp ∈ {−1, 1}} que será
denotado por ΩΛ e chamado de espaço de configurações no volume Λ. A função HΛ : ΩΛ → R
dada por

HΛ((σp)p∈Λ) = −
∑
p,q∈Λ
‖p−q‖=1

J(σpσq − 1)−
∑
p∈Λ

h(σp − 1),

onde J e h são constantes reais é chamada de Hamiltoniano do modelo de Ising de primeiros
vizinhos no volume Λ. Se a constante J é positiva dizemos que o modelo é ferromagnético.

Através da função HΛ podemos definir uma medida de probabilidade PΛ sobre o conjunto
das partes de ΩΛ tal que cada configuração (σp)p∈Λ tem probabilidade

PΛ({(σp)p∈Λ}) =
exp

(
−HΛ((σp)p∈Λ)

)
ZΛ(h)

,

onde ZΛ(h) é uma contante de normalização escolhida de forma que PΛ seja uma medida de
probabilidade. ZΛ(h) é chamada de função de partição e pode ser expressa como

ZΛ(h) =
∑

(ωp)p∈Λ∈ΩΛ

exp
(
−HΛ((ωp)p∈Λ)

)
. (4)

A rigor a função de partição também depende do parâmetro J , mas omitimos esta dependência
na notação porque estamos mais interessados na dependência da função de partição apenas com
respeito ao parâmetro h.

Para cada n ∈ N seja Λn = [−n, n] × . . . × [−n, n] ∩ Zd um hipercubo em Zd e denote
por |Λn| = (2n + 1)d a cardinalidade deste conjunto. Se J > 0 e h ∈ R podemos mostrar que
existe o seguinte limite

f(h) = lim
n→∞

1

|Λn|
ln(ZΛn(h)).

Neste caso os possı́veis valores de h para o qual o modelo de Ising ferromagnético (J > 0)
passa por uma transição de fase são aqueles onde a função f não é diferenciável.

O Teorema de Lee-Yang pode ser usado para mostrar que f é analı́tica se h 6= 0. Uma
observação importante é que para d ≥ 2 é bem conhecido que ZΛ(h) não é diferenciável
no ponto h = 0. Este teorema é conhecido na literatura como argumento de Pieirls e é um
resultado de grande importância no estudo matemático do fenômeno de transição de fase.

Para usar o teorema de Lee-Yang olhamos para a função de partição ZΛ(h) em (4) como
uma função de uma variável complexa h. Observe que isto pode ser feito sem nenhum problema
já que hamiltoniano HΛ se estende de maneira natural para h ∈ C.
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Para cada configuração (σp)p∈Λ associamos o seguinte conjunto

S
(

(σp)p∈Λ

)
= {p ∈ Λ : σp = −1}.

Esta associação define uma bijeção entre os conjuntos ΩΛ e {S : S ⊂ Λ} = P(Λ). Para
representar a função de partição como um polinômio de Lee-Yang em uma variável complexa
fazemos z = exp(−2h) e para cada i, j ∈ Λ e fixado S = S

(
(σp)p∈Λ

)
definimos

Aij =

{
exp(−2J), se i ∈ S, j ∈ (Λ \ S) e ‖i− j‖ = 1;

1, caso contrário.

Usando agora a definição da função de partição temos que

ZΛ(h) =
∑

(σp)p∈Λ∈ΩΛ

exp
( ∑

p,q∈Λ
‖p−q‖=1

J(σpσq − 1) +
∑
p∈Λ

h(σp − 1)
)

=
∑
S∈Λ

z|S|

(∏
i∈S

∏
j∈S′

Aij

)

=P|Λ|(z, . . . , z).

Pelo Corolário 2.2 segue que se ZΛ(h) = 0 então |z| = | exp(−2h)| = 1. Portanto podemos
concluir que ZΛ(h) 6= 0 sempre que Re(h) 6= 0. Podemos mostrar que é possı́vel definir um
ramo do logaritmo de tal forma que log(ZΛ(h)) é uma função analı́tica de h, para todo h tal
que Re(h) 6= 0 e além do mais que existe

F (h) = lim
n→∞

1

|Λn|
log(ZΛn(h)).

Usando os Teoremas de Hurwitz e Vitali e uma estimativa simples para função de partição
podemos mostrar que F é analı́tica para todo h tal que Re(h) 6= 0 e também que F (h) = f(h)
para todo h ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞), mostrando a ausência de transição de fase no modelo de
Ising ferromagnético para h 6= 0. Para maiores detalhes veja [14, 28].

2.2 Exemplo
Neste exemplo, vamos mostrar quais são todos os polinômios de grau três possuindo suas

raı́zes no cı́rculo unitário que podem ser obtidos via o Teorema de Lee-Yang. Primeiro con-
sideramos o caso em que os coeficientes são reais e em seguida, o caso complexo. No caso
de coeficientes reais, este conjunto de polinômios pode ser descrito por uma famı́lia a um
parâmetro real α. De fato, observe que se n = 3 em (2), então temos

P3(z1, z2, z3) =1 + z1A12A13 + z2A21A23 + z3A31A32

+ z1z2A13A23 + z1z3A12A32 + z2z3A21A31 + z1z2z3.
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Tomando z1 = z2 = z3 = z e supondo que a famı́lia Aij é simétrica, obtemos o seguinte
polinômio de grau 3 na variável complexa z

P (z) = P3(z, z, z) = 1 + αz + αz2 + z3, (5)

onde α = A12A13+A12A23+A13A23. Vamos mostrar como aplicação do Teorema de Lee-Yang
que para todo α ∈ [−1, 3] o polinômio P , como definido acima, tem todas suas raı́zes no cı́rculo
unitário. Note que é suficiente mostrar que a função f : R3 → R, dada por f(x1, x2, x3) =
x1x2 + x1x3 + x2x3 leva o cubo [−1, 1] × [−1, 1] × [−1, 1] sobre o intervalo [−1, 3]. Pela
continuidade de f , isto pode ser feito mostrando que −1 e 3 são os valores extremos de f
neste cubo. Para o cálculo dos valores extremos note que f é uma função harmônica e portanto
seus valores extremos são assumidos por pontos da fronteira deste cubo. Usando também que
f(x1, x2, x3) = f(−x1,−x2,−x3) é fácil mostrar que os pontos de mı́nimo é máximo de f
restrita o cubo unitário são respectivamente −1 e 3.

No caso em que Aij é complexo no lugar de (5) teremos

P (z) = P3(z, z, z) = 1 + αz + αz2 + z3, (6)

Ainda é possı́vel, mesmo neste caso, encontrar explicitamente um subconjunto de D ⊂ C tal
que para todo α ∈ D as raı́zes do polinômio (6) estão todas no cı́rculo unitário. Esta região é
limitada por uma curva chamada deltóide, veja figura abaixo:

Figura 1: A Deltóide

Uma caracterização de D, baseada nas idéias usadas neste trabalho e em belı́ssimos argu-
mentos geométricos pode ser encontrada em [19].

3 A Prova do Teorema de Lee-Yang
Esta seção é dedicada à prova do Teorema 2.1. Para facilitar a compreensão do argumento,

essa prova será dividida em alguns lemas e proposições, cujos enunciados e provas serão apre-
sentados aqui.
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3.1 A prova para o caso 0 < |Aij| < 1

Vamos provar inicialmente o Teorema 2.1 com hipóteses um pouco mais fortes, isto é,
vamos assumir além das hipóteses feitas no enunciado que 0 < |Aij| < 1,∀i, j. Em seguida,
mostraremos na Seção 3.2 como fazer a prova no caso geral. Antes de prosseguir, observamos
também que não há perda de generalidade em supor que m = n.

Como mencionamos anteriormente a demonstração do Teorema de Lee-Yang será feita por
indução em n. Na próximas duas seções apresentamos detalhadamente a prova para os casos
onde n = 2 e 3. Para o caso n = 1, temos que P1(z1) = 1 + z1, então a raiz de P1 satisfaz
|z1| = 1, mostrando que o teorema é verdadeiro neste caso.

3.1.1 Caso n = 2

Para o caso n = 2, temos P2(z1, z2) = 1+A12z1+A21z2+z1z2.Observe que P (z1,−A12) ≡
1 − |A12|2 6= 0. Assim, se (z1, z2) ∈ C2 é uma raiz de P2, então z2 6= −A12. Além disso,
(z1, z2) ∈ C2 é zero de P2 se e somente se

z1 = −1 + A12z2

A12 + z2

:= −A+ Cz2

B +Dz2

:= T (z2). (7)

Uma vez que AD−BC = 1−|A12|2 6= 0, temos que a aplicação linear fracionária definida em
(7) é uma transformação de Möbius. Para terminar a prova desse caso, precisamos da seguinte
proposição:

Proposição 3.1. Se T : C∞ → C∞ é uma Transformação de Möbius, da forma

T (z) = k · 1 + az

a+ z
, com |k| = 1

então T (S1) = S1. Além disso, se |a| < 1, então T (B(0, 1)) ⊂ {z ∈ C : |z| > 1}

Demonstração. Para todo z := eiθ ∈ S1, temos

|T (eiθ)| =
∣∣∣∣1 + aeiθ

a+ eiθ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 + aeiθ

eiθ(e−iθa+ 1)

∣∣∣∣ =
|1 + aeiθ|
|(eiθa+ 1)|

= 1.

Assim temos que T (S1) = S1. Como T preserva o cı́rculo unitário, para mostrar que a imagem
do disco unitário T (B(0, 1)) ⊂ {z ∈ C : |z| > 1}, é suficiente observar que T é contı́nua,
|T (0)| = |1/a| > 1 e aplicar o Teorema da Alfândega.

Para verificar a validade do Teorema de Lee-Yang para n = 2, suponha que (z1, z2) seja
uma raiz de P2 (portanto, z1 e z2 satisfazem (7)) com |z1| ≥ 1 e |z2| > 1. Note que a aplicação
T satisfaz a Proposição 3.1 com a = A12 e k = −1. A partir disso, temos que T (z2) ∈ B(0, 1),
mas isso é uma contradição, pois |T (z2)| = |z1| ≥ 1.

3.1.2 Caso n = 3

Vamos apresentar a prova de mais um caso particular para ilustrar melhor a técnica utilizada
para provar o caso geral. Neste caso, temos
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P3(z1, z2, z3) =1 + z1A12A13 + z2A21A23 + z3A31A32

+ z1z2A13A23 + z1z3A12A32 + z2z3A21A31 + z1z2z3.

Escolhendo z1, z2, z3 ∈ C, tais que P3(z1, z2, z3) = 0, temos

0 =

A︷ ︸︸ ︷
(1 + z2A21A23) +z3

B︷ ︸︸ ︷
(A31A32 + z2A21A31)

+ z1 (A12A13 + z2A13A23)︸ ︷︷ ︸
C

+z1z3 (A12A32 + z2)︸ ︷︷ ︸
D

. (8)

Claramente de (8) segue que

z1(C +Dz3) = −(A+Bz3). (9)

Lema 3.2. Sejam B, C e D como em (8) e supondo que z2 ∈ C é tal que |z2| > 1, então D 6= 0
e valem as seguintes desigualdades: | − C/D| < 1 e | −B/D| < 1.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que D 6= 0. Reescrevemos D, colocando o fator
A12A32 em evidência como segue

D = A12A32 + z2

= A12A32(1 + A12
−1A32

−1z2).

Usando a mudança de variáveis ξ = A12
−1A32

−1z2, ficamos com D = A12A32P1(ξ). Como
1 6 |z2| < |ξ|, temos que P1(ξ) 6= 0, logo D 6= 0.

Vamos mostrar agora que | − C/D| < 1. Para isso, considere a função z 7→ C + Dz.
Usando (8), temos que

C +D · z = A12A13 + z2A13A23 + (A12A32 + z2)z

= A12A13(1 + z2A
−1
12 A23 + zA−1

13 A32 + z2A
−1
12 · zA−1

13 )

= A12A13P̃2(ξ1, ξ2),

onde ξ1 = zA−1
13 , ξ2 = z2A

−1
12 e P̃2(ξ1, ξ2) = 1 +A23ξ1 +A32ξ2 + ξ1ξ2 é um polinômio do tipo

P2. Tomando z = −C/D na igualdade acima, concluı́mos que

P̃2(ξ1, ξ2) = 0.

Por hipótese, temos que |z2| > 1 e |A−1
12 | > 1, logo |ξ2| > 1. Usando agora o teorema para

o caso n = 2, temos imediatamente que |ξ1| 6 1 e, portanto,

| − C/D| = |z| < |ξ1| 6 1. (10)

Para provar que | −B/D| < 1, basta considerar a função z 7→ B + zD. Nesse caso, temos
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B + zD =A31A32

(
1 + A21(z2A

−1
32 ) + A12(zA−1

31 ) + (z2A
−1
32 )(zA−1

31 )
)

=A31A32P̃2(ζ1, ζ2),

onde ζ1 = zA−1
31 e ζ2 = z2A

−1
32 . Tomando z = −B/D, a prova da desigualdade segue de

maneira análoga à do caso anterior.

Para concluir a prova deste caso, faremos uso do seguinte lema:

Lema 3.3. Se existe (z′1, z
′
2, z
′
3) ∈ C3 com |z′1|, |z′2| ≥ 1 e |z′3| > 1 tal que P3(z′1, z

′
2, z
′
3) = 0,

então existe (z′′1 , z
′′
2 , z
′′
3 ) com |z′′1 | = 1, |z′′2 | ≥ 1 e |z′′3 | > 1 tal que P3(z′′1 , z

′′
2 , z
′′
3 ) = 0.

Demonstração. No caso em que |z′1| = 1, não há nada a fazer, pois basta tomar (z′′1 , z
′′
2 , z
′′
3 ) =

(z′1, z
′
2, z
′
3). Portanto podemos assumir que |z′1| > 1.

Já que P (z′1, z
′
2, z
′
3) = 0, o ponto (z′1, z

′
2, z
′
3) define, conforme mostrado em (8), coeficientes

A,B,C e D (dependentes de z′2) que satisfazem também a equação (9). Fixado z′2 tal que
|z′2| ≥ 1, segue do Lema 3.2 que |−C/D| < 1. Como supomos que |z′3| > 1, então z′3 6= −C/D
e, logo,

z′1 = −A+Bz′3
C +Dz′3

. (11)

O lado direito da igualdade acima define naturalmente uma transformação linear fracionária
em C∞. Vamos denotar essa aplicação como T .

Afirmamos que T é uma aplicação de Möbius. De fato, se T é uma aplicação linear fra-
cionária que não é de Möbius, então T é constante. Logo existe uma constante λ ∈ C tal
que

λ ≡ −A+Bz3

C +Dz3

=⇒ −λD = B. (12)

Usando (11), (12) e o Lema 3.2, temos |z′1| = |λ| = |B/D| < 1. No entanto, isso é um absurdo,
pois |z′1| > 1. Portanto, podemos assumir que a aplicação T induzida por (11) é uma aplicação
de Möbius.

Figura 2: A transformação T

Seja Γ ⊂ C uma reta arbitrária que passe por z′3 e não intercepte o cı́rculo unitário. Pelo
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Lema 3.2, temos que o ponto z3 = −C/D não está em Γ. Como as transformações de Möbius
preservam a famı́lia dos cı́rculos em C∞, temos que T (Γ) é uma circunferência em C, pois T
é uma bijeção e T (−C/D) =∞. Além disso, temos que z′1,−B/D ∈ T (Γ), logo T (Γ) é uma
circunferência que intercepta o cı́rculo unitário em dois pontos distintos. Tomando z′′1 como
um desses pontos, z′′3 = T−1(z′′1 ) e z′′2 = z′2. Veja a figura abaixo:

Figura 3: A reta Γ e a construção da raiz (z′′1 , z
′′
2 , z
′′
3 ).

Deste modo, obtemos (z′′1 , z
′′
2 , z
′′
3 ) com |z′′1 | = 1, |z′′2 | ≥ 1 e |z′′3 | > 1, como querı́amos.

Fixado o ponto z′′1 , construı́do como no Lema 3.3, temos da definição de P3 a seguinte
igualdade:

P3(z′′1 , z2, z3) =

A′︷ ︸︸ ︷
(1 + z′′1A12A13) +z2

B′︷ ︸︸ ︷
(A21A23 + z′′1A13A23)

+ z3 (A31A32 + z′′1A12A32)︸ ︷︷ ︸
C′

+z2z3 (A21A31 + z′′1 )︸ ︷︷ ︸
D′

. (13)

Observamos que os coeficientes definidos acima são ligeiramente diferentes daqueles obti-
dos no Lema 3.2, no qual os coeficientes foram obtidos expressando z1 como função de z3. A
intenção agora é expressar z2 como função de z3. Por um argumento análogo usado na prova
do Lema 3.2, podemos mostrar que, se |z′′1 | = 1, então | − B′/D′| < 1. Se P3(z′′1 , z2, z3) = 0 e
z3 6= −B′/D′, então podemos expressar z2 como a imagem de z3 pela aplicação dada abaixo:

z2 = T̃ (z3) ≡ −A
′ + C ′z3

B′ +D′z3

, (14)

onde os coeficientesA′, B′, C ′ eD′ são dados em (13). Verificamos que são válidas as seguintes
relações entre os coeficientes de (14):

A′ = 1 + z′′1A12A13 = z′′1 (A21A31 + z′′1
−1

)

= z′′1 (A21A31 + z′′1 )

= z′′1 ·D′,

11



onde, na segunda igualdade, usamos que |z′′1 | = 1. A segunda relação é C ′ = z′′1 · B′, que é
obtida de maneira análoga. A partir dessas relações, podemos verificar que a aplicação T̃ , em
(14), pode ser reescrita como:

T̃ (z3) = −z
′′
1 ·D′ + z′′1 ·B′z3

B′ +D′z3

= −z′′1 ·
D′

D′
·

1 +
(
B′

D′

)
z3

B′

D′
+ z3

,

onde, na segunda igualdade, usamos que D′ = A21A31 + z′′1 6= 0. Tomando

k = −z′′1 ·
D′

D′
e a =

(
B′

D′

)
,

segue da desigualdade |B′/D′| < 1 que T̃ satisfaz todas as hipóteses da Proposição (3.1).
A partir disso, podemos concluir que T̃ transforma o plano de modo que o exterior do disco
unitário torna-se o interior do disco unitário. Uma vez que |z′′3 | > 1, temos que z′′3 6= −B′/D′.
Nesse caso, como observado anteriormente, a equação P3(z′′1 , z

′′
2 , z
′′
3 ) = 0 é equivalente a

T̃ (z′′2 ) = z′′3 . No entanto, como |z′′2 | ≥ 1 e T̃ transforma o plano de modo que o complementar
do disco unitário torna-se o fecho do disco unitário, deverı́amos ter |z′′3 | = |T (z′′2 )| ≤ 1. Por
outro lado, z′′3 ∈ Γ e essa reta não intercepta o cı́rculo unitário, logo, temos uma contradição.
Portanto, vale o teorema para o caso n = 3.

3.1.3 Caso geral

A seguir, faremos um processo de indução para provar os casos n > 4 uma vez que os argu-
mentos principais já foram exemplificados nos casos particulares. No entanto, para generalizar
esses argumentos, precisamos antes demonstrar o

Lema 3.4. Suponhamos que o Teorema de Lee-Yang seja válido para n − 1 e n − 2. Sejam
A,B,C e D coeficientes dependentes de zj com j ∈ ∆n−1−{k} ≡ X , definidos pela seguinte
igualdade:

Pn(z1, . . . , zn) = A+Bzk + Czn +Dzkzn. (15)

Se para todo j ∈ X temos que |zj| ≥ 1, então D 6= 0,| − C/D| < 1 e | −B/D| < 1.

Demonstração. Assumamos que o Teorema seja válido para n− 1 e n− 2 e suponhamos que
|zi| > 1, ∀i ∈ X . Pela definição dos coeficientes A,B,C e D, temos que:

Pn(z1, . . . , zn) = A+Bzk + Czn +Dzkzn,

onde Dznzk é dado pelo somatório sobre os conjuntos da forma S ∪ {k, n} com S ⊂ X como
mostrado abaixo:

Dznzk =
∑

S∈P(X)

zkznz
S

∏
i∈S∪{k,n}

∏
j∈∆n−(S∪{k,n})

Aij

= zkzn
∑

S∈P(X)

zS
∏

i∈S∪{k,n}

∏
j∈∆n−(S∪{k,n})

Aij.
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Como zn e zk na equação acima são arbitrários, podemos concluir que

D =
∑

S∈P(X)

zS
∏

i∈S∪{k,n}

∏
j∈∆n−(S∪{k,n})

Aij.

Mas como ∆n − (S ∪ {k, n}) = X − S, temos que

D =
∑

S∈P(X)

zS
∏

i∈S∪{k,n}

∏
j∈X−S

Aij

=
∑

S∈P(X)

zS

( ∏
j∈X−S

AkjAnj

)(∏
i∈S

∏
j∈X−S

Aij

)

=

(∏
j∈X

AkjAnj

) ∑
S∈P(X)

zS

(∏
j∈S

A−1
kj A

−1
nj

)(∏
i∈S

∏
j∈X−S

Aij

)

=

(∏
j∈X

AkjAnj

) ∑
S∈P(X)

(∏
j∈S

zjA
−1
kj A

−1
nj

)(∏
i∈S

∏
j∈X−S

Aij

)

=

(∏
j∈X

AkjAnj

) ∑
S∈P(X)

(∏
j∈S

ξj

)(∏
i∈S

∏
j∈X−S

Aij

)

=

(∏
j∈X

AkjAnj

)
Pn−2 ({ξj}j∈X) ,

onde ξj = zjA
−1
kj A

−1
nj . Observando que |ξj| > |zj| > 1, temos pela hipótese de indução que

Pn−2 ({ξj}j∈X) 6= 0 e, portanto, D 6= 0.
De maneira semelhante, temos que Czn + Dzkzn é dado pelo somatório sobre todos os

conjuntos S ∪ {n} tais que S ∈ P(∆n−1), conforme abaixo:

Czn +Dzkzn =
∑

S∈P(∆n−1)

znz
S

 ∏
i∈S∪{n}

∏
j∈∆n−(S∪{n})

Aij



zn(C +Dzk) = zn
∑

S∈P(∆n−1)

zS

 ∏
i∈S∪{n}

∏
j∈∆n−(S∪{n})

Aij



Já que a igualdade acima é válida para todo zn ∈ C, segue que
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C +Dzk =
∑

S∈P(∆n−1)

zS

 ∏
i∈S∪{n}

∏
j∈∆n−(S∪{n})

Aij



=
∑

S∈P(∆n−1)

zS

 ∏
j∈∆n−1−S

Anj

∏
i∈S

∏
j∈∆n−1−S

Aij



=

 ∏
j∈∆n−1

Anj

 ∑
S∈P(∆n−1)

zS

(∏
j∈S

A−1
nj

)∏
i∈S

∏
j∈∆n−1−S

Aij



=

 ∏
j∈∆n−1

Anj

 ∑
S∈P(∆n−1)

(∏
j∈S

zjA
−1
nj

)∏
i∈S

∏
j∈∆n−1−S

Aij



=

 ∏
j∈∆n−1

Anj

Pn−1

(
{ξj}j∈∆n−1

)
,

onde desta vez ξj ≡ zjA
−1
nj . Fazendo zk = −C/D na equação acima, obtemos a seguinte

igualdade: Pn−1

(
{ξj}j∈∆n−1

)
= 0. Note novamente que |ξi| > |zi| > 1 para todo i ∈ X ,

portanto, segue da hipótese de indução do caso n− 1 que |ξk| 6 1 e, por isso,

| − C/D| = |zk| = |Ankξk| < |ξk| 6 1.

A prova de que | −B/D| < 1 segue de argumentos análogos aos expostos acima.

Vamos considerar agora a aplicação fracionária linear T : C∞ → C∞ dada por

T (zn) = −A+ Czn
B +Dzn

com A,B,C e D dados como em (15). Sob as hipóteses do lema anterior, sabemos que D 6= 0
e, portanto, temos que T (∞) = −C/D. Em geral, como no caso n = 3, T pode não ser
uma transformação de Möbius. Sendo assim, precisamos considerar estes dois casos: T é uma
transformação de Möbius; e T não é uma transformação de Möbius.

Caso T não seja uma transformação de Möbius, sabemos que existe λ ∈ C tal que T (zn) ≡
λ. Sob as hipóteses do Lema 3.4, temos que |−C/D| < 1 e, portanto, |T (∞)| = |−C/D| < 1,
o que mostra que |λ| < 1. Já que T é constante podemos verificar imediatamente queA = −λB
e C = −λD. Usando essas igualdades na expressão do polinômio Pn, podemos afirmar que,
se (z1, . . . , zn) é uma de suas raı́zes e satisfaz as hipóteses do Lema 3.4, então as seguintes
igualdades são verdadeiras:

0 =A+Bzk + Czn +Dzkzn

=− λB +Bzk − λDzn +Dznzk

=(zk − λ)

(
B

D
+ zn

)
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Da igualdade acima, decorre que não pode existir nenhuma raiz (z1, . . . , zn) de Pn tal que
|zj| ≥ 1 para todo j = 1, . . . , (n− 1) e |zn| > 1. Assim, prova-se o teorema para esse caso.

Vamos considerar agora o caso em que T é uma transformação de Möbius. Suponhamos
que z′1, . . . , z

′
n−1, z

′
n sejam tais que Pn(z′1, . . . , z

′
n) = 0 e |z′1|, |z′2|, . . . , |z′n−1| > 1. Se |z′1| = 1,

tomemos z′′i = z′i para todo 1 6 i 6 n. Caso |z′1| > 1, podemos usar o Lema 3.4 com k = 1
para garantir que T (z′n) = z′1 e T (∞) = −C/D. Se considerarmos Γ uma reta que passe por z′1
e não intercepte o disco unitário, o Lema 3.4 garante também que Γ não passa por −B/D. Por
meio dessa observação, podemos dizer que T (Γ) é um cı́rculo em C e que intercepta o cı́rculo
unitário em dois pontos. Tomemos z′′1 como um desses pontos e z′′n = T−1(z′′1 ) e z′′j = z′j para
todo 2 6 j 6 n − 1. Podemos agora aplicar esse mesmo processo com base no Lema 3.4
em que k varia entre os valores 2 e n − 2. Assim podemos construir uma n-úpla (z∗1 , . . . , z

∗
n)

tal que P (z∗1 , . . . , z
∗
n) = 0 com |z∗1 | = . . . = |z∗n−2| = 1. Usando as expressões que definem

os coeficientes A ≡ A(z∗1 , . . . , z
∗
n−2) e D ≡ D(z∗1 , . . . , z

∗
n−2) e que |z∗1 | = · · · = |z∗n−2| = 1,

temos

A(z∗1 , . . . , z
∗
n−2) =

∑
S∈P(∆n−2)

(z∗)S
∏
i∈S

∏
j∈∆n−S

Aij

=
∑

S∈P(∆n−2)

(z∗)S
∏

i∈∆n−S

∏
j∈S

Aji, pois Aij = Aji

= (z∗)∆n−2

∑
S∈P(∆n−2)

(z∗)S−∆n−2

∏
i∈∆n−S

∏
j∈S

Aji

= (z∗)∆n−2

∑
S∈P(∆n−2)

(z∗)∆n−2−S
∏

i∈∆n−S

∏
j∈S

Aji, pois |z∗| = 1⇒ z∗ = (z∗)−1

= (z∗)∆n−2D(z∗1 , . . . , z
∗
n−2).

Na penúltima igualdade, usamos o fato de que somar sobre os complementares de S ou so-
bre S é equivalente. Analogamente, expressando B ≡ B(z1, . . . , zn−2) e C ≡ C(z1, . . . , zn−2)
com |z1| = · · · = |zn−2| = 1, temos que

B(z∗1 , . . . , z
∗
n−2) =

∑
S∈P(∆n−2)

(z∗)S
∏

i∈S∪{n−1}

∏
j∈∆n−(S∪{n−1})

Aij

=
∑

S∈P(∆n−2)

(z∗)S
∏

i∈∆n−(S∪{n−1})

∏
j∈S∪{n−1}

Aji

= (z∗)∆n−2

∑
S∈P(∆n−2)

(z∗)S−∆n−2

∏
i∈∆n−(S∪{n−1})

∏
j∈S∪{n−1}

Aji

= (z∗)∆n−2

∑
S∈P(∆n−2)

(z∗)∆n−2−S
∏

i∈∆n−(S∪{n−1})

∏
j∈S∪{n−1}

Aji

= (z∗)∆n−2C(z∗1 , . . . , z
∗
n−2).
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Em especial, tomando z1 = z∗1 , . . . , zn−2 = z∗n−2, temos que a transformação

zn−1 = T (zn) = −A+ Czn
B +Dzn

, (16)

pode ser reescrita como

zn−1 = T (zn) = −A+ Czn
B +Dzn

= −(z∗)∆n−2D + (z∗)∆n−2Bzn
B +Dzn

= −(z∗)∆n−2
D

D

1 + B
D
zn

B
D

+ zn
.

Entretanto, como |B| = |(z∗)∆n−2 · B′| = |C|, então temos que |B/D| = |C/D| < 1. Mais
uma vez, estamos em condições de aplicar a Proposição (3.1). Para isso, basta tomar k =

−(z∗)∆n−2 · D′
D′

e a =
(
B
D

)
e, logo, |T (zn)| < 1, pois supomos que |zn| > 1. Contudo, por

(16), temos |zn−1| = |T (zn)|, o que é um absurdo devido à escolha de zn−1 e, assim, a prova
do Teorema de Lee-Yang está completa.

3.2 A prova para o caso |Aij| ≤ 1

Nesta seção mostraremos como reduzir a prova do Teorema de Lee-Yang onde |Aij| ∈ [0, 1]
ao caso em que 0 < |Aij| < 1. Isso é feito por um argumento de continuidade. A idéia é definir
a partir de Pn, um polinômio de uma variável complexa e, assim, utilizar um resultado clássico
sobre a dependência contı́nua entre as raı́zes de polinômios em uma variável complexa e os
coeficientes desses polinômios.

Esta seção será divida em duas subseções. Na primeira apresentamos a prova da de-
pendência contı́nua das raı́zes de um polinômio (em uma variável complexa) em função dos
coeficientes. Na segunda subseção, usando os resultados da primeira, mostraremos como pode
ser feita a prova do Teorema de Lee-Yang para o caso em que |Aij| ∈ [0, 1].

3.2.1 Dependência contı́nua das raı́zes com respeito aos coeficientes em C[z]

Nesta subseção estudaremos a dependência das raı́zes de um polinômio de uma variável
complexa, com respeito aos coeficientes. Vamos mostrar aqui que as raı́zes, vistas como função
dos coeficientes, dependem continuamente dos mesmos. Existem várias provas desse fato e a
grande maioria delas está ligada de forma implı́cita ou explı́cita ao Teorema de Rouche. Por
exemplo, a dependência contı́nua das raı́zes como função dos coeficientes pode ser obtida como
uma aplicação direta do Teorema de Hurwitz (veja [21] e referências contidas).

Neste trabalho, optamos por apresentar a prova da continuidade utilizando outra técnica. A
principal razão é ilustrar de maneira simples como atacar esse tipo de problema utilizando fatos
elementares da teoria de espaços métricos.

Antes de prosseguir, introduziremos mais algumas notações. Diremos que um número
complexo z = a + ib é lexicograficamente menor que um número complexo w = u + iv,
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quando a < u ou a = u e b < v. Quando z for lexicograficamente menor que w, vamos usar a
notação z ≺ w. A notação z � w será usada para indicar que z ≺ w ou z = w.

Será de grande importância o seguinte espaço:

Ln = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn; z1 � . . . � zn}.

Em palavras, esse conjunto é o conjunto de todas as n-úplas de números complexos cujas
coordenadas da esquerda para direita aparecem em ordem lexicográfica não decrescente. De
maneira usual, definimos a distância entre z = (z1, . . . , zn) e w = (w1, . . . , wn) em Cn por

d(z, w) =

(
n∑
j=1

|zj − wj|2
) 1

2

.

Observe que Ln é um subconjunto fechado do espaço métrico (Cn, d).
Nesta seção, vamos escrever a fórmula geral de um polinômio mônico, P de grau n em uma

variável complexa z, de maneira ligeiramente não usual:

P (z) = zn − a1z
n−1 + . . .+ (−1)nan. (17)

A razão para isso é simplesmente não ter de carregar fatores da forma (−1)j na fórmula de
Viète que será usada abaixo. A partir de agora, vamos pensar nos coeficientes do polinômio P
como um vetor (a1, a2, . . . , an) ∈ Cn. Pelo Teorema Fundamental da Álgebra, sabemos que P
possui n raı́zes, z1, . . . , zn, contadas com multiplicidade. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que zj � zj+1, para 1 ≤ j < n. Logo, podemos associar as raı́zes de P a um elemento
(z1, . . . , zn) ∈ Ln. Pela famosa fórmula de Viète, temos as seguintes identidades:

a1 =z1 + z2 + . . .+ zn,

a2 =z1z2 + z1z3 + . . .+ zn−1zn,

...
an =z1z2 . . . zn.

Essas identidades permitem-nos definir uma aplicação contı́nua F : Ln → Cn dada por
F (z1, . . . , zn) = (a1, . . . , an). Do Teorema Fundamental da Álgebra, segue que F é uma
aplicação sobrejetiva e injetiva. Portanto, F nos fornece uma bijeção entre Ln e Cn. Assim
podemos falar de F−1 : Cn → Ln, que é justamente a aplicação que associa os coeficientes
do polinômio P às suas respectivas raı́zes. Nosso objetivo nesta seção é provar que F−1 é
contı́nua. Para isso vamos primeiro enunciar um lema.

Lema 3.5. Para todo (a1, . . . , an) ∈ Cn temos que

d
(
F−1(a1, . . . , an), (0, . . . , 0)

)
≤ n2

(
1 +

n∑
k=1

|ak|2
) 1

2

.

Demonstração. Sejam (z1, . . . , zn) ∈ Ln e (a1, . . . , an) ∈ Cn tais que F−1(a1, . . . , an) =
(z1, . . . , zn). Pela definição de F−1 e por (17), temos para todo 1 ≤ j ≤ n a seguinte igualdade:
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znj − a1z
n−1
j + . . . + (−1)nan = 0. Isolando znj nessa equação e aplicando a desigualdade

triangular obtemos

|zj|n ≤
n∑
k=1

|ak| · |zj|n−k (18)

Se |zj| ≤ 1, segue da desigualdade acima que |zj|n ≤
∑n

k=1 |ak|. Por Cauchy-Schwarz, temos∑n
k=1 |ak| ≤

√
n(
∑n

k=1 |ak|2)1/2. Combinando essas duas desigualdades, temos a seguinte
estimativa:

|zj| ≤

(
n∑
k=1

|ak|

) 1
n

≤

(
√
n

n∑
k=1

|ak|2
) 1

2n

≤ n
1

4n

(
1 +

n∑
k=1

|ak|2
) 1

2n

.

Observe que se n ≥ 1 e x > 1, então x1/2n ≤ x1/2. Desse fato e das desigualdades acima,
concluı́mos que

|zj| ≤ n
1
2

(
1 +

n∑
k=1

|ak|2
) 1

2

. (19)

Para obter a estimativa (19) quando |zj| ≥ 1, vamos primeiro dividir os dois lados da
desigualdade (18) por |zj|n−1 e, em seguida, usar que, se k ≥ 1, então temos |zj|1−k ≤ 1 e
assim ficamos com

|zj| ≤
n∑
k=1

|ak| · |zj|1−k ≤
n∑
k=1

|ak|

Aplicando Cauchy-Schwarz na soma mais à direita nas desigualdades acima e a cota trivial∑n
k=1 |ak|2 ≤ 1 +

∑n
k=1 |ak|2, chegamos novamente à estimativa (19):

|zj| ≤ n
1
2

(
n∑
k=1

|ak|2
) 1

2

≤ n
1
2

(
1 +

n∑
k=1

|ak|2
) 1

2

.

Agora podemos tomar o quadrado em ambos lados da desigualdade acima e, em seguida, somar
sobre j para finalmente concluir que

[
d
(
F−1(a1, . . . , an), (0, . . . , 0)

)]2

=
n∑
j=1

|zj|2 ≤ n2

(
1 +

n∑
k=1

|ak|2
)
.

Teorema 3.6. A função F−1 : Cn → Ln é contı́nua.

Demonstração. Vamos fazer a prova por contradição. Suponhamos que F−1 não seja contı́nua
em um ponto (a1, . . . , an) ∈ Cn. Então existe, uma sequência (ak1, . . . , a

k
n) em Cn tal que

limk→∞(ak1, . . . , a
k
n) = (a1, . . . , an) e ε0 > 0 satisfazendo as seguintes condições: para todo

0 < ε < ε0 e para infinitos valores de k ∈ N, temos

d
(
F−1(ak1, . . . , a

k
n), F−1(a1, . . . , an)

)
> ε. (20)
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Segue do Lema 3.5 que a sequência F−1(ak1, . . . , a
k
n) é limitada, portanto, a menos de sub-

sequência, podemos assumir que

F−1(ak1, . . . , a
k
n)→ (z1, . . . , zn) ∈ Ln. (21)

Usando a continuidade de F , temos

F (z1, . . . , zn) = lim
k→∞

F ◦ F−1(ak1, . . . , a
k
n) = (a1, . . . , an).

Logo, (z1, . . . , zn) = F−1(a1, . . . , an). Usando esta igualdade e (21) para todo ε > 0 deve
existir k0 ∈ N tal que se k ≥ k0 então

d
(
F−1(ak1, . . . , a

k
n), F−1(a1, . . . , an)

)
< ε.

Mas essa desigualdade leva-nos a uma contradição com (20).

3.2.2 A prova para o caso |Aij| ∈ [0, 1]

Na Seção 3.1, provamos a validade do Teorema 2.1 supondo que a matriz Aij que define os
coeficientes de Pn é hermitiana, isto é, Aij = Aji e que |Aij| ∈ (0, 1) para todo i, j = 1, . . . , n.
Agora vamos mostrar que o teorema também permanece válido se |Aij| ∈ [0, 1].

Para deixar mais explı́cita a dependência dos polinômios Pn definidos em (2) com respeito
à matriz A ≡ (Aij), vamos denotá-los da seguinte forma:

Pn(A)(z1, . . . , zn) ≡ Pn(z1, . . . , zn).

Seja A uma matriz simétrica n × n tal que |Aij| ∈ [0, 1], para todo i, j = 1, . . . , n. Su-
ponhamos que o Teorema de Lee-Yang seja falso neste caso. Então é possı́vel encontrar
um vetor (w1, . . . , wn) com |wi| ≥ 1 para todo i = 1, . . . , (n − 1) e |wn| > 1 tal que
Pn(A)(w1, . . . , wn) = 0. Seja Q o polinômio definido por

Q(z) ≡ Pn(A)(w1, . . . , wn−1, z).

Suponhamos que o polinômio Q tenha grau m e sejam a0, . . . , am seus coeficientes. Usando
(2), é fácil ver que, para todo j = 0, . . . ,m, os coeficientes aj ≡ aj(A,w1, . . . , wn−1) definem
aplicações A 7→ aj(A,w1, . . . , wn−1) contı́nuas. Pela construção de Q, temos Q(wn) = 0.
Considerando wn como função dos coeficientes, isto é, wn ≡ wn(a1, . . . , am) o Teorema 3.6
da Seção 3.2.1 garante-nos que a aplicação (a0, . . . , am) 7→ wn(a0, . . . , am) é contı́nua. Como
a composição de aplicações contı́nuas é contı́nua, temos que a aplicação

A 7→ wn

(
a0(A,w1, . . . , wn−1), . . . , am(A,w1, . . . , wn−1)

)
é contı́nua. Assim, dado 0 < ε < (|wn| − 1)/2, existe δ > 0 tal que, se Ã é uma matriz n× n
simétrica com 0 < |Ãij| < 1 e maxi,j |Ãij − Aij| < δ, então

|wn(A,w1, . . . , wn−1)− wn(Ã, w1, . . . , wn−1)| < ε.

Pela construção do polinômio Q, temos Pn(Ã)
(
w1, . . . , wn(Ã, w1, . . . , wn−1)

)
= 0 com

|wj| ≥ 1 para todo j = 1, . . . , (n− 1) e |wn(Ã, w1, . . . , wn−1)| > 1.

No entanto, isso é uma contradição com o caso provado anteriormente.
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e José Siqueira pela leitura minuciosa e por suas sugestões. Agradecem também ao professor
Pedro Roitman, por apontar a referência [19], e ao revisor deste artigo, por suas valiosas su-
gestões, referências e por identificar os erros da versão preliminar. Leandro Cioletti agradece o
apoio financeiro da FEMAT. Filipe Fernandes e Leandro Chiarini agradecem o apoio financeiro
do MEC.

Referências
[1] B. Beauzamy. On complex Lee and Yang polynomials, Commun. Math. Phys. 182 (1996),

177-184.
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