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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, apresentamos a teoria geral das medidas de
Gibbs. A abordagem é baseada nas equagoes DLR e no formalismo termodinamico.

Em seguida, estudamos o modelo de Ising ferromagnético bidimensional. Mos-
tramos que este modelo possui a propriedade forte de Markov e também algumas
desigualdades de correlacao, por exemplo a desigualdade de FKG.

Por tdltimo provamos o Teorema de Aizenman-Higuchi o principal resultado
desta dissertacao. Este teorema sobre decomposicao extremal foi provado inde-
pendentemente, no inicio dos anos oitenta, por Michael Aizenman e Atsushi Hi-
guchi, ambos baseados nos trabalhos de Lucio Russo. A prova dada aqui, devido
a Aizenman, se basea na investigacao das simetrias dos espacos de configuracoes
duplas e na aplicacao sistematica da desigualdade de FKG e das equacoes DLR.

Palavras-chave: Medidas de Gibbs, Modelo de Ising, transicao de fase, condi¢ao
de unicidade de Dobrushin, teorema de Aizenman-Higuchi.
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Abstract

In the first part of this work, we present the general Gibbs measure theory. The
approach is based on the DLR equations and the Thermodynamical Formalism.

Next we study the ferromagnetic Ising model on the square lattice. We prove
that this model satisfy the strong Markov property and also prove some correlation
inequalities, as for example FKG.

In the end we prove the Aizenman-Higuchi’s theorem which is the main result
of this master thesis. This theorem is about extremal decomposition and it was
proved independently by Michael Aizenman and Atsushi Higuchi, both based on
the work of Lucio Russo. The proof given here is due to Aizenman and is made
by the investigation of the double configuration space symetries and systematic
application of the FKG inequality and the DLR equations.

Keywords: Gibbs measures, Ising model, phase transition, Dobrushin’s unique-
ness condition, Aizenman-Higuchi theorem.
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Parte 1

Sobre a existéncia de Medidas de

Gibbs
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Capitulo 1

Medida e especificacao DLR

Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar trés conceitos cuja motivacao advém da
construcao da chamada medida DLR. Assim, chamada em honra a trés eminen-
tes matematicos Dobrushin, Lanford e Ruelle por suas contribuicoes seminais a
mecanica estatistica do equilibrio na ltima metade do século XX.

O primeiro conceito apresentado na Secao [1.1 é o de campo aleatdrio cuja de-
finicao depende do conhecimento a priori de outras defini¢oes: espaco de estados,
espaco de configuragoes e rede . Em seguida, mostramos que todo campo aleatério
pode ser identificado com seu campo aleatério canonico . Tal identificacao lida
com produto de espagos mensuraveis e com projecoes envolvendo o produto car-
tesiano.

Na Se¢adl.3 as medidas DLR sédo introduzidas como um campo aleatério que
é caracterizado pela condicao DLR. Condicao que nos leva a tratar, na Secao
nicleos de medida, especificagoes , especificagoes DLR e especificacoes independen-
tes. E precisamente em especificagoes independentes que as condi¢cao DLR coincide
com a condicao de consisténcia de Kolmogorov. Nas diversas caracterizacoes da
condi¢ao DLR ¢é preciso estabelecer alguma terminologia e notagao.

Uma A-modificacao, como introduzida na Secao permite construir uma
especificacao DLR, nao trivial, transformando uma especificacao independente em
uma A-especificacao. O principal resultado deste capitulo é o Teorema [1.1}

O outro objetivo deste capitulo é preparar o terreno para mostrarmos a existéncia
de medidas de Gibbs, no Capitulo[3, uma vez que Medidas de Gibbs, como veremos
no Capitulo [2| serao um caso especifico de medidas DLR.
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1.1 Campo aleatoério

1.1.1 Definicoes

Em toda esta se¢ao seguimos as defini¢oes e notagoes da referéncia [15] com ligeiras
modificagoes visando uma apresentacao rapida do problema da transicao de fase
em mecanica estatistica.

Definicao 1.1. Seja T um conjunto nao vazio e uma familia de varidveis aleatorias
o = (0;)ieT definidas sobre um espaco de probabilidades (Q, F, 1) e tomando valo-
res no espago mensuravel (B, &). Chamamos o par ([L, (ai)ieT) de campo aleatorio.

Esta definicao nos remete a seguinte pergunta.

Questao 1.1. Dada uma familia {o;}ict de fun¢oes mensurdveis o; : (Q, F) —
(E, &) existe uma medida p sobre (Q, F) tal que (11, (0;)iet) € um campo aleatdrio?

A seguir definimos uma relacao de equivaléncia sobre campos aleatérios com
mesmo espagco de estados.

Definigao 1.2. Dizemos que dois campos aleatdrios (u, (Qt)teT) e (V, (O't)teT) 500
equivalentes, e denotamos por (u, (Qt)teT) ~ (1/, (0¢)teT) se ambos tem o mesmo
espaco de estados e v(0; () = (o7 () para todo t € T.

Esta relagao nos permite uma classificacao de modo que campos aleatoérios de
uma mesma classe sao do ponto de vista probabilistico essencialmente os mesmos.
Mais precisamente tais campos definem probabilidades ,u(al-( . )) identicas. Ex-
plorando a Defini¢ao [1.2] gostarfamos de trabalhar com campos aleatérios mais
trataveis possiveis do ponto de vista construtivo. Mais precisamente temos a se-
guinte questao.

Questao 1.2. Dado um espago mensurdvel (E, &) é possivel construir uma familia
{0;}ie de fungoes mensurdveis 0; : (2, A) — (E,&) e uma medida v : = — [0, 1]
tal que ((6;)iet,v) ~ ((02)ieT, 1) ?

A resposta é sim. E mais, este campo aleatério pode ser construido a partir
de (E,&). Mas antes de procedermos a uma tal constru¢ao precisamos revisitar
alguns conceitos de teoria da medida usando a notagao da referéncia [15] para
produtos de espagos mensuraveis e produtos de medidas .



1.2 Notacao e terminologia

1.2.1 Projecoes

Em todo este texto, a menos de mengao em contrario, T denota um conjunto
enumeravel. Para cada V C T seja EV o conjunto das funcoes de V em E, i.e., o
conjunto das familias wy = (wi)iev com w; € E. Se V = AU B, a justa posigao
wawp também denota wy. Na terminologia da mecanica estatistica os indices %
que moram em T sao denominados sitios e T é chamado de rede. Usamos o termo
sitio somente no contexto de campos aleatorios.

Ainda como acima, para V C T denominamos cada wy = (w;)iey de confi-
guracio em EV. Para o caso especifico de V = T fixamos a notacao w = wr.

E o valor w; € E atribuido a cada sitio por uma fun¢ao w : T — [E que mora em
ET ¢ chamado de estado do sitio i na configuracao w. Isto, sugere a terminologia
espacgo de configuracoes para o conjunto €2 e espaco de estados para o conjunto E.

Seguiremos usando a notacao V' &€ T, que atualmente é usual em mecanica
estatistica classica, para designar um subconjunto V de T que é finito. Se vale a
relacao V' € T entao V é chamado de volume finito.

Definig¢ao 1.3 (Produto cartesiano). Seja V- C T um conjunto qualquer de indices.
Definimos o produto cartesiano [[,.,, E* de uma familia {E'};cy de conjuntos ndo
vazios B sendo o conjunto de todas as funcoes w = (w;)icy dadas por

VaiwwieUEi

eV

tal que w; € E'. No caso particular de B = E para qualquer indice i € V denotamos
o produtério por EV

Definicao 1.4 (Projecao). Seja A C T' C T. Denotamos, por Iy a, a projecio
E" 5 wp = wy € EA

No caso particular de I' = T denotamos Ilr p simplesmente por IIy. E para
A = {i} para algum indice i € T, denotamos I, por T1;.



1.2.2 A o-algebra dos cilindros

Definicao 1.5. Seja V' C V C T. Um conjunto C em EV € chamado de cilindro
com base B em BV ou simplesmente um V'-cilindro em EV se

C =T1(B) ={wy € EY : My (wy) € B} = BxEV\"

Observacao 1.1. Observe que para todo I' @ T temos que & ¢é gerada pelos
cilindros em E'' com base B € & com A € T.

Definicao 1.6 (o-dlgebra dos cilindros). Sejam (E,&) um espago mensurdvel e
V. C T. Denotamos por o (Iltr)p.,, ou Fy a o-dlgebra sobre ET gerada pelos
cilindros em ET com base B € & onde A percorre todos os volume finitos contidos
em V.

Para A @ T denotamos por Jx a o-édlgebra Fp\x. Chamamos J, de o-algebra
dos eventos externos a A e J 2 NpaerJa de o-dlgebra caudal. Por fim, fazemos a
convencao Fy = {0, ET}.

Definicao 1.7 (o-algebra dos cilindros-caso geral). Sejam um espag¢o mensurdvel
(E,&) e V! C V C T. Denotamos por o (Iyr)pcy @ o-dlgebra sobre BV gerada
pelos cilindros em EY com base B € & onde A percorre todos os volume finitos
contidos em V.

E facil ver entdo que para todo V C T e todo par A, B C V tal que AUB =V
e AN B = () que temos o(ITyr)rey = o(Ilar)rea ® o(Il gr)res. Em particular,
para todo A € T temos F = o(Iltr)rer = Fa @ Ja.

Definicao 1.8. Uma funcdio f : ET — R € chamada de funcgdio V -cilindrica se
para todo I C R existe um By € EV

fHI) =11, (By),
isto €, se a imagem inversa de qualquer I C R por f é um V -cilindro em ET.
Proposicao 1.1. Seja V. C T. Uma funcio f : ET — R é uma funcio V-
cilindrica, se e somente se,
flwvnrwv) = flwvinv) (1.1)
para todo n,( € ET.

Demonstracao. Suponha que f seja uma funcao V-cilindrica. Entao para todo
r € R existe para algum B, C EV tal que f~!(r) = I1,,'(B,) = B, x ET\V . O que
¢ equivalente ao fato de que para todo par de configuracoes wrnp\v € B X ET\V e
wylrv € B x ET\W temos

wynmy € f7Hr) e wydmy € f7H(r),

ou seja, flwynmy) = flwy(myv) = r para todo n,{ € ET. A reciproca é con-
sequéncia direta da defini¢ao. O]



Proposicao 1.2. Toda funcdo f : ET — R mensurdvel com respeito a o-dlgebra
Fv € uma funcao V -cilindrica.

Demonstracao. Todos os conjuntos finitos I' que determinam as projecoes IIrr que
geram a o-algebra Fy estao variando apenas em V. Logo, todos os conjuntos de
Fy sdo da forma A x ET\V para algum A C EV. Logo para qualquer w € ET com
f(wywr\v) =7 temos f~!(r) = A x ET\V. Portanto, para qualquer np\y, (v €
ET\ temos

flwynmy) = flwyCny) =1

1.2.3 Produto de medidas.

Seja 2 (E!, &) o conjunto das medidas de probabilidade \* sobre (E¢,&"). Para
cada ' € T definia a medida A' sobre &1 inicialmente para a dlgebra dos retangulos
B = [Lier BY, com B; € & como A'(B) = [[,.p A(B"). Em seguida, usando o Te-
orema da extensao de medidas de Carathéodory, estendemos de maneira tinica A"
para toda a sigma-dlgebra &T. Se para todo indice i € T temos (E;, &) = (E, &)
e A = )\ estabelecemos a seguinte recorréncia,

\A = N, oose A= {i};
MM @ X se A D {i).

Proposicao 1.3. Seja A € (K, &). Para cadai € T fizemos (B!, &) = (E, &) e
A= \. Entao

M) =A(EA()
para quaisquer A C T' € T.

Demonstragio. Note que A" (II55( - )) € P(E*, &), Além disso, as probabilida-
des A* e AT(II;A( - )) coincidem na lgebra dos retangulos B = [, , B; de E,
Pela unicidade do Teorema da extensao de Caratedédory segue a igualdade. [

Proposicao 1.4. Seja I' € T. As projecoes canonicas II; : E'' — E, com i €
I, sdo varidveis aleatorias independentes com respeito a probabilidade \U' sobre
(EF, &T).

Demonstracao. Por definicao, devemos provar que para quaisquer conjuntos A; €
E" tais que A; € o(Ilpgy) com @ € T temos A'((;cp 4i) = [Ler AT (A;). Ob-
servemos que para todo ¢ € I' existe B; € E tal que 4; = B; x E'\{#}, Por-
tanto, (;ep Ai = [Licp Bi e consequentemente A ((;op 4;) = AT ([Lier Bi) =
HiGF )‘i(Bi)- o



1.2.4 Campo aleatério candnico.

Definigao 1.9. Um campo aleatorio (v,(0;)ieT) com espago de estados (E,&)
¢ chamado campo aleatorio candnico se seu espago de configuracoes (2, F) € o
espago produto (ET, &) e o = 11;.

Proposicao 1.5. Seja (p, (0;)ier) com espago de estados (E,&). Entao eziste
Ve Q(ETW@T) unica tal que (i, (07)iet) ~ (¥, (Li)iet)-

Demonstragio. Defina X'( - ) € P(E,&) como idéntica a p(o; (- )) para todo
i € T. Seja \* a medida produto como na secao (1.2.3)). Pela Proposicao
podemos verificar que a familia {AA}A@T satisfaz a condicao de consisténcia de
Kolmogorov como na Defini¢ao do Apéndice @ Pelo Teorema da Extensao
de Kolmogorov existe uma tinica v € 2(ET, &) com v(II;'( - )) = M. Por outro
lado, (o7 (- )) = A para todo i € T. Logo v(II;*( - )) = pu(o; (- )) para todo
1eT. O

Portanto, pelo que discutimos acima, podemos tratar sem perda de generali-
dade as 0;’s como projecoes de ET sobre Ef = E. Portanto fixamos a notacao como
a seguir.

Notagao 1.1. Para A,T €T com A CT' denotamos por:
1. 0; : EY — E; a projecio canonica ET 3 (w;)ier +— w; € E
2. op : ET — E* a projecio ET 3 w = (w;)ier > wa = (wi)ier € BN,
3. opp BV — B2 a projecio EY 3 wr = (w;)ier — wa = (w;)iea € BV,

4. Fizado Q = ET temos entao .F = F onde a o-dlgebra F sobre Q = ET € q
o-dlgebra gerada por |J,op Fa-

1.3 Equacoes de Dobrushin-Lanford-Ruelle
Definigao 1.10 (Dobrushin-Lanford-Ruelle). Seja um campo aleatério candnico

(u, (Hi)iGT) sobre uma rede enumerdvel T. Dizemos que (u, (Hi)iGT) satisfaz as
equagoes de Dobrushin-Lanford-Ruelle (DLR) se para qualquer A € T

(T (A) < {Tlra ()} ) = (A7) @) (1.2)
com igualdade p| 7, -q.t.p. para todo A € F.

Essas equagoes, nos remete a um sistema prescrito de probabilidades condicio-
nais. Mais precisamente temos a observagao a seguir.



Observagao 1.2. Para cada volume finito A € T a equacao [1.2] exige que a
aplicacao

FxQ3(Aw)— M(HA(A) X{HT\A(UJ)}>

seja a probabilidade condicional de A € F, com respeito a o-dlgebra Jy, avaliada
no ponto w € €. De acordo com a definicio de probabilidade condicional na
observacao do Apéndice a medida de probabilidade ;v satisfaz a equacao
(1.2) se, e somente se, para quaisquer A @ T, A€ F e B € Jp temos que

p(ANB) = [ (T(A) x (T (w)}) dils, (). (1.3)

B

Para que esta equagdo faca sentido € suficiente que p(IIx(A) x {IIma(w)})
satisfaca para todo w € ) e todo A € F as sequintes condigcoes

u(HA(A) X {Hpa( - )}) : Q — [0,1] seja Jr-mensurdvel,
(1.4)
,u(HA( . )X{HT\A(w)}) : F —[0,1] € uma probabilidade.

Sequindo [15] o nosso ponto de partida para obter uma medida de probabilidade p
satisfazendo a equagdo (1.2) ou equivalentemente a equagao (1.3) comega com a
construgao de uma familia v = {yxtaeT de aplicagdes vp : Q x F — R tais que

(Al )Q =R € Jr-mensurdvel (1.5)
(- |w)F — R € uma probabilidade . '

Em sequida, ajustamos a construcao para obtermos a propriedade adicional
(AN Bl) = [ (AN B[ (16)
B

para todo A € F, B € Jy com A C I' € T. Finalmente, depois de metrizar-
mos P (8, F) escolhemos uma sequéncia se medidas de probabilidade ~yr, ( - |wy,) €
P (), F) convergindo para uma medida de probabilidade p € P(Q,F) que sa-

tisfaca a equagao (|1.3).

Na literatura, da mecanica estatistica a equa(;éo ¢ chamada de condicao
de consisténcia de Dobrushin-Lanford-Ruelle (DLR) ou equagao de Dobrushin-
Lanford-Ruelle (DLR).

A partir das equagoes DLR vamos definir o que vem a ser uma especificacao
DLR. Mas antes precisamos revisitar a definicao de ntcleo de medidas e suas
propriedades.



1.3.1 Ntcleo de medidas

As ideias da observacao descritas nas equagoes (|1.4]) e (1.5) sao formalizadas
na seguinte defini¢ao.

Definigao 1.11. Sejam (X, 2°) e (Y, %) espagos mensurdveis. Uma aplicagdo
k:Y x Z — R chama-se nicleo de medida de (Y, % ) para (X, Z") se para todo
Ae Z etodoy €Y esta aplicagao satisfaz:

1. k( |y): Z — R € uma medida sobre (X, 2").
2. k(A ) :Y = R € uma funcio % -mensurdvel.

Usamos as expressoes nicleo de probabilidade em y, nicleo o-finito em y, nicleo
de Borel em y, niucleo de Borel reqular em y, nicleo de Radon em y, para indicar
que a medida x(-|y) tem a propriedades de ser uma medida de probabilidade, o-
finita, de Borel ( c.f. Definigao , de Borel regular ( c.f. Definigao item @)
e de Radon ( c.f. Defini¢ao item @, respectivamente.

Quando a medida k(-|y) possui estas propriedades sem depender de uma par-
ticular escolha de y € Y entao usamos as expressoes ‘ntucleo de probabilidade’,
‘nicleo o-finito’, ‘nicleo de Borel’, ‘nicleo de Radon’.

Observacgao 1.3. Podemos olhar para qualquer medida de probabilidade p : Z —
[0, +00] sobre um espago mensurdvel como um nicleo de probabilidade r de (X, {0,X})
para (X, Z") definido para todo A € Z e todo x € X como k(A|z) = pu(A). A
mensurabilidade de k com respeito a {0, X} é consequéncia do sequinte fato: para
todo A € X', temos:

Al = e e

qualquer que seja o boreliano B C R.

Definicao 1.12. Um nicleo de medida k de (Y, %) para (X, Z")é chamado nicleo
proprio com respeito a uma o-dlgebra B C X se para todo B € A,

k(BN Alw) = 1p(w) - k(A|w).

Proposicao 1.6. Seja k um nicleo de medida de (Y, %) para (X, Z"). Entao k €
um nacleo proprio com respeito a o-dlgebra 98 C 2 se, e somente se,

k(Bly) = 1p(y) (1.7)

para todo B € A e todoy € Y.



Demonstrac¢ao. Sejam B € B C X e A € 2. Para todo y € Y obtemos das
propriedades elementares de probabilidade e da igualdade 15(y) + 1pc(y) = 1, as
seguintes identidades:

k(Aly) =x(AN Bly) + k(AN By)

(Aly) =r(Aly) - L(y) + £(Aly) - Loe(y). )
Além disso, para todo C' € #, temos
k(AN Cly) < min{x(Aly), c(Cly)}
(1.9)

min{x(Aly), 1c(y)} = &(Aly) - 1c(y)

A dultima igualdade é obtida verificando-se que min{x(A|y), lc(y)} = x(Aly) < 1
se la(y) = 1 e min{x(Aly), lc(y)} = 0 se 1¢(y) = 0. J& que por hipétese temos,
le(y) = k(Cly) para todo C' € # entao

k(AN Bly) <k(Aly) - 1p(y),
k(AN By) <k(Aly) - 15(y).

Se pelo menos um das igualdades nao é atingida acima entao pela equacao (|1.8])
temos k(Aly) < k(Aly). A reciproca segue diretamente da definigao. O

1.3.2 Notacoes especiais

Antes de prosseguirmos para a demonstracao de um dos principais teoremas deste
capitulo, vamos fixar mais algumas notacoes para facilitar a exposicao.

Notagao 1.2. Seja k um nicleo de medida de (Y, %) para (X, Z7). Suponha
f: X = R uma funcio integrdvel com respeito a medida k( |y) para todo y € Y.
Entdo a integral de Lebesque de f com respeito a medida mencionada acima serd
denotada por

MﬂwééﬂwMWM- (1.10)

Quando p for uma medida sobre (X, Z), a integral de Lebesque de f serd denotada
também por

n(p 2 [ rdnto). (1.11)

Defini¢ao 1.13 ( acdo de fungao sobre rﬁicleo). Seja k um nicleo de medida de
(Y, %) para (X, Z). Suponha p : X — R uma fun¢ao integrdvel com respeito a
k( |y) para todo y € Y. Entao a ac¢ao de p sobre o nicleo k, € o nicleo pk de

(Y, %) para (X, Z") definido por :
2 %Y 3 (Ay) —pr(Aly) 2 w(p- 1aly)

= [ o) 1a(wias(ul) € B (112)
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Definigao 1.14 ( agao de nicleo sobre fungao). Seja m um nicleo de medida de
(Y, %) para (X, Z°). Suponha que g : X — R € uma funcdo integrdvel com respeito
respeito a w(|y) para todo y € Y. Entao a agdo do nicleo m sobre g é a fungao
wg € definida da sequinte maneira:

Y 5y — mg(y) = 7(gly)

=mewwm6R

Definigao 1.15 ( convolugao de nicleos de medida). Sejam k um nicleo de me-
dida de (Y, %) para (X, Z") e T um nicleo de medida de (Z, %) para (Y,%). A
convolugdo de T e k nessa ordem, denotado por Tk € o nicleo de medida de (Z, %)
para (X, Z7):

(1.13)

X XT3 (A7) Tr(Al) 2 w(r(A] )] 2) = /T(A]v)d/i(vfz) (1.14)

Como uma medida também pode ser vista como um nticleo, em todos os casos
acima, podemos fixar os niucleos £ e 7 como sendo uma medida p e a partir dai
obter duas medidas fu e ux bem definidas.

Observagao 1.4. Por dltimo, para uma familia finita {(X', 2%, u%) Yier, com I =
{1,..., N}, de espacos de medida (X¢, 27, i) escrevemos x, X, 2 e ju para indicar
(1,...,on), Xy x ... x Xy, 210..0 2y epr @...@uN.

Proposicao 1.7. Seja (X, Z) um espago mensurdvel e B é uma sub-o-dlgebra
de B. Seja k um nicleo de probabilidade de (X, ) para (X, AB) e p uma medida
de probabilidade em (X, Z"). Entdo as sequintes condi¢oes para qualquer A € 2,
B e B exeX, sao equivalentes:

1 w(Al#) () = w(Alz)  p—q.Lp.
= [, 5(Alz)dp(z)
5. u(A) = pr(A)
Demonstracao. Pela observacao a probabilidade condicional de A € 2" dada
a sub-o-dlgebra # é a tnica fungao u(A|A) € L(v) tal que

/B La(@)dp(z) = /B W(A|B)(2)dp|s(z): VA€ 2, VBeB  (115)

Provemos que implica Como B € % é qualquer podemos fazer B = X
e obter [, 1a(z)du(z) = fx“ (A|%)(x)dpu(x). Usando na equagao ao lado
ﬁcamos com [ 1Xdu =[x s(Alz)dpu(z). Por deﬁnigéo temos que p(A) =
fx la(x)du(x), o que nos permite concluir a Vahdade de Apelando nova-
mente para a definigdo podemos escrever pk(A fx A|x du(x). Mas desta
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igualdade é imediato verificar que é equivalente a . Para ver que (2) im-
plica basta usar a unicidade da probabilidade condicional em e que
p(A) = [y 1a(x)du(x). Isto nos fornece uma igualdade é p|z-g.t.p., mas como
t|# < p temos finalmente a igualdade p-q.t.p.. ]

1.4 Especificacao DLR

1.4.1 Especificagao local

Defini¢ao 1.16 (Especificacao DLR). Seja v = {r} uma familia de nicleos de
medida de (0, Jr) para (Q, F) indexada por volumes finitos T' @ T. Dizemos que
v € uma especificacao DLR se para quaisquer ' € T, we Q, A€ F e B € Jr

L (AN Blw) = 15(w) - 1r(A),
2. Yava(Alw) = ya(A|w) onde A C A € T.

Observacao 1.5. A condi¢ao descrita no item 2 da Defini¢adL.16] é simplesmente
a condicao de consisténcia DLR, escrita na notacdo de produto de nicleos de
probabilidade conforme a Defini¢adl.15 Explicitamente,

Yava(Alw) = 7a (A (Al-)w) = /Q’YA(A") dyr (- w) = a(Aw).

Observagao 1.6. O item [1| da Defini¢ao garante a sequinte propriedade:
qualquer especificacao satisfaz o reverso da condi¢cao descrita no item 2| da De-
finicadl.16) Mais precisamente, yaya(Alw) = ya(Alw) com A,A @ T e A C A.
Isso se deve as sequintes implicacoes: N C A = Jn C Ir = VYV A € F a funcgao
A (A] ) € Tr-mensurdvel. Portanto,

Yava(Alw) =va(va(A])|w)
=7a(Alw) A (1w) (1.16)
=7a(Alw).

Em todo este texto vamos nos referir a identidade como equacgao DLR reversa.

Observagao 1.7 (Especificacoes locais). Na literatura de mecanica estatistica es-
pecificagoes DLR podem ser dadas por familias v = {vyv} de nicleos de medidas
Yv indexados por volumes infinitos V. C T. Por isso, as especificagoes DLR da
Defini¢adl.16] sio chamadas de especificagoes locais em referéncia ao fato de que
0s nucleos v sao indexados por volumes finitos A, o que dad a ela um cardter local.
Daqui por diante, usaremos a terminologia especificacdo local.
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Definigao 1.17. Dizemos que p € P(Q, F) € especificada por v se p € G(7),
onde

VA € T,VA € F,
G(y) & qre 2(Q,7) | wAlJr)(w) =r(Alw)
w—q.tpw €

Definicao 1.18. Denotamos por . = {A: A € T} a cole¢io dos volumes finitos

de T. Dizemos que uma sub-colecao ./, C . € cofinal se para todo I' € .7, existe
I',e., tal que I' C T',,.

Proposicao 1.8. Sejay = (ya)aeT uma especificacao local. As sequintes condigoes
sao equivalentes:

1. pedg().
2. yyr=pn VI €.7.
3. Emiste um conjunto cofinal ., C .7 tal que puyr, = VI, € 7.

Demonstracao. A equivaléncia de e vem do Lema (1.7). A condicdo
claramente implica (3)). Para a reciproca, note que dado qualquer I' € T, existe um
A, € .7, comI' C A,. Assim aplicando, nessa ordem, o item 2 da Defini¢adI.10]
e o item & da Proposicao obtemos as seguintes igualdades uyr = pyrya, =

YA, = - [

1.4.2 A especificacao independente.

Para a préxima definigao seja dun, +( ) a medida de Dirac sobre o espaco men-
suravel (ET\A, U(H(T\A)I)F@T\A) concentrada no ponto wra, i-e.

1, se wma € A;
5UJT\A (A) = { B (1.17)

0, caso contrario .

Para cada medida A sobre (E, &) e cada A € T nos temos que A\* : ¢(Ily )per —
[0,1] é uma medida sobre E*. Para todo A € F e w € Q defina a aplicagio
A 2 X F— R como

M(Alw) =M ® 4

WT\A

(A) = A (Avmw),
onde A“T\ = {¢ € EA: Cwr\a € A}

Proposicao 1.9. Seja A uma medida sobre (E,&). Para cada A @ T a aplicagdo
A F x Q= [0,00] € um niicleo de medida de (ET, F) para (ET, 7).
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Demonstragdo. Claramente para todo w € €, p"* ® 0y, (-) : F — [0,1] é uma
probabilidade. Provemos para todo A € F que p* ® §(. )5, (A) : @ = [0,1] ¢
uma funcao Jh-mensuravel. Pelo Teorema de Tonelli sabemos que a aplicacao
ET\A 3 wr\A AA (A9 4 o(ILm\a),r)re(m\a) mensuravel. Por outro lado, a
funcdo constante E* 3 wy — 1 é uma funcao mensurédvel com respeito a o-algebra
o(Ilrmay,r)rema = {0, E}. Como o produto de fungoes

Q=E™ xE* > WT\AWA > )\(wT\A) -1

é mensurdvel com respeito a o-dlgebra Jy = o(Ip\a)r) x {0, E*} segue o resul-
tado. O

Proposicao 1.10. Para quaisquer ACT' € T
it ® O (AN B) = 15(w) - TR Owp s (A)  filtragao

A A A o (1.18)
11 © G J(A) Al © G J(1) = 1% © B, (4)  consistincia

Demonstracao. Segue imediatamente das propriedades de fungoes cilindricas e do
Teorema de Tonelli. Veja referéncia [15]. O

Definigao 1.19 (especificagao independente). Seja A uma medida de probabilidade
sobre (E, &). Uma familia de nicleos de probabilidade Ap( - |w) = dyp , @ M com
A € T € chamada de \- especificacao. Em referéncia a medida A indicaremos

{Aa}a também por X.
Proposigao 1.11. Seja A € Z(E, &) e T uma rede enumerdvel. Entao
G(A) = {\"}

Demonstracao. Pelo do item 2 da Proposigé, AT € G(v) se, e somente se,
para todo A € T temos AT [A@éwT\A} (F) = wu(F) para todo F' € F. Para

todo A € F, ndo vazio, existe B € &* nao vazio tal que A = B x ETA. Logo
A“™ = B para todo B € E* e \y(Ajw) = A ® Owpy s (A) = A(B). Pelo Teorema

de Fubini-Tonelli ( veja Teorema do apéndice)
(ATAL)(A) = / M (Aw)dAT (@) = / MA(B)AAT = M (B).

Por outro lado, A (B) = AA(B) - A\TVW(ET\W) = AT(A). Observando que a classe
mondétona 4 = {M : ATAN(M) = NT(M)} satisfaz a propriedade |J,op Fa C
M C F obtemos do Teorema da Classe Monétona que # = F. ]
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1.5 JA-modificacao e M-especificacao

Daqui por diante indicaremos que uma funcao f : Q2 — R é Fy, mensuravel para
V C T escrevendo f € Fy.

Definigao 1.20. Sejam T uma rede enumerdvel, A\ uma medida sobre (E,&) e
M como em . Suponha que X\ = {Mrer = (M ® Owp s} S€ja uma familia
de nicleos de medida e p = {pa}rer uma familia de fung¢oes Jn-mensurdveis
pa : 2 — [0, +00). Se

pA = {padataer (1.19)

€ uma especificacdo chamamos p de A\-modificacao e pA de \-especificacdo. Além
disso, adicionamos o atributo ‘positiva’ a uma \-modificacao se cada py € positiva.

Lema 1.1. Seja T uma rede enumerdvel e A uma medida de probabilidade sobre
(E,&). Entio pA = (padr)aer € uma A-especificacio se, e somente se, para
qualquer par A, A C .¥ com A C A temos

A(palw) =1 Yw e Q, (1.20)

para toda fun¢ao F-mensurdvel f:Q — [0, +00],

(pMu)(f‘w) = (PAAA)(PA/\A)Q’CU) (1.21)
e para toda fungao Jy-mensurdvel g : Q — [0, 400| temos

(PA/\A)<f : g‘w) =g(w) - (PAM)(JC)W) (1.22)
Demonstragao. Segue imediatamente da Defini¢ao [1.16] O

Teorema 1.1. Seja T uma rede enumerdvel e A uma medida sobre (E, &) e uma
familia p = {pr}rer de fung¢oes nao negativas tais que

paw) =1, Ywe VAeT.
Entao sao equivalentes:
(a) p=(pr)rer € uma N\-modificacdo na rede enumerdvel T.
(b) para todo A,A €T com A C A para todo w € ).
pa(n) = pa(n) - [Aapal(n) (1.23)

para Aa( - |w) - quase todo n € €.
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(¢) para todo A,A € T com A C A para todo o € Q@ e Aaa(  |)-quase todo
w € €,

pa(n) - pa(€) =pa(C) - pa(n) (1.24)
para Az ( - |w) @ A ( - |w)-quase todo par (n,() € Q x Q

Demonstra¢ao. Suponhamos que seja vélido o item (a). Equivalentemente, isto
significa que (paAx)aeT é uma especificagdo. Revisitando a Definigao temos
para todo A € T,

f = )\A(f‘)EJA VfeF
(- w) € P, F) W € 0 125)
(pA/\A)(pA)\A) = (pA/\A> VAeT ACA .

(para)(g - fl ) g(+) - (para)(f]-) Vg € Ta

Multiplicando ambos os membros de por f(n) com f € Fe f(n) > 0 para
Aa( - |w)-quase todo n € Q temos que o item (b) é equivalente a

Aa (f : PA) w) =Aa <f “pA P\APA]‘ w ) (1.26)

para todo w € Q e qualquer A € T com A C A. Pelas equagdes ((1.25) temos

AA (f . pA’ w) = (pada) (f w) = (para)(paia) <f‘ w ) E portanto fica

(pa2a) (o) (] @ ) = Xa (- pn - Papal| @ ). (1.27)

Equagao equivalente a (1.23]) para w e f nas mesmas condigoes de ((1.26)). Portanto
se provarmos (|1.27) a equivaléncia entre (a) e (b) esta estabelecida.

Mas antes de provarmos precisamos fazer algumas consideracoes. Sejam
h,g € F com g(n) > 0 e h(n) > 0 para Aa( - |w)-quase todo n € Q. Logo as
fungoes [Aph] e [Aag] € Ja sdo n-quase certamente, com respeito a Ay ( - |w), ndo
negativas. E assim,

M (g Dah]) () 220 (- Padl|n)
=Dkl - 2 (g [n)
=[Aah](n) - [Aag](n)
(0] n) - Pagl)
ZAA( h- [)‘Ag]‘ U >,

onde as igualdades acima sao validas para A, ( - |w)-quase todo n € Q) para qualquer
que seja w € Q. Como Ax = Aa\aAx temos para Aa( - |w)-quase todo n € Q
qualquer que seja w € () a seguinte identidade:

A (9 k) ) = Aa (1= Dagl| )
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Usando os fatos estabelecidos acima estamos agora em condigoes de provar ((1.27]).
Tomando g = f - pao e h = pa na equagao acima ficamos com,

Aa(F - pn - Papal ) 1) = Aa (pa - Palon - 1)]) () (1.28)

para Ax( - |w)-quase todo n € © qualquer que seja w € Q. Manipulando o segundo
membro da ultima equacao obtemos a igualdade .

Vamos mostrar agora que (b) implica (c). Assumindo (b) podemos afirmar que
para todo a € €2, a seguinte equacao é verdadeira

0=Ma (‘PA — pa - [Aapal D (a)

=AA\A (AA(’[)A —PA- P‘APA]‘ ) ‘ « ) 12

Logo,

AA (,OA‘ w ) =Aa (PA : P‘APA]‘ w >
=[Aapal(w) - An (PA) w ) (1.30)

= (pa - Papal()] )

para Aaa( | a )-quase todo w € Q qualquer que seja a € Q. Dessa igualdade
segue que
pa(n) = pa(n) - [Aapal(w) (1.31)

para Ay ( |w)-quase todo n € €2 com Aa\a( | @ )-quase todo w € €2 qualquer que
seja a € ). Note também que

pa(€) =pa(Q)
pa(€) =[Aapal(w) - pa(€)

para Az ( |w)-quase todo ¢ € € com Aaa( | o )-quase todo w € Q qualquer que
seja a € (). Portanto,

(1.32)

pa(n) - pa(¢) = [PA(U) - [Aapal (W)} - pa(€)
=pa(n) - [Papal(@) - pa(0)]
=pa(n) - pa(C)

para A\ ( |w)®Aa(  |w)-quase todo par (1,() € 2 x Qe Aaa( | @ )-quase todo
w € ) qualquer que seja a € Q.

Por tltimo, mostramos que (c) implica (b). Primeiro integramos o primeiro
membro de na variavel ¢ com respeito a medida Ax( |a) para mostrar que
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M |a)-quase todo n € Q e Aaa( | @ )-quase todo o € 2 qualquer que seja
ac

AA\AAA (PA(H) : PA’Ol> =Aa\A (PA(H) - Aa(pal ))a)

=AA\A (PA(W) ‘04>-

Integrando o segundo membro de ((1.24) na varidvel ¢ com respeito a medida
Aa( |a) temos para Az( |a)-quase todo ¢ € e Aaa( | @ )-quase todo o €
qualquer que seja a €

AA\AAA (PA : PA(U)’Q> =\ (PA(U) : )\APA‘C)‘)- (1.33)

Fazendo o = n nas duas tltimas equacgoes e identificando o segundo membro de
cada uma delas obtemos

AA\A (PA — pa - [Aapal ‘77> = 0. (1.34)

Integrando na varidvel 7 com respeito a medida Ax( |w) e observando que AaAa\a =
Aa seque imediatamente (b). O
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Capitulo 2

Medida e especificacoes de (Gibbs

Introducao

No principal resultado do Capitulo[I, o Teoremdl.I] vimos como especificagoes
(7a)aeT podem ser definidas por meio de uma medida a priori A sobre um espago
mensuravel (E, &) e uma A-modificagdo p = (pa)aer. Vendo de outro modo o
Teoremdl.1] é uma maneira de caracterizar A-modificagoes de uma especificagdao
independente que se obtém de uma medida A sobre um espaco de estados (E, &).

O objetivo do Capitulo [2| é abordar tipos de A-modificagoes que sao cada vez
mais faceis de se caracterizar no que diz respeito a mensurabilidade.

Um primeiro passo nessa direcao é tratarmos um tipo especial de A-modificagoes:
as pré-modificagoes. Em seguida, lidamos com pré-modificagoes na forma expo-
nencial. E nessa segunda etapa que A-modificagoes sao dadas em termos de funcoes
que tém significado fisico: o fator de Boltzman que é dado por uma fungao chamada
Hamiltoniano, que por usa vez é dada em termos de uma familia de potenciais que a
chamamos de interacao. Esta tltima também tem sua interpretacao probabilistica
em termos de correlacoes de estados entre sitios.

Finalmente na ultima secao definimos o que vem as ser uma especificacao de
Gibbs ou simplesmente especificagao Gibbsiana.

2.1 A-modificagcao na forma exponencial

2.1.1 JA-modificagcao dadas por pré-modificagao

Definig¢ao 2.1 (pré-modificacao). Uma familia h = {hp}aer de fungoes hp : Q2 —
[0,00) F-mensurdveis é chamada pré-modificagao se

ha(Q) - ha(n) = ha(n) - ha(C) (2.1)
para todo A, A @T com A C A com (,n € 2 tais que

CT\A = 7JT\A- (2.2)

19
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Proposigao 2.1. Seja A uma medida sobre (E, &) e h = (hy)aer uma familia de
fungoes hy : Q@ — [0,00) F-mensurdveis. Se h = (hy)aet € uma pré-modificag¢ao
tal que 0 < Aphp < oo para todo A € T entao

ha )
= 2.3
: (AAhA AT (23)

€ uma \-modificac¢ao.

Demonstragao. Como Aphy : 2 — (0,400) é para todo A € T uma fungao F,-
mensuravel pela propriedade de filtracao do nticleo Ay

Aapa(w) =Aa(palw)
hoa
:)\A</\AhA ‘“)
1
:)\AhA(w) /\A (hA’w> - 1.

Além disso, para todo w € ) temos que a medida Ay |w)®Ay(  |w) é suportada
pelo conjunto

{(¢,n) €2 xQ:(ma =n1\A = W\AT-

Note que neste conjunto vale a identidade do item(c) do Teorema . Portanto, ( ,\22/\>
satisfaz as exigéncias do item (c) do Teoremal.1]

2.1.2 pré-modificacoes dadas por hamiltonianos

Se p = (pa)aer uma A-modificacdo tal que 0 < Aphy < oo entdo para cada A € T
existe uma, e uma somente funcao, Z, : 2 — R tal que

1
R AA) (2.4)
(ZA AET

é uma A-especificacao. A saber Zz(\.) = Aapa( - ). Se além disso para todo A € T,
pa € positiva entao para cada A existe uma, e somente uma, fungao F-mensuravel
Hy : Q — R com py = €™ onde a familia de nticleos de probabilidade

- PA AA) = (— - € A /\A> (25)
(ZA AET Z AET

é uma \-especificacao. Equivalentemente, dado f > 0 podemos fazer uma mudanca
de escala na equacao pondo —fBHgp = Ha com Zgy = 2y,

- " PA /\A) = (— - € sA )\A> . (26)
(ZA A€ET Zﬁl\ A€eT

Formalizamos esta discussao na proposi¢ao abaixo.
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Proposicao 2.2. Seja A uma medida sobre o espago mensuravel (E, &) e (pp)aer
uma \-modificacio sobre a rede T. Se para todo A € T vale py >0 e 0 < Zy £
Aapa < +o0o entdo existe uma familia H = {H et de fungoes Hy : Q2 — R tais
que para todo A € T

1 1
M= | — e PHA| 4L 2.7

|:)‘APAIOA} : [ZA ‘ ] * (27)
Definicao 2.2. Nas mesmas condicoes da Proposicao a familia H = (HA)reT
de fungoes Hp : Q1 — R tais que (pp)rer = (e P )per € chamada de Hamiltoni-
ano de p. Cada func¢ao Hp € chamada de Hamiltoniano de pn ou hamiltoniano a
volume A.

Corolario 2.1. Seja (py)aer uma familia de fungoes F-mensurdveis py : Q — R,
tal que para todo A temos py > 0 e 0 < Appp < +o00. Entao (pa)rer € uma
pré-modificacao se, e somente se, para cada A existe uma familia H = {H}reT
de fungoes Hp : Q2 — R tais que para todo A € T

s s _ ’]-[
1. Hp € F-mensurdvel e py = e’

2. para quaisquer A,A @ T com A C A e quaisquer ¢,n € T com nrx = (T

tem-se
HA(CQ) + Ha(n) = Ha(n) + Ha(C) (2.8)
Demonstragdo. Segue imediatamente da Defini¢ad2.1] e da Proposicad2.2 O

Definicao 2.3. Seja A uma medida sobre (E, &) e p = (pa)reT uma A-modificagao.
Chamamos ZE\ =S Zan(w) = e PHAW) de constante de normalizacdo de pA em
w.

Observagao 2.1. Uma forma mais explicita para a constante de normalizac¢ao é
dada pelas equacoes,

2 () = / p2(n) don (1))
:/ e~ PHR(M) g\A ® 5WT\A (n)
Q

:/ o~ PHR (nawT\A) d>\A(77A)
Qr\a

Observacao 2.2. Seja py = e 72, Observe que fizado w € Q e B € F temos

<ZLA " PA )\A> (Blw) :/QlB(U) d (Z;Ae_ﬂm)\/\> (ulw).
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Como <Z ( )eBHA)\A>( |w) << Aa( - |w) segue pela unicidade do Teorema de
sa(w

Lebesgue-Radon-Nikodym ( Teorema do Apéndice) que

1 1 —BHpga(u
(2 2) Bl =5 | ot G

Observacao 2.3. Como M\\( - ) 2 M ® Owpy, temos pelo Teorema de Tonelli
(Teorema do Apéndice) as sequintes identidades:

(27 ) Bl =5 / /\ o)

. e—ﬁH@A(uAUT\A) d(sz\A (UT\A> dAA(UA)

o b
- . 1pp, (ur\a) - 1guma (un)
Zan(w) Qp QA o ' "

. e—ﬁ'H,BA(uAuT\A) déwT\A (UT\A> d)\A(UA)

1

") Lpp, (wria) - /Q A 1gerya (ua)

. e BHpA(uawr\A) d/\A(uA)
Observagao 2.4. A observagao[2.3 nos proporciona uma forma mais explicita para
para a medida de um B € F por A\(-|w). Para futuras referéncias destacamos:

1
AN B|w) = <ZBA(W)

e~ BHaA( MT\A)) AMBYT\A) | se wp € Brya;

(2.9)
0 , caso contrdrio.
Se{nteF
1
.o BHaA(- :"-’T\A)) )\A({ }) = -
€ TA » S€ WT\A = TIT\A;
A(Blw)({n}) = (ZBA(W) ) )
0 , caso contrdrio.
(2.10)

Se para todo n € B verificamos n € F entao

ABLw) = S A({nHe)  com B = J{n} (211)

neB neB
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Sintetizamos as observagcoes na seguinte definigao:

Definigao 2.4. Seja A uma medida sobre (E,&) e (pa)aer = (e¥)rer uma -
modificagao onde H = {Hptrer € uma familia de fung¢oes Hy : Q@ — R tal
como na Proposicao 2.2, Chamamos uy de medida medida a volume finito A com
condi¢ao de fronteira w se py € uma medida de probabilidade sobre (2, F) definida

por Ap( - |w).

2.1.3 Hamiltonianos dados por potenciais de interacao.

Agora vamos definir H, dependendo unicamente de uma familia ® de fungoes
® 4 : 2 — R indexadas por cada A € T. O objetivo e explicitar como o estado 74
de cada configuracao n em cada parte finita A interfere no valor de H (7).

Essa relagao de dependéncia obedece as seguintes propriedades:

Se A = {i} entdo ®4(uawr\a) é 0 valor da contribuigao do estado w; no sitio
i sobre o valor de Ha (uawr\a).

Se A= {i,...,ia} entdao ®4(upwr\a) € 0 valor da contribuigao dos estados
Wiyy - - -, Wiy, 008 sitios 4y, ..., 714 de A na configuragio (upwra) sobre o valor
de HA(UAOJT\A).

apenas os valores de ® A(quT\ A) nas sub-configuragoes ua € I14(Q2) tais que
AN A # ) contribuem para o valor de Ha(uawma).

Se A = {i1,... .44}, 0 valor de ®4(urwr ) ndo depende dos valores indivi-
duais de @) (uawmia); - - - CID{iIA‘}(quT\A).

Ainda para A = {iy,...,44}, o valor de ®4(upwr\ o) ndo depende do valor
de ®p(urwma) quando B C A ou A C B, onde as inclusoes sao préprias.

Como temos o controle sobre os valores de ® 4(uawr\a) gostariamos que essa de-
pendéncia fosse de modo simples mas nao trivial. Parece-nos que a dependéncia
que atende este quesito de forma natural seja a dependéncia linear.

Ha(uawr\a) depende linearmente de cada @ 4(uawa\a). Assim devem existir
coeficientes a4 € R com A € T tais que

- ﬁ : HﬁA(UAWT\A> = —B . Z ap - q)A(UAWT\A) . (2.12)

AT
ANAAD

Necessariamente o somatério acima deve ser convergente e finito, pois a imagem
de H esta contida em R. E conveniente que os coeficientes a4 sejam incorporados
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a cada uma das fungoes ® 4. De modo que tenhamos a igualdade,

— B Hpalupwrin) = =B+ | Y Paluawria) |- (2.13)

AET
ANAF£D

Proposicao 2.3. Seja ® = (P4)aer uma familia de fungoes o @4 : Q — R tal
como em [2.13| satisfazendo:

(a) Para cada A € T, &4 € Fa-mensurdvel

(b) HE(u) = Z O 4(u) converge para todo u € Q e A € T.

AET
ANAFAD

Entao a familia de fungoes (quK( ' ))A\ € uma pré-modifica¢ao positiva.
T

Demonstragdo. De acordo com a Proposi¢ad2.1] devemos provar primeiro, para
todo A @ T, que H} é F-mensurdavel. Mas isto segue imediatamente do fato de
que F4 C F para todo A € T. Segundo, para quaisquer subsistemas A, A € T
com A C A e para quaisquer pontos de estados ¢,n € ET com nT\A = ¢T\a temos

H(C) +Hx(n) = Ha(n) +HI ().

Observe que

HR-Hy = D Pa— )Y @4

Ae, Aes,
ANAHAD ANAFAD

DI ED MEIED JEED B}
Ae?, Ae7, Ae, Aes,
ANAED ANAAD ANAF#Q ANA#D
ANA=0 ANAFAD ANAHAD ANA=(

Como A C A o quarto somatério sobre os A’s tais que ANA # 0, ANA=102¢
zero. A diferenga entre o segundo e o terceiro também é zero. Logo,

HR-HY = DY ®a = > 4 (2.14)

Ae, AeY,
ANAH#D ANAH#D
ANA=0 ACT\A

Se A C S\A entdao F4 C Jp. Portanto, HX — H} : ET — R é Jy-mensuravel.
Agora, avaliando ¢ = (aCm\a € 7 = nanT\A em (2.14) e substituindo em ([2.14))
obtemos

Z D 4(CACm\a) = Z P 4(MAnT\A) (2.15)
AeS, Aes,
ANAAD ANAAD
ACT\A ACT\A
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Pelo Teoremasabemos que se HE —H$ é Jp-mensurdvel entao suas (\A-SeCcao
e 7r\a-seccdo sao constantes. Como np\a = (m\a segue a igualdade ([2.14]). O

Defini¢ao 2.5. Seja (E, &) um espago mensurdvel e uma rede enumerdvel T.

(a) Um potencial de interagdo sobre (2, F), ou simplesmente uma intera¢do, é
uma familia ® = (Pa)aer de fungies P4 : Q — R com as sequintes proprie-
dades:

(i) Para cada A € T, &4 € Fa-mensurdvel.
(i1) para todo N €@ T ew € Q, a série
Hyw)= ) Palw). (2.16)

Aces,
ANAHAD

¢ convergente.

(b) A func¢io F-mensurdvel HY : Q — R é chamada de Hamiltoniano da interagdo
o.

(c) hY & ZLX e PHRW) ¢ chamado de fator de Boltzman da interagio ®.

A préxima proposicao nos fornece uma maneira de construir especificagoes
dependentes.

Proposicao 2.4. Seja A uma medida a priori sobre o espaco mensurdvel (E,&).
Seja(®) aer uma familia de potenciais ®4 : ET — R inderada pelo conjunto das
partes finitas . de um conjunto enumerdvel T. Suponha que

ZR(w) & / e HRCwn\n) dx, (Cy) < +o0 (2.17)
para quaisquer w € ET e A @ T. Entdo a familia de fungées (p%)prer dadas por
My
pié;—@, AeT (2.18)
A

€ uma A-modificacgao.

Um potencial que satisfaz condi¢ao (2.17) é chamado A-admissivel. Nas de-
finigoes que se seguem supomos que (E, &) é um espaco mensuravel e (®) et é
uma familia de potenciais ®4 : ET — R indexada nas partes finitas, .7, de um
conjunto enumeravel T.

Definicao 2.6. Dizemos que ® é absolutamente somdvel se

@]l £ )~ sup [®a(w)] < +o00 (2.19)

AeT WEET
i€EA
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Denotamos por Z o espaco dos potenciais absolutamente somaveis. Podemos
verificar que as fungdes, || |l; : & — R sao semi-normas em % e definem em
% uma topologia metrizavel e localmente convexa. Portanto % é um espaco de
Fréchet.

Definigao 2.7 ( Potencial uniformemente convergente). Dizemos que ® € unifor-
memente convergente se para todo A € T e para toda sequéncia {A,}nen C % a
Sequéncia

Hia, = Z Py (2.20)

€ uniformemente convergente.

Definicao 2.8 (Potencial de alcance finito). Dizemos que um potencial ® é de
alcance finito se

sup{diam A: A€ T, P, # 0} < +o0 (2.21)
e dizemos que ® € de alcance R > 0 se
sup{diam A: A€ T, o, # 0} = R. (2.22)

Claramente, cada potencial de alcance finito ® é uniformemente convergente e
temos que ® € A.

2.2 Grupos de simetrias e especificacoes de Gibbs

Seja p um campo aleatério sobre uma rede T e espaco de estados (E,&). Seja
T, uma bijecao de T em T e 7; é uma transformacao inversivel de E em E que é
mensuravel e com inversa mensuravel. Indicamos por 7 o conjunto de todas as
transformacoes da forma

T:w (Tiwﬁ:l(i)> ,
onde 7, é uma aplicacao bijetiva de T em T e para cada i € T, 7; é uma aplicacao
de E em E. Assim cada 7 é uma composi¢ao de uma transformagao espacial 7, (
que transporta o spin no sitio j para o sitio 7.j) com transformagdes 7; que agem
separadamente, para cada ¢ € T, em cada espago de spins E. E importante notar
que vale o diagrama comutativo abaixo para W1y = Wj.

7'*_1

(wi)ier — (%‘)je"r

7'*_1

(Tw;)ier —— (Tiwj)ieT
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Proposigao 2.5. Seja o um campo aleatorio sobre uma rede T e espaco de estados
(E,&). Set €T comt; = identidade e B € Fy, entao

1. 7 é F-mensurdvel.

2. ainversade T = (1, :1,i€8) ér = (1772l i€T)

* T*)
3. T € um grupo sob a opera¢ao de composi¢do o.
4. se [ € Fy entao for éF -1 -mensurdvel.

O principal objetivo desta secao é introduzir o estudo da agao das transformacoes
em T sobre potenciais e hamiltonianos e sobre medidas como passaremos a descre-
ver. Seja (pp)a uma familia de fungoes ¢, : 2 — R entdo temos uma nova familia
de funcoes:

)= (7 ew) = (perme )y (229

Note que estas definicoes se aplicam a potenciais e A-modificacoes. Para uma
medida p sobre (§2, F) e uma transformacao mensuravel 7' :  —  definimos

po T ()2 u(T7'(-)). (2.24)

Seja A uma medida sobre (E, &). Dizemos que A é 7 invariante se para todo i € T

temos que A é 7; invariante, em outras palavras, A = A o 7; . Unificando o que

estabelecemos em (2.23) e (2.24) definimos para uma especificacao v = (yp)aeT

() (Afw) = ra (77 (A @) (2.25)
ou equivalentemente
() (7(4) 7)) (2:26)

para A @T, A€ Few € ) Além disso, a ultima equagao é também equivalente
a

(Fnwf) oT=m(for) (2:27)

para todo A € T e toda fun¢ao limitada nao negativa f : Q@ — R que seja F-
mensuravel.

Proposicao 2.6. Sejam A uma medida sobre o espago mensurdvel (£,&) T € T
invariante. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeira

(a) T(A) = A
(b) Para cada \-modifica¢io p = (pp)aet, T(P)A = T(pA).

(c) Se @ é um potencial A\-admissivel entao 7(P) é um pontencial A\-admissivel e
P =7(p?).
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Demonstracao. (a) A prova deste item segue diretamente da hipdtese de A ser
7 € T invariante. Para provar (b), sejam A € T e f : Q@ — R uma funcao
limitada. Entao de ([2.27)) temos

[T(pA)raf] =Aa(pa - foT)
= (((pr ) f) o 7)
= [)\T*(A) (T(pﬂ(/\))f) )} °T

_ {(T(p))\)n(/\)f} o7,

A terceira equacdo vem de (2.27) aplicando v = X\ = 7(\). Como 7 é inversivel e
A e f sao arbitrarios segue (b). Passamos agora para a prova do item (c). Para
cada A € T, segue do item (b) e da correspondéncia um a um entre py e Ha
estabelecida na Proposigao que

Hor= D (®)nwor=H]

AT
ANAFD

e portanto h:f(a) o7 = h%. Aplicando [2.27]a v £ A\ = 7(\) obtemos

ZIh o7 = (Anallf) 0T = M(h% o 7) = 21,
Isto mostra que 7(®) é A-admissivel. Como p} = h%/Z$, obtemos

priaoT=px =7(p")raoT.
Portanto segue (c). O
Definigao 2.9. Seja 7 = (11,1 € T) e I CT.

(a) Uma fungao ¢ : Q@ — R € dita ser T-invariante se ¢ = pot1. E uma familia de
fungoes ¢ = (pa)rer € dita ser T-invariante, e neste caso T € chamada sime-
tria de @, se T(p) = @, i.e., P (a) 0T = Y para todo A. A mesma definicao
se aplica a potencias, hamiltonianos, A-modificagcoes e pré-modificagoes.

(b) A uma medida p sobre (Q,F) € dito ser T-invariante, e T € chamada \-
preservante ou uma simetria de pi, se p € igual a sua T-imagem 7(p) = po AL
Uma especificacao v € dita ser T-invariante, e T é chamada de vy-preservante
ou simetria de vy, se T(y) =7, i.e.,

Yy ( - JTw) =7(a( - [w)), VAET VweQ (2.28)

(c) ¢ ( e respectivamente p ou vy) como acima sio chamados I-invariantes se é
T-invariante para todo T € 1.
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(d) O conjunto de todas as simetrias de um objeto p, u ou ~y formam um grupo
chamado grupo de simetrias deste objeto.

Proposicao 2.7. Seja v = (ya)aer uma especificagio e T :  — Q uma trans-
formagdo. Se jn € Gg (’y) entao Tt € Gg (7(7)) e ,em particular, Gg(7y) € invariante
para todas as simetrias de .

Demonstracao. Para todo A € T nos temos

P (1)r(1n) = / () - ) d ()

Q

~ [ (7 ) e

=T(uYr1p) = 7(1).
0

Corolério 2.2. Se G(v) = {u} entao p é preservado por todos as simetrias de 7.
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Capitulo 3

Existéncia de medidas de Gibbs

Sejam (E, &) um espago métrico e X uma medida sobre (E,&). Seja ainda & =
(CDA)A@T uma interagao definida na rede T. Quais condi¢oes sobre ® , (E, &)
e T sao suficientes para garantir a existéncia de uma probabilidade de p sobre
(Q, F) que seja uma medida de Gibbs ? O caso mais simples € quando a rede T é
enumerdvel, ® € uma interacao reqular e E € finito. Neste caso, podemos mostrar
que existe p € G(P). O caminho que sequimos € equipar P (Q, F) com uma métrica
&
e em segquida, mostrar que toda sequéncia py* = p( - | I, )(w) = 2\ @ O n
n A’VL n
possui uma subsequéncia que converge a p € P (2, F) e finalmente provar que

peGP).

3.1 Medidas de Gibbs

3.1.1 Especificacao de Gibbs

Defini¢ao 3.1. Seja A uma medida a priori sobre o espa¢o mensurdvel (E,&).
Seja(®) aer uma familia de potenciais ®, : ET — R inderada pelo conjunto das
partes finitas . de um conjunto enumerdvel T. Suponha que ® é A-admissivel.
Considere a medida de probabilidade que se obtém para cada A @ T e cada w € ET,

73( |w) : BT R

A poAs(ALw) (3.1)

com
PR (Alw) = ZR(w) ™" / e TRGeT L 1 (G )da(Gr). (32)

Entao,
(i) Y2( |w) € chamada distribuicio de Gibbs em A com condigao de fronteira

w, para interacao ® com medida a priori \.

31
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(ii) a \-especificacio v* = (Y§)aer € chamada especificacao Gibbsiana para a
interacao ® com medida a priori \.

(i4i) Cada campo aleatdrio p € 4(®) = 4(y*) é chamado medida ( ou campo
aleatdrio ) de Gibbs determinada pela interacao ® e medida a priori \.

Em honra a Dobrushin, Lanford e Ruelle a medida de Gibbs também é chamada
de estado DLR. Outro termo que é usado na literatura fisica é estado de Gibbs
a volume infinito. Como ja apontado na introdugao, o conjunto 4 (®) de todas
as medidas de Gibbs para a interacao ® podem, e devem, ser consideradas como
uma descricao matematica adequada do conjunto de todos os estados de equilibrio
possiveis para um sistema fisico que consiste em um grande niimero de componen-
tes que sao acoplados através da interacao ®. Pensando em estados de equilibrio de
sistemas fisicos, como medidas de Gibbs vemos que tais sistemas apresentam uma
propriedade de equilibrio bastante forte no seguinte sentido. Cada subsistema esta
em um equilibrio condicional como se o “mundo circundante”estivesse congelado.
De acordo com esta interpretagao, a nao unicidade da medida de Gibbs significa
que o sistema faz uma escolha dentre os varios estados possiveis de equilibrio. Uma
tal escolha é uma caracteristica de sistemas fisicos que passam por uma transicao
de fase (do tipo especifico que foi considerado na introdugao). Estas observagoes
sugerem a seguinte terminologia.

Definigao 3.2. Seja A uma medida a priori sobre o espa¢o mensurdvel (E,&).
Seja(®) aer uma familia de potenciais ®4 : ET — R inderada pelo conjunto das
partes finitas . de um conjunto enumerdvel T. Suponha que ® € A-admissivel.
Dizemos que ® tem transicao de fase para a medida regular A se

G()| = {pe 2(Q,F) : p(-|Ta)(w) =75 (lw) p—qtp} >1 (3-3)

Deve-se mencionar que a nao unicidade do estado de equilibrio u € G(®),i.e.,
|G(®)| > 0 nao é o tnico fendmeno critico de interesse fisico. Um exemplo ¢é a
dita transicao de Kosterlitz-Thouless que é caracterizada pela mudanca da taxa
de decaimento das correlacoes spin-spin. Pode ser, por exemplo, a mudanca de
um decaimento exponencial para uma lei de poténcia, veja Frohlich and Spencer
(1981). Neste texto, iremos concentrar na transigao de fase no sentido da definigao
acima mencionada. Na parte restante desta seccao nés iremos introduzir algumas
classes e propriedades importantes de potenciais de interacao .
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3.2 Quase localidade

Sabemos pela Proposicao que uma funcao f definida em um espaco produto €2
é Fa-mensuravel, se e somente se, é A-cilindrica. Por abuso de notac¢ao indicamos
que f é A-cilindrica escrevendo f € Fj. Uma funcao f € Uper Fa sera chamada
de fungao local. Indicaremos por £, o conjunto das fungdes f € F que sejam
limitadas. Uma funcao arbitraria f € £ = (), op -Za serd chamada simplesmente
de funcao local.

Definicao 3.3. Uma funcao f: ) — R € dita ser uma funcdo quase local se existe
uma sequencia de fungoes locais (fn)nen tais que

lim sup|fa, (@) — f(w)] = 0. (3.4)

n—oo weN

Novamente por abuso de notagao, usaremos a notagao .Z para designar o espago
vetorial das fungoes quase locais. Claramente .Z é o fecho uniforme do espago
vetorial .Z.

Lema 3.1. Uma funcao f: Q — R é uma funcao quase local se, somente se,

lim  sup [f(¢) — f(n)| =0 (3.5)

para qualquer sequencia crescente e exaustiva de volumes finitos A,,.

Demonstracao. Fixe w € Q) e considere A,, uma sequencia crescente e exaustiva de
volumes finitos. Para cada n € N defina fa,(¢) = f(Ca,wac). A chave da prova
estd em aplicar convenientemente a igualdade f, () — fa,(n) = 0 que se obtém
do Corolario sempre que (ae = 7ac .

Suponha inicialmente que f satisfaca a equagdo [3.5] Vamos mostrar que a
sequéncia de fungoes locais fj, converge uniformemente para f. De fato, para
qualquer ¢ € Q) temos

£(¢) = fan(C)

=|f(¢) — f(CAnWAg)
<IF(Q) = F(CanCag)] + [F(CanCag) — fCanong)]-
Claramente a primeira parcela no lado direito da desigualdade acima é zero. Para

estimar a segunda basta usar a hipotese, que diz que dado £ > 0 existe ng € N tal
que se n > ngy entao

sup |F(C) = f(n)] < e.
e

Ja que pela definicao de supremo temos
|f(Canlag) = f(Cauwag)| < sup  [f(C) = f(n)l,

§,CeQ
NAn=CAn
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segue que, independentemente da escolha de (, para todo € > 0 existe ng € N tal

que se n > ng entao |f(¢) — fa, (Q)] < e.
Reciprocamente, suponha que f é limite uniforme de uma sequéncia de fungoes
locais fy, € Fa,. Observe que

[F(Q) = F)l =[(F(Q) = fan Q) + (fan (€) = Fan(m) + (Fan(n) — F(n)]
<I(F(Q) = fan O+ 12 (O = fan ()| + | fan () = f(0)]-

Para todo € > 0 dado, pela convergencia uniforme de f,, para f podemos garantir
a existéncia de ng € N tal que se n > ng entao

[£(C) = Fm)| < 2e + | fa, (C) = Fa(m)]. (3.6)

Tomando o supremo em ambos os lados da desigualdade acima segue que

sup ()= f(m)] <3e+ sup | fan(C) = fa. ()]
e, e

= 3¢,

para todo n > ng. Substituimos o 2e por 3¢ pois ao tomarmos o supremo na desi-
gualdade ((3.6)) nao estaria mais garantida a desigualdade estrita, como escrevemos
acima. Agora para obter (3.5)) basta aplicar a definigao de limite. ]

Proposicao 3.1. Suponha que D seja qualquer métrica em §2 que induz a topologia
produto. Se uma fungao f € uniformemente continua entao f € quase local.

Demonstra¢ao. Como f é uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que
todo par n, ¢ € Q que realiza d(n, ) < d realiza | f(n) — f(¢)| < e. Por definigao da
topologia produto, existe um volume finito A tal que (e = nac implica d(n, {) < 4.
Portanto o resultado segue de |3.5| [

Corolario 3.1. Se E é um espaco métrico compacto entao toda fungao f: Q2 — R
continua € uma func¢ao quase local.

Corolario 3.2. Se E € um conjunto finito equipado com a topologia discreta 2%
entao uma funcao f : 0 — R € continua se, e somente se, ¢ uma funcao quase
local.

Demonstragdao. Pelo Coroldrid3.1] basta verificarmos que toda fun¢ao quase local
¢ continua. Observe que para toda contagem T > ¢ +— n(7) € N temos que

10,0 = 3 5 e (3.7

€T
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¢ uma métrica bem definida que gera a topologia produto de €. Seja A, uma
sequéncia crescente e exaustiva de volumes finitos e (17,)a, = (7n)a,. Segue do

Lema que lim d(n,,(,) = 0, implica
n—oo

Tim | (n:) = £(G)| = 0.

Portanto, f é continua. ]

3.3 Topologia da convergéncia local

Seja (E, &) um espac¢o mensuravel arbitrario, T um conjunto enumerével, (Q, F) =
(ET,&T), e 2(Q,F) o conjunto das medidas de probabilidade sobre (€2, F). O
objetivo é escolher a topologia uma topologia .Z para Z(£2, F) tal que:

3.7.1. O conjunto y(®) — (P) dos pontos de aderéncia de que nao
moram em 7 (®) é nao vazio. Isto é o mesmo que pedir que os pontos de
aderéncia p satisfazendo a equagdo (DLR) seja diferente de qualquer

(- |w) €7(®).

CVX

3.7.2. Sev(®) —~(P)  éo fecho convexo de (CD)g —7(®) ( fecho
CvX

C

convexo no sentido topoldgico ) entdo v(®)  — v(P) =9(®). A
necessidade do fecho convexo, é por que a combinacao convexa de um
numero finito de pontos de aderéncia v; € 4(®;) de especificagdes 7;’s
é especificado pela combinacgao convexa das especificagoes v;’s.

3.7.3. Seja T € a menor topologia que construiremos ( na ordem
parcial da inclusao ) que satisfaz as propriedades [3.7.2] e [3.7.3|

Para cada A € T fixado e dado u € 9%~(®) nos temos apenas informacdes
do comportamento de p para eventos em JF,. Nada sabemos para os eventos em
Jx = Fr\a. Portanto, precisamos de uma topologia em (2, F) que dependa
apenas do comportamento local das medidas de probabilidade.

3.4 Podemos identificar as topologias da
convergéncia local e da convergéncia fraca-x?

Aqui discutiremos a existéncia de medida de Gibbs para uma rede enumeravel T
e uma espago de estados E finito. Para modelos com rede T nao enumerével e /ou
espago de estados continuo veja [21] e referéncias.
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Em qualquer das situacoes acima para a rede T e e o espaco de estados E o
fundamental é que o conjunto dos pontos de aderéncia de v(®) seja nao vazio. Uma
maneira de garantir isto, é provar que podemos equipar € = ET com uma topologia
produto que se obtém de alguma topologia de E tal que &(Q2, F) seja compacto
na topologia da convergéncia local. Um exemplo de sucesso dessa estratégia ocorre
quando E é um espago métrico. Na referéncia [20] existe uma caracterizacao da
compacidade de Z(ET, F = Borel (.¢)) que diz que Z2(ET, F = Borel (£)) é um
espago métrico compacto se, e somente se, £ é um espaco métrico compacto.

Sejam dg uma métrica em 2 e A(dg) a o-algebra de Borel gerada pela topologia
induzida em €2 por dg.

3.5 A topologia da convergéncia local é
metrizavel?

No caso de E veremos que sim. Sem perda de generalidade podemos supor que
E C R. Se E ¢ finito temos uma maneira natural de definir fungoes polinomiais em
). Sao todas as funcoes que podem ser obtidas como combinacoes lineares com
coeficientes reais de finitos produtos de projegoes de €2 em E.

Lema 3.2. Seja Q0 o espago métrico acima com métrica sup,er () — ()¢| que o
torna compacto. Seja ainda C () o espago métrico das fungoes continuas equipado
com a métrica d(f, g) = sup,eq |f(w) — g(w)|. Se a enumeragio N> n—teT €
uma bije¢ao entao o conjunto dos polindmios em C()) com coeficientes racionais

P(Q) = {P(W) £ Z ag - ¢(wt(k))k tap € Q}

0<k<N
¢ um conjunto enumerdvel denso em C(S2).

Demonstragao. Basta provar que Pg(€2) é uma élgebra de fungoes continuas em
C(Q) que separa pontos e contém as constantes que a densidade de Pg(2) segue
do Teorema de Stone-Weierstrass. A enumerabilidade seque evidentemente do
fato de que E é finito. O

Sejam B = B¢(0,1) a bola fechada unitdria de C = C(Q), isto ¢, B = B:(0,1) =
{feCOF): |fllo <1} e{p1,p2...} C BN Py(Q) um subconjunto denso em
B(0,1).

Teorema 3.1. Seja C(2) onde Q = ET, com E finito e T enumerdvel, equipado
com a norma do supremo. Defina d : M(, F) x M(Q, F) — R por

/pndlu_/pndy
Q Q

Afirmamos que d € uma métrica em M(2, F).

o0

) =3 o

n=1
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Demonstra¢io. Uma vez que p,v € M(Q, F) e para todo n € N, p, € Be(0,1),
segue que d(u,v) < 2. Claramente d é uma fungao simétrica. Para quaisquer

v,y € My1(Q2, F) temos
/mw—/mﬂ
Q Q

/mw /mw+/ w—/mm
Q Q Q
/Q Q 2 Q Q

= d(p,v)+d(v,y).

Portanto a desigualdade triangular é satisfeita. Para terminar a prova de que d

¢ realmente uma métrica resta verificar apenas que d(u, ) = 0 se, e somente se,

i = v. Para provar este fato vamos invocar o Teorema de Riesz-Markov.
Assumindo que d(u,v) = 0, segue da defini¢ao de d, que para todo n € N

/}%du—:/zmdvl—o-
Q Q

Isto significa que os funcionais lineares positivos

= [ra e R= [ ra

coincidem em todos os pontos do conjunto {p;,ps...} que é subconjunto denso
de B(0,1) € C(Q,F). Seja g € B(0,1) uma funcao arbitraria. Por densidade,
sabemos que existe uma subsequéncia (py, ) jen tal que ||p,, —g||s — 0, quando j —
co. Ja que a esta sequéncia (p,,);jen podemos aplicar o Teorema da Convergéncia
Dominada temos

Fi(g) = / lim p,, du = hm /pn dp = lim pnj dl/:/ lim p,, dv = Fy(g).
Q

Jj—o0 Jj—o0 Jj—oo

d(p,v) =

NE
2|~

3
Il
—

I
NE
|~

3
Il
—

A
NE
|~

3
Il
—

Assim conclufmos que F} coincide com F, em todo elemento de B(0,1). J4 que
uma funcao arbitraria f € C(2)\{0} pode ser escrita como || f|| o IIfJICIOO e que Hf]\r\oo c

B(0,1) segue da linearidade de Fy e F» e das igualdades logo acima que ambos
coincidem em todo C(2). Finalmente pela unicidade garantida pelo Teorema de
Riesz-Markov temos p = v e isto encerra a prova de que d é uma métrica. O

H& uma belissima caracterizacao sobre compacidade do espago (€2, F) cuja
a prova pode ser encontrada na integra em [20] pagina 45.

Teorema 3.2. Z(Q, F) € um espago méltrico compacto se, e somente se, ) é um
espaco métrico compacto.



38

3.6 O limite Termodinamico

Definigao 3.4. Seja v = {ya}aer uma especificacao de Gibbs. Chamamos os pon-
tos de acumulagao da sequencia {V% }{r.men, a,eT} na topologia da convergéncia
local de limite termodinamico se tais pontos de acumulagdao sao medidas de Gibbs
em G(y). Em caso afirmativo, denotamos

loc-lim ~%
NS S

e no caso da topologia da convergéncia local em P(Q,F) coincidir com com a
topologia da convergéncia fraca escrevemos

w-lim % .
AT TAn

Dos resultados das ultima se¢ao nos provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja A uma medida o-finita sobre o espago mensurdvel (E,&). Seja
® uma interagio 5 : ET — R sobre uma rede T e A @ T. Se E € finito e a rede
T ¢é enumerdvel entio existe uma medida de Gibbs p € G(®). E além disso p €

especificada por
eMi
= M ® by : (3.8)
AeT

onde, a menos de uma subsequéncia,

MR
p=wlim | — A ® G (3.9)



Parte 11
Modelo de Ising
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Capitulo 4

Circuitos e Propriedades
Extremais das Medidas de Gibbs

4.1 Meétricas em redes.

Definicao 4.1. Definimos as sequintes métricas em Z>.
1.d%(s1,8) = |2} — 2°| + |y' — o7
2. d®(sy,89) = max{|z! — 22|, |y' — v?*|}
3. d°(s1,82) = X(s1,82)d¥(s1,82) + [1 — X(s1, $2)]d¥(s1, $2)

onde
L, se(z' —a?)(y' —9*) >0

0, caso contrdario

EEEELE

HEE
TEEEELELE
HEOEEERE

Figura 4.1: Bolas em Z? nas métricas d

As demais redes que iremos trabalhar sao:
e arede dual Z* £ {(z + 1,y + 1) : (z,y) € Z*},
e o grafo G = (Zz,Ad) cujos os vértices sao os pontos de Z2 e o conjunto de

arestas Ay ¢ dado por {{c,c'} : ¢,d € Z?,d®(c,d) = 1}.

41
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4.2 Caminhos em redes

Definigao 4.2. Fizada uma métrica d em Z* e um subconjunto I C N chamamos
de um (I, d)-caminho uma aplicacao

I>1— {CZ‘}Z‘GI, (41)

onde ¢; € Z* para todo i € I e além do mais d(c;,, Cinyr) = 1 para todo par {ig, ip41}
consecutivo em I.

Fizada uma configuracio w € {—1,1}*" dizemos que um (I,d)-caminho {¢;} é
um (I, d, +)-caminho, com respeito a w, se w,, = +1, para todo i € I. De maneira
andloga definimos um (I,d, —)-caminho.

Notagao 4.1. Seja d uma métrica em Z*. Fizado e € {—1,1} e I C N, definimos:
e W(I,d,e) 2 {weQ:3(I,d e)-caminho com respeito a w}.
o TH4(Z2) & {y € 2% .~ ¢ um (I,d)-caminho}.

o Yide(w) & {y é um (I,d,e)-caminho com respeito a w}

4.3 Mergulhos de Z? em C

Podemos mergulhar o grafo G = (Z?*, A,) em C de maneira natural. Cada vértice
(x,y) de G pode ser identificado como o niimero complexo x+iy. Esta identificagao
nos permite definir o seguinte mergulho:

U 7> — C

(x,y) — z+1iy (4.2)

A nogao de (I,d)-caminho em G corresponde, via o mergulho definido acima, a
caminhos suaves por partes em C formados por segmentos de reta paralelos aos
eixos real e imagindrio.

4.4 Conexidade em redes

4.4.1 Clusters

Seja d € {d®,d®,d?}, uma das trés métricas que definimos acima. Um cluster C'
no grafo G = (Z?*, Ay) é simplesmente um subconjunto C' C Z? tal que para todo
i,7 € C existe um (I, d)-caminho possuindo os vértices i e j, com [ finito.

Afim de facilitar a discussao que segue definimos também o seguinte conjunto
de configuracoes. Fixado e € {—1,1} e a métrica d em Z? definimos

C™(Q) £ {w € Q: 3 um cluster C' C Z* tal que Vi € C temos w; = e}.
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4.4.2 Circuitos

Fixada uma das métricas como na se¢ao anterior, dizemos que {c¢;}ics, com [ =
{1,...,n} é um circuito no grafo G = (Z*, Ay) se ¢; # ¢; para todo 1 < i < j < n,
g =cped(c,ci) =1 paral <i<n-—1

Definimos também a nocao de circuito quando I = N. Seja {c¢;}ier um (I, d)-
caminho tal que ¢; # ¢; se ¢ # j. Seja v a uniao dos segmentos suaves por partes
em C obtidos pela imagem do mergulho ¥ deste (I, d)-caminho. Se 7 formar uma
curva fechada na esfera de Riemann C, dizemos que {¢; };c; é um circuito infinito.

4.5 Medidas extremais

Vamos precisar de duas propriedades importantes das medidas de Gibbs: A pri-
meira afirma que uma medida de Gibbs extremal é caracterizada por seus valores
na o-adlgebra caudal [T .

Lema 4.1. Seja pg e vg duas medidas de Gibbs com uma mesma especificagdo

{Mg,)A}A@T- Suponhamos que para todo A € J verifica-se jg(A) = vg(A). Entao
ps = vg, ou seja, pg(F) = vg(F) para todo F € F.

Demonstra¢ao. Usemos novamente as equagoes DLR: ,ug)r() * u(")A(-) = ,u('?r(-) se
A CT. Seja A qualquer e f qualquer fungao local. Entao

us(f) = ms(Sh(D) (4.3)
v(f) = vs(HSh(D) (4.4)

e a proposi¢ao esta provada se w-lim ,u(B')A ¢ mensuravel com respeito a J. Mas por

AZ2
definicao ,ué?A ¢ mensurdvel com respeito a Jy = Fz2\4. Entao o limite vxlfx—Tlélgn /l,(é,)A
¢ mensuravel com respeito a ﬂ JA, t.e. com respeito a J. ]
AeT

A segunda propriedade é uma propriedade interessante do condicionamento de
uma medida de Gibbs a um evento.

Lema 4.2. Seja p uma medida de Gibbs especificada por {ME?A}A@T' Suponhamos
que para A € J tenhamos u(A) > 0. Entao p(-|A) é uma medida de Gibbs para a
mesma especificacao.

Demonstracao. Consideremos novamente uma funcao local f. Entao,

B pw(la-f) _ M(M,(é,)/\(lA : f)) B M(lA : M;?A(f))
WU = =0 T T @ T ad
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Aqui a primeira igualdade decorre diretamente da definicao de probabilidade con-
dicional. A segunda igualdade decorre das equagoes DLR. A terceira igualdade
decorre de A € J. E portanto,

u(lA) : u(ué’,&(f))
1(A)

u(f14) = = u(ih(D).

A primeira igualdade deve-se a 14 ser J-mensuravel, ,ug)A ser Fa-mensuravel e J
e Fj serem o-algebras independentes. A segunda igualdade é imediata. O]

Lema 4.3. Uma medida de Gibbs pg é uma medida extremal se, e somente se,
€ uma medida trivial na o-dlgebra caudal J, i.e. se para todo A € J temos

//Jﬁ(A) € {07 1}'

Demonstragao. Assuma que pug(A) € {0,1} para qualquer A € J. Sabemos pelo
teorema de Krein Milman que qualquer elemento em Gg(®) é combinacao convexa
de elementos extremais. Entao para algum A € J temos

p(A) =p1-p'(A) + -+ pp - p"(A) € {0,1}

onde ', ..., u" € ExtremalGs(®) e p;+---+p, = 1. Suponha que p*(A), ..., u"(A)
nao sao todos identicamente iguais a 1 entao pg(A) < 1. E s6 nos resta concluir que
ps(A) = 0. Mas isto s6 pode ocorrer se ut(A),. .., u"(A) sdo identicamente nulos.
Portanto, u', ..., " sao medidas triviais e iguais em J. Como p; +--- +p, = 1
temos que p = pu' = --- = p". Portanto, por defini¢ao, p5 é extremal.

Provamos agora a reciproca. Assuma que pg nao é uma medida trivial na
o-dlgebra caudal J. Entao, existe A € J tal que pu(A) = p € (0,1). Logo
p(-]A) € Ga(P). Pelas propriedades béasicas de probabilidade condicional temos

p(-) =p-pu(lA) + (1 —p)-p(|A9)

Usando o lema anterior podemos afirmar que p(-|A), u(-|A°) € Gg(P) e que sao
medidadas distintas. Logo, i nao é extremal. O]

Coroldrio 4.1. Sob as mesmas hipdteses do lemad.3 p®p(A) € {0,1} para todo
Ae T xJ.

Seja 0 : Q — Q o shift (00) (1) = O(z,y+1)- Definimos 7i(+) = p(671(+)).

Corolério 4.2. Sob as mesmas hipdteses do lemad.3: p@p(A) € {0,1} para todo
Ae J x J.



Capitulo 5

Propriedades Estocasticas

5.1 Modelo de Ising em Z¢

5.1.1 Preliminares

Definicao 5.1. O modelo de Ising na rede em Z% é um campo aleatério o : Q — E,
dado por uma especificacao Gibbssiana

 ayd
{( ) W@, }
zZhw Ac
DA AEZL weQ

satisfazendo trés condigoes:

(i) A rede T ¢ o espago métrico Z¢, com d € N*, cuja métrica é drp(u,v) =
Zzzl lup — vi|, para todo u,v € Z.

(i) O conjunto E = {—1,1}, equipado com a topologia discreta, € o espago de
estados. Assim, cada configura¢ao w = (wy)zeze € caracterizada pelo estado
w, € E de cada sitio x € 72.

(iii) A medida X em E € a medida de contagem. Consequentemente, para todo A
a medida \* € uma medida de contagem sobre EA.

(iv) A interacio ® € dada por
—Jijwiwj, se A= {Z,j}
Da(w) =

0, caso contrdrio,

onde J;; sao constantes reais.

Observacao 5.1. O ideal € que a topologia da convergéncia local seja metrizdvel.
FE quando E € finito a topologia da convergéncia local € metrizdvel. De fato, E €

45
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trivialmente compacto e metrizavel qualquer que seja sua topologia pois € finito.
Pelo  Teorema de Tychonov ) = EZ" ¢ também é compacto. Portando podemos
aplicar o Teorema da metriza¢ao de Urysohn para obtermos a métrica produto em
O =Eq partir da métrica do espacgo de estados E. Fvidentemente, que devemos
escolher ( se é que existe) uma métrica em E de tal forma que a topologia da
métrica produto seja igual a topologia da convergéncia local. Afirmamos que tal

métrica €
[o@)

1
da(w,n) = Z @) Ly, s, (@, ). (5.1)

n(z)=1

Para ver isto, basta verificar que uma funcao f : 0 — R é Fp-mensurdvel se, e
somente se, € uniformemente continua quando ) estd equipado com a métrica dg,.

5.1.2 O Modelo de Ising em Z? de primeiros vizinhos

Seja um espaco de estados E = {—1,+1}, A a medida de contagem em E e T = Z2.
Definia o potencial de interacao

_Jl’L j ) A= -7. ._':17
@A(w)—{ jWildj se {i, 3} e li—jl

0, caso contrario

Por definigao temos H{*(n) = 3 anazo Pa(mawra). Observe que o modelo de
0<|A|<o0
Ising de primeiros vizinhos é um modelo de alcance 1, assim temos que

w 1
Hi“(n) = Z Py (Mawma) = 3 Z P,y (MAWT\A)-

{u,v}NAA£D (u,v) EAXAUOA
lu—v|=1 lu—v|=1

Mais especificamente para o modelo de Ising na temperatura [,

1
HEX(n) :BE : Z q){u,v} (nAwT\A) + 6 Z q){u,v} (T]AWT\A)

(u,v)EAXA (u,v)EAXOA
|lu—v|=1 |lu—v|=1
1
:B§ ’ E —JuWy - Wy + B E — JupWy * Wy
(u,v)EAXA (u,v)EAXIA
lu—v|=1 |lu—v|=1

Apresentamos agora uma estimativa para o Hamiltoniano 7—[%’;’. Como |A x A| =
A - |A|, |A x OA] = |A| - |OA] e max | — Jyp * My - 1| < max| — Jy,| entdo ,
u,v u,v

1
[flnonc)] <6+ 1A] - maxlJul (5181 + 001
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Observagao 5.2. A forma explicita da fun¢do de normalizacao do modelo de Ising
em Z* € dada por:

ZEJDA(W) = /Q eXp [_BHi(UAWT\Aﬂ d/\A(UA) = Z exXp [—BHi(nAWT\A)}

WAEQA

Agora tratando Zg,(w) como a constante de normalizagdo de exp|—f - H3y] i.e.
25 = Z3\(w) temos

dw /8 B
Z,BA - Z eXp E Z Juku “Wy T+ 5 Z Juku * Wy
WAEQN (u,v)EAXA (u,v)EAXOA

[u—v|=1 |lu—v|=1

Ji que Q| = |E[M = 21N,

}Zg)ﬂ < 2 exp |’H§A(77Aw1\c)

1

Observagao 5.3. A forma explicita de uma A-especificacao definida por um Ha-
miltoniano HY* de uma medida i que satisfaz a condi¢do DLR para sua versdo
a volume finito € dada por:

exp [—BHZ ( nawae)]

dw A A
uS2(B) £ / M)
oA Bx{wae} ZZ\(w)

Ezxplicitando a constante de normalizacao ZEXJ,

/ exp [—BH%’A( 77AWAC)] d)\A(UAC)
BX{wAc}

dw _
M@A(B) = ® A
/ exp [~ BHE, (Crwae)] dX(Cy)
CAEQ

Usando o fato de que \ € uma medida de contagem em Qy, podemos reescrever as
integrais acima, usando a defini¢do de integral de Lebesque de uma fungao simples,
como

> oxp [—BHEA( nawa)]
ned:
N(bw(B) :nAEBﬂ7AC=wAC
o Z exp [—BH G (Cawne)]

CAEQA
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Somando e subtraindo o minimo de Hj, no denominador do lado direito da igual-
dade acima obtemos a sequinte estimativa, que iremos usar mais tarde, para todo
A € F temos

1 1
(30A) g - oxp |5+ 0] e ] (5101 0] )

1

_2|A| exp [ﬁ max|Juv| |A|2}

5.2 A Desigualdades de FKG

As demonstragdes que se sequem consistem em considerar £,n € [—1,4+1]% afim
de que possamos estudar a variagio da funcio [—1,+1] 3 1, = py, € [0,1] em
termo de sua derivada (0/0na ) x(A). Mais precisamente nds escolhemos um sitio
a € Z2, fitamos n, = —1,n! = +1 e fazemos n, variar em [—(1 + ¢€),+(1 + €)].

Suponha que 1',n" € {—1,+1}2" difiram apenas por um sitio a € Z2 digamos
n, = —1 en! = +1. Procedendo como no pardgrafo anterior podemos tratar o
hamiltoniano do modelo de Ising de primeiros vizinhos

Z Juvau * Oy — Z Juvo-u " Nw

d(u,v)=1 d(u,w)=1
u,VEA ueEN,WwEIN

como uma fun¢ao diferencidvel com respeito a varidvel n, € [—(1+¢€),+(1 + ¢€)].

Lema 5.1. Seja H : 0 — R o hamiltoniano do modelo de Ising Ferromagnético
de alcance um. Entio dado A @ T(Z?) en € 1,

0
anaHX(a) = — Z JuaOu

u€EA
d(u,a)=1

Lema 5.2. Seja pug uma medida de Gibbs. Seja n',n" € Q acima. Se n, €
[—1 — €, +1 + €] entao para toda fun¢ao local f € Fy,

@/on ) ($) = 5 Fowm)ofon) (nallox))) (52

OAEQA

Demonstracao. Vamos provar o lema inicialmente para funcoes indicadoras locais
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t.e. 14 com A € Fy.

(0/0ma) iy 5(L1a) = (0/0ma)pus(La(-,mac)) (5.3)
= (9/0na) ( > La(oanae) NB({UATIAC})> (5.4)

> |@/om) (Latoam) ) wallonnd) 69

O'AEQA

 Lalowin) - @/0n) (palosmeD)) | 5.9
= Y 1a(oanae)(9/0na) (ug({aAnAc})> (5.7)

O'AEQA

A prova para f € F, mensuravel é completamente analoga. ]

Definicao 5.2. Dizemos que uma funcao f : 0 — R € crescente se para todo
n>q &, isto €n; > & para todo i € 2, temos f(n) > f(§).

Analogamente, definimos fungoes decrescentes.

Definicao 5.3. Dizemos que um evento A € crescente se a func¢ao indicadora de
A € crescente no sentido da definicdo acima.

Teorema 5.1 (Desigualdade de FKG). Considere o modelo de Ising de primeiros
vizinhos onde para todo i,j € Z¢ temos J;; > 0. Sejam f,g : @ — R fungoes
crescentes, sequndo a definicao acima. Entao para todo A € £ e para qualquer
neQef >0 temos que

i A(F9) = A (F)ufalg) > 0.

Observamos que a conclusao deste teorema permanece valida se supormos que
ambas f e g sao decrescentes. Outra observacao importante é que a desigualdade
também permanece verdadeira no limite termodinamico, isto é, para toda pug,
ponto de acumulacao na topologia fraca-* de uma sequéncia ,ug A, com A, T VA
temos

s(fg) — ms(f)ps(g) > 0.

Proposicao 5.1. Seja pg uma medida de Gibbs do modelo de Ising de primeiros
vizinhos tal que as constantes de acoplamente J;; sao nao negativas. Sejam &,n €
Q. Sen >q € entao pwjy >, p ,u%A, isto €, para todo evento crescente A € F

temos Mg,A(A) 2 ME,A(A)'



20

Demonstracao. Seja a € A° e considere n, € [—1, 1]. A estratégia da prova consiste
em usar (FKG) para mostrar que (9/0n.)ps ,(14) > 0, para todo A € F evento
crescente.

Para cada A € £ e A € F temos que a fungao #Z, A(A) depende diferenciavel-
mente da variavel 7,. Aplicando a regra da quociente e usando o Lema temos
que

0
%Mg[\(lfl) = ﬂz,/\ 1A : Z Juagu - ,ug’A(lA),ug’A 1A : Z Juagu

ueA:d(u,a)=1 ueA:d(u,a)=1

J& que J;; > 0 para todo 4,5 € Z% a fungao

o Z JuaOu

u€A:d(u,a)=1

é crescente. Como por hipdtese temos que 1, também é crescente segue direta-
mente da desigualdade de FKG que (9/0n4) 3 4(14) > 0. O
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Capitulo 6

O Teorema de Aizenman-Higuchi

6.1 Resultados Classicos

6.1.1 O Lema de Messager e Miracle-Sole

Lema 6.1 (Messager and Miracle-Sole, [18] Proposi¢ao 1). Seja ® a interagdo
definida pelo modelo de Ising de primeiros vizinhos ferromagnético, isto €, J;; =
J > 0. Seja A, uma sequéncia de volumes finitos que sao simétricos com respeito
a transformacao

7> (x,y) v (z,1 —y) € Z°.

tal que A, T Z*. Para todo B > 0 existem os sequintes limites, com Tespeito a
topologia fraca-x

pE = w-lim ug’fn € Gz(P).

AntZ2
Além do mais temos
1 1 -1, sey <0
w-lim p2? = Zut+ 247, onde n(z,y) = ’ -
An1Z2 Hoan = 5H e 0, y) +1, caso contrdrio.

6.1.2 Meétodo dos clusters infinitos

Proposicao 6.1. Seja =, ut € Gg(P). Se 5> . entao

N existe em w um _
(1) wH(C7) = p ({w € (d®, —)cluster infinito }) =0,

0.

iy A existe em w um
(i) = (CT) = ({w € (d?, +) cluster infinito })

23



54

6.1.3 Identificacao de Interfaces

Proposigao 6.2 ( Aizenman [3] Proposicao 4). Sejam 8 > 0 e u € Gg(®P), onde
® € a interacao do modelo de Ising ferromagnético de primeiros vizinhos com
Jij = J > 0. Se p-q.t.p.w € Q ndo existe um contorno infinito {c; }tien em Z* tal
que w,, = £1 para todo i € N entao p € span{pu=,u"}.

Lema 6.2 ( Russo [19] Lema 13, Aizenman [3] Lema 1). Sejam 5 > 0 e u € Gg(®),
onde ® € a interacao do modelo de Ising ferromagnético de primeiros vizinhos com
Jij =J > 0. Se n(CE) =0 entio p = p*.

6.2 Preliminares

O principal objetivo deste capitulo é demonstrar o teorema seguinte.

Teorema 6.1. Seja © o potencial de interacao do modelo de Ising bidimensional
ferromagnético de primeiros vizinhos. Se 8 > . entao ® admite transicdao de fase,
i.e. |Ga(®)| > 1. Mais especificamente para todo p € Gg(®), com [ > B, existe
t €10,1] tal que
p=1—t)py ™ +t-pgt (6.1)
No6s também iremos trabalhar com uma classe de transformacoes de 2 que
preservam o Hamiltoniano H = {Hy = > 4 2@ ata do modelo de Ising e que
portanto preservam a classe de medidas de Gibbs G(®) do modelo. As trans-
formacoes sao as seguintes:

1. A transtornacao flip Q 3 (w@))zezz — (—w(i))iez2

2. As translagoes ¥,z € Z?, que sao definidas por (9;(Q))(j) = w(j — z) para
y € 72, e em particular temos as translacoes vertical e horizontal ¥}, = Y(o,1)
e Vyere = U(1,0) TESPectivamente.

3. As reflexoes em linhas ¢ ao longo da rede: para cada k € Z nds escrevemos
Ry hor 2 22 > x = (i, iy) > (g, 2k — i) € Z°

para a reflexao na linha horizontal {i, = k}, e similarmente Ry, ¢+ para a
reflexdo ao longo da reta {i, = k}. Para k = 0 nés simplesmente escrevemos
Rhuor = Ro, hor € Ryert = R, vert- Todas estas reflexoes agem canonicamente
em ).

Vamos investigar o comportamento geométrico das configuragoes tipicas em
semi-planos de Z2. Estes sdo conjuntos da forma

e ={i € Z* iy, i, < k}

com k € Z ou com “>”. A linha {i € Z? : i,,i, = k} chamada a linha de fronteira
associada. Em particular, iremos considerar o seguinte:
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1. O semi-plano superior g, = {i = (ix,4,) € Z* : i, < 0}.

2. Analogamente definimos semi-plano inferior 7, s, semi-plano esquerdo 7., €
direito mg,.

3. O semi eixo direito ly;, = {i € Z* : i, = 0,1, < 0}

4. Analogamente, definimos o semi eixo esquerdo l.y, = {i € Z* : i, = 0,4, > 0}

6.3 Instabilidade de faces singulares

Seja €21 o conjunto de todas as configuragoes o € () para as quais existe exatamente
um contorno infinito (o) na rede dual (Z + ) x (Z + 3) com a propriedade de
ter interse¢cao nao-vazia, e no maximo um numero finito vezes, com cada uma das
retas verticais

lo, = {(z,y) € Z* : x = x,} com z, € Z.

A definicao deste conjunto tem um apelo intuitivo em termos de “zoom” como
descrevemos a seguir. Considere a parte do contorno (o) dentro caixa A, =
([-n,+n]|NZ) x (][-n,+n] NZ) com n € N*. Dar um “zoom” significa aumentar
o tamanho da caixa, i.e aumentar n € N. Assim, para n suficientemente grande
os contornos (o), com o € €1, e as retas horizontais ficam indistinguiveis. Como
tal contorno é unico entao configuracao o tem apenas duas fases distintas. Uma
acima da linha horizontal, i.e. do contorno (o) e outra abaixo do contorno.
Iremos provar que tal configuragao é instavel, i.e. sempre evolui para uma outra
configuracao. O sentido preciso desta afirmacao é dada pela proposicao abaixo.

Proposigao 6.3 (Aizenman |3| Proposicao 5). Para qualquer medida p € U Gs(®)

B>0
temos

p(€) = 0.

A estratégia para demonstrar a Proposicao [6.3| é observar que pelo Lema [4.3
() € {0,1} pois pelo Corolério[B.1| € Jo. Assim se supormos que (€21) # 0
sé nos resta admitir que x(€2;) = 1. Assumindo esta igualdade vamos usar os lemas
técnicos abaixo para chegar a um absurdo.

A demonstracao dos proximos dois lemas se baseia no método das “flutuacoes
no infinito”. E se referem a espacos de configuracoes duplicados €2 x 2. Considere
os conjuntos seguintes em €2; x €);. Fixaremos agora uma serie de conjuntos nas
redes afim de podermos definir adequadamente certos conjuntos de configuracoes
duplas.

(i) 7o = {i = (in,iy) € (Z+ 3)? 1 iy = £|iz]| Vi, € Z}

(i) [yNy]={(i,4) € (Z+3)* x (Z+3)* i =] €y(o) Ny}
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log = {(2,9) - @ =m0}

D
e}
"
o
[«5]

contorno|vy(o)

vertidal
@.
"
o
8

y/ 4

B clusters com sitios em estado +
clusters com sitios em estado —

Figura 6.1: ITlustracao de uma configuracao o € €2; e do seu tnico con-
torno infinito v, (c) em (Z**,d?) interceptando a reta vertical [, um
numero finito de vezes.

ke I o

Figura 6.2: Uma figura Figura 6.3: Outra fi-
experimental gura experimental

(i) [y >y ={(,j) € Z+ 1) x(Z+3)*: i€y, jey, iy > j,} Notacao

analoga vale para >, >, < e =,

(1v) [d(y.7) = n = {(1.4) € (Z+ 1) x (Z+ })2: dli.j) = n} d € {d°,d®,d°}
neN

Definicao 6.1. Seja 1 uma medida de probabilidade sobre um espa¢o mensurdvel
(Q, F). Chamamos a uma familia {As}acr de conjuntos F- mensurdveis exausti-
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vos de uma p-quase particao de Q0 se u(Aa N Ag) = 0 para quaisquer o, B € I com
a # 3.

Seja,

. [y Ny ]N7s| = o0
Al = S (0,0) € Qy x Oy [y <]y N7e] =00
[y >+lyNme| =00

[y Ny N me] =00
A’ié (0,0") € Q1 x Oy [y <]y Nme] < o0
[y >+]y Nme| = 00

[y Ny IN7L| = oo
AV & L (0,0") € 4 x Oy [y <]y Nms| = 00
Iy > ]y Nre| < o0

Afirmamos que {A/,, A", A} é uma u ® p-quase particao de € x Q. De fato,
ALNA.=0e AN AL =0. E como supomos £(Q1) = 1 temos p(2; x Q) =1
e necessariamente p @ p(AL N AY) = 0 pois (2 x )¢ = AL N AY. Para nao
carregar a notagao denotamos p ® p por v.

Lema 6.3 ( Aizenman [3] Lema 2). Seja p € U ExtremalGg(®). Se p(Q1) =1
>0
entao 1 @ p(AL) =1.

Demonstragio. Pelo Corolario[B.1]é facil verificar que Ay, A, A € J. Portanto
pelo Lemdd.3| v(AL), v(AL), v(AY) € {0,1}. Pelo fato de {A%, AL, A} ser uma
v-quase particao de €y x Q; e v(2; x ;) = 1 temos

v(AL) +v(AL) +v(AY) = 1.

Seja T : Q; x Q — O x Q a transformacao T'(o,0’) = (0/,0). Claramente
T(AY) =AY eT(AY) = AL Sendo (- ) =v(T(-)) temos que v e ¥ coincidem na
algebra dos cilindros contidos em €24 x £2;. Portanto, pelo Teorema da Extensao de
Caratheddory, temos v = 0. E além disso, v(A%) = v(A}) = v(T(AL)) = v(AY).
E a ultima equagao fica

v(AY) = v(AL) = S [1—v(AL)].

N | —

1
Portanto v(AY) = v(A]) < 5 Da extremalidade de v, que segue da extremalidade

(A’l) = 0 e portanto v(A/) = 1. O

de u, temos entao v(AY)
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Suponha agora que T : €1 x Q; — Q1 x Q; seja a transformacao T'(o,0') =
(o,70") onde 7 : Q — Q é definida por o; = (70)i4(0,1) OU 0i—(01) = (70);. Entao

V(A,) = y(T(T‘l(A’i)» - ﬁ(T—l(A’i)). Note que

[d(i,j) = 1] N7en| = o0
T (A'in) =< (0,0") € Q x O iy < gyl NTap| = o0
Wy > jy] N 7Tﬂ:n| = 0

e i +) = p(r(-)) entdo I = p® fi.

Lema 6.4 ( Aizenman [3] Lema 3). Seja p € U ExtremalGg(®) e f1 como acima.

B8>0
Se u(21) =1 entao p @ pu(AL) = 1.

Demonstragio. Como p é extremal ¥ 2 1 ® fi também o é. Portanto ﬁ(A’i> €
0,1}. Suponha (A’,) = 0. Entao 2(A.Y) =1 onde
{ + +

[d2(i,j) = 0] Nms| < o0
AL 2 (0,0) € x [ty < jy]Nme| = o0
iy = gyl N e = o0

Considere os semi-planos 7, = {i = (i,i,) € Z* : £i, > n} e defina
[[d9(1,7) = 0] N 7rawp| < 00
AC 2 {(0,0)) € x iy < gyl NTan| = o0
liy 2 jyl N e = o0

Note que se u ® (A’ ) = 1 entdo

Wi:ﬂ'ioDﬂ'ilDﬂ'igD...Dﬂ'in\L(b
c c c c c
A =AGDASDASD...DAS LD (6.2)

pu(ALT) =p(ALG) < P(ALS) < p(ALG) < ... < (AL L0
Logo dado qualquer € > 0 existe N, = N,(d) tal que n > N implica
P(AC) <e. (6.3)

Faremos agora outra estimativa para 2(A’C). Considere a ordem lexicografica em
Z2. Defina a aplicacio is, : A\¢ — 74, como

iin(0,0") 2 min {(:I:iw, i) € Z° ‘ i € Tip,
=72

Bp2[i,10|N~(0") # 0 }
Bz[i, 10 Ny(o) # 0
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| (U’ 0’) = (_> +) ] (07 U’) = (+7 +) (| (0" UI) = (_’ _)

Figura 6.4: Tlustracao da caixa B de centro ii,(c,o’)

onde B = Bli, 10] C Z? é a bola fechada de centro em i € Z? e raio 10 na métrica
do supremo d?, isto é, Bli,10] = {j € Z* : d®(i,j) < 10}. Note que i, estd bem
definida para r-quase todo par €; x ; pois ﬁ(T‘l(A'i)) = 1. Para cada bola B,
fixe a transformagao local

T Q1XQ1 — Q1XQ1

(0.0") — (n,7) (64)
com a propriedade de que

e Os contornos v(n) e v(n') podem diferir dos contornos v(c) e v(¢') dentro
da bola Blii,(o,0'),10].

e os caminhos (1) e y(n’) ndo tem componentes conexas finitas fora da bola
Blisn(0,0),10].

Além disso, devemos observar que:

d* (ixn(0,0") —isn(n,n)) <210, ©—q.tp.(o,0') € Q x A, (6.5)

Rk (0,0')] < (10102200 = g 9 —qtp.(0,0') € U x Q. (6.6)
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H(00)=(=4) M (0,0) = (+4) (o0 =(=-)

Figura 6.5: Uma figura experimental

Agora vamos fazer uma majoracao da medida p®f do conjunto mensuravel R~ (A)
com A € Ql X Ql,

n® i(RH(A)) = /Q (o) dn @ (o) (6.7)

Primeiro notemos que 1R—1(A) (O’, 0/) = 1[R_1(A)]Ql (0') : 1[R_1(A)]U(OJ) onde [R_l(A)]Ql
é a imagem da projegao (o,0”) — o’ e [R7'(A)], é secgao mensurdvel de R~!(A)
com respeito a o. Aplicando o Teorema de Fubini temos

poprray= [ [ ] o9

Sem perda de generalidade podemos supor que ' = o¢’. Logo,[A], = [R7'(A)],
para todo o. E além disso, temos [A], C [A]q, implica

ne p(R(A)) < /[R_l(A)] [ /[A] dﬂ(cf’)] du(o)
<i([Alo, ) - n (IR (Ao, )

=([4)a,) - (14]e, )
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Como a transformagao T' sé altera as configuracoes o e o’ dentro de B U Ty2(B),

(1 i) ur,np (R(A) Shuras ([A) oo ((Ale). (610

Aplicando a forma explicita da medida de Gibbs a volume finito,

. _ 1
(h® :u)(BUTzzB)2 (R7'(A)) SW exp [ﬁ - max |J[-|BU TZQBP]

(6.11)
* l(BUT,2 B) <[A]Ql>

A cota uniforme (|6.5)) e o fato de que Ry, muda (¢, &) somente em B [iin (o,0"), 10]
implica ( pela condi¢ao DLR) que VA C Oy x 4

1@ A(R(A) < e pu([Aln,) (6.12)

Ccom
el = gexp [4~ (10 - 10) -5].

Por (6.5]) e por 7(T(A.5,)) =1 a imagem de Ry ,, estd contida em A, logo

ﬁ(R‘l(A’fn)> ~1 (6.13)

e por (6.7)),
D(AS) > e (6.14)
e (6.14) contradiz (6.3)). E isto prova a afirmagcao. O

Lema 6.5. [3, Lema 4] Se p1(21) = 1 entdo p é invariante por translacao.

Prova do lema [6.5 Seja p satisfazendo as hipéteses acima e i = T'u. Sem perda
de generalidade podemos assumir que os spins imediatamente abaixo de v sao u
quase certamente 4.

Note que se para algum (7,%9) € ; x O existe um cluster infinito sobre o qual
0 = —1 e 6 = +1 entao, pela unicidade do contorno infinito em {2; este cluster
tem de morar “acima”’de (o) e “abaixo”de y(o). Isto contudo nao é possivel se
v(o) e y(d) se intersectam um nimero infinito de vezes em ambas as diregoes.

O Lema 3 implica, portanto, que para pu ® fi-q.t.p. (o,d) nao existe cluster
infinito tal que o > &.

Seja agora A uma caixa finita. Entao, pela conclusdo acima, p X i quase
certamente existe um *cluster que contorna completamente A sobre o qual o < &.
Para qualquer conjunto finito A D A seja ag,(0,6) o xcluster mais externo em A
quando tal conjunto existe e agx,(0,0) = () caso contrario.
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Denotamos por aj 4 o complemento, em A da regido contornada por az,. A
observacao chave aqui é que VA C A

{(0,0) € Q x Qlazp(o,0) =V} € Tyxy (6.15)

Portanto a esperanca condicional de qualquer medida v sobre €2 x  satisfaz:
v( - Janno.5) £ 0) - v({ana(o,0) £ 0}) =
= Z V( ) ‘(U, &)va> 'VVXV({(07 6)va}>- (6.16)

VCA (0,6)
Gxp(0,0)=V

Considere agora f € J a qual é limitada e monétona no sentido (FKG). Para o
caso em que v = i ® [i a fatoragao e a propriedade de Markov da condi¢cao DLR
implica para cada termo na soma acima que:

1 ® (- |(0,0)vxv) = pal - oag,) - (- |0ag, ) (6.17)

Como apenas termos com
QAN S 6%/\ (618)
contribuem no somatatorio Z , segue da desigualdade de FKG que para

(0,6):a55(0,6)=V
qualquer funcao mondtona f vale a seguinte desigualdade:

@ p(f(o)]oan #0) < p @ p(f(6)]azn #0). (6.19)

Logo

A./Z? )‘04]\/\ - Q)) A% ﬂ({aAA # @})
= Jim, a(f(6)]azn #0) - n® a({axa # 0}) (6:20)
=p@p(f(-)) =pf(-))
Pela generalidade de f e pela desigualdade de FKG temos
[ >pre . (6.21)
Argumento de maneira analoga mostramos que
4 >k (6.22)

Logo i = f1 0 que prova que u ¢ invariante pela translagao T O]
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Prova da Proposicao [6.3] Seja ;1 um uma medida de Gibbs extremal e assuma
que (4.1) nao é satisfeita. Como € € J segue-se que

w(Qq) = 1. (6.23)

Em particular, se £,(c) é o menor nivel de intersegao de (o) com {i, = 0}, é bem
definido para p quase todo ponto o e para alguma distribuicao de probabilidade
sobre R dada por p({c|l,(c) < y). Isto contudo nao é possivel pois pelo Lema 3
a distribuicao acima ¢ invariante por translagao. ]

6.4 Reducao do Caso Geral

Seja
Qy = {0 € Q| em 0 existe ao menos um contorno infinito}.

Nesta seccao, o caso geral serd provado reduzindo-o aos casos estudados nas duas
secgoes previas provando:

Proposigao 6.4. Vu € Q,

Embora os resultados obtidos até agora sejam baseados essencialmente na de-
sigualdade FKG, e além disso é claro, nas caracteristicas bésicas do sistema que
fazem a nocao de contornos muito 1til, a nossa andlise a partir de agora exigira
uma propriedade adicional do modelo de Ising ferromagnético.

Proposicao 6.5. Seja ® a interacao definida pelo modelo de Ising de primeiros
vizinhos ferromagnético com J;; = J > 0. Seja A,, uma sequéncia de volumes
finitos que sao simétricos com respeito a transformacao

73 (z,y) — (z,1 —y) € Z°.

tal que A, T Z%. Para todo 8 > 0 existem os sequintes limites, com respeito a
topologia fraca-x
p~ = w-lim ,ugj\tn € Gz(P).

AntZ2
Além do mais temos
1 1 -1, sey <0
w-lim pb? = St + Zp, onde n(z,y) = ’ -
An1Z2 Hopn = 9H ot n(z.y) +1, caso contrdrio.
A partir de agora vamos tomar A,, = [—n, +n] X [-n, +n] N Z2. Um corolario

usual das Proposicoes 7 e 3 é:
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Lema 6.6. Seja
Opm = {0 € Q| 0 tem um -cluster que conecta A, com AS,}

Entao ¥n,e >0 3 m(n,€) < oo, tal que

1
1 (On) > 5 +e (6.25)

para qualquer conjunto simétrico VO A,,.
Usando a Proposicao 6.5, Lucio Russo provou que :

Lema 6.7. [vide [13] combinando Lema 13 e Proposi¢ao 4] Seja u € FExtG \
{pwr, " }s. Entao p quase certamente existe um contorno infinito em m_.

Prova da Proposicdo [6.4. E suficiente provar (6.24) para p € ExtG\{u", 1~} 5.
Seja p uma tal medida. Nos iremos provar (6.24)) mostrando que

(2 \ Q) < 3/4. (6.26)

Isto de fato é suficiente para obtermos nossa conclusao uma vez que 2y \ ; € J
e sao satisfeitas as hipdteses da Proposigao 1.

O argumento é o seguinte. Pelo Lema [t quase certamente cada confi-
guragio o estd associada a um tinico contorno (o) em Z?* que tem uma compo-
nente infinita conexa no semi-plano “esquerdo”

T_o 2 {(iz,i,) € Z** i, < 0}.

No6s denotamos esta componente por §(o) e as duas regides sobre o lado + e o lado
— por D, (o), D_(0) C Z2.

Afirmagao 6.4.1. A probabilidade, sequndo p, de existir outro contorno infinito
em Dy dado:

(i) a posicio de 6(o)

(i) (6.27)

¢ uniformemente menor que 1/2.

Prova da Afirmacgao. Sem perda de generalidade, podemos supor que os spins
“abaixo” (o) tém sinal positivo p-quase certamente.

Sejan,e > 0 e m = m(n,e). Pela unicidade expressa no Lema para p quase
todo o existe +cluster em D, (o) N7w_ \ A, e —cluster em D_(o) N7w_ \ A,,, que
conecta 6(c) com a linha {i, = 0}. Portanto para h > m, suficientemente grande
com probabilidade menor ou igual a 1 — ¢ podemos garantir que existem clusters
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infinitos de — e + em m_ N A,. Vamos denotar os contornos mais externos que
estao em m_MN Ay por 7, e 7_, incluindo em 7, 0 menor conjunto fechado por 7_, 7,
e a linha {i, = 0}.

Considere agora a probabilidade i de que em D existe um —cluster conectando
A, a A,, condicionado a :

(i)
(4)
INAY
)

a posigao de 6(o)

(6.28)

w

(vi1

(iv)a posigao de 7.

{ix=0}

Y
1
' D_(c)
Tlo) _-==1
- |
: Am
= ' An -
_ = ' /;—_;T:.-+-+++
- — o e | ad===-l =T o
Tt ::411'7?*7,11 8(v)
A = )
+, .
++ |
Tlo) "Feeq
! D, (o)
i
I

Figura 6.6: Ilustracao da notacao usada na prova da Proposicao

Pela desigualdade FKG e a propriedade de Markov, esta probabilidade ape-
nas cresce quando fronteira +1 provida pelos spins ao longo d(o) é trocado pela
condigao de fronteira +1 ao longo de 7_ que é posteriormente retirado em D_ (o) e
—1 ao longo da reflexdo de 7, U7_, com respeito a linha {i, = 1}. A probabilidade
acima é portando uniformemente menor que /i (6,,.,), onde V é o volume limitado
por 7. UT_ e sua reflexao.

Usando o Lema fazendo a média entre D, \A e 7, e fazendo € — 0 podemos
concluir que a probabilidade de existir um cluster oo em D, condicionando a

é pelos 7 Assim a afirmacao esta provada. ]
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Uma consequéncia direta é que a probabilidade p de d(o) dar origem a apenas

11 1
um contorno oo em o ¢ pelo menos 55 = 1 Contudo, o nimero de contornos
infinitos é um evento caudal, assim usando a extremalidade de y temos que

n({o e Q|J tem exatamente um contorno co}) = 1. (6.29)

Seja agora k € Z. Pelo Lema , para p quase todo o existe exatamente um
contorno oo em cada uma das regices {i, > 2|k|}, {i, < —2|k|} C Z2. Se tal o tem
exatamente um tnico contorno infinito entao as duas partes acima destas regioes
sao conectadas por um contorno finito. Pela continuidade de u, para p-quase todo
o a propriedade acima é verdadeira para todo k € Z o que implica (6.24)). O

Prova do Teorema 6.1l Seja u € ExtremalGg. Usando a Proposigao ea
Proposigao [6.4] temos que

() < pu(€22\ Q1) + p(€2) = 0. (6.30)

Aplicando a Proposigao [6.2] e o Teorema de Choquet concluimos finalmente que

p € span{p’*, " }.
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Apendice A
Topologia Geral

Neste apéndice revisitamos de maneira rdpida alguns conceitos e resultados to-
poldgicos afim de fundamentar a construgao do chamado Limite Termodinamico.
As demonstracoes de cada uma das proposicoes da primeira parte deste apéndice
sao consequéncias tanto das proposicoes que as precedem e de resultados simples
de teoria dos conjuntos e funcoes que relacionamos a seguir.

A.1 Espaco Topoldgico.

Teorema A.1. Sejam [ : X — Y uma fungao, I um conjunto de indices arbitrdrio
e {Yo}aer uma familia de subconjuntos de Y. Entdo:

1. f7YY)e = f~YY®) para todos X CX eY CY;

2. f (U Xa> =UJrXa) e s (U Ya> = |J )

acl acl acl acl

3. f <ﬂ Xa> C () f(Xa) e f (ﬂ Ya> = () f (va).

ael acl ael ael
Definicao A.1. Seja X um conjunto nao vazio. Chama-se espaco topolégico a um
par (X, Z7), onde 2 é uma cole¢io de subconjuntos da cole¢ao das partes de X,
notacdo 2%, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. 0,Xe 2;
2. Para toda familia {X; }ier, UX" eZ;
iel
3. Para toda familia finita {X;}icr, ﬂ X, e Z.
i€l
A colecao X € chamada topologia. Os elementos em 2 chamam-se abertos e seus
complementares em X chamam-se fechados.
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A.2 Topologia gerada.

Todo conjunto X pode ser equipado com pelo menos duas topologias. A topologia
minimal 2~ = {0, X} e a topologia maximal 2~ = 2%. Minimal e maximal se
referem a ordem parcial dada pela relagao de continéncia na colecao de todas as
topologias de X. Se {Zi}icz ¢ uma familia de topologias de X entao (),.; Z; é
uma topologia de X. Se 27,2 sao topologias de X entao diz-se que 2~ mais
fraca ou mais grossa que 2" se 27 C 2.

A.2.1 Base e sub-base.

Proposicao A.1. As sequintes afirmagoes sobre uma topologia X de X sao equi-
valentes:

1. Sejam of = {An}aer uma colegio de subconjuntos de X. A topologia Z~ € a
topologia mais grossa que satisfaz a propriedade of C T, i.e.

2=T. (A1)

AT

2. Seja F = {F = NijenAa, : N € finito, A, € &} a colecdo das intersecgoes
finitas em 7. A topologia X € a topologia mais grossa com a propriedade

F CT ie.
2=NT. (A.2)

FCT

3. Seja % =A{Uje,F;: F € F,J € arbitrdrio, A,, € &} a cole¢io das reunides
arbitrarias em #. A topologia X € a topologia mais grossa com a proprie-
dade % C T i.e.

2=NT

wCT

4. A colecao % do item[3| coincide com 2, i.e.

N; € finito,
X = U ﬂ Aa, J € arbitrdrio,
jJEJiEN; A, € o

Definicao A.2. Seja 2" uma topologia de um conjunto X. Uma colecdo o/ C 2%
que satisfaz a igualdade ¢ chamada uma sub-base da topologia Z a qual é
chamada topologia gerada por </ . Uma colecdo F C 2% que satisfaz a iqualdade
(A.2) é chamada base da topologia Z .
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A.2.2 Topologia induzida e convergéncia.

Para as definigdes abaixo seguimos a referéncia [10].

Definigao A.3. Um espago topoldgico (X, Z") € chamado: Haussdorff se para
quaisquer pontos x', 2" € X existem abertos B', B" € Z tais que ' € B', 2" € B”
e BN B" =0; é chamado separdvel se possui um subconjunto enumerdvel denso.

Definigao A.4. Seja (X, Z7) um espago topoldgico Hausdorff e separdvel. Uma
sequéncia {Tn}nen C X converge para um ponto x € X se dado qualquer aberto
B € X contendo x € B existe Ng € N, que depende do aberto B, tal que n > Np
implica x,, € B.

Definigao A.5. Seja ® = {p;}ier uma familia de fungoes ¢; : X — Y5 onde cada
Y, esta equipado com uma topologia T;. A topologia induzida por ®, denotada por
Te, € a topologia mais grossa em X que torna todas as fungoes @; continuas.

Proposicao A.2. A topologia induzida por ® ¢ aquela gerada pela colecao
{¢i'(B)€2*: BeY;}.

Demonstracao. Segue imediatamente das definicoes de topologia e das proprieda-
des de imagens inversas de fungoes. ]

Proposicao A.3. Seja {z,}nen uma sequéncia de pontos em X. Se T = 714, onde
® ¢ uma topologia em X induzida por uma familia de fungoes p; : X — Y, entao
T, — T em T se, e somente se, Po(T,) — wi(r) em T; para todo i.

Proposicao A.4. Seja (Z, %) um espago topolégico. Uma aplicagao f : X — 7Z
€ continua em Te se, e somente se, p; o [ : X —=Y; € continua para todo v € I.

A.3 Compacidade

Definigao A.6. Diz-se que uma familia {X;}ier C 2% cobre um conjunto A se
A C Ujer X;. E neste caso a familia € dita ser uma cobertura de A. Além disso,
uma outra familia {X;};c7 € chamada de subcobertura de A em {X;}iez C 2% se
{X;}ieq C{Xi}tiez € A C UjesX;. Chama-se conjunto compacto na topologia X
ou simplesmente conjunto compacto a um conjunto X para o qual toda cobertura
{Xi}iez € 2 de X admite uma subcobertura finita.

Teorema A.2 ( Tychonoff). Seja um (X, 2") um espaco topoldgico compacto.
Para qualquer conjunto I o produto cartesiano, X!, é compacto na topologia pro-
duto.

Proposicao A.5. Se (X, 2") € um espago métrico compacto entao toda sequéncia
{Zp}nen possui uma subsequéncia convergente.
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Teorema A.3 ( Banach-Alaoglu ). Seja X um espago vetorial sobre R. Entdo a
bola unitdria em X* é compacta na topologia fraca-*.

Definigio A.7 (Sub-Algebra de Funcoes). Um subconjunto o/ C C(X) é chamado
de sub-dlgebra de fungoes de C(X) se para toda f,g € o/ e A € R, temos que
frged ef+aged.

Definigao A.8. Dizemos que uma sub-dlgebra o C C(X) separa pontos, se para
quaisquer x',x" € X distintos, existe pelo menos uma funcio f € < tal que

f(@) # f(2").

Teorema A.4 (Stone-Weierstrass). Se X é um espag¢o métrico compacto e o/ uma
sub-dlgebra de C'(X) que possui pelo menos uma fungdo constante nao-nula. Entao
A € um conjunto denso em (C(X), | - ||oo> se, e somente se, &/ separa pontos.



Apendice B
Teoria da Medida

B.1 Mensurabilidade

Sejam S um conjunto enumerével, V C S e Fy a o- algebra de X° gerada pela
colecdo dos cilindros de base finita contida em 27V.

Teorema B.1. Sejam f : X¥ — [—o00, +00] uma funcio e V C S ndo vazio. Entdo
f € Fy- mensurdvel se, e somente se, vale f(zyzye) = f(ayyye), Vo,y,ze X5

Corolario B.1. Seja A C X°. Entdo A € Fy se, e somente se, ¢ = xyTye € A
implica © = xyyye € A para todo yye € XV°.

B.2 Teoremas de convergéncia.

Teorema B.2 (Convergéncia Mondtona). Sejam (X, 2", u) um espaco de medida
e f, fi, fa, .. : X = [0, +00] fungoes mensurdveis. Se f, T f p-q.t.p. entao

/X fudptt / Fd.

Teorema B.3 (Convergéncia Dominada). Sejam (X, 2, 1) um espago de medida
e f,fi, fa,... : X = R funcgoes mensurdveis tais que f, — f p-q.t.p.. Se existe
uma fungao integravel g : X — [0, +00] tal que |f,(z)| < |g(x)| p-q.t.p. entdo

/andu—>/xfdu.
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B.3 Teoremas de integracao multipla.

Teorema B.4 (Cavalieri-Tonelli). Suponhamos que (Z, %, @ v) seja o espago
produto que se obtém dos espagos de medida (X, 2 ,u) e (Y, % ,v). Para todo
C e Z e para quaisquer t € X ey € Y:

(a) A sec¢io de C € 2 no ponto z, C, = {y € Y : (z,y) € C}
¢ um subconjunto de Y que é % -mensurdvel. Analogamente, a
secgio de C € Z no ponto y, C, = {x € X : (z,y) € C} é um
subconjunto de X que é Z -mensurdvel.

(b) A funcio x — p(Cy) € X -mensurdvel. Analogamente, a func¢do
y — u(Cy) € ¥ -mensurdvel.

(¢c) A medida p@v(C) de qualquer’ C € & coincide com qualquer das
integrais [y p(Cy)dv e [, v(Cy)dp.

Teorema B.5 (Tonelli). Suponhamos que (Z, %, p®v) seja o espago produto que
se obtém dos espagos de medida o-finitos (X, Z',u) e (Y, % ,v). Se f: X xY —
0, +00] € Z-mensurdvel entdo para quaisquer v € X ey € Y:

(a) A fungao f(x,-) : Y — [0, +00] é % -mensurdvel para todo x € X e
a funcao f(-,y): X — [0,+00]| € Z -mensurdvel para todo y € Y.

(b) A fungio X 9 x> [y f(z,v)dv(v) é Z -mensurdvel e a fungdo
Yoy [i fu,y)du(u) é @ mensurdvel.

(c) Aintegral [, o f(u,v)dp®@v(u, v) ¢ idéntica a qualquer das inte-
grais: [ [fx u, v)du(u } e 5 {fy w,v)dy( )} dv(u).

Teorema B.6 (Fubini-Tonelli). Suponha que f € L'(p ® v), onde p @ v é uma
medida no espago produto que se obtém dos espagos de medida o-finitos (X, 2, u)
e (Y, % ,v). Entao:

(a) Para todo x € X e todoy €Y f(x,-) € L'(v) e f(-,y) € L' ().

(b) A fungio X 9 x = [ f(z,v)dv(v) pertence a L'(n) e a fungdo
Y sy [, f(u,y)du(u) pertence a L' ().

(c) A integral [y o f(u,v)dp @ v(u, v) ¢ idéntica a qualquer das inte-

grais: fy{fx (u, 0)du(u } fx{fy F(u, v)di( )}du(u).
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B.4 Derivadas de Radon-Nikodym

Teorema B.7 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Seja v uma medida o-finita sinalada
e p uma medida positiva o-finita ambas definidas no espago mensurdvel (X, Z").
Entao existe um inico par de medidas o-finitas sinaladas A e p em (X, Z") tais
que

AL, p<<pu, e v=A+p. (B.1)
Além disso, existe uma func¢ao f: X — [—00, +00|, p-integravel tal que para todo
X e & temos

o) = [ i (B.2)
b's

e f € unica p-q.t.p..
Definicao B.1. A fungdo f que se obtém em (B.2) acima é denotada por dp/du
e é chamada de derivada de Radon-Nikodym de p com respeito a p.
Corolario B.2. Suponha que v é uma medida sinalada o-finita e 1 e A sao medidas
o-finitas em (X, Z°).
(a) sev <<y ege LYv) entdo g (dv/du) € L' (u) e

d
/gdv: /g—ydu;
dp

(b) sev<<pep<<Xentiov << \e
@ = d_l/d_,u A-quase certamente.
d\  dupd\
Corolario B.3. Para j = 1,2; sejam p;,v; medidas o-finitas sobre (X;, Z;) tais
que v; << pj. Entao vy @ vo << iy @ g e
dvy

d(Vl X 1/2)

——— (21, 22) = —(x1)—(z9).

d(pa ® MQ)( na2) d,u1< l)dlm( 2
Teorema B.8 (Mudanga de varidveis versao mesuréavel). Seja (X, 2", u) um espago
de medida, (Y, %) um espaco mensurdvel e T : X — Y wuma aplicacio (2 ,%)-
mensurdvel. Se g : Y — [0, +00] é uma fungio % - mensurdvel, entio goT : X —
[0,400] é Z -mensurdvel e

/gd(,uoT_l):/gon,u.
Y X

Teorema B.9 (Mudanca de varidveis versao integravel). Seja (X, 2", i) um espaco
de medida, (Y, %) um espa¢o mensurdvel e T : X — Y wuma aplicacio (2 ,%)-
mensurdvel. Entio g:Y — R é (uoT~1)-integrdvel se, e somente se, goT : X — R

€ u-integravel e
/gd(,uoTl) :/gonu.
Y X

dl/g
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Apéndice C

Analise Funcional

C.1 Representacao de Riez-Markov

Definigao C.1 (Mensurabilidade de Borel). A o-dlgebra de Borel de um espago
topolégico (X, 7), denotada por HB(r), € a o-dlgebra gerada por .

Definigao C.2 (Medida de Radon). Seja (X, 7) um espago topoldgico equipado
com a o-dlgebra de Borel B(1). Qualquer medida pu definida em (1) é chamada
de medida de Borel. Adicionalmente,

(a) Chamamos p de medida de Borel regular se

p(E) =inf{u(U): U D E eU ¢ aberto}
u(E) =sup{u(K): K C E e K é compacto}.

(b) Uma medida de Borel reqular u é chamada de medida de Radon,
se p(K) < oo para todo compacto K.

Teorema C.1 (Representagao de Riesz-Markov). Seja (X, 7) um espago topoldgico
Hausdorff e compacto. Se L € um funcional linear positivo definido no conjunto das
fungées continuas C(X), entao existe uma unica medida de Radon p € M(X, Z")
tal que

L(f) = /X fdu, YfeC(X).
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C.2 Convexidade e Decomposicao extremal

Definicao C.3 (Pontos Extremais). Seja E € um espaco vetorial topoldgico lo-
calmente convexo, X C E um conjunto compacto nao vazio e m uma medida de
probabilidade de Borel reqular sobre X C E. Dizemos que um ponto x € represen-
tado por m se para todo funcional linear continuo f sobre E wvale a igualdade

f(z) = / £ (u) dim(u) (1)

Quando nao houver perigo de confusao escrevemos simplesmente m(f) para deno-

tar [5 f(u)dm(u) .

Definicao C.4. Sejam m € uma medida reqular ndo negativa de Borel sobre um
espaco de Hausdorff compacto X e S C X um boreliano. Dizemos que m € supor-
tada em S se u(X/S) = 0.

Proposicao C.1. Seja X um subconjunto compacto de um espago vetorial to-
poldgico localmente convexo E. Um ponto x de E estd no fecho convexo de X se, e
somente se, existe uma medida de probabilidade p sobre X que representa x.

Teorema C.2 (Choquet). Seja X um subconjunto compacto e convero de um
espago vetorial topologico E localmente convexo e x, € X. Entao existe uma medida
de probabilidade sobre X que representa x, e é suportada pelos elementos extremais

de X.



Apeéendice D
Probabilidade

D.1 Probabilidade e esperanca Condicional

Definicao D.1. Seja (zi, 2, 1) um espago de probabilidade e B uma sub-o-dlgebra
de 2. Seja f: X — R uma funcao Z -mensurdvel. A esperanca condicional de
f com respeito a A, denotada por ,u(f|%’) ¢ definido como a derivada de Radon-

Nikodym da medida fu( - ) = [y f(u) - 1y (w)du(u) com respeito a medida |,
i.e. a fung¢do %’—mensumvel ,u(fL%’) = (L‘ tal que
[ san / U s = [ wtr\#)dnla D)
E além disso, u(f|#) = d(u—ég ¢ p-q.t.p. tunica no sentido de que se g € outra
funcao tal que
/fdu=/9du\z, (D.2)
X X
entao a1 1)
i
g9(x) = u(f1B)(x) = M(l‘), pila-q.t.p-. (D.3)

Observacao D.1. No caso particular de probabilidades condicionais temos que
w(A|RB) € definida como a unica funcao satisfazendo

WANB) = / H(A|B) () du] o (1),

no sentido de que se g ¢ outra funcao tal que

W(ANB) = [ go)dulala), (D.4)
para todo B € A, entao
g9(x) = n(AlB)(z),  plz-qtp. (D.5)
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D.2 Kolmogorov: extensoes de medidas
de probabilidade

Teorema D.1 (Extensado de Carathéodory). Seja v uma pré-medida sobre uma
dlgebra A de conjuntos de X. Entao existe uma medida de probabilidade j1 sobre
o-dlgebra 2" gerada por A com a propriedade de que p|4 = v.

Definicao D.2 (Consisténcia de Kolmogorov). Seja uma familia de medidas de
probabilidade {j*}yer C P(EX, EY). A propriedade

p() =p (Mph(-)), YVACTET (D.6)
€ chamada condicdo de consisténcia de Kolmogorov.

Teorema D.2 (Extengao de Kolmogorov). Sejam (E,&) = (E', &) espagos de
medida. Se (ur)rer € uma familia de medidas de probabilidade sobre (E', &T),

satisfazendo a condi¢cao de consisténcia de Kolmogorov entao existe uma tunica
medida de probabilidade p sobre (ET, &T) tal que

uh = (I (). (D.7)

Teorema D.3 (Lei 0-1 de Kolmogorov). Seja (X;)ier, com T infinito enumerdvel,
uma familia de varidveis aleatorias independentes sobre um espaco de probabilidade
(Q,.Z, n). Sejam A,, uma sequéncia crescente de subconjuntos de T tal que A, 1T T
e Fac a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias X; com 1 € Ay, Para todo

E e ﬂ }_A%
n=1
temos que u(E) € {0,1}.

D.3 Convergéncia e convergéncia fraca

Teorema D.4 ( Vitali-Hahn-Saks). Seja {p, tnen uma sequéncia de medidas de
probabilidade sobre o espago mensurdvel (A, A) e uma fungdo de conjuntos p :
A — [0,1]. Se para todo mensurdvel A € A a sequéncia numérica {,(A)}nen
converge para j1(A) entdo p € uma medida de probabilidade.

Teorema D.5 (Portmanteau). Seja {(n }nen uma sequéncia de medidas de proba-
bilidade definidas na o-dlgebra de Borel de um espago métrico (M, d). Entao sdo
equivalentes:

1. lim,, o (fAf d,un) = fAf dup para toda funcdao f: M — R limitada e uni-
formemente continua.



2. limsup,,_, .. pin(F) < u(F) para todo F C M fechado.
3. liminf, oo pn(A) > pu(A) para todo A C M aberto.

4. limy, o0 pin(E) = p(E), para todo mensurdvel E C M tal que p(0OF) = 0.
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