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Resumo

Neste trabalho, estudamos a localizacao dos zeros dos polinomios de Taylor, p,,_1(nz),

da fungao exponencial. Nosso estudo comega com uma representacao de p,_1(nz) em

termos de uma integral da forma p,_1(nz) = f7 e:i(j ds. A essa integral aplicamos os
métodos de andlise assintotica e obtemos expansoes uniformes para tais integrais usando
o método de Riemann-Hilbert, em vizinhancas dos pontos criticos de ¢, e para para os
demais pontos a andlise de Descida Mais fngreme.

Palavras-chave: Zeros de polinémios de Taylor, curva de Szego, Problema de Riemann-

Hilbert.



Abstract

In this work we studied the location of zeros of Taylor polynomials p,_1(nz) of the

exponential function. Our study begins with a representation of p,_1(nz) in terms of

end(s)
S—z

an integral of the form p, ;(nz) = f,y ds. In this integral we apply the methods of
asymptotic analysis and we obtain uniform expansions for such integrals using Riemann-
Hilbert method in the neighborhoods of critical points of ¢ and to other points the analysis
of Steepest Descent is considered.

Keywords: Zeros of Taylor polynomials, Szego curve, Riemann-Hilbert problems
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Introducao

Durante os ultimos quinze anos e em grande parte devido ao trabalho inovador de
Deift e Zhow,[6] , [7], o problema de Riemann-Hilbert se tornou uma ferramenta poderosa
na analise assintotica com aplicacoes em varios campos, tais como a teoria de espalha-
mento inverso, EDP’s integraveis, polinomios ortogonais, mecanica estatistica e teoria de
matrizes aleatorias.

Com este trabalho, iremos estudar mais um item, que foi adicionado recentemente a
esta lista de aplicagoes, veja [9]. Este item é o estudo do comportamento assintético dos
zeros de polindmios de Taylor de uma classe de fungoes inteiras.

Embora esse método funcione, a principio, para uma grande classe de fungoes inteiras,
vamos restringir nosso estudo ao caso classico de polinomios de Taylor de e*, que foi objeto
de estudo de grandes matematicos.

Denotamos por

n

pn(z) =14+ 2+... +o

a soma parcial da série exponencial. O problema de descrever a distribuigao assintética
dos zeros de p,, foi proposto e resolvido por Szegd em seu artigo classico [13]. Ele provou
que os zeros de p,, divididos por n, convergem no limite, quando n — oo, a uma curva
a qual é denotada por D, chamada curva de Szego, que consiste de todos os nimeros
complexos que satisfazem a equagio |ze!7*| =1 e |z| < 1. A curva D4, juntamente com
os zeros de p,, reescalados sao ilustrados na Figura |l| abaixo, para n = 20 e n = 80.
Além disso, Szegd também determinou a distribui¢ao limite dos zeros reescalados em

D.
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Figura 1: Curva de Szegd(curva sélida), zeros dos polinomios reescalados pog(triangulos)

e pso(quadrados).

Um primeiro resultado, apresentando um erro limitado na distancia entre a curva a
Szegd e os zeros de p,(nz), foi estabelecido por Buckholtz [4], que mostrou que eles estao
localizados no exterior de D, a uma distancia de, no méximo, 2¢/y/n. A distancia de
um zero z* de p,(nz) a Dy, é dado, de maneira usual, pelo infimo da distancia entre z* e
todos os pontos da curva de Szego.

Posteriormente foram obtidos mais detalhes assintéticos de p,(nz). Uma grande bar-
reira na analise apresentada nos trabalhos citados acima é a obtencao de boas estimativas
assintoticas do erro numa vizinhanga de zg = 1. Este é um ponto critico, onde ha uma
mudanca no comportamento assintético dos zeros de p,(nz) préximos de z.

Foi mostrado por Newman e Rivlin [I1], que em vizinhancas de z; de tamanho

O(1/+y/n) o polinémio reescalado p,(n + wy/n) pode ser assintoticamente expresso em



termos da fungao erro complementar, cuja notagao classica é erfe(z).

Carpenter, Varga, ¢ Waldvogel [5], (veja também [15] e [I4] para uma discussao mais
detalhada sobre zeros das somas parciais de e*), em seguida, apresentaram uma expansao
assintdtica para p,(nz), em subconjuntos compactos de C \ {zp}. Estes resultados foram
utilizados em [5] para obter limites inferiores e superiores para a distancia entre os zeros
e a curva de Szegb. Observamos que até o trabalho recente de Bleher e Mallison [3]
nao haviam expansoes assintdticas uniformes para p,(nz) e seus zeros em vizinhangas, de
tamanhos fixos, do ponto critico zp.

Em uma direcao diferente e utilizando métodos da teoria do potencial logaritmico
Andrievskii, Carpenter e Varga [2] estenderam recentemente os resultados de Szegé [13]
sobre a distribuicao angular dos zeros provando erros uniformemente limitados para as
regioes que incluem z.

Em [9] encontramos o Teorema que fornece uma expansao assintética, calculada
explicitamente perto de 2y, para uma quantidade F,,(z) relacionada com p,_1(nz), veja
e , abaixo. Esta expansao assintotica de F), tem erro uniformemente limitado
para z contido em alguma regiao V', onde todas as raizes de p,_1(nz) estao localizadas.

Seguindo de perto [9], iremos escrever uma representacgao integral para p,(z) e Fy,(2).
Como veremos esta tltima pode ser reconhecida como a transformada de Cauchy da funcao
e"®(®) onde ¢(z) é uma funcdo analitica que serd determinada a frente. Em seguida, é
feita a andlise assintdtica dessa integral, inicialmente usando o Método da Descida Mais
fngreme. Através desse método sao obtidas representacoes assintéticas, quando n — oo,
de F,(z), uniformemente para z fora de uma vizinhanga de zy = 1. Depois, langamos
mao da Andlise de Riemann-Hilbert para obter uma representagao assintética para F,(z),
cujo o erro € limitado uniformemente para z numa vizinhanca de zy = 1. Por fim, sao
enunciados alguns dos resultados mais recentes sobre as expansoes assintoticas dos zeros

reescalados de p,,(z).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceitos Basicos de Analise Complexa

Por questao de completeza e para fixarmos a notagao, expomos neste capitulo alguns do
resultados béasicos da teoria de Cauchy. Este capitulo tem uma forma de relagao e pode

ser usado apenas para consulta, sem prejuizo das ideias e conceitos expostos mais adiante.

1.1.1 Arcos, Curvas e Contornos

Definicao 1.1. Um arco, ou também caminho, denota uma fun¢ao a valores complexa
de uma varidvel real, continua, definida num intervalo fechado e limitado [a,b]. Dessa

maneira, arcos sao definidos em termos de uma representacdo paramétrica

V() = x(t) +iy(t) ou () = (x(t),y(t), a<t<b
Um arco é simples quando valores distintos de t se associam a pontos distintos em C, e
suave se as derivadas de z(t) e y(t) (no sentido real) existem e nao se anulam simulta-
neamente em |a,b|. Os pontos zy := y(a) e z; := y(b) sao chamados de pontos extremos
do arco, e dizemos que o arco € orientado de zy a z1 quando o sentido de seu percurso €

de zy a z1, quando o parametro t varia de a até b.

Defini¢ao 1.2. Uma curva fechada é um arco tal que y(a) = v(b). Uma curva fechada

que nao possui auto-interseccao além das extremidades € dita simples.
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Definicao 1.3. Uma curva fechada simples € chamada curva de Jordan.

Definigao 1.4. Um contorno é uma cadeia finita de n arcos v, (t),. ..,y (t), cujos dominios
sao, respectivamente, os intervalos [a1, bi],. .. [an,b,] de tal forma que

Yi(0;i) = Yir1(ait1), i =1,2,...,n—1. Sey1(a1) = Vn(bn) dizemos que o contorno € fechado
e se além desses pontos nao houverem outras auto-interseccoes dizemos que contorno €

simples.

Definicao 1.5. Dizemos que um contorno fechado simples tem orientagao positiva se o

sentido de percurso for anti-hordrio.

Definicao 1.6. Dizemos que um subconjunto {2 C C é conexo, se () admitir apenas cisao
trivial, isto €, ) nao pode ser escrito como uniao de dois abertos disjuntos. Dizemos
que Q € simplesmente conexo se toda curva fechada contida em ) pode ser deformada

continuamente a um ponto de €} sem sair de €.

Definicao 1.7. Definimos regiao como um conjunto nao-vazio, aberto e simplesmente

conexro.

1.2 Resultados Basicos

Definicao 1.8. Uma funcao f:Q C C — C € dita analitica em um ponto zy de uma

regiao §) se existem p > 0 e constantes ag, ay, as, ..., tais que
(i) a bola aberta B(zy, p) C €;
(1) para todo z € B(zy, p) temos

f(2) =ag+ay(z — 29) +az(z — 20)* + - -- (1.1)

Nesse caso dizemos que f é localmente representada pela série de poténcias (|1.1)).

Além disso, a série é tinica e os coeficientes da mesma sao dados por

f(k)(zo)
Kl

12



Definicao 1.9. Se p = 0o e Q2 = C na definicao acima e dizemos que f € uma fun¢ao

nteira.

Teorema 1.1 (Cauchy). Se uma func¢do f(z) € analitica em um regidgo Q0 entao

/ f(z)dz=0 (1.3)
C

para todo contorno fechado simples contido em §2.

Observacao. A prova apresentada aqui exige que f(z) seja continua em . De fato uma
prova mais geral, devido a Goursat, permite estabelecer sem essa hipotese adicional.
A prova de Goursat pode ser encontrada em [I]. Em um teorema subsequente (Teorema
de Morera mostramos que se f(z) é continua em ) e a equagao é satisfeita,

entdo f(z) é analitica em ).

Demonstragao. Da defini¢ao de [, f(z)dz, usando f(z) = u +iv e dz = dx + idy,

temos

/Cf(z)dz = /C(ud:v — vdy) —|—2'/(udy—|—vda;). (1.4)

c
~ / 7/ Vé ~ . . . .
Entao usando que f (z) é continua, obtemos que u e v tém derivadas parciais continuas,

logo podemos aplicar o teorema de Green, e cada uma das integrais de linha acima podem

ser convertidas nas seguintes integrais duplas sobre a regido ) delimitada por C

/f // a“ dxdy+@// ge dxdy (1.5)

Uma vez que f(z) é analitica, valem as equagoes de Cauchy—Rlemann

o oo
oy Oz or Oy’

Assim temos [, f(z)dz = 0. O
Decorre do Teorema de Cauchy ([1.3]), o seguinte teorema que serd usado na demons-

tracao do teorema de Morera, que serda muito util neste trabalho.

Teorema 1.2. Se f(z) € uma fun¢do continua numa regido S e se fc z)dz = 0 para

todo contorno fechado simples contido em ), entao existe uma fun¢ao F(z), analitica em

Q, tal que F'(2) = f(2).

13



A demosntragao desse teorema pode ser encontrada em [1]

Teorema 1.3 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f(z) uma fun¢ao analitica no interior

e sobre um contorno fechado e simples C'. Entao, para todo z interior a C, vale a sequinte

6= 5 | Q) 4. (1.6)

21t Jo (— 2

Demonstracgao. Dentro da regiao delimitada pelo contorno C, tomemos uma circun-

formula

feréncia de raio 9, Cy, centrada em algum ponto z. Pela teorema de Cauchy temos que

/C Cf(_OZdC = . Cf(_ozdg. (1.7)
Reescrevemos a segunda integral como
[ - re [ Ao [ LB (1.9
Usando coordenadas polares, ( = z+ de”, na primeira integral no lado direito da equacao
, obtemos " an 15 50
/054—«2:/0 W:%Ti (1.9)

Da continuidade de f(z),
1f(C) = f(2) <€

para |z — (| = 0 suficientemente pequeno. Entao

7(Q) - R EICEN I

— HO=-1), <
‘27?2 o5  C— C‘ 27 Je, [
< € 1dC| (1.10)
0
= 2me.

Assim, quando € — 0 a segunda integral na equacao se anula. Assim, as equagoes
e fornecem a Foérmula Integral de Cauchy O
Como corolario do Teorema de Cauchy podemos mostrar que as derivadas de f(z):
f(2), f(2),..., f®(2), todas existem e além do mais podemos esta representacio integral
nos fornece uma férmula muito simples para elas. Deste fato podemos concluir que a

analiticidade de f(z) implica na analiticidade de todas as suas derivadas.

14



Corolario 1.1. Se f(z) é uma fun¢do analitica no interior e sobre um contorno fechado e

simples C', entdo todas as derivadas f*(z), k = 1,2, ... existem em um dominio D interior

aC, e
k! TGS

Demonstracao. Seja z um ponto qualquer em D. Iremos mostrar que todas as
derivadas de f(z) existem em z. A arbitrariedade de z garantira a existéncia de todas as
derivadas em D.

Comecamos estabelecendo a equagao (|1.11)) para k = 1. Considere a o quociente usual

M = g [0 -

1 f(©)

" il T 9" e
_ f(¢)
= amiJelc—ap
onde
" /(<) dc. (1.13)

N o Jo =P === 1)
Seja 26 = min{|( — z| : ¢ € C'} > 0. Entao se |h| < § para ¢ em C, temos

IC—(z+h)|>|C—2—|h|>20—6=0

Uma vez que f(() é analitica sobre C' segue que existe uma constante M tal que | f(¢)| < M
sobre C'. Entao

h| M
27 (26)26
onde L é o comprimento do contorno C. Assim, uma vez que |R| — 0 quando h — 0,
estabelecemos a equacgao (1.11)) para k = 1, ou seja

f@y:551ig¥%ﬂg (1.15)

Podemos repetir o argumento acima comegando com a equagao (|1.14)) e assim provar a

IR| < (1.14)

existéncia de f"(2), isto é, a equacao (I.11]) para k = 2. Isso mostra que f tem derivada

15



f", e logo ela prépria é analitica. Consequentemente obtemos que se f (z) é analitica,
também o é f'(z). Aplicando esse argumento a f (z) em vez de f(z), provamos que
f"(2) é analitica e, mais geralmente, a analiticidade de f®*)(z) implica na analiticidade
de f (k“)(z). Por inducao, obtemos que todas as derivadas existem e assim sao analiticas.
Uma vez que f*)(2) é analitica, segue da equacdo que

M)

1
B (2) = — dc. 1.16
e =5 [ I (1.16)
Integrando por partes k vezes chegamos a equagao (|1.11]). O

Teorema 1.4 (Liouville). Seja f(z) uma fungdo inteira. Se existir uma contante K tal

que | f(2)| < K para todo z € C entdo f(z) € constante.

Demonstragao. Comecamos com a seguinte desigualdade

f<">(z):%/c$dg (1.17)

onde C' é um circulo, | — z| = R, e |f(z) < M, temos

. n I
R e 13

< 27TR"+1/| dcl

n!M
- 2w Rt 2rlt

(1.18)

n!M
R’
Agora, tomemos n = 1 em ({1.18)) e obtemos

(=) <

=[5

Como essa desigualdade vale em todo plano, podemos fazer R arbitrariamente grande.

Logo, f'(z) = 0 para todo z no plano. Por outro lado,

=/02f'(C)dC=0

Logo, f(z) = f(0) = constante, o que encerra a demonstra¢ao do teorema. O

16



Corolario 1.2. Seja f(z) uma funcao inteira e n € C uma constante tal que f(z) — n

quando z — o0o. Entao f(z) =n para todo z € C.

Teorema 1.5 (Morera). Seja f : Q2 C C — C uma fung¢do continua, onde ) € uma regido.

Suponhamos que

/C F(2)dz =0

para todo contorno fechado e simples C em Q. Entdo f(z) é analitica em .

Demonstragao. Do teorema segue que se a integral de contorno se anula, entao
existe uma funcao analitica F(z) em Q tal que F'(2) = f(2). O corolério |1.1| garante que

F'(2) é analitica se F(2) o é. Logo, f(z) é analitica em €. O
Definicao 1.10. Definimos os semi-planos superior e inferior, respectivamente, por
Ci={2€C:Im(z) >0},
C_={z€C:Im(z) <0}.

Corolario 1.3. Seja f analitica em C, U C_ e continua sobre o eixo real. Entdo f(z) €

analitica em C.

Observacao 1.1. E possivel estender o corolério a qualquer regiao aberta ) que
contenha um arco suave e simples o. Isto é, se f(z) é analitica em 2\ ¢ e continua sobre

o, entdo f(z) é analitica em (.

Teorema 1.6 (Principio da Identidade). Sejam f,g: Q — C func¢ées analiticas, onde S
¢ um aberto conezo. Se existe um aberto nao vazio V- C § tal que f(z) = g(z) para todo

z €V entao f(z) = g(z) para todo z em Q.

1.3 Teorema de Residuos

Seja f(z) analitica em uma regiao (2, definida por 0 < |z — 25| < p e seja z = z; uma
singularidade isolada de f(z). A expansao de Laurent de f(z) em € é dada por
fz)= Y Culz—2)" (1.19)

n=—oo

17



com

_ 1 f(2)

onde C' é um contorno fechado simples contido em (). A parte negativa na série,

-1

e oo On(z — %)™, é chamada parte principal de (1.19). O coeficiente C_; é cha-
mado o residuo de f(z) em z = z5. Usamos a notagao C_; = Res(f(z); 20).

Observamos que quando n = —1, a equagao (|1.20]) fica

/ f(z)dz = 2miC_y (1.21)
C

Assim, o Teorema de Cauchy pode ser generalizado a fungoes que possuem singularidades

isoladas.

Teorema 1.7 (Residuos). Seja f(z) uma fungdo analitica dentro e sobre um contorno
fechado simples C, exceto em um numero finito de singularidades isoladas zi1, zo, ..., 2N

contidas dentro da regiao delimitada por C, veja figura abaixo. Entdo

/Cf(z)dz = 2mi Z Res(f(z2);2;)

Onde Res(f(2);z;) denota o residuo de f(z) em z = z;

Figura 1.1: Singularidades Isoladas.

18



Demonstragao. Em cada uma das singularidades z, centramos um circulo, CY, intei-
ramente contido na regiao delimitada por C' e a conectamos a C' por um corte trans-
versal de forma que as orientagoes sejam compativeis, como ilustra a Figura . Seja
I'=C—-Cy—...—Cy. Entao, uma vez que as integrais ao longo dos cortes transversais

se anulam, temos pelo Teorema de Cauchy que

/F () = 0.

Ou seja,
/ f(z)dz = Z/ f(2)dz.
c 1 /i
dai, pela observagao acima segue o resultado. O
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Capitulo 2

Representacao Integral de p,(2)

Neste capitulo iremos obter uma representacao integral de polinomios de Taylor de
fungoes inteiras arbitrérias e em seguida, nos concentraremos no caso f(z) = €.
Um dos objetos deste trabalho é o estudo assintético, quando n — oo, da transformada

de Cauchy de uma classe de funcoes analiticas, cuja definicao precisa é dada abaixo.

Definicao 2.1 (Transformada de Cauchy). Seja C' um contorno suave contido em uma
regiao ) e ¢ : Q — C uma fun¢ao continua sobre C. Entao para todo z € C\C, podemos

definir uma funcao ® dada por

O(z) = i/c o) 4

27 T —Z

A funcao ® € chamada de transformada de Cauchy de p.

Vamos nos referir as integrais do tipo mostrado acima, como integrais do tipo Cau-
chy. Como veremos grande parte dos resultados sobre comportamento assintético, das
funcoes de interesse, na vizinhanga do ponto critico, serao obtidos resolvendo problemas
de Riemann-Hilbert envolvendo a transformada de Cauchy. Mas como veremos nas secoes
seguintes ela também joga papel importante na andlise assintotica nas demais regices do

plano complexo.

20



2.1 Representacao Integral de Polinomios de Taylor
de Funcoes Analiticas

Nesta secao apresentamos uma representagao integral para o Polinomio de Taylor de
uma funcao f : C — C, inteira arbitraria. Seja f : C — C uma funcao inteira. Entao,
para qualquer ponto z do plano complexo, f(z) pode ser representado pela seguinte série

de poténcias

8

=0
e seu polinomio de Taylor de grau n, é o polindmio obtido pelas reduzidas de ordem n da

série de poténcias acima, notagao

pn(z) = ‘

Usando a formula integral de Cauchy, corolario podemos representar o polinomio de

Taylor de f de grau n da seguinte maneira

Z o S]H Zds, (2.1)

onde v denota uma curva de Jordan suave contendo a origem em seu interior e com
orientacao positiva.
Uma representagao mais conveniente para os propoésitos deste trabalho é dada pela

seguinte proposicao
Proposicao 2.1. Seja f : C — C uma funcao inteira, n € N e p, o polinomio de Taylor

de f de grau n. Se v € uma curva de Jordan suave envolvendo a origem e ) denota a

regiao do plano complexo delimitada pela curva 7y, entao

f n+1 o
22/ . se ze€ C\
/7T —_

Pa(2) = (2.2)

n+1
~ 5 /f se z € Q.
e s—z
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Observacao 2.1. Mais adiante iremos especificar o tipo de contornos que iremos consi-
derar. Com isso, ficard claro que, mesmo que z € -, a representacao integral acima serd

adequada aos nossos propositos.

Demonstragao. Para todo z € C\ v, temos por (2.1)) e pela linearidade da integral, as

seguintes igualdades

P = ; [2m iﬂ(“ T omi /Z 53“ " 2mi / 5 j

J _(z)n
Ora, Z?:o <§> . is—)g +1. Dai lado direito da igualdade acima é dado por

% fi)[ 1(_>;+1 2m/f 8—:+1}d8

Y

n

segue que

1 f‘ TL+1
n(2) = — 2.3
Pa(2) 2i s—z 2m/ s— 2z (2:3)

Para obter (2.2) consideramos a cisao Q e C\ Q de C\ v e em seguida, avaliamos a
integral acima, para z em cada um destes conjuntos.
Suponha inicialmente que z € C\ Q. Nesse caso, como % ¢ analitica, segue do

teorema dos residuos que

f(s)

27 S — 2

Usando em , temos que é verdadeira para todo z € C \ Q.

Por outro lado se z € €2, segue da Formula Integral de Cauchy que

L g5 = 0. (2.4)

f(s)
— [P = pe),
i ), s — 2
Usando este fato em ([2.3)), obtemos
f n—l—l
n\%) =
Pa() o / S—z
para todo z € €2. O que encerra a demonstracao da proposicao. O
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2.2 Reescalando p,(z)

Chamamos aqui de reescalamento uma familia particular de homotetias do plano. Esta
familia é definida simplesmente, a partir de uma funcao que denominaremos fator de
escala. No problema de localizacao de zeros de uma dada familia de polinomios é de
grande ajuda, em varias situagoes, determinar um fator de escala que faca com que os
zeros de todos os polinomios da familia em questao fiquem localizados em algum compacto
do plano complexo.

Nesta se¢ao discutimos como estes fatores de escala afetam as representagoes integrais
obtidas na se¢ao anterior, bem como apontamos um fator de escala natural para estudar o
problema da localizacao de zeros dos polinomios de taylor de grau n da fungao exponencial.

Fixe n € N e sejam {2, } os zeros de p,,. Para qualquer funcao ¢ : N — (0, 00) temos
que

Pn((n)z) =0<= 2z = Zhin para algum 1 < k < n.

¥(n)
Quando o conjunto de zeros da cole¢ao de polinomios {p, }nen néo forma um conjunto

limitado do plano, a introdugao de um fator de escala 1(n), pode ser interessante se existe

algum M € R, tal que para todon € Ne 1 < k < n temos

< M.

o(n)

Pois nestas situagoes sabemos que as raizes da equagao p,(¥(n)z) = 0, estardo contidas

‘Zk

em um conjunto compacto.
Vamos examinar agora, em detalhe, como se modificam as representacoes integrais
obtidas na secao anterior, quando introduzimos o fator de escala. Mantendo a notagao da

secao anterior, considere 1) um fator de escala tal que ¥ (n)z € Q. Entao pela Proposicao

[2.1] temos que

(L
pres(00)2) = 16— o [ L L

Fazendo a mudanga de varidvel w = T'(s) = o] (abusando da notag@o nao indicamos a
dependéncia de w e T em n), na integral acima e multiplicando ambos os lados por 2",
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obtemos
n n 1 fWm)w)w™
2" pa1(¥(n)z) = 27" f(¥(n)2) — i /T( )wa,
Y

onde 7T'(y) é também uma curva de Jordan suave envolvendo a origem. Observe que a

segunda parcela da igualdade acima, define uma funcao H, : C\ T'(vy) — C dada por
1 —-n
Hy(2) = _/ Mds (2.5)
210 Sy 5§— 2

e esta fungao é a transformada de Cauchy de f(¢(n)s)s™". Procedendo analogamente a

prova da Proposigao 2.1, obtemos a seguinte igualdade

—H,(z), sez€ C\T(Q);
2 "puo1(P(n)z) = (2.6)
27" f((n)z) — Hu(z), seze€ T(Q).
Note que para obter a representacao integral (2.6]), as tinicas propriedades importantes que

exigimos sobre T'(7y) é que T'(7) seja uma curva de Jordan suave e que envolva a origem.

Em vista desta observagao, vamos escrever ([2.6) usando a mesma notagao introduzida na
Proposigao 2.7} i.e.,

~H,(2), sez€C\Q;
z "1 (P(n)z) = (2.7)
27" f((n)z) — Hu(2), se z € Q.

Ou seja, escrevemos z~ "p,_1(1(n)z) como uma integral do tipo Cauchy. Logo, como
ilustra o caso em que f(z) = e*, podemos associar problemas de Riemann-Hilbet conveni-
entemente para a analise assintética de H,. Um problema em aberto é o seguinte. Dada
uma fungao inteira f, determinar o comportamento assintético, em n, de H,(z) para z
no interior e no exterior de . Com isso em maos, podemos estudar o comportamento
assintotico dos zeros reescalados de p, via (2.7) para casos bem gerais. Isso porque se

z € Q, entao os zeros de p,_1(1(n)z) sado as solugdes da equagao

S f((n)2) = Ho(2).

Por outro lado, se z € C \ €, entdo os zeros de p,_1(1(n)z) sdo os zeros de H,(z).
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Enunciamos dois teoremas que apontam para uma escolha natural de um fator de

escala, no caso em que f(z) = e*.

Teorema 2.1 (Szégo). Para todo n impar, o polindmio p, tem wuma tnica raiz real,

denotada por z), esta raiz € negaliva e tem a sequinte expansao assintotica
—zr =nn+ alogn + 5+ o(1)
quando n — oo, onde n = 0.278464 ... denota a tinica solugdo real da equagdio ne*™ =1,

a=————=20,108906...
2(1+mn)

1
B=—1 1og( 2wﬂ>:0,532127...
1+n i

Teorema 2.2 (Kakeya). Considere n € N e sejam {z,}, com 1 < k < n, as raizes de

Pn. Entao

1 S |Zk,n| S n.

O teorema de Szégo nos mostra que neste caso o conjunto de zeros dos polindomios
de Taylor da exponencial nao forma um conjunto limitado, uma vez que z; nao ¢ uma
sequéncia limitada. Por outro lado, o teorema de Kakeya mostra que ¢(n) = n faz com
que todas as raizes da equacao p,(¢(n)z) = 0 fiquem contidas dentro do disco unitério
fechado. Desta forma podemos determinar a localizacao dos zeros do polinomio de Taylor

da exponencial, via o fator de escala v, trabalhando dentro do disco unitério fechado.

2.3 Representacao Integral dos Polindmios de Taylor
da Funcao Exponencial Reescalados

Nesta sec¢ao iremos nos restringir a fungao f(z) = e*. Como mencionado anteriormente
nosso objetivo é entender o comportamento assintético para valores grandes de n da funcao

H,,. No caso da funcao exponencial o estudo assintotico de H,, pode ser facilitado pela
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introducao de uma nova fungao F,, que é uma transformada de Cauchy de uma funcao
bem conveniente para o estudo assintotico de p,, reescalado.

Usando a representagao provada em (2.7) e f(z) = e* temos

o ((n)2) —H,(2), sez€C\Q (2.8)
27" 1 (P(n)z) = :
e Ho(2), sez€Q

onde

H, = — = — | —ds.
(Z) 211 S—z s 27m'7 S—z 5

1 P(n)s o—n 1 Y(n)s—nln(s)
/ e s p e
v
Do teorema de Kakeya e do teorema de Szegd sabemos que o fator de escala no caso
f(z) =¢e* é ¥(n) =n. Com isso, H, fica
1 n(s—In(s)) 1 ne1(s)
H,(z) = — / is= — ¢ ds,
2 ), s—=z 2mi §—z

5

onde ¢1(z) := z—1In(z) e In(z) denota o ramo principal do logaritmo ao longo do eixo real
negativo.

Para fazermos a andlise assintética de H,(z), quando n — oo, vamos utilizar um
método que sera exposto no préximo capitulo chamado de o Método da Descida Mais
fngreme. Como veremos, as principais contribui¢oes para a integral, quando n — oo,
virao das vizinhancas dos pontos criticos de ¢1, que neste caso é o ponto zy = 1. A figura

abaixo mostra algumas curvas de nivel de Re(¢1(s)).

Na figura[2.1] a curva denotada por C3 é o esbogo do conjunto pontos do plano complexo
satisfazendo a equagdo Re(¢1(z)) = 0. Pode-se mostrar que C3 é uma curva sem auto
intersecao que divide o plano complexo em duas regioes. Na regiao onde esta localizada
a curva Cp, por exemplo, temos Re(¢;(s)) < 0 e na regiao onde estd a curva C; temos
Re(¢1(s)) > 0.

Por continuidade, em uma vizinhanca pequena de zy = 1, temos Re(¢1(z)) > 0. Este

fato nao traz grandes complicagoes para aplicacao do método da descida mais ingreme,
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Figura 2.1: curvas de nivel de Re(¢1(z))

por outro lado se multiplicamos H,(z) por e~ ", obtemos
1 e (s)
Fo.(z) =e "Hy(z) = TML - st, com ¢(s)=s—1—In(s). (2.9)

E claro que obtida uma expansao assintotica para F), temos imediatamente uma ex-
pansao assintética para H,,. A vantagem de se introduzir esta nova fungao esta relacionada
com as seguintes observacoes. A funcao ¢ que aparece na integral acima, é simplesmente
a translacao da funcao ¢;. A topologia das curvas de niveis destas funcoes é basicamente
a mesma. Mas agora ha uma diferenca fundamental quanto ao sinal de ¢ em uma vizi-

nhanca pequena de zp = 1. Na figura abaixo estd representada pela linha sélida a curva

Re(¢(2)) = 0:

A regiao hachurada corresponde aos pontos z do plano tais que Re(¢(z)) > 0. Na compo-
nente conexa onde estd esbogada a curva tracejada temos Re(¢(z)) < 0. Como veremos
no capitulo seguinte, o contorno no qual fazemos a integracao podera ser defor-
mado em um contorno, passando pelo ponto zy = 1, completamente contido na regiao
onde Re(¢(z)) < 0. A vantagem de se trabalhar com estes contornos é que o argumento
do integrando de , longe de zy = 1, é exponencialmente pequeno. Com algumas

estimativas, vamos ver que este fato ajuda a localizar o problema no ponto critico.
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N

Figura 2.2: a curva Re(¢(2)) =0

Usando a férmula (2.8) temos imediatamente da definigao de F), que

. —F,(2), sez€C\Q;
(e2) "pp_1(nz) = (2.10)
e — Fo(2), sez€

Como mencionado na introducao desta secao, as manipulacoes feitas tinham o objetivo
de nos conduzir a representacoes integrais de p,, por funcoes F;, cuja analise assintética é
mais simples que de H,. De fato, o Método da Descida Mais fngreme aplicado a ambas
H, e F, nos fornece as melhores estimativas assintoticas para estas quantidades. Por
sua vez H, na curva de descida mais ingreme (que é definida no préximo Capitulo) é
transformada de Cauchy de uma funcao cuja a parte real toma valores positivos sobre
esta curva, enquanto que para F) ocorre exatamente o oposto. Com base neste fato
mostraremos que Fj, é, a menos de um erro exponencialmente pequeno quando n — oo,

dada por uma integral em uma vizinhanca de zy = 1.
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Capitulo 3

Meétodos de Analise Assintotica

3.1 Expansoes assintoticas

Neste capitulo é feita uma exposicao detalhada das técnicas que utilizaremos para avaliar
o comportamento assintético, quando n — oo, de certas representacoes integrais dos
polinomios de Taylor de grau n da fungao exponencial.

Iniciamos com as definicoes bésicas de andlise assintotica e em seguida passamos a
prova de dois teoremas conhecidos como Lema de Watson e Método de Laplace. Em
seguida, explicamos o chamado Método de Descida Mais fngreme e iniciamos o estudo

assintotico das representagoes integrais dos polindmios p,(z) por este método.
Definigao 3.1. Sejam ng € RU {0} e f,g: R — C fungoes.

a) A notagao
f(n) =0(g(n)),  n—no

serd usada para denotar o fato de que existe uma constante M tal que, para todo
n em uma vizinhanga de ng, |f(n)] < M|g(n)|. Neste caso, diremos que f(n) € da

ordem de g(n) quando n — ny.

b) A notagao



(n)

ﬁ = 0. FEventualmente iremos nos referir a
g(n
este fato dizendo que f(n) é menor do que g(n) quando n — ng.

serd usada para denotar que lim
n—,no

Definigao 3.2. Para cada j € N, seja g;j : R — C uma fungio e ng € NU {oo}.
a) Diremos que {g;}jen € uma sequéncia assintotica, quando n — ng, se
gj+1(n) = o(g;j(n)) ~ n — no,
para todo j € N.

b) Sejam f: R — C e {g;}jen uma sequéncia assintética. Dizemos que Zjvzl ajg; €

uma expansao assintotica valida até ordem N, se
f(n) = Z a;gj(n) + O(gm41(n)) n — No,
j=1

para todo m=1,...,N.

N . ~ e - ,
u j—1 @jgj € uma expan intéti vali rdem N, quan
Note que se ) . ¢ uma expansao assintética de alida até ordem N, quando

n — ng, entao

f(n)
Z?:l a;g;(n)

para todo k=1,..., N.

lim
n—no

fn) =351 ajg;(n)
9x(n) ’

Desta forma segue que podemos calcular os coeficientes de uma expansao assintética
sucessivamente.
O objetivo neste capitulo é entender o comportamento assintético, quando n — oo de

integrais do tipo

1
— [ F(s,2)e™®ds. (3.1)
2mi ),

quando F(s,z) = S% e v é uma curva de Jordan suave contendo a origem. Como

z
ja dissemos anteriormente o método que nos permitirda obter uma expansao assintética

destas integrais ¢ o Método da Descida Mais Ingreme.

30



Vamos iniciar a exposicao deste método considerando inicialmente um problema de
expansao assintotica mais simples. Esta simplificacao consiste em considerar integrais da

forma
b
= / f(s)e s, (3.2)

onde f e ¢ sdo funcoes reais de classe C*. Integrais deste tipo podem ser vistas, como
simplificacoes de onde o contorno v é substituido pelo intervalo [a, b] no eixo real e
F(s,2) = £(s)

Para ter uma intuicao sobre os resultados que apresentamos a seguir, vamos supor que

= fob f(s)e ™ds. Quando n — 0o, o integrando se torna exponencialmente pequeno

(uniformemente) para todo s fora de uma vizinhanga pequena de zero. Isto sugere que
as contribuicoes dominantes, assintoticamente, desta integral venham das vizinhancas de
zero. Em vista desta observagao, aparentemente podemos analisar I(n) assintoticamente,
analisando o comportamento de f na vizinhanca de s = 0. Portanto, nos casos em que este
raciocinio pode ser rigorosamente justificado, substituimos o problema global, de realizar
uma integracao em todo intervalo [0, b], por um problema local.

Note que o raciocinio heuristico do paragrafo acima, se aplica se s = ¢ é o minimo de
¢ restrita ao intervalo [a,b] e se f(c) # 0. Isto é, devem vir de uma vizinhanga de s = c,
as contribui¢oes dominantes da expansao assintética de I(n), para n grande. De maneira
analoga, caso o minimo de ¢ ocorra em um dos extremos do intervalo, novamente somos
levados ao estudo local de f préximo ao ponto de minimo.

Motivados pela discussao acima, apresentamos o seguinte

Lema 3.1 (Integracao por partes). Fizado N € N, se f : [a,b] — R € uma fun¢ao de

/ F(s)eds,

I(n) = Z f9(a) T O(n~(EHlemnay quando n — oo,
n

classe CN*2 em (a,b), continua em |a, b

entao

para todo k=1,..., N.
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Demonstracao. Considere 1 < k < N. Integrando I(n) por partes, obtemos

Zf 7) nj+1 Zf n]+1 / f(k _nst

Portanto basta mostrar que a segunda e a terceira parcela, do lado direito da igualdade

acima, sdo da ordem de n~* e~ quando n — co. Vamos mostrar este fato para cada

uma das parcelas separadamente. Para a segunda parcela a igualdade

k —nb

_ —(k+1) ,—na
> 00 = Ot e,
]_
segue do fato que
lim nPe™@® =0 para todo p € N. (3.3)
n—oo

Para a terceira parcela, inicialmente fazemos uma nova integracao por partes, ficando

assim com

b 1 1 b
L B ($)e ™ ds = — e PR () — eme fB) ()] + FEFD (g)e 3 ds.
nk | ] nhH

Por (3.3) segue que
1 —n —na
e B) - e ) a)

é da ordem de n~(*tDe="¢  Pela desigualdade do valor absoluto para integrais, temos

1 b —ns
nk+1/ f(k—l—l)(s)e ds SnkJrl / !f I<:+1 |ds

Portanto fab f®(s)e ™*ds também é da ordem de n~**Ve~me Isto conclui a prova do

lema. ]
O proximo passo serd mostrar o Lema de Watson. Com ele podemos analisar integrais cujo
o integrando apresente alguma singularidade nos pontos de fronteira. Este lema, neste
texto, também pode ser visto como um passo intermediario da exposicao do Método da

Descida Mais Ingreme. Abaixo apresentamos o enunciado preciso deste lema.

Lema 3.2 (Lema de Watson). Considere a integral

/ f(s)eds,  beR, U{+oo} (3.4)
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e suponha que f € integrdvel no intervalo [0,b] e que tenha uma expansao em série as-
sintotica
N
F&) =1 aith 4 0Nt

§=0
quando t — 0%, para o > —1 e 8 > 0 wvdlida até ordem N, para todo N € N. Suponha

adictonalmente que
a) se 0 <b< 400, que exista M € R tal que para todo t > 0, temos |f(t)| < M;
b) se b= o0 que existam constantes M, c € R tais que |f(t)| < Me.

Entao N .
I(n) = anw L0 (#) '

LoatBi+1 Lo+B(N+1)+1
=0

Demonstracao. Vamos decompor a integral em duas parcelas, I(n) = I1(n) + Iz(n),

onde
R b
B = [ fs)eds, Lw) = [ fls)e s
0 R
e R é uma constante positiva, satisfazendo R < b. Independentemente da escolha de
R segue da desigualdade do valor absoluto para integrais que I5(n) é exponencialmente
pequena para n — oo. No caso em que b é finito por a) temos

b
M
Lo(n)| < M / errds = (e ),
R n

De onde concluimos que

e—nR

) =0 (

) , quando n — oo.

Dado n € N sabemos da expansao assintdtica de f que a integral I;(n) pode ser escrita

CcOo1mo

R[N
Ii(n) = / [Z ;s 4 O(s‘“w(NH))] e " ds,
0

J=0

quando n — oo.
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Entretanto, para qualquer 1 < j < N, temos

R . m . m .
/ s@tPiems s — / s¥tPiemsdg — / s@TBie=ns g
0 0 R

Do+ Bj+1) Lo (e—”R)

not+Bi+1 n
quando n — oo. Onde para a primeira integral utilizamos a definicao da funcao Gama e

para a segunda integragao por partes. A segunda parcela de [;(n) é majorada como segue

abaixo n "
/ O(so"Lﬁ(NH))e_”sds < MN/ gOHBIN+HL) g=ns ¢
0 0
B MF(a+ﬁ(N+1)—|—1)
- N notB(N+1)+1 :
Assim

N .
[a+ 65 +1) 1
In) =2 =g + O\ eravni )
=0

quando n — oo e sempre que f satisfaz a hipdtese a). As hipéteses a > —1 e 5 > 0, séo
necessarias para a convergéncia dos limites em s = 0.
Se b = oo entao o controle dos termos que aparecem na integragao por partes, é

assegurado pela desigualdade |f(s)| < Me™™ e como neste caso é imediata a verificagao

—(n—c)R —nR
12<n>§M6—=0(6 )

n—=c n

de que

quando n — oo. O lema esta provado. O

3.2 Método de Laplace
Nas segoes anteriores estudamos o comportamento de integrais da forma

[(n):/ f(s)e ) ds (3.5)

para o caso em que ¢(s) = s. Vamos chamar atencdo agora para duas propriedades
que foram importantes na prova dos Lemas e A primeira, é que o minimo de ¢

determina as taxas do comportamento assintético I(n). Mas o que na verdade permite
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que a analise possa ser localizada no minimo é a propriedade de monotonicidade de ¢.
Inspirados por estas observagoes, vamos conduzir uma pequena discussao (informal), nas
préximas linhas, sobre as ideias do Método de Laplace. Em seguida, faremos uma demos-
tracao rigorosa de um lema que sera denominado Método de Laplace, com objetivo de
obter um método que permita estudar assintoticamente integrais da forma

Vamos considerar agora ¢ : [a,b] — R, ndo monétona e vamos supor que ¢ seja sufi-
cientemente suave, para justificarmos algumas operacoes que faremos a seguir. Suponha,
por simplicidade, que o minimo de ¢ ocorra num ponto ¢ € (a,b). Assim podemos afirmar
que ¢'(c) = 0 e ¢"(c) > 0. Além do mais, vamos supor que ¢'(t) # 0 se t # c¢. Vamos
supor também que f : [a,b] — R também é suficientemente suave e que f nao se anule
em s = c. Expandindo f e ¢ em uma vizinhanca de s = ¢, esperamos que, para valores
de n muito grande, o comportamento assintético de I(n) em seja dado por

/HR f(c)exp <—n [gzﬁ(c) + %qﬁ"(c)]) ds.
c—R

Note que a integral acima ¢ igual a

ct+R _ )2
e f(¢) /R exp <—n¥¢”(c)) ds.

Para avaliar a integral restante, consideramos a mudanca de variaveis

u= /56— o

e ficamos com a seguinte integral
€_n¢(c)f(c) /R V %¢//(C) —u2 d
—— e u.
%gb/l(c) R /%qﬁ”(c)

Portanto estes calculos nos leva a seguinte estimativa

2
ng’(c)’

[1(n)] = < [f(c)]e™?

b
/ f(s)e ™ ds

Frequentemente na literatura os autores se referem a expressao, do lado direito da desi-

gualdade acima, por Férmula de Laplace e a este método por Método de Laplace.
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Lema 3.3 (Método de Laplace). Considere a integral

b
I(n):/ f(s)e ¥ ds,

onde ¢ : [a,b] — R é uma funcdo de classe C* em [a,b] e f : [a,b] — R € de classe C* em
la,b]. Suponha que exista ¢ € [a,b], tal que ¢'(c) =0 e ¢"(c) > 0 e também que ¢'(t) # 0
para todo t € [a,b] \ {c}. Entao

a) Se c € (a,b), temos que

b) Sec e {a,b}, temos que

—ne(c)
I(n) = f(c)e 2n¢7;’(c) +0 (6 ) n — 0o.

Demonstracao. A ideia da prova é dividir o intervalo [a,b] em dois intervalos semi-
abertos [a, ¢) e (¢, b], afim de garantir monotonicidade de ¢ em cada um destes intervalos.
Em seguida, fazendo uma mudanca de variaveis adequada, aplicar o Lema de Watson.

Considere a decomposigao de I(n) dada abaixo

I(n) = /Cf(s)e”¢(3)ds + /bf(s)e”¢(s)ds

vamos nos referir as parcelas do lado direito da igualdade acima por I,(n) e Iy(n), res-
pectivamente. Vamos fixar nossa atencao inicialmente em I,. Pela definicao de ¢ segue

que a restricao de ¢ ao intervalo [c, b] é mondtona. Usando em I, a mudanga de varidveis

g(t) = ¢~ (t + ¢(c)), obtemos

_ o0 f(o72(t + ¢(c))) _
= ¢ 0 e ™ dt.
b= /o St o). "

A integral acima sugere a aplicagao do Lema de Watson. Para verificar que este lema

pode de fato, ser aplicado precisamos antes, determinar o comportamento assintotico de

f@~H(t+ ()
¢' (¢~ (t + ¢(c))
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A mudanca de varidvel g definida acima, manda valores do intervalo fechado [0, ¢(b)]

no intervalo [¢,b]. E imediato verificar que sua inversa g~ : [¢,b] — [0, ¢(b)] é dada por

g7H(t) = o(t) — é(c).
J& que ¢ ¢ de classe C* em |[a, b], da férmula de Taylor segue que

¢(t) — ¢(C) = %(C)(t — C)2 + 925,;('0) (t B 0)3 + O((t B 0)4)

Para t € (0,b — c), defina h(t) = g~ '(t + ¢). Entao pela definigao de g~! e pela

igualdade acima, temos a seguinte expansao assintdtica para h quando t — 07,

h(t) = ¢H2(C) £2 4+ ¢”;)$C) 3+ 0(th).

Vamos mostrar que h~! admite uma expansio assintética da forma
Kl (t) = art? + ast + O(t2), (3.6)

mostrando que a equagao t = h(h7!(t)) é vdlida para uma escolha dos coeficientes a; e

as € R. Os coeficientes podem ser determinados a partir da equagao t = h(h™1(t)), que

neste caso, nos fornece a seguinte igualdade

t= @m—w + @Uz‘l(t)f” +O((h™(6)")

usando a expressao (3.6)), ficamos com

P 2(6) (a1t + ast + O(t

[N

)"+ d;fc) (a1t? +ast + O(t2))* + O(?)  (3.7)

Expandindo as poténcias acima, obtemos

2

(alt% + ast + O(t%)) = a2t + 2a1a0t? + O(£?)

3
(alt% +ast + O(t%)> = d3t2 + O(2)
Substituindo estas expansoes em (3.7)), ficamos com

t= ¢H2(C) (a3t + 2a1a2t% + O(t?)) + ¢I;EC) (ait? +O(#)). (3.8)
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Igualando os coeficientes de mesmo grau, segue que

¢I// (C)

¢"(c) ¢"(c)
1= 5 al e 5 2a1a9 = — a0 3a3.
Portanto
) (b///(c)
a; = e as = — .
e C3(0M(0)?
Assim temos a seguinte expressao assintética para inversa de h, numa vizinhanca de t = 0,
2 i
hl(t) = -2y oah)

¢"(c) 3(¢"(0))?

Lembrando que g7'(t) = h(t — ¢), temos

(t=c)=h"'(h(t —c)) = h7'(g7'(1))

(3.9)
l 111 c _ _ §
= J7a0T () = 55memg T () + O((g7(1))2).
Aplicando novamente a férmula de Taylor temos
F(t) = F(&) + f(Ot = ) +O((t = ¢)?);
" t — 2

d0) =0t — )+ TN o oy),

Analisando o grau, em ambas as expressoes acima, observamos que LU admite uma

' (t)
expansao assintética do tipo
f@) b
¢(t)  (t—o)

Os coeficientes b_; e by podem ser determinados como segue

—I—bo+0<(t—c)>.

o I +0((t-9) ﬂ@
t—ct () toet & (c ( (t— c)> — ¢'(c)

b — lim (f(t) O ) _ @) (@)
TS \@(t) ¢"(Ot—c))  ¢"(0)  2(¢"(0)?

Assim temos

e PO 0670 B
50~ TOE=9 T 70~ awer Tolt-9)
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Avaliando a expressao acima em ¢~ (t + ¢(c)) = g(t), ficamos com

f@ (t+¢(c) _ /() L S0 H99"(e)
(@71t +0(c)  ¢"()g(t) —c) ~ ¢"(c)  2(¢"(c))?

Por (3.9) temos que

+o@@—g.

B gZ5”/(C)
¢"(c)  2(¢"(c))?

St+O(t2).

Portanto

[NIES

flott+() _ flo) 1 f'le)  [fle)¢"(c) 1
(o1 (t+ () 2¢~(C)t * ¢"(c)  2(¢"(c))? +O(t )

Substituindo esta expressao no integrando de I, ficamos com
#(b)—o(c) / m
- [0 yy SO _ O o)) o gy
0 2¢"(c) ¢"(c)  2(¢"(c))
Usando o Lema de Watson, obtemos
/ " —ng(c) —ng(c)
f( ) 7TL¢(C + f (C> _ f(C)d) (C) € +O<6 B ) (310)
2n¢”( ) ¢"(c)  2(¢"(c))? 2
Similarmente para o intervalo [a, ¢|, temos
. f/ c f c ¢/// c e—mj)(c) 6—n¢(c)
" f( ) v ( //( ) - ( )// (2) +O( 3 > (3'11>
2n¢ (c) ¢"(c)  2(¢"(c)) n n?
Somando I, e I, obtemos a expansao desejada se ¢ é um ponto no interior do intervalo
la,b]. Caso ¢ = a ou ¢ = b as expressoes (3.10) e (3.11) fornecem o comportamento

assintdtico desejado. O

[b(n)

I,(n) =

3.3 Método da Descida mais fngreme

O Método da Descida mais Ingreme é baseado em uma ideia muito simples, mas por
outro lado é uma ferramenta poderosa para estudar o comportamento assintético, quando

n — 00, de integrais da forma

n):/f(s)e”¢’(s)ds, (3.12)
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onde v é uma curva de Jordan no plano complexo e f e ¢ fungoes analiticas numa regiao
contendo . A ideia é usar a analiticidade do integrando para justificar que podemos
deformar o contorno v em um novo contorno (3, de forma que a parte imaginéria de ¢ seja
constante ao longo do contorno f3.

Se ¢(s) = u(s) +iv(s) em e se existe o contorno 3 : [—¢,¢] — C, como acima,
entao

I(n) = emk/f(s)e”“(s)ds,
B
onde k = v(£(0)). Embora s seja complexo, u(s) é sempre real e assim podemos usar
algumas das ideias apresentadas para o estudo das integrais do tipo Laplace para investigar
o comportamento assintético de I(n), quando n — oo. Observamos no entanto que no caso
em que f ou ¢ possua alguma singularidade como, por exemplo um polo, contribuicoes
importantes para a integral I(n) podem surgir no processo de deformacao da curva =.

Como veremos a seguir, se existir um caminho suave no plano onde v(s) é constante,
entdo neste caminho u(s) tem decrescimento ou crescimento maximal. Para determinar
o comportamento assintético de I(n) usamos, em geral, um caminho de decrescimento
maximal, que é conhecido como Caminho de Descida mais fngreme e por isto o chamamos
este método de o Método da Descida Mais fngreme.

Sempre que possivel optamos por tomar um Caminho de Descida mais fngreme que
passe por algum ponto sy € C onde ¢/(sg) = 0. Pois assim podemos, via Métodos de
Laplace e Lema de Watson, determinar o comportamento assintético de , apenas
analisando a integral na vizinhanga deste ponto critico.

Note que, se sy ¢ um ponto critico de ¢ entao segue do teorema do modulo méximo
para funcoes harmoénicas que sy é um ponto de sela do gréfico em R? da funcao u. Por

causa desta observacao alguns autores se referem a este método por Método do Ponto de

Sela.
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3.3.1 Caminhos de Descida Mais fngreme

Um fato bem conhecido da teoria de funcoes reais de varias variaveis é que se f :
U C R? - R ¢ uma funcao diferencidvel e (z,y) € U é tal que Vf(z,y) # (0,0) entao
V f(x,y) aponta para dire¢ao em que f tem maior taxa de variagdo numa vizinhanga do
ponto (x,y). Além do mais, quando V f(z,y) # (0,0) este vetor aponta para a dire¢ao em
que f tem a maior taxa de crescimento numa pequena vizinhanga possuindo (x,y) e por
outro lado, —V f(x, y) aponta para a diregdo em que f tem a maior taxa de decrescimento
também numa pequena vizinhanca do ponto (x,y).

A direcao para o qual uma funcao diferencidvel f : U C R? — R tem a maior taxa
de decrescimento serd chamada de Direcao de Descida mais fngreme. Pelos fatos citados
acima, sempre que V f(z,y) # (0,0) a diregao de méxima descida serd dada pelo vetor
—Vi(z,y).

Vamos considerar novamente fungoes complexas ¢ : U € C — C holomorfas com
o(s) = u(z,y) + w(z,y), onde s = x + iy. A cada ponto sy = xg + iy temos associado
a direcao para a qual a funcao u tem seu decrescimento maximo, isto é, a Direcao de
Descida Mais fngreme. Diremos que uma curva suave 7 C U é uma Curva de Descida

Mais fngreme para u se 7/(t) aponta sempre para a Diregao de Descida Mais fngreme.

Proposicao 3.1. Seja U C C wuma regiao e ¢ : U — C uma funcao holomorfa com
oz + 1y) = u(z,y) +iv(x,y). Fire c € R e suponha que v=(c) seja o trago de alguma
curva suave v : (—e,e) — U ndo constante. Entdo v € uma curva de tazxa de varia¢ao

mdzxima para u.

Demonstragao. Sejam ¢ € R e v : (—¢,6) — U uma curva suave cujo o trago é o

conjunto v~!(c). Pela definicao de 7 segue que

Vo(y(t)) - +(t) = 0. (3.13)

Usando as equagoes de Cauchy-Riemann temos que

Vor(0) = (o0 5o (0) ) = (~5u0). a0
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pela relacao de ortogonalidade dada por (3.13)) segue que

(0) = £ (a0, 5 uta(@).

Para concluir que v é uma curva com taxa maxima de variacao é suficiente observar que

[u(x,y) —u(y(0))] < |o(z +iy) — ¢(7(0))]

e que a igualdade é vdlida se, e somente se, v(z,y) — v(y(0)) = 0. O
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Capitulo 4

Anadlise Assintética de Fj,(z) Longe

do Ponto Critico

Neste capitulo vamos encontrar uma expansao assintética, quando n — oo, de F,(2)
definida em . Salientamos que a expansao obtida aqui é uniforme para todo z fora
de uma vizinhanca fixada do ponto critico da funcao ¢(z).

Para expor as ideias do resultado que queremos obter para F),, vamos iniciar conside-

rando a seguinte integral

1 1
- en(b(s)ds - en(s—l—ln(s))d87 (41)
211 . 211 -

onde 7 denota uma curva de Jordan suave, orientada positivamente e envolvendo a origem,

n

que sera precisamente especificada mais adiante na Definicao [4.1}
Afim de obter expansoes assintoticas precisas para (G, quando n — oo, vamos aplicar

O método da descida mais ingreme. J& que para a fungao ¢ de (4.1]) temos

1
"(2)=1- -,
He) =1
zop = 1 é seu unico ponto critico. Logo vem do Método da Descida Mais fngreme

que o caminho, passando por z = 1, tal que Re(¢(z)) decaia com maior taxa é dado
por Im(¢(z)) = 0. Na figura abaixo, esbocamos as curvas Im(¢(z)) = 0 (pontilhada),
Re(¢(z)) = 0 (curva sélida).
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Figura 4.1: caminho de descida mais ingreme e curva de Szego

Antes de prosseguirmos faremos uma pequena observagao. Note que os pontos da

curva de Szeg6 D, dados por
|ze! 7| =1 e |z| <1, (4.2)

sao solugdes da equagao Re(¢(z)) = 0 restrita ao disco unitdrio. De fato, suponha que

z=x+1iy € Dy. Entao tomando o logaritmo principal em (4.2)) temos

0 = In|z|+ In(Je*~?])
= In(y/22 +42) +1In(e' )
= In(y/22 +92) -z + 1.
Multiplicando a equagao acima por (—1) obtemos 0 = Re(¢(2)). Logo, D+ coincide com

a parte fechada da curva sélida da Figura 4.1

Proposicao 4.1. Seja 7 o contorno fechado suave igual, no semi-plano direito, a curva
pontilhada e a curva tracejada no semi-plano esquerdo (no semi-plano esquerdo pode ser
qualquer curva suave que ndao intersecta a curva sélida ) definidas na Figura . Entao
se U é uma vizinhanca suficientemente pequena do ponto z = 1, existe uma constante

c > 0, que depende de U, tal que
1

1
G, == [ e"9ds = — ") ds + O(e ™). 4.3
omi ), e 5= 5 . e s+ 0(e™™) (4.3)
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Demonstracao. Sejam 7(t) uma parametrizagdo suave por partes de 4 no intervalo
[—1,1] e U uma vizinhanga contida no primeiro e quarto quadrantes. Suponha que 5(0) =
1. Pela continuidade de 7, sabemos que exite um nimero 0 < § < 1 tal que para todo
t € [—-1,1]\ [0, 0], temos Re(¢(7(t))) < 0 e A(t) € U para todo t € (—4,6). De fato se
fixamos ¢ > 0 satisfazendo a condicao acima, podemos fazer uma afirmacao um pouco
mais forte. Isto é, existe uma constante ¢ > 0 tal que Re(¢(7(t))) < —e, para todo
t € [—1,1)\ [-6,6] e 4(t) € U para todo t € (—6,0). Seja J5(t) a restricio de J(t) ao
intervalo [—1, 1] \ [—0,d]. J& que

1 1
’_/ enaﬁ(s)ds‘ < _/ |e”¢(5)||ds|
27 )5, 21 J5,
1

= — [ e"ROO)|gs)
2m ¥s
S %eian(ﬁ%)a

onde L(¥s) denota o comprimento de 75, temos que

1
— [ e™Ods = O(e™™).
27 )5,
Logo,
1
G, = — [ s
27 J5
1 1
= — eds + — | (s
271 J5nu 27 ),
1
= — " ds 4+ O(e™).

A proposicao acima motiva a seguinte definigao.
Definigao 4.1 (Contorno Admissivel). Um contorno «y € dito admissivel se

(i) € uma curva Jordan suave contornando a origem no sentido anti-hordrio;

(i1) tem distancia positiva da curva sdlida na Figum exceto para parte que se encontra
uma vizinhanga firada U de zg = 1. No conjunto U o contorno v coincide com o

caminho da descida mais ingreme (linha pontilhada na Figura .
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4.1 Anadlise de G, numa vizinhanga de z =1

Nesta secao iremos estabelecer algumas mudancas de variaveis com o objetivo de
aprofundar a andlise de (F,, numa vizinhanca do ponto critico z = 1. A ideia é aplicar,
holomorficamente, uma vizinhanga da origem sobre a vizinhanca U do ponto z = 1, de
forma que o eixo imaginario seja levado sobre o Caminho de Descida Mais fngreme. Dai,
com uma nova aplicacao holomorfa, aplicamos o eixo real sobre o eixo imagindrio. Assim,
isso nos levard a uma integral sobre um intervalo do eixo real na qual se aplica o Método
de Laplace.

Temos que ¢(1) = ¢ (1) = 0 e para k > 2, ¢¥)(1) # 0, pois neste caso

(=Df(k = 1)!

o"(2) = (4.4)

Assim, uma vez que ¢ é uma funcdo analitica em C \ (—o0, 0], pode ser representada,

numa vizinhanca de A = 1, pela série de poténcias

(n)
50 !(1) (- 1) (4.5)

Ou seja,
(n)
o) = YWy
(n)
o LR RNCER) phas PRI
= SO 1201+ ROV), (46)
onde

RN =2)" #0Q) (A—1)"2 (4.7)

Afirmacao 4.1. A fungdo R()\) definida acima ¢é analitica no mesmo disco de convergéncia

da Série (4.5) e |[R(A\) + 1| > 0 em alguma vizinhanga de A = 1.
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Demonstracao. Seja D,(1) o disco de convergéncia da Série (4.5) e seja A\ € D,(1).

Entao, pela convergéncia da série acima, existe uma constante M > 0 tal que

Wy

n

< M,

para todo n € N. Com isso, uniformemente em n temos

(n) _
Sl gy -
- o (1) (1) (A= 1)
‘ o (A nr? = ' o Oy 1 (A —1)"2
_ (/\ — 1) n—2
= M ‘()\1 )

Logo, por um critério de comparagao, a Série (4.7)) converge absolutamente em
A =1 <]\ —1] <p.

Assim, pelo teorema de Taylor, converge uniformemente em no disco Dj,_1/(1) C D,(1).
Como A; é tomando arbitrariamente em D,(1), podemos podemos concluir que a con-
vergéncia é uniforme em D,(1). Portanto, a mesma define R(\) como fungdo analitica
neste disco.

Uma vez que R(\) é uma fungao analitica ela também é uma funcdo continua. Dai,

por definicao de continuidade, dado € > 0 podemos encontrar um d > 0 tal que
|R(A\) — R(1)| <€, sempre que A& Ds(1)ND,(1).
Como R(1) =0, temos
|R(\)| <€, sempre que A€ Ds(1)ND,(1).
Entao, tomando € < 1 e usando a desigualdade triangular, obtemos
0 <|1—¢| <[1=|RWN)|| <|R(N) + 1]
Como queriamos demonstrar. O
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Observagao 4.1. |R(\) + 1| > 0 implica que podemos compor h(z) = /z, cujo ramo é
o eixo real negativo, com a funcao analitica R(\) + 1.

Observacgao 4.2. A decomposicao (4.6)) é valida para qualquer funcao analitica que tenha
um ponto de sela de ordem 1. Ou seja, se g(z) é analitica em 2z, com g(z0) = ¢'(20) = 0

e g (z) # 0 para k > 2, entdo podemos escrever g(z) como o produto de duas fungoes

analiticas definidas em uma vizinhanga de z.

Proposicao 4.2. Seja ¢ : C\(—o0,0] — C, uma funcdo analitica tal que ¢(1) = ¢ (1) = 0
e gb“(l) # 0. FEntao existem vizinhancas U,V C C de 0 e 1, respectivamente e uma

aplicagao biholomorfa A : U — V| tal que
d(N(&)) = &%, para todo € € U. (4.8)

Veja a Figura [4.2) onde U estd representa pelo disco de raio p e V' pelo disco de raio
0.
Demonstracao. Por (4.6]), existe uma vizinhanca V' de 1, tal que para todo A € V, temos

60 = 5~ (1 + ROV).

Pela Observagao a raiz de ¢ estd bem definida em V' e vamos denoté-la por £. Assim

para todo A € Us(1), temos

() = %(A _IF RO,

Claramente £(\) é uma fungao analitica e aplica uma vizinhanga V' de A = 1 em uma
vizinhanca U de £ = 0. Um céalculo simples mostra que,

5(1):E-

Entao usando o Teorema da Funcao Inversa, concluimos que podemos escrever A = A(§),
definindo uma func¢ao que aplica uma vizinhanga V' de & = 0 sobre uma vizinhanga U de

A=1. |
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Teorema 4.1 (Teorema da Funcao Inversa). Seja D C C uma regigo aberta, a € D e
f D — C uma funcio analitica. Se f'(a) # 0 entdo existem vizinhancas D, de a e D (a)

de f(a) tal que f: D, — Dy € inversivel e vale (1) (f(a)) = f/ta)

Observacgao 4.3. A proposicao 4.2| é valida para qualquer funcao analitica que tenha
um ponto de sela de ordem 1. Ou seja, se g(z) é analitica em 2z, com g(z0) = ¢'(20) = 0
e g™ (2) # 0 para k > 2, entdo existe uma aplicacdo biholomorfa A que aplica uma
vizinhanga V' da origem numa vizinhanga U de z = 2, tal que g(\(z)) = 2z2. Esse fato ¢

conhecido na literatura como o Teorema da Forma Local das Funcoes Analiticas.

Proposicao 4.3. A aplicacao \ aplica o eizo imagindrio sobre o caminho de descida mais

ingreme, isto €, A\((RNU,(0)) =~ N Us(1).

Demonstracao. O caminho de descida mais ingreme em Us(1) é caracterizado da seguinte

forma

7N Us(1) ={z € Us(1) : Im(¢(2)) = Im(¢(1)) =0 e Re(d(2)) < Re(¢(1)) = 0}.

Sabemos que se & € iR N U,(0), entdo & é real e nao positivo, isto é, £ < 0. Por
outro lado, pela Proposicao temos que ¢(A()) = &2 Portanto, Re(¢(A(£))) < 0 e
Im(p(A(€))) = 0. Logo, pela caracterizacao acima, A\(§) € v N Us(1), como haviamos
afirmado. O
Se 0 > 0 ¢ suficientemente pequeno podemos tomar a vizinhanca U em (4.3) como um
disco Us(1). Fazendo a mudancga de varidveis s = A(§) e usando Proposicao [4.2 obtemos
G = = ety (€)de + O(e™™).
2 )y
Vamos introduzir uma nova mudanca de varidveis para transformar a integral acima

em uma integral Gaussiana. Ela também sera usada no préximo capitulo. Assim considere

t=t(¢) = —ivng (4.9)

Observemos que a imagem, por essa troca de variaveis, de iR N U,(0), é o intervalo

(—py/n, py/n). Assim, se z € Us(1), entdo a mudanga de varidveis z = z(t) = )\(\1/—%) leva
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Figura 4.2: Mudancas de Variaveis

caminho de descida mais ingreme no eixo real.
Com efeito, )
6(2) = O\t /i) = —
Dai, se z € v N Us(1) entao, A71(z) € iR N U,0), Ou seja, \z/—% € iIRN U,(0). Logo
z(f/—tﬁ) € R, o que implica que ¢t € R.

Usando (4.9) obtemos a seguinte expressao para G,

1 pv/m —t2\/ /> —nc
Gn:m/_me N (it /v/m)dt + O(e™)

Observe que embora A tenha sido definida implicitamente, podemos usar o Teorema da
Fungao Inversa e obter uma expansao em série de Taylor para A centrada em ¢ = 0, uma

vez que A71 = £(\) é definida explicitamente. Por exemplo, podemos escrever

MO =1+ v+ 26+ L6 et +0(E)
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assim,

N(E) =v2+ %5 + %552 + 4cs8% + O£,

Ou seja,
: 49t V2 1 tt
A (it =V2+-————t*+4 it)? O(—).
(it = V24370 = Gt a0+ 0( 5
Multiplicando 267:/25 em ambos os lados obtemos

N(it/yn)e ™™ V2" + dite™ 212" dey(it)de " + O(i) e "’
~ .
n

21/ 2m\/n 6mn 12y/nn L= +3
Com isso,
pVn )\/(it/\/ﬁ)e*t2 Dt PV fitet ROt
AW/ Ve dt + g vl
v 2my/n i 2m/n _pyn 6T oy 12my/nn
PV fe (it)3e pvn A
+/ %dwr/ O( 1>e_t2dt.
—pv/n 2mn —pvn n2+§
Note que

PV Litet? PV Ay (it)3e
= [ ZE gy,
—pym 0N —pym 2™

pois sao integrais de fungoes impares sobre intervalos simétricos.

No que segue vamos usar a famosa identidade

/ e dt = /7.

o0

Afirmamos que para todo n € N temos

/ e Pdt = O(e™™).
p

v

R
De fato, seja I :/ e " dt. Entdo

pvn
R (R
I? :/ / e_(”czﬂ’z)dxdy.
pvn Jpyn

Seja T : (0, R) x (0, R) — (pv/n, R) x (pv/n, R) a transformacio dada por

T(z,y) = (z,y) + pv/n(1,1).

o1



Entao, pelo teorema de mudanca de variaveis segue que

// e~ @) dudy = // e~ @toVn = (tevn)® g gy
T((0,R)x(0,R)) (0,R)x(0,R)

R R
2 22 2
2 = / / e 2xpy/n—np?—y?—2ypy/n—np d:l:dy
0 0

Assim,

R R
— 2w’ / / e e_Qp\/ﬁ(”y)dxdy
o Jo

2 R R 2 2
< eTw / / e " TV dxdy
o Jo
P2
R

< e_an2g(— +1)
< e—?np2 E
[— 2 .

Onde usamos que e~ 2?V*@HY) < 1. Logo, I = O(e’”f’Q) como haviamos afirmado.

Temos que

NZ— / eV dt

oo

- pvn o )
= / e Udt +/ e U dt +/ e Udt
—00 —py/n pvn

S , pvn
= 2/ et dt—i—/ e U dt.
pvn —pvn

Portanto, segue da afirmacao acima que

pvno ,
/ e Vdt =7+ 0(e™),

—pyV/n
e dai .
/ = o
_pvn 2T/ 21/
1
= = O™
Notemos que
pvn 1 [vVnog
/ e dt = —5/ ta(e—ﬁ)dt
—pvn —pvn
1 pvi 1 eV
= ——te ¥ —/ e Pdt
2 —pvn 2 —pV/n




Assim,

pvn
/ e ldt = pyne ™ + T 4 O(e )

Com isso,

[ - il e

VI g = (Y40
i 12m/nn eyt 2 0 )

Notemos também que

pVn 4 1
@) e dt = O
o n2ts n2ts
1

Portanto, obtemos a seguinte expressao para G,

_ 1 R -2
Gn—\/%<1 T + O(n ))

4.2 Expansao Assintotica de F),(z), z ¢ Us(1)

Nesta segdo obtemos expansao assintdtica para F,(z), quando n — oo, com erro

limitado uniformemente para todo z fora de uma vizinhanca de z = 1. O comportamento

assintético de F,(z) para z em uma vizinhanca de z = 1 serd estudado no capitulo

seguinte.

Teorema 4.2. Fize zyp € C e considere Q = C\ {20}. Seja h : Q@ — C uma funcgdo e

um contorno admissivel sequndo a Definigao [{.1 Se

(i) sup |h(2)| < M, para alguma constante M > 0(que pode depender de 7y );

zey

(ii) h € analitica em alguma vizinhanga de z = 1;
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(iii) h(1) # 0

Entao

% h(s)en¢<8>ds = f}% [1 +0 (%)} .

Demonstracao. Pela hlpotese (i) temos

/h(s)e”¢(5)ds = / h(s)e™®ds 4+ O(e™).
v YNU5 (1)

Considere a mudanca de variaveis s = )\(}) introduzida na secao anterior, temos que a

integral acima é dada por
1 povn
2m/n —pov/n

Vamos mostrar agora que podemos expandir esta expressao acima em poténcias de 1/n

h(A(it//n))e X (it )/n)dt + O(e=™).

usando as expansoes de A em torno de 0 e h em torno de 1. Com efeito, da analiticidade

local de h temos para t suficientemente pequeno que

o0

ROt /v/m)) = h(1) + B (L)(A(it/v/n) — 1) + Gt/ V) —1)F (4.10)

co1m

(@t/\/_)—l—I—\/_zt/\/_—l—Z Zt/f) (4.11)

Substituindo (4.11)) em (4.10)), obtemos

h(Ait/v/n)) = h(1) + ()(\ﬂt/\/—+z ZtN_) >
(4.12)

o SO (v 5 MO

Multiplicando por X (it/y/n)e”* e usando vem
RGN (it vm)e ™ = h(1) |V2 + gu()] e
+ K (W) |V2+ )]
T )][V2+gi(t)] e

o4



onde,

<, RAR(O) it/ /)
k! ’

a(t) =

T
no

(0 m/f+2 DA

SOy 5 MO

k=2

Fazendo g(t) = g1(t)+[h'(1)ga(t) + g3(t)] [V2 + g1(1)], temos
h(A(it /)X (it//n)e™ = h(1)V2e™ + g(t)e™

Usando o método de Laplace e o fato que g(0) = 0, obtemos
—n/n )
/ gt)e "dt = O(n™).
—pvn

Pela hipétese (iii), h(1) # 0, segue que

1 h(1
— [ h(s)e™¥ds = ()

271 ~ V2™

(1+0(n™)). (4.13)

[

Se v é um contorno admissivel e z € C \ v, podemos aplicar o Teorema a fungao
h.(s) = (s — z)~!. Dai obtemos imediatamente uma representacao assintética para Fj,

dada por
1 1

F.(z) = ﬁlhz(s)e"¢(s)ds = m(l +0(n™).

Note que o erro na expressao acima é uniforme para z € C\ U, onde U é uma vizinhanga

de 1. Assim acabamos de mostrar também o seguinte teorema.
Teorema 4.3. Para qualquer contorno admissivel v e z € C \ v temos

F.(z) = (1 + O(n_l))

1
V2mn(l — 2)

onde o erro € uniforme para z € C \ (U (1) U~) para todo € > 0.
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Capitulo 5

Analise de Riemann-Hilbert

Neste capitulo, vamos utilizar as representagoes e de p,_1 para empregar
as técnicas de problemas de Riemann-Hilbert no estudo assintético de p,, numa vizinhanca
de 1. A chave para isso, é que a funcao F), definida em é a transformada de Cauchy
de €™ com respeito ao contorno 7. Assim, e esta é a caracteristica da transformada de
Cauchy que fornece uma conexao com o problema de Riemann-Hilbert, F, é analitica
em C \ v e os valores de F,(z) diferem por e"®), quando z se aproxima de s € 7y por
lados opostos. Além disso, estas propriedades de F;, juntamente com o comportamento
assintotico de F,(z) quando z — oo caracterizam F,, como uma solu¢do unica de um
problema de Riemann-Hilbert. Mais precisamente, vamos mostrar no Lema[5.1 que F), é a

unica solucao de um problema de Riemann-Hilbert escalar que denotaremos por (RH P);.

5.1 Caracterizacao de um Problema de Riemann-Hilbert

escalar (RHP)

Considere o um contorno em C como sendo uma uniao finita de arcos suaves em C que
se intersectam numa quantidade finita de pontos e, também, que todas as interseccgoes
sejam transversais. Suponha que cada um desses arcos seja orientado, de modo que cada

arco de o possua um lado positivo e um negativo - o lado positivo (negativo) fica do lado
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esquerdo (direito) quando percorremos ¢ no sentido de sua orientagao. Definimos

0’ = o\ {pontos de auto-interseccao}

Sejam o contorno com as propriedades citadas acima e J : ¢ — C, uma funcao analitica.
Quando ¢ nao for limitado vamos supor adicionalmente que J(z) — 1 quando z — co. O

par (09, J) determina o seguinte problema chamado Problema de Riemann-Hilbert escalar

Encontrar uma funcao ® : C — C tal que

(i) ® € analitica em C\ o;
(i) ®y(s) =P _(s) £ J(s);
(i1i) ®(z) — 0 quando z — oo,

onde ®,(s) e _(s) denotam os limites de ®(z) quando z — s € o, respectivamente,
pelos lados positivo e negativo de o.
Observacao: A condicdo (iii) acima, em geral, é chamada de condigao de normalizagao
e usada para argumentar sobre a unicidade da solu¢ao do problema. Mas a unicidade de
solugao deste problema pode também ser mostrada por condigoes um pouco mais gerais.
Para nossos propositos o problema na forma descrita acima serd suficiente. Para uma
discussao completa veja [I].

Consideremos o seguinte problema de Riemann-Hilbert escalar que denotaremos por
(RHP);. Fixamos um contorno admissivel v e n € N. O (RHP); consiste entdo em

encontrar uma funcdao Y : C — C tal que

(i) Y é analitica em C\ v;
(ii) Yi(s) = Y_(s) + ") para s € 7;
(iii) Y (2) — 0 quando |z| — oc.

A seguir enunciamos um resultado que é um fato geral sobre transformadas de Cauchy
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Teorema 5.1 (Férmula de Plemelj). Seja C' um contorno em C e v Hélder continua

sobre C. Entdo, a integral de Cauchy

by L [0

= — ds
2 Jo s — 2z

possui valores limites @, (s) e ®_(s) a medida que z tende a s € C pela esquerda e pela

direita, respectivamente. Ambos satisfazem
D, (s) ~ ®_(5) = U(s) (5.1)
Veja a demonstracao em [I][pdgina 518, capitulo 7].

Lema 5.1. Para cada n € N a fung¢do F,, como definido em (2.9), pdgina 26, € a unica
solugao de (RHP);.

Demonstragao. Segue da representagao integral de F), dada em (2.9 que F,, é analitica
em C\ v, logo (i) é valido.
Pelo Teorema e pela férmula (2.9) temos que

(Fo)2(s) = (F)_(s) = "

e portanto (ii) é valido. Usando ({2.9) vamos mostrar agora que F,(z) — 0, quando |z| —

1 en(s) 1
271 NS —Z 2 .

Como ~ é um contorno admissivel, ou seja, fechado, segue que existem constantes A =

oo. De fato,
n(s)

|ds]

S —Z

A(n) e B tais que [e"*®)] < A e |s| < B. Usando a desigualdade do valor absoluto para

integrais e a segunda desigualdade triangular temos, para todo z satisfazendo |z| > B,

1 en®(s) 1
)—/ ds‘ < —
271 NS —Z 2 .
1 A
o Rt
2m ), s — 2|

1 A
— [ ———=]|ds]|.
27r/7\z|—B| s

que

|ds|

s —Z

IN

IN
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Portanto,

1 ne(s)
Fu(z)] = \—./6 s
2m1 v S—Z

1 A
< o [ gl
2 J, |z| - B

A L(v)

EE; — 0, quando |z| — oo,

e assim verificamos (iii).

A fim de demonstrar a unicidade primeiro mostramos que a diferenca A de duas
solucoes de (RH P); é continua sobre v e, portanto pelo Teorema de Morera ela é inteira.
O Teorema de Liouville, juntamente com a condigao (iii), implicam que A(z) = 0 para

todo z € C. De fato, sejam Y, W solugoes de (RHP);. Definamos A(z) =Y (z) — W (z).

Dai,
Ai(s) = Yi(s) — Wi(s)
= Y_(s)+ eno(s) _ W_(s) — o9 (s)
= Y. (s) —W_(s)
A_(s) = Y_(s)—W_(s)
= Yi(s) — e W, (s) + e
= Yi(s) — Wi(s)
Portanto,

A(s)—A_(s) =0

Logo, a funcao A(z) é analitica em C \ v e continua em ~. Assim, segue da Observagao
[1.1] apds o Corolario do teorema de Morera que A é uma funcao inteira. Pela condi¢ao
(7ii) temos que A é limitada. Entdo, pelo teorema de Liouville segue A(z) = C, onde C
é uma constante, para todo z € C. Usando novamente (iii), concluimos que C' = 0, ou

seja, A(z) = 0. |
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5.2 Expansao assintdtica de F,(z), z € Us(1)

Nesta segdo obtemos uma expansdo assintética para F,(z), quando n — oo, e z
préoximo de z = 1. No capitulo anterior, procuramos expansoes assintéticas para F,
via método de Descida Mais fng’reme e, a menos que z esteja numa vizinhanca de z =1,
encontramos tais expansoes cujo erro ¢é limitado uniformemente. O objetivo dessa secao é
obter uma expansao para F;, cujo erro seja limitado uniformemente para todo z € Us(1)\7.

Relembremos da segéo ([4.9), que a mudanca de varidveis z — ¢ com z = A(it/\/n),
z € Us, aplica o caminho de descida mais ingreme sobre o eixo real e transforma n¢ na

forma normal, ng(z) = —t2. Isso motiva as defini¢oes

1 e~

h(¢) == 5—

du, ¢€C\R, (5.2)

Po(2) := h(—iv/n\71(2)), z€Us(1)\ 7. (5.3)

—x2 ~ . oy s . . T
Note que e™* é uma funcao Lipschitziana em R, pois sua derivada é limitada, portanto

Holder continua. Logo, pela Féormula de Plemelj segue que

—t2

ho(t)=h_(t) +e

para t em R, onde hy(t) = lim,_,o+ h(t £ in).

Substituindo s = A(it/+/n) obtemos

(Pn)+(s) = lim P,(2)

z—st

= lim h(t+in)

n—0t
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Analogamente,
(P,)-(s) = lim P,(z)

zZ—S™

= lim A(t —in)

n—0—

Dai, concluimos que
(P)4(s) = (Py)_(s) + €™®  para todo s € Us(1)N~.

P, é, portanto, uma solugao local do problema de Riemann-Hilbert (RH P);, em Us(1).
Além disso, P, é de natureza bastante explicita, uma vez que h esta relacionada com a
fungao erro complementar [§] [veja também e os coeficientes de Taylor de A\ de todas
as ordens podem ser calculados explicitamente em £ = 0, através da relagao . Note,
no entanto, que a solucao local P, nao pode ser continuada analiticamente a uma solucao
global. Isso porque, A™!(z) = £(z) tem singularidades fora de Us(1).

Iremos agora usar essa solucao local para obter uma representacao assintética para

E,.

Seja € > 0 tal que o disco fechado Usc(1) estd contido em Us(1). Definimos

. F.(z), para ze€ C\ (yUUsx(1)) (5.4)
F.(z) — P,(2), para z € Uy (1) \ 7.

Suponhamos z € Us(1) \ 7. Entdo m = F,(z) — P,(z), por definigdo. Sabemos que
(F,)1(s) = (F,)_(s) +e™ para todo s € v e que (P,)(s) = (P,)_(s)+e"*®) para todo
s € yNUs(1). Assim,

(m)4(s) = (m)—(s) = (Fn)4(s) = (Fa)-(s) = (Fn)+(s) = (Pn)~(5))

_ gnols) _ gné(s)

= 0.
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Dai, uma vez que m é analitica em Us(1)\ 7y e continua em € yN Uy (1), segue do teorema

de Morera podemos estender m, sobre Us (1), a uma fungao analitica. Denotamos esta

fungao com um dominio de defini¢do Us(1) por m.

Considere os seguintes contornos orientados positivamente
Fl = 8U26(1), FQ =7 \ U26<1) I':= Fl + FQ.

A linha tracejada na Figura[5.1| apresenta um esboco de I'.

o,

‘—
”
7 N‘\
g ~.
’ N
’ S
4 \
/ \
/ \
I, m——
/ ,/’ S
14 ’ A S
I , \\
1 / \
1 / 1
1 1 1
1 1 1
] 1 1
1 1 1
1 1 1
1 \ 1
1 \ 7
\ \ 4
\ N, /
\ AN %
\ ~ ,’
AY ~ ’
\\ Sa- ’.—’
\ /
\ /
\ /
N R4
~ ’
~ 0
PR

-~
i

Figura 5.1: Esboco de I'

Vamos mostrar que a fungao m é uma solucao do seguinte problema de Riemann-

Hilbert (RHP),
Determinar uma funcao analitica M : C\T' — C tal que

(1) My(s) =M_(s)— P,(s), para seI'i\TIs
M(s) = M_(s)+e™® para secT,

(1) M(z) — 0 quando [z| — 0.
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Como acima My denota os valores limites de M a partir do interior (+) e do exterior (—)
de I'.

De fato, seja s € I'; \ T's. Entao para z € Us(1) temos

my(s) = lim m(2)

Por outro lado, para z ¢ v U Uy (1)

m_(s) = Zligl_m(z)

= lim F,(2)

zZ—S™

= F,.(s).

Assim,
m(s) —m_(s) = Fu(s) = Puls) — Fu(s)

0 que mostra a primeira equagao em (1)

Consideremos agora, s € I'y. Entao

mi(s) = lim m(z)
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Assim,
my(s) —m_(s) = (Fu)i(s) = (Fa)-(s)

e isso mostra a segunda desigualdade em (7).
Note que para |z| suficientemente grande, m(z) = F,(z). Dai, segue de (iii) de (RH P),
que m satisfaz (ii) de (RHP)s. O
Observe que a fungao W(z) = %m Jr %ds também resolve (RH P),. Dai, pela

unicidade da solucao

m(z) = % /F mJF(S; : :n_(s)ds.

Entao usando (i) de (RH P)y obtemos

1 —P, 1 né(s)
m(z) = —/ n(s)ds +— [ s (5.5)
r

2mi §—z 21 Jp, S — 2

As orientagoes de I'; e I'y sdo escolhidas no sentido anti-horario de modo que o lado
+ esteja sempre a esquerda do contorno.
Observe que todo z € U(1) tem distancia minima e de I' de modo que o contorno

! no integrando. Com isso, no

de integracao nao passa pelas singularidades de (s — z)~
que segue vamos considerar z € U, (1). Além disso, a segue de que a integral sobre
I's é exponencialmente pequena de modo que a expansao assintética de m é determinada
apenas pela integral sobre I'y.

Iremos agora obter uma expansao assintotica para m. Observe que nao podemos usar

Po(s)

o céalculo de residuos para avaliar / ds, pois P, nao é uma funcao meromorfa.
r; S
Contudo, usando
1 1 1

u—¢ C(1—u/C

2r :
u2r+1

w
- Z (it + C2r+i(u — Q)
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para qualquer r» € N, obtemos

67u2 i W 2 N u2r+167u2
= — —e -
T A Ty
Assim
1 e—u j 1 u2r+1e—u2
— — —d 5.6
27t Jgpu—C QWZ/ZG“ ZWi/]RCZ’”JFl(u—C) “ (56)

2r+1 67u2

Usando deformagao de contorno, uma vez que a fungao u ¢é analitica, podemos

obter uma constante C' tal que

1 2r4+1,—u?
1 / e
2mi Jg u—C

Temos também, pela linearidade da integral,

1 uj —u?
C]Jrl 2_7{'2 E;/R@@ du
]:

< (C, paratodo (€ C\R. (5.7)

27rz

u2

., S 2 -, . . i g2
Note que para j impar v/e™* é uma funcao impar, o que implica fR C?ﬁe “du = 0.

Dai podemos escrever

1 - U2j 2
i / Z <l+1 = o Z/R 21 € du.
=0

Por outro lado, para cada 0 < 5 <r

(5.8)

Fazendo a mudanca de varidveis z = u?, podemos notar que elevando ambos os membros

2j—1

a poténcia j — 1/2, obtemos u = 293, J4 que dr = 2udu, segue do teorema de

mudanca de variaveis para integrais que

27 o0
Uu 2 2 1/ .1
—u _ j—5 ,—
—e Ydu = ——— )T 2e  d.
27+1 2j+1
R C¥T ¢t 2

65



Para z € C tal que Re(z) > 0 temos que I'(z) = / e "2° 'dx. Logo, temos
0

u¥ s L(j+3)
/R <2j+1€ du = CTJ (59)

Usando (5.2)), (5.6), (5.7) e (5.9) obtemos a seguinte desigualdade

1 TG+13) C
< . .
’h(C) + omic JE:O i ) < para todo ¢ € C\R (5.10)
Quando s € I'y, por definicao,
P,(s) = h(—iv/nA7'(s)).

Assim, o lado esquerdo da desigualdade ([5.10) pode ser reescrito como

1 ~ T(+3)
P ¥ ST 2 i |

§=0
o que implica imediatamente, apds simplificacoes de sinais, que (5.10) é dada por

C
= [P

1 " T(G+3)
Bas) = 5 ) 2 niA—1(s)%

Jj=0

(5.11)

Relembremos que A7 (s) = \/Li(s— 1)\/1+ R(s). Da aﬁrma(;éotemos que [1+R(s)| >

¢1 > 0, ¢; constante, uniformemente em Us(1). J& que para todo s € T'y temos |s—1| = 2,

segue que
1
A Hs)| = —=|s—1|-|v/1+ R(s
AT (s)] ¢§ - (s)]
> L 2
—2¢cy,
) 2
onde c; = \/c1.
Dai, concluimos que | )\_}(8” < ¢, com ¢ = % constante. Donde obtemos
C Cc2r+1
<
| —iy/nA"(s)|2r Tt~ p
= O(nﬁ)
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Usando novamente a igualdade A\7!(s) = \/Li(s — 1)y/1+4 R(s), no lado direito da
desigualdade ((5.11)) e a estimativa acima no lado esquerdo de ([5.11)) obtemos a seguinte

representagao assintética para P, (s)

L@+ 3)

W\/_ZTLJ s — 1)%+1H,(s)
onde H;( —(%Ml—l—R )QJH

TG+3)
VarH (s

Pu(s) = ﬁ(zwfi—% +0(n7“)>. (5.13)

J=0

Po(s) = +O(n i), (5.12)

Definindo Gj(s) = ), podemos escrever ([5.12) na seguinte forma

Portanto

/n _spj(,:)d or </F1 2 i 1 2]+1)8 —% - /Fl Os(i;)ds) (5.14)

Como estamos tomando z € U(1), segue que |s — z| > ¢, ou seja \s+

1 -T
— / Mds = O(n™"). Observemos que
I

27 §s—z
(s) SRR A0
ds = . d
2mi /Fl g ni(s — 1 2J+1 (s —2) ° ; ni 2mi r, (s —1)%+1(s — 2) °
_ igj(Z)
= v
1 —Gj(S) . ,
onde g;(z) = ds. Segue da teoria de residuos que para cada

2mi Jp, (5 — 1)%+1(s — 2)

0 <j<r, g;(#) é uma funcao analitica em U(1). Por exemplo, se j = 0 entao

1 —Go(S)
Sy e
Go(z) — 1

z—1
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Uma vez que

(i
Go(2) = (2111{( )
s 7
B 1
V14 R(2)’
podemos aplicar a regra L’Hopital, e obtemos que go(1) = %, 9o(1) = —%. O que fornece

()= 5~ (= 1) +0((z 1)
go(2) =3 = 152 z .

Assim, ([5.14]) fica

1 —Pn(S) . 1 " g](z) .
2mi r, §—2% ds_%( ni +0(n )) (5.15)

Com isso, usando as equagoes ((5.5)) e (5.15) obtemos a seguinte representacao as-

=0

sintética para m

_ 1 — g;(2) —r
m(z)—\/%< py +O(n ))

J=0

Escolhamos ¢ > 0 tal que o disco fechado Us.(1) esta contido em Us(1) N U, onde U
é determinado pela curva v (veja a Definigao (17)). A partir da discussao acima (veja
em particular (5.4]), (5.5))), segue que a tnica solugao, F,, de (RHP); pode ser escrita,

para z € Uc(1), como

Fo(2) = Po(2) + m(2) = Po(2) + ¢217r—n< gﬂéﬁ + O(n—f))

§=0

Escolhendo € menor, se necessario, podemos assegurar que todos os G;(z) sao analiticas e
nao nulas em alguma regiao aberta contida em m O resto em ¢ uniforme para
s € OUs(1).

Com isso, demonstramos o principal resultado desse estudo.

Teorema 5.2. Ezxiste € > o e fungoes analiticas g; em U.(1) tais que para qualquer curva

admissivel v e qualquer r € N temos

1 —~ g;(2) 1
Fn(z)zpn(z)+\/%(j - +O<F>>’ (5.16)




onde o erro € uniforme para z € U(1) \ v e os coeficientes de Taylor de todos os g; sdo
calculados explicitamente em zy = 1. Por exemplo,

1
12

(z—1)+O((z — 1)?).

W =

go(2) =
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Capitulo 6

Localizando Zeros

Temos dois objetivo neste capitulo. O primeiro é mostrar que os zeros dos polinémios
de Taylor reescalados, fora de vizinhancas de z = 1, convergem para a curva de Szego.
O segundo é enunciar resultados de pesquisa recentes sobre a convergéncia destes zeros
a curva de Szego nas vizinhancgas de z = 1, bem como resultados sobre as taxas de
convergeéncia destes zeros a curva Dy.

Os argumentos e resultados apresentados nesta se¢ao sao expostos em detalhes em [9].
Os autores mostram como construir um contorno admissivel v e também n — 1 solugoes

distintas (juntamente com suas expansoes assintdticas) da equagao
") = F(2), (6.1)

no interior da regiao delimitada por v, para n suficientemente grande.

Por podemos afirmar que cada zero de p,,_1(nz) é uma solugao da equagao acima
e vice-versa. Ja que podemos argumentar que a equagao acima possui n — 1 solugoes
distintas, e p,_1(nz) tem no méximo n — 1 zeros distintos temos a localizacao de todos os
zeros deste polinomio.

Para mostrar a existéncia de n — 1 solugoes distintas para é suficiente mostrar a

existéncia de n — 1 solugoes distintas da equagao abaixo no disco unitério U;(0)

o(z) — %ln F.(z) = —27:k, (6.2)
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onde ¢ é definido como ¢ em ([2.9) com a unica diferenca que o ramo do logaritmo agora
¢ o eixo real positivo em vez do eixo real negativo.
A existéncia e expansoes assintéticas das raizes da equagao (6.2]) sdo obtidas por um

procedimento padrao. Primeiro se constréi solugoes ay,,, de

Ay(z) = 2Tk (6.3)

n

onde A, é uma aproximacio bem escolhida da funcio G, (z) := ¢(z) — L1In F,(z). Entao,
podemos utilizar um argumento de contracao para concluir que a equagao original
tem uma tnica solucao 2, proxima de oy, para cada 1 <k <n — 1.

Ja que é possivel provar que o erro nas derivadas de sao uniformemente limita-

dos, obtém-se adicionalmente uma expansao assintdtica para z,, em termos de oy ,.

6.1 Zeros longe do ponto critico.

Neste caso, basta usar aproximacao
Au(2) = 3z) = 2 — 1 —Tn(2),

onde In denota o ramo do logaritmo descrito acima. As solucoes oy, de estao
todas sobre a curva de Szegd Ds. Pode-se mostrar que a distancia de oy, € 25, ¢ da
mesma ordem que A, — G, = =(In F,) = O((Inn)/n) (veja Teorema . Note que este
resultado sé é valido para zj, que se encontram em um subconjunto compacto de C \

{1}. Enunciemos agora um resultado sobre expansao assintética de zj,.

Teorema 6.1. Ezistem polinomios Q;(x,y) de grau j na varidvel y e de grau < 2j — 2

na varidvel x tal que para 0 < 8 <1, n® <k <n/2, er € N temos

(1 — a )%t
onde a constante no erro sé depende da escolha de 3 e r. Os polinomios (); podem ser

J=1

calculados explicitamente. Por exemplo, temos
1 1

1 2 1 2
— —y- - gy — — 10z + 1).
Q1(z,y) 5Y; Q2(z,y) AR 12(% +10x + 1)
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Para r = 1 (isto é, sem termos de corregao), este resultado foi provado primeiro em
[B, A.47].
Taxas mais rapidas de convergéncia podem ser obtidas por uso de melhores apro-

ximagoes de F), na definicao de A,,, as quais sao fornecidas pelo Teorema [4.3], ou seja,

An(2) = ¢(z) + 1 In(v2mn(1 — 2)).

n

O preco que se paga para obter uma taxa mais rapida de aproximagao é que as solugoes
aproximadas, oy, encontram-se agora sobre curvas D,, que dependem de n, ao invés de
estarem na curva de Szegd. As correspondentes expansoes dos zeros em termos de tais
solucoes aproximadas, oy, serao apresentadas em uma futura publicacao pelos autores

de [9]. Encontramos em [3] (A.48)] e [5] um estudo sobre tais melhores aproximagoes.

6.2 Zeros perto do ponto critico.

Para formular o resultado, primeiro precisamos lembrar a definicao da funcao erro

complementar

2 e 2 e
erfe(z) =1——= [ e Vdt=——= e "dt VzeC,
=g

onde o caminho de integracao da tltima integral estd sujeito a restricao de arg(t) — «
com |a| < § quando t — oo ao longo do caminho. E bem conhecido, veja [8], que todas
os zeros dessa funcao estao no segundo e terceiro quadrante do plano complexo (Ou seja,
nas regioes 7 < arg(z) < m e —m < arg(z) < —%), e que no segundo quadrante existe
uma quantidade enumeravel de zeros da funcao erro complementar. Denotaremos esses

zeros por, wg, k € N, e podemos ordend-los por médulo |wy| < |wgi1]|. Nosso resultado

sobre as solugoes 2 ,, de (6.2)) é escrita como segue.

Teorema 6.2. . Ewistem polinomios q; de grau j tal que para 0 < 8 < 1,1 <k < n® e

r € N temos



onde a constante no erro sé depende da escolha de r e 3. Além disso, os polinomios g;
podem ser calculados explicitamente, por exemplo,

2 —1 x3 —Tx
%(95) = I, Q2(95) = 3 ; Q3(95) = T

Esse resultado foi provado parar =2 e < 1/3 em [3, (A.34)] adaptando e estendendo
resultados obtidos anteriormente em [11] e [5].

Se |wg| ~ V2rk, quando k — 0o, segue que o j-ésimo termo na expansao acima ¢ de
ordem (%)j/ 2. Em particular, temos que |z, — 1| é de ordem \/% . Consequentemente, a
expansao dos 2, em termos dos zeros da fungao erro complementar ¢ valido para todos

2

os zeros no circulos de tamanho n#=1/2

n~/2%e < |z, — 1] < n7¢, encontramos nas se¢oes e expansoes distintas das

Assim, para qualquer € > 0 e n € N tal que

solucoes de (6.2)).

Um pouco de cédlculo mostra que o Teorema fornece boas aproximacoes se os raios
dos circulos sdo reduzidos a uma taxa O(n~/?), por outro lado as aproximacoes obtidas
com «y, , na curva de Szeg6 (ver Teorema sao melhores.

Terminamos explicando como a funcao erro complementar entra em cena na prova do

Teorema [6.2] Introduzindo a fungao auxiliar

v(¢) = eCerfe((),

verifica-se que v(() = 2e¢" — v(—C) é valida para ( € R e, pelo principio da identidade,
em todo plano complexo. Ja que v e a fungao erro complementar tém o mesmo conjunto
de raizes, obtemos 26wiv(—wk)’1 = 1. Estimativas elementares sobre os argumentos

mostram que o valor correto do logaritmo é dada por
w; = —In(v(—wy)/2) + 2mik =0, Vk €N, (6.4)

Em seguida, estabelecemos uma relagao entre v e a funcao h definida em (5.2). Para

todos ( com parte real positiva vale a seguinte relagao
v(¢) = 2h(ic) (6.5)
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. . . _(2 .
Para ver isso verifica-se que g(¢) := 2h(i¢)e™* tem a mesma derivada e o mesmo compor-
tamento limitante para ( — oo que a fungao erro complementar. Seguindo o procedimento
descrito no inicio desta secao e mantendo o resultado do Teorema em mente, aproxi-

mamos G,, por

An(2) == 6(2) — %ln P.(z).

definindo oy, := A(wg/+/n), usando que ¢ e ¢ coincidem no semi-plano superior, e que a

parte real de wy é positiva, obtemos das equagoes (4.8]), (6.5)) e (6.4))

2mik
n

Anlotin) = A/ V) — I b(—iy) = [, ~ In(o(~w)/2)] = -

satisfazendo (6.3]), como desejado.
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