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Resumo

Os principais resultados desta dissertagao sao baseados no artigo de
M. Aizenman, D. ]J. Barsky, e R. Fernandez intitulado: The Phase Transi-
tion in a General Class of Ising-Type Models is Sharp. O objetivo central é
mostrar a prova de dois teoremas: O primeiro (na ordem do artigo) mostra
que, numa classe geral de modelos de spins (tipo Ising estao incluidos),
a temperatura critica para susceptibilidade e para a magnetizagcao coin-
cidem. O segundo teorema, que implica o primeiro, estabelece importan-
tes desigualdades diferenciais nessa classe geral de modelos, que em no
casso do modelo de spins de Ising é dada por

M < Bhy + M? + 5M28—M.
op
Também mostramos a prova da desigualdade de Simon-Lieb baseada no
artigo de B. Simon intitulado: Correlation inequalities and the decay of
correlations in ferromagnets.

Palavras-chave: Medidas de Gibbs, Modelo de Ising, Desigualdades de
Correlacao, Unicidade da Temperatura critica, Correntes Aleatdrias.



Abstract

The main results of this master’s thesis are based on the M. Aizenman,
D. J. Barsky, and R. Fernandez’s paper named: The Phase Transition in a
General Class of Ising-Type Models is Sharp. The aim is to present the
proof of two theorems: the first one states that in a general class of spins
models (Ising type are included), the critical temperature for susceptibil-
ity and magnetization are the same. The second theorem, which implies
the first one, is about certain differential inequalities for that general class
of models, which in the Ising model reads

M < Bhx + M? + BMQa—M.
op

we also show the proof of the Simon-lieb inequality based on the paper by
B. Simon whose title is: Correlation inequalities and the decay of correla-
tions in ferromagnets.

Keywords: Gibbs measures, Ising Model, Correlation Inequalities, Unique-
ness of the critical temperature, Random Currents.



Introducdo

No final do século XIX se deu boa parte do desenvolvimento do que
se sabe sobre a magnetizagdo. Na década de 1920 se iniciou o estudo dos
materiais ferromagnéticos, que sao materiais cujos momentos magnéticos
de seus elétrons ficam ordenados magneticamente, quando sao submeti-
dos a um campo magnético externo, e permanecem magnetizados por um
certo tempo, mesmo apods a remocgao da agao do campo externo. Materi-
ais que tém essas propriedades sao, por exemplo, o Ferro e o Niquel. Vale
ressaltar que a Magnetita é o material mais abundante com tal proprie-
dade.

Para explicar os fendmenos magnéticos desses materiais foram criados
certos modelos que usavam grafos para representar a estrutura cristalina
dos materiais. Em tais modelos a cada vértice é associada uma variavel
aleatdria representado o momento magnético de um atomo, que normal-
mente é chamada de spin.

Entre esses modelos temos o Modelo de Ising, criado em 1920 por
Whilem Lenz e usado na tese de seu aluno de Doutorado Ernst Ising em
1925 [22]]. Esse é o modelo mais simples capaz de modelar as proprie-
dades magnéticas desses materiais. Com esse modelo podemos estudar
propriedades macroscopicas de um sistema de particulas através de me-
didas de probabilidade que sao definidas a partir das interagoes entre as
particulas do sistema [21].

Um dos fendOmenos mais importantes que tais modelos explicam é o
fenomeno de transicao de fase. No modelo de Ising a transicao de fase se
manifesta por uma quebra de uma simetria natural que o modelo deveria
apresentar. O parametro de ordem capaz de identificar essa quebra de
simetria é a magnetizagdo espontanea [3]], dada por

M+(ﬁ) = lim <O’0>5’h.

h—0t

Neste trabalho vamos abordar o problema de definir medidas de Gibbs
a volume infinito e a transicao de fase usando o formalismo desenvolvido
por Dobrushin-Lanford-Ruelle (DLR). Vamos ver também uma prova para
a Desigualdade de Simon-Lieb baseada no artigo Correlation Inequalities
and the Decay of Correlations in Ferromagnets de Barry Simon, publicado
em 1980. O trabalho de Simon representa um grande avanc¢o na caracte-
rizacao do ponto critico, ponto onde ocorre a transicao de fase do modelo
de Ising ferromagnético, e foi motivado por uma tentativa de Simon de



entender precisamente os resultados anunciados por Dobrushin no verao
de 1979 [20].

Em Sharpness of the Phase Transition in Percolation Models de Mi-
chael Aizenman e David Barsky em 1987 [2], provam a igualdade de dois
pontos criticos do modelo de percolacao de elos independentes (p; e py).
Esses pontos criticos sdao respectivamente os pontos criticos para: a pro-
babilidade de percolacao e do valor esperado do tamanho da componente
conexa da origem. Nesse trabalho é provada a igualdade desses pontos
criticos para todo modelo de percolacao de elos independentes invariante
por translacoes na rede hipercubica d-dimensional (¢ > 1). Esses dois
conceitos de ponto critico em percolagdao sao relacionados aos regimes
de alta (p — 1) e baixa densidades (p — 0). Temos um parametro de or-
dem M (8, h), cuja versao reduzida € M(p) = Prob(|C(0)] < oo), e também
temos que x(p) = (JC(0)]) . O regime de alta densidade é caracterizado
por p; = sup{p € [0,1] : x(p) < o}, enquanto o regime de baixa densidade é
determinado por p, = inf{p € [0,1] : M(p) > 0}. Os principais resultados de
Aizenman e Barsky sao obtidos através do estudo de duas Desigualdades
Diferenciais Parciais (DDP) nao lineares que sao:

oM oM

< h—— 2 -
(1) M < W+ M2+ M

oM oM
< -
() G5 <M
Nesta dissertacao detalhamos os resultados do artigo The Phase Tran-
sition in a General Class of Ising-Type Models is Sharp [|3], onde usaremos
algumas ideias do artigo anterior sobre percolagao. Algumas desigualda-
des andlogas as mostradas acima sdo obtidas para modelos de Ising e

outros sistemas ferromagnéticos na classe de Grifiths-Simon.

Vamos apresentar a deducao das desigualdades diferenciais parciais e
oresultado de Aizenman-Barsky-Fernandez na rede hipercubica d-dimensional,
7Z¢. O Hamiltoniano é dado por

Ho) =5 3 I = y)ovo, ~ Yo, M)

onde J., > 0. A escolha da rede sendo Z? é feita por questao de simpli-
cidade pela riqueza de simetrias e também por sua importancia em apli-
cacgoes fisicas. Como de praxe vamos assumir a hipétese de estabilidade



das interagoes que no nosso caso se reduz a seguinte condicao sobre as
constantes de acoplamento J(z — y),

[T =) T < o0

Esta hipdtese é importante para evitar trivialidades ja que os sistemas
ferromagnéticos que nao a satisfazem tém todos seus spins totalmente
ordenados em qualquer temperatura finita [3]].

A andlise feita neste trabalho pode ser estendida para variaveis de spin
na classe de Grifiths-Simon, nas quais suas distribuigoes podem ser rees-
critas a partir das chamadas variaveis de blocos de um sistema de spins
de Ising ferromagnetico ou como um limite distribucional de tais varia-
veis, exemplos de tais spins varidveis sdao os spins de Ising e as variaveis
da teoria quantica de campos P(¢?).

Na demostracao dos principais resultados do trabalho de Aizenman-
Barsky-Fernandez [3]] sdo usadas duas desigualdades diferenciais nao li-
neares e também os resultados do artigo sobre resultado semelhante para
o modelo de percolagao [2]. Para obtencgao de tais desigualdades sao usa-
das as representacoes por correntes e passeios aleatérios que foram ori-
ginalmente introduzidos no contexto de Teoria Quantica de Campos. Es-
sas técnicas sao descritas em detalhes no trabalho Geometric Analysis of
¢* Fields and Ising Models Parts I and II de Michael Ainzenman [1], tais
ferramentas permitem explorar propriedades multiplicativas e combina-
torias das funcgoes de particdo e de correlacdao. Sobre a representacao em
passeios aleatorios seguimos alguns passos do trabalho precursor desta
técnica que é o artigo The Random-Walk Representation of Classical Spin
Systems and Correlation Inequalities de Brydges, Frolich e Spencer de
1983 [11]].

O artigo de Ainzenman, Barsky e Fernandez [3]] tem sido referéncia
importante em centenas de artigos, e continua sendo, como por exemplo
nos dois que seguem.



No artigo do 2009 de J. E. Bjorberg e G. R. Grimett intitulado The Phase
Transition of The Quantum Ising Model is Sharp, o spin quantico é des-
crito, e é desenvolvido um método similar ao de correntes aleatoérios, mas
para spins quanticos, esse método é chamado de representacao por pari-
dade aleatdria. Valendo-se disso e utilizando procedimentos similares ao
de [3] se deduz uma desigualdade para a magnetizacao

M <yx+ M+ 2)\M2%—]\)\4 - 25M2%—]\(54,
mas o objetivo € o andlise da transicao de fase no modelo de spins quan-
ticos.

Também tem influenciado no artigo de 2014 de Ainzenman, Duminil-
copin e Sidoravicius Random Current and Continuity of Ising Model’s
Spontaneous Magnetization [4], onde analisa-se a continuidade da magne-
tizacao no ponto critico. Consegue-se provar que a magnetizagcdao espon-
tanea desaparece para modelos de Ising ferromagnéticos em Z?. No [3] o
Teorema 1 expressa resultados sobre a transicao de fase, mas sobre pon-
tos diferentes a 3 = 3., com o artigo [4] temos solucionada essa duvida no
ponto critico.



Apresentacdo

O objetivo central deste texto é provar o Teorema [7.0.3] Para chegar
neste resultado as principais ferramentas sao os Teoremas [6.0.2/e |5.0.1|
Este dois ultimos teoremas sao obtidos usando representacoes, da fungao
de particao e de suas derivadas nas chamadas representacoes em Corren-
tes Aleatorias e em Passeios Aleatorios. Tais representagoes permitirao o
estudo de propriedades finas da magnetizagcao e obtencao do comporta-
mento assintdtico desta funcao com respeito a alguns de seus parametros.

Dividimos em trés partes os argumentos: Na primeira - Capitulo 1, 2
e 3 - apresentaremos a teoria basica que sera usada nas partes seguin-
tes. Definiremos o modelo de Ising e apresentaremos algumas de suas
propriedades como a magnetizacao, susceptibilidade, as desigualdades
de correlagao, equacoes DLR, existéncia de Medidas de Gibbs e alguns
conceitos sobre transicdao de fase. No Capitulo 1 assumimos que o leitor
ja conheca o modelo de Ising (pelo menos a volume finito) e fazemos uma

revisao em forma de listagem das principais propriedades que vamos pre-
cisar a frente. No Capitulo 2, apresentaremos a classe de Griffiths-Simon,
e todos os detalhes das provas das desigualdades GKS I e Il e também da
Desigualdade de Simon-Lieb. O Capitulo 3 trata de medidas de Gibbs a
volume infinito. Mostramos a existéncia de tais medidas e apresentamos
o conceito de transicao de fase.

A segunda parte sera dedicada a prova do Teorema[6.0.2]. Iniciando-se
no capitulo 4, onde definimos as representagoes por Correntes e Passeios
Aleatodrios e apresentamos suas principais propriedades.

Na sequéncia - Capitulo 5 - obteremos a primeira desigualdade dife-
rencial (Teorema [5.0.1), que é valida para o modelo de Ising. A exten-
sao desta desigualdade para modelos mais gerais pertencentes a classe
Griffiths-Simon é obtida no Capitulo 6 no Teorema [5.0.1}

A terceira parte - Capitulo 7 - é dedicada a prova do Teorema [7.0.3|
Usaremos as duas desigualdades, obtidas nos Capitulos 5 e 6 e alguns
resultados classicos de percolagdao para provar o Teorema [7.0.3. Como
consequéncia deste teorema obtemos igualdade das temperaturas criticas
para magnetizagao e susceptibilidade que é o resultado mais importante
deste trabalho.
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Parte 1

Modelo de Ising e
Mecanica Estatistica






Capitulo 1

O Modelo de Ising

Neste capitulo apresentamos em forma de uma lista as definigoes e pro-
priedades basicas do modelo de Ising a volume finito. O objetivo é apenas
fixar a notacao que sera usada por todo o restante do texto.

O modelo de Ising é um modelo matematico usado para entender o
comportamento de alguns sistema fisicos, fazendo o estudo de proprie-
dades como magnetizacao, susceptibilidade magnética, pressao, energia
livre, transicao de fase, dentre outras.

Como em um sistema fisico muitas variaveis sao envolvidas, por exem-
plo, cada variavel correspondendo a um atomo; para estudar uma pro-
priedade como a magnetizagao do sistema do ponto de vista da Mecanica
Classica seria necessario considerar uma quantidade enorme de equacoes
0 que torna esta abordagem completamente inviavel. A saida é estudar
tais propriedades sdo estudadas estatisticamente através do uso de mé-
dias de cada uma das variaveis envolvidas. O modelo de Ising é o mais
simples e mais importante de todos os modelos da Mecanica Estatistica
e é também um dos mais estudados. Este modelo foi criado por Wilhelm
Lenz em 1920, e foi usado na tese de seu aluno de Doutorado Ernst Ising
em 1925. Por causa dos resultados obtidos por Ernst Ising, este modelo
foi chamado por Rudolph Peierls modelo de Ising.

Nossa apresentacao/revisao do modelo de Ising segue de perto as re-
feréncias [22], [9] e [21].

Inicialmente definiremos o modelo de Ising sobre um subgrafo finito
Gy = (A, €&y) do grafo L¢ = (Z% E?) que tem como conjunto de vértices o
reticulado inteiro d-dimensional Z? e conjunto de arestas E¢ dada pelos
pares de vértices de primeiros vizinhos na norma /¢, isto é, {i,j} € E? se
|i—jlli =1, onde || i — j |,= 32¢_, |ir — jx|, embora possa ser definido sobre
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qualquer outro grafo.
Rede. Um subconjunto arbitrario A de Z? serd as vezes chamado rede.

Observacao 1.0.1. A menos que seja dito ao contrario, todas as defini-
¢coes apresentadas neste capitulo serdo dadas a volume finito (|A| < co).

Sitio. Cada ponto i := (iy,is,--- ,i4) de A sera chamado sitio i.
Configuracao. A aplicacao

w:Z4— {-1,1}
i = w()=w

sera chamada de uma configuracdo. O conjunto de todas as configuracoes
w sera chamado o espaco das configuragoes, e sera denotado por Q =
{—1,1}*". Note que w|, a restricdo de w a A € Z* pode ser identificada com
a familia (w;);ca. O conjunto das configuracOes restritas a A € Z?, sera
denotado por Q2,.

Observacao 1.0.2.
> Quando A é finito Q, tem 2/*l elementos.
> Quando A é infinito Q, € um conjunto discreto ndo enumerdvel.

Spin. A cada i € Z¢ associamos uma variavel aleatoria o; definida no es-
paco mensuravel (2, ), onde F € a o-algebra produto e

o;:Q—{-1,1}

w o(w) = w;.

A varidvel aleatoria o; sera chamada spin no sitio i.

Em analogia com notagao introduzida acima, vamos usar a notacgao
0 = (0;);cze © o|an = (0:)ica. Deve se ter em mente que em varias situacoes
vamos usar a notagao ¢ também para denotar um elemento genérico de
ou 2, e nestes casos o; significa o valor da i-ésima coordenada da configu-
racao o. Apesar desta aparente confusao sera sempre claro pelo contexto
se 0; denota uma variavel aleatoria ou a i-ésima coordenada de uma confi-
guragao o € ). Por exemplo, se w, o sdao elementos arbitrarios de Q, entao
a v.a. o; calculada nestes pontos é dada respectivamente por o;(w) = w; €
oi(c) = o0;. Claramente o; no lado direito da dltima igualdade significa a
i-ésima coordenada da configuragao o e nao a v.a. o;. Por razoes Obvias



vamos evitar escrever isto. Por outro lado, se ; ¢ uma medida de probabi-
lidade em (2, F) as notagdes E,[0;], u(0;) ou [, 0; du se referem claramente
a esperanca da variavel o; com respeito a medida de probabilidade .

Vamos nos referir ao evento {o; = +1} dizendo que o spin no sitio i vale
+1 ou entdo que ele esta orientado para cima. Por outro lado, quando
ocorrer o evento {s; = —1} vamos dizer que o spin no sitio : vale —1 ou que
0 spin neste sitio esta orientado para baixo.

Condicoes de contorno. Vamos usar os elementos de 2 também para
definir condicoes de contorno (ou exteriores) da seguinte forma. Fixado
w € Q, definimos

Si={we:w=w, Vi¢ A}

Neste contexto chamamos w de uma condi¢do de contorno. Observe que
w é uma configuracao fixa que serve para definir a partir de uma configu-
racao o € (0, uma nova configuracao w em ) tal que valores de w|y = o €
W|ae = W pe-

No conjunto de todas as configuracoes algumas delas se destacam, é o
caso das condicoes de contorno que satisfazem

* W, =+1, VieZ4% chamada de condigcdao de contorno +;
* w, =—1, VieZ¢ chamada de condicao de contorno —.

Para o calculo de algumas fungoes termodinamicas que nao dependem
da condicdo de contorno é conveniente introduzir a chamada condicao
de contorno livre, esta nao é obtida pela definicdo acima e falaremos
dela no momento adequado. E importante também mencionar que mui-
tos céalculos sao facilitados quando estamos trabalhando no toro discreto
d-dimensional de comprimento N, isto é na rede dada pelo espago quoci-
ente Z/NZx...xZ/NZ. A passagem da rede A para um toro deste tipo pode
ser feita usando a chamada condicdo de contorno periddica . Neste caso
a rede A é substituida por uma rede em que o conjunto de sitios ¢ dado
por A = {1,...,N + 1} e as arestas sdo dadas por pares de sitios vizinhos
(li — j|| = 1) e também por pare de sitios i, j(desta vez nao precisam ser
vizinhos) tais que existe k € {1,...,d} para o qual i, — j, = 0(mod N), veja

figura [1.1]
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Figura 1.1: Representacao de toros em dimensao 1 e 2.

Constantes de Acoplamento. Para cada par de sitios distintos i,j € A
vamos considerar constantes J;;. No modelo de Ising estas constantes sao
interpretadas como energia de interagao entre spins o; e o;. Quando estas
constantes sao escolhidas de forma que J;; > 0, dizemos que o modelo de
Ising com tal acoplamento € um modelo ferromagnético, e quando J;; <0,
que o modelo é antiferromagnético.

Falamos que temos invaridncia por translagdes no sistema, quando se sa-
tisfaz que J,, = Jo .y

Hamiltoniano do Modelo de Ising: A energia associada a cada confi-
guracdo o € 2 no volume A C Z¢, com constantes de acoplamento J;; > 0
(trabalharemos com modelos ferromagnéticos), campo magnético externo
h; € R e condi¢coes de contorno w é dada pelo numero real

HY (o)== > Jjoiw)ojw) =Y hoi— Y Jjowz;,  (1.1)

{i,j}€€n €A {i,5}: i€A, jEOA

onde JA é a fronteira externa de A ,i.e., o conjunto de sitios i ¢ A tais que
tem distancia 1 a A, e {4, j} sdo pares vizinhos (|| i—j ||= 1). A primeira soma
descreve a energia das interagoes de dois corpos e é realizada sobre todos
os pares de primeiros vizinhos, a segunda soma descreve as interagoes dos
spins de A com o campo externo h; em cada sitio i € A e a terceira soma



descreve a interagoes do sistema com o exterior de A fixado no estado @.
Nos referimos a aplicagdo w — HY ;(w) como o Hamiltoniano do modelo de
Ising no volume A com condigao de contorno w.

Funcao de particao. E uma constante de normalizacdo constituida pela
soma dos chamados fatores de Boltzmann (¢” Hfh(“)) sobre todas as con-
figuragoes w € Q,, e sua expressao ¢ dada por

Zipn =D "), (1.2)

wey

onde § = -, T é a temperatura e k é a constante de Boltzmann (por sim-
plicidade vamos assumir neste trabalho que & = 1).

Energia Livre (volume finito). A quantidade

ff(ﬂah) = —(5|A|)_1 log (Ziﬁ,h)

sera chamada de energia livre a volume finito, e a quantidade p3}(3,h) :=
|A|7" log (Z§ 5,) sera chamada de pressdo a volume finito.

Medida de Gibbs (volume finito). A medida de probabilidade que as-
sociada a cada configuracao w € Q% , a probabilidade

. e_/BHKh("J)
ILLLX,BJL(W> = Zw— (1.3)
A,B,h

¢ chamada de medida de Gibbs do modelo de Ising a volume A com con-
dicoes de contorno w.
Medida de Gibbs (volume finito) com condicoes de Contorno Livre.
A medida de Gibbs do modelo de Ising com condigdes de contorno livre é
definida por

——— exp Z ‘]’Lj Uz Zh O'Z

0 -
MA,ﬁ,h(W) =0
Avﬁvh {’L j}EgA 1EA

a fungdo w — H} ,(w) dada por

lIAh 2{: Jﬁ‘jz 2{:}1 02

{i,5}€€A €A

serd chamada de Hamiltoniano no modelo de Ising a volume A com con-
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digoes de contorno livre.

Valor médio. O valor médio de uma fungao ¢ : Q — R, com respeito a
medida de Gibbs /f 5,, € definido como sendo a integral de Lebesgue de
¢ com respeito a medida /4 4, e sera denotado por

_ 1
(D apn = 5o
oh Z3 s

Blw) e R,

wey

* se ¢(w) = [[;_, 04, (w), entdo seu valor médio (¢)% 5, € chamado de fun-
¢do de correlacdo dos n spins.

* se ¢(w) = 0;(w) entdo o valor médio ($)3 4, € chamado de magnetizagdo
do sitio i.

* se ¢(w) = o;(w)o;(w) entao chamamos a (4)% 5, de correlagdo spin-spin.

Magnetizacao. A magnetizacao no modelo de Ising é definida pela se-
guinte expressao
ME(B 1) = 11 (o
ieA

Como veremos mais a frente sera de grande interesse considerar o limite
da expressdo acima quando A 1 Z¢. Este limite pode ser considerado de
varias maneiras. Podemos defini-lo considerando uma colecao arbitraria
A, C Z¢ tal que U,cnA, = Z? ou de maneira mais conveniente considerar
simplesmente que o limite sera tomado ao longo de hipercubos da forma
A, = [-n,n]*NZ?. Neste caso, por exemplo, a expressdo Ali/nzld MR (5,h) tem o

seguinte significado

lim MZ(B,h) := lim M (B,h).
A, ME(8,h) = lim My, (5, 1)

Mais a frente como uma aplicacao das desigualdades GKS-II vamos
mostrar que para as condicdes de contorno mais, menos e livre, isto é,
w =+, —, ) existe para todo 3 > 0 e h € R 0 seguinte limite

M(B,h) = lim, M (3, ).



Magnetizacao espontanea. Também conhecida como magnetizagao re-
sidual é definida pela expressao

M() = lim M(5,h).
Temos aqui novamente uma definicao condicionada a existéncia de dois
limites. O limite quando A ~ Z? (que é comumente chamado de limite
termodindmico) é o mais delicado deles. E facil mostrar que ele pode ndo
existir para escolhas especiais da condi¢cao de contorno w. Porém o limite
quando h — 0" existe sempre que J;; > 0, este fato pode ser demonstrado
como uma consequéncia da Desigualdade de GKS-II.

Susceptibilidade magnética. A susceptibilidade magnética a volume A
com condi¢Oes de contorno w ¢ definida por

10

X4 (B, h) = Goh

M (B, h).
Vamos mostrar também como consequéncia da Desigualdade de GKS-II
que se J;; > 0 e w =+, —, ) entao existe o seguinte limite

este limite sera chamado de limite termodinamico da susceptibilidade ou
simplesmente a susceptibilidade a volume infinito.

Observacao 1.0.3. Para ndo carregar a notagdo em certos pontos do
texto vamos omitir a dependéncia de certas fungdes com respeito aos pa-
rametros 3, h;, J;;. Serdo carregados na notacdo, em cada se¢do, aque-
les parametros que forem mais importantes para os fatos que estiverem
sendo estabelecidos no momento.
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Capitulo 2

Classe de Griffiths-Simon

Neste capitulo, apresentamos a classe de Griffiths-Simon. Serda mostrado
também como reescrever o modelo de Ising usando uma medida a priori
no espaco {—1,1} e vamos demonstrar também as principais desigualda-
des de correlagao usadas neste trabalho que sao as Desigualdades GKS-I,
GKS-II e Simon-Lieb. Um grande numero de aplicacoes das Desigualdade
GKS I e II pode ser encontrado em [9], [10] e [21]. Para os demais con-
teudos desta secdo as principais referéncias sao [[19], [201], [7] e [13].

Observacao 2.0.4. A seguir, simplificaremos algumas notacgoes:
<'>§,ﬁ,h = ()a; Ziﬁ,h = Zn,

HY ), (w) = Ha, oa(w) =04

E importante enfatizar que sé faremos simplificagées quando ndo apre-
sentar inconvenientes. Jd que 3 e h sdo parametros de grande relevancia
para vdrios estudos do sistema como, por exemplo, da transi¢do de fase
eles podem voltar a notagcdo em momentos oportunos, como subindices
ou argumento de fungdo.

No capitulo anterior definimos o modelo de Ising em uma rede A. Como
foi mencionado este modelo é um exemplo de um modelo de Mecanica Es-
tatistica. No caso geral, um modelo de Mecanica Estatistica a volume fi-
nito pode ser visto como um processo estocastico {X;}:r, onde o conjunto
de indices T = A C Z¢ e cuja distribuicdo conjunta em R* tem a forma

1
Z_A GXp BHA Hdpz Uz
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com H, sendo uma funcdode R* em R e

Z: H dz ’L‘
A /RAGXP (=BHA(c HPU

€A

As medidas p; que aparecem nesta definicao sao chamadas de medidas a
priori no sitio i. Para evitar trivialidades vamos supor que as medidas a
priori sao escolhidas de forma que 7, < +oc.

Na maioria dos casos temos que para todo i € Z a medida a priori p; = p,
ou seja, em todos os sitios da rede a medida a priori é a mesma.

Medida a priori na classe de Griffiths Simon. Uma medida a priori
p: B(R) — [0,+00] estad na classe de Griffiths-Simon (classe GS) se:

i) p € par, isto €, p é uma medida invariante pela aplicacéo r(z) = —z.

ii) A medida de Gibbs ;,, construida a partir da medida a priori p, com
condicoes de contorno livre, satisfazem as Desigualdades de GKS-I,
GKS-II e Simon-Lieb.

(Os enunciados das desigualdades mencionadas acima sao apresen-
tados no final desta secgao).

Para ter em mente uma descricdao mais simples de um modelo de Meca-
nica Estatistica definido com medidas a priori vamos reescrever o modelo
de Ising nesta forma.

Exemplo 2.0.1. O modelo de Ising escrito com sua medida a priori.

Para simplificar vamos considerar condi¢goes de contorno livre e deno-
tar o Hamiltoniano HY , simplesmente por H,, os demais casos séo tratados
de maneira completamente analoga.

Considere a seguinte medida a priori

1 1
— 25— =5
P 92 + 92 9

onde J, é a medida delta de Dirac suportada no ponto z (6+ := d4;). Se
ux denota a medida do modelo de Ising com condicoes de fronteira livre,
vamos mostrar que para todo £ C Q, € valida a seguinte identidade:

J 1e(w)e PP TT dp(w;)
pn(E) =2 i

J e T dp(w;).

QA ieA

(2.1)
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Primeiro observe que p({w; = 1}) = p({w; = —1}) =
temos que

, para todo i € A. Logo

1
2
1
[T dowr) = 7 do(e).
I
iEA
onde v é a medida de contagem em ,. Desta forma podemos reescrever
o lado direito de (2.1) como segue

Qf Lg(w)e PHr ) (dw)
A

Qf e~ PHA ﬁﬁ(dw) (2.2)

Ja que Q, é um conjunto discreto e ¥ € uma medida de contagem, segue
gue as integrais acima sao dadas pelos seguintes somatorios:

3 1p(w)e PHAW)

wEN
Z e*ﬁHA(W) ’ (2.3)

wWENA

Tomando E = {w} temos imediatamente (1.3) com @ = §), ou seja,

ef/BH/\ (UJ)

MA({W}) - Z e—BHAW)’ (24)

w'EQp

No que segue, apresentaremos as Desigualdades GKS I e II e Simon-
Lieb, seus enunciados e suas respectivas demonstragoes. Antes porém
precisamos de mais uma definigao.

* Sejam A c Z? e A C A finito. Definimos a variavel aleatéria o4 : Q) — R

por o, := [] 0.
€A

Teorema 2.0.1 (Desigualdade GKS). Para o modelo de Ising d-dimensional
com Hamiltoniano e com condigbes de contorno positivas, livre, pe-
riodicas ou combinac¢do destas temos

GKS-I) paratodo AC Ae 3,h >0,
(o) 3 pn > 0;
GKS-I) para qualquer A, BC A, e 3,h >0,

<UAO—B>i,B,h > <UA>§,,B,h <O-B>i5,h'
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Teorema 2.0.2 (Desigualdade de Simon-Lieb). Dado o modelo de Ising
d-dimensional com interacdo de primeiros vizinhos e com Hamiltoniano
dado por , com h; =0 e com condigoes de contorno livres. Sejam z e
y sitios quaisquer de uma rede finita A C Z¢ e seja I' um subconjunto finito
de Z4, cuja fronteira oI separa z e y, isto é, todo caminho na rede A ligando
T a y necessariamente passa por um vértice de I'. Entdo

(020y)8 < D (020a)r(0a0y)A-
deor

2.1 Prova das Desigualdades GKS I e 11

Demonstracao de GKS I. Apresentaremos a prova para condicoes de
fronteira livre. Como o denominador da esperanca é Z, > 0, so temos que
provar que o numerador é ndo negativo ou seja,

ZUA e PHAW) > ),

wENA

com esse fim trabalhamos no fator de Boltzmann

e | I | (2.5)

icA {ijreéa

e, como
00
BJ”wlw Z BJ]UJZW]
n=0 :

podemos ordenar os termos de forma a obter as seguintes igualdades
eﬂJijwiwj = COSh(ﬁJZ’j) + Senh(ﬁJij)wiwj
= cosh(8J;;)(1 + tanh(B8J;; )wiw;). (2.6)
Agora usando (2.6) em (2.5) temos

e M) — TTeM [ cosh(BJy)(1 + tanh(BJ; wiw)), (2.7)

€A {Zvj}eg/\

logo,

Z o 4(w) e PHAE Z Heﬁh iwi H cosh(BJ;;)(0a(w) + tanh(BJ;; )wiw;o4(w)).

wep weN 1EA {i,7}€€n
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Agora desenvolvendo o produtério obtemos

[T TI cosh(BJiy)(oa(w) + tanh(BJ;)wiw;oa(@)) = 3 P

onde C,, é um fator que ¢ um dado por um produto de termos que sao
ora cosh(3J;;), ora senh((.J;;), esses fatores sao nao-negativos pois cosh(z) e
tanh(z) sdo ambos nao-negativos para = > 0. Ja os fatores P,, sao da forma

— L ylim Bhiwi
Py =wy, w; " H e
i€A

com isto temos que
Z oa(w) e PHNW) — Z Zcum = (Z cm> (Z Pm> )
wENA weENA m m WENA

Caso todos os n; sejam pares temos imediatamente que

S Pu= S [ >0

wENA wENA 1EA

Por outro lado, se n;,,...,n; € a lista completa de todos os expoentes im-
pares que aparecem em F,, entdao temos que

_ . . Bhiw;
Pm—wﬁ...whHe .
€A

Somando sobre todas as configuragoes ficamos com

Z P, = Z Wiy« - - Wy, H eﬁhio.)i H eﬁhiwi’

we wey i€{j1seir} iEA\{1,..dr }

como o segundo produtdrio que aparece acima € positivo e
el — e7Phi = 2senh(Bh;) > 0,

segue que

Zszo.

wWENA
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Assim concluimos que

Z oa(w) e P >,

wENA

]

Demonstracao de GKS II. Faremos uma prova para o modelo em condi-
coes de fronteira livre. O método utilizado nesta prova sera o de duplica-
cao de variaveis, ou seja, para cada sitio : € A criamos uma nova variavel
pi Q2 — {—1,1}, e e definimos um Hamiltoniano duplicado no volume A da
seguinte forma

Ho,p) = H(o) + H(p) = — > Jij (0i05+ papt;) — Y i (05 + ).

Denotaremos por (-)® o valor esperado com respeito a medida de Gibbs
definida pelo o hamiltoniano H® (o, ). Observe que

Z Z [UA(W1>UB(W1) _ aA(wl),uB(wQ)}e*ﬂ(H("))(“1)*5(1{(“))(‘“2)
(2) _ W1 ENA waENA

(o408 = apin) S e AHE) @) BHE) @)

w1€QA szQA

S oa(wi)op(w)e PHEN@) S o=BHE)(w2)
_UJ1EQA UJ2EQA
B ST e BHWw) S e BH@) )

wo EQA w1 ENQA

S pp(wa)e PHWIW)  S7 0 y (wy )eAH @)

_WQEQA w1 EQ
Z e—BH (1)) (w2) Z e—B(H(0))(w1)

wo EQA w1 EQA

= (0408) = (05)(04)

e da mesma forma temos as seguintes igualdades

(o) = (pa)® = (04),

<UA#B>(2) = (o) (iB),

<<7AUB>(2) = (040) = (papp) = (MAMB>(2)-
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Como o4 = [] 0;, temos
i€A

2)

(a0p — oapp)® = <H i (H i — Hm) > : (2.8)
i€A i€B i€B

Considerando a seguinte mudanca de variaveis

(i — ) (o0 + )
X,=—~% e YZ_—\/§ (2.9

V2

e reescrevendo as igualdades em (2.8) com (2.9), ficamos com

>(2)

) sao cancelados com

(caop) — (o)(0a) = (0aop — UAHB>(2)

(e ) B

Os termos com coeficiente negativo de [],. B(‘ngi

o termo de HieB(Xi/gYi) e ao final fica um polinémio em X; e ¥; com coefi-
cientes nao negativos. A demostracao fica terminada se mostramos que
(XaYp)® > 0, para quaisquer A,B C A, onde X, := [[,., X;. Para provar

esta desigualdade primeiro observamos que

HO(o,p) == Y Ji; (XX, +YY)) —=vV2Y Y,

{i,j}€€A ieA

> Y Xa(wr,ws)Yp(wr, wy) ef HEm) i)

W1 ENA waENA

TS e B Hom) )

w1 €QA wa€NA

(XaYp)® =

O denominador da esperanca € positivo, logo expandimos a exponen-
cial do numerador da esperanga com sua representacao em séries de Tay-
lor. Seguimos fatorando cada termo com respeito a i € A, assim s6 temos

que garantir que
Z Z X w1,w2 (w1,W2)

W1 EQA waENA

_ Z Z (Uz wi) m(wz))m (01'(001):/%#@'(%))” >0,

W1 ENQA waENA

para quaisquer inteiros m,n > 0. Se m e n sao positivos, entdo a soma é
nula, devido aos valores que assumem 0s spins ¢ e p. Se m ou n é zero,
entdo teremos somas em apenas uma destas varidveis X; ou Y;, se o0 ex-
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ponente dessa variavel é par entdo temos que a soma € positiva, e se o
exponente é impar, entdo a soma é nula. Com isso terminamos a prova.
O

2.2 Prova da Desigualdade de Simon-Lieb

Daremos uma prova para uma versao mais fraca do que enunciamos acima.
O argumento que apresentaremos a seguir pode ser encontrado tanto no
artigo original de Barry Simon [20] ou com mais detalhes no trabalho de
revisao [[19]. Para a versao forte desta desigualdade veja a prova dada por
Elliot Lieb em [[18] ou também as referéncias [17] e [[11].

Teorema 2.2.1. Dado o modelo de Ising d-dimensional com interagdo de
primeiros vizinhos e com Hamiltoniano dado por (1.1I), sem campo magné-
ticos externo(i.e. h, = 0, Vt € A ) e com condigoes de contorno livres. Sejam
i e j sitios quaisquer do conjunto finito A C Z¢ e seja I' um subconjunto de
A, que separa i e j . Entdo

(0i05)a <D (0:04)a(0407)a-

gel

Para demostrar este teorema usaremos um método chamado de "mé-
todo grafico", para isso sera preciso introduzir novas defini¢coes, notagoes
e apresentar alguns lemas.

Seja A = {iy,..., %, ...,i,} um conjunto finito de sitios. Podemos gene-
ralizar o modelo de Ising introduzido no Capitulo anterior de forma que
a interacao de dois corpos do Hamiltoniano nao seja restrita apenas a
pares de primeiros vizinhos. Se EF C P(A) denota o conjunto dos pares
permitidos, entao F determina todas as interacoes no modelo. Assim po-
demos pensar no modelo de Ising como sendo definido no grafo simples
(A=V(G),FE = E(Q)).

Analogamente definimos conjunto separador.

* Seja G o grafo simples (V, F). Um subconjunto I" de A separa o par
i,7 € A se todo caminho em G de i para j possui um sitio em I' e

{15} Z T.
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Ao invés de considerarmos multigrafos, vamos trabalhar com grafos
simples “coloridos”.

* Uma funcao C: F — NU{0} é chamada de uma coloracao das arestas
de G = (V,E).

Se K é um multigrafo, usamos a notagcao K = (G,C) para indicar que G
¢ o grafo simples associado a K, através da coloracao C.

* Seja (G,C) um grafo colorido. A fronteira de (G,C) é o conjunto 9G
de vértices i de G tal que grau de i, definido como Deg(i) := _,.,C(l),
€ um inteiro impar.

* Seja G = (V, E) um grafo simples e suponha que f é uma fungdo ana-
litica em |E| variaveis Ji, ..., Jg. Dada uma coloracao C das arestas de
G, a derivada de f com respeito a (G,C) é definida por

9xiCh)

OO = flje ey =
1,000

Simplificaremos um pouco a notagao quando for claro qual é o grafo G
ou coloracao C que esteja sendo usada. Assim em alguns pontos da prova
vamos alternar entre as seguintes notagoes 9% f, 9(¢€) f ou 9°f.

Serda conveniente também estender a nogdo de coloragao para subgra-
fos.

* Seja (G,C) um grafo colorido. Um grafo colorido (H, D) (com grafo sim-
ples associado H = (V(H), E(H))) é um subgrafo colorido de (G,()
se H é um subgrafo de G (no sentido usual) e a restricao de C a H
domina D, isso &,

D(l) <C(l),Vl € E(H).

O simbolo ), , sera usado para denotar a soma sobre todos os subgra-
fos coloridos (H,D) de (G,C). Note que o numero de subgrafos coloridos
(H,D) com D(H) = {ma, ..., me(c)} € dado por [, ($). Usando isto e a
regra de Leibnitz, temos

F(fg) = (0" ) (0\y), (2.10)

GLH
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Onde f e g sao funcodes analiticas em |E(G)| variaveis e G \ H é o grafo
simples (V(G), E(G) \ E(H)) com coloracao (C — D)|g)\e(#)-

Para simplificar a notacao no restante desta secao vamos escrever sim-
plesmente H para denotar o Hamiltoniano H, do modelo de Ising com
campo externo nulo. Também usaremos as notagdes (g)o :== Y (19, (9) =
fge” Zo H> e Z = (e "), para denotar os valores esperados (o primeiro ndo nor-
mahzado) com respeito a medida de Gibbs do modelo de Ising generali-

zado no volume A.
Lema 2.2.1. Seja (H,Cy) um subgrafo colorido de G. Se d # )\, entdo

8H<Ud<7>\€77{>0 = 58H,{d,>\}2‘A|7 (2.11)

onde é, 5 € a fungdo delta de Kronecker.

Demonstracdo. Por definicdo de 9, temos

92={ay Cr({ab})

I1 9.7cu ({a:b}) <<0d0->‘e )0)|7=0 = ZO‘dU,\ H o gb]CH({a b}) )e H|Jk
{(l,b} {(l b} {a b}

Visto que e‘”]Jl:,,:J‘E‘:O = 1 e os outros termos nao dependem dos J;, temos
que o lado direito da igualdade acima é dado por

De
§ T40 H O_Deg g(b

o {a.b}

Supondo que dH = {d, \}, entdao podemos afirmar que d e ) sao vértices
de grau impar (por definicao de 9). Desta forma no produtorio acima fica-
mos com os fatores o4, 0, € como ainda temos ambos fatores o,40, fora do
produtoério, segue que

5% tany Crr({ah})

— olAl
RN S
ab {ab}

Supondo que 0H # {d,\}, entdao temos uma sequéncia finita de termos
Oiys Oy, -, 05, PAra 0s quais i, # d, A para todo k, e cada Deg(o;,) € um inteiro
impar. Se d (ou )\) estd em 0H, ficamos com uma poténcia par de o, (ou
0y), que nao vai alterar o resultado. Portanto podemos afirmar que existem
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inteiros positivos impares o, ..., 0, tais que

92={any Cr({ab})

T NIV »)1
ab {a,b}

Também poderiamos ter que d nem )\ pertencem a 0H, e neste caso o
somatorio acima teria contribuigdoes com poténcias impares de o, ou o),
que faria o efeito apenas de mudar o sinal do somatério acima a direita.
J& que os spin s6 tomam valores 1 ou —1, é imediato verificar que

Z :i:O'Z'l = 0,

de fato, para toda configuracao o em que o;, = +1, existe uma o* para a

qual o7 = —1. Desta forma cada parcela na soma acima é cancelada. Com
isto temos (2.2.1). O

Lema 2.2.2. Se 0H = {i,j} entdo existe um caminho ligando i e j.

Demonstrag;&o A formula da Soma de Graus afirma: que °, .y ;) Deg(v) =
2> cpan Cu(l). Essa formula implica o Lema do Aperto de Méos, que fala: o
numero de vértices de grau impar em qualquer grafo colorido (G,C) é par.
Vamos usar este fato para provar o lema por contradicao. Suponha que
nao had caminho em A ligando i e j, entdo a componente conexa maximal de
H que contém o sitio i ndo contém o sitio j. Olhando para esta componente
conexa maximal como um grafo colorido, temos que tal grafo possui um
sitio v com Deg(v) impar (que é o sitio 7). Mas isto dd uma contradicdao com
a consequéncia citada acima do Lema do Aperto de Maos. Logo existe um
caminho P em H, ligando i a j. O

Lema 2.2.3. Seja Py, um subgrafo de H fixado. Considere a aplicagdo
¢ : {subgrafos de H} — {subgrafos de H} definida por M — MAP,. Entdo ¢
é um automorfismdl| de subgrafos de H.

Demonstracdo. Para provar que ¢ é um automorfismo precisamos mostrar
que esta aplicacao é uma bijecdo. Injetividade. Se M # N, logo ha (sem
perda de generalidade) x tal que x € M ez ¢ N. Se x € P, logo = €
(MUP)\ (MNP ex¢g(NUP)\ (NNP). Assim MAP, # NAP,.

Sexe PRy,entaox & (MUP)\(MNPy)exe (NUR)\(NNP). Assim de novo
MAP, # NAP,. Sobrejetividade. Se N é qualquer subgrafo e P, C N, logo
(N\ Po)APy = (N\ Fo) UR) \ (N\ o) N Fp) = N\ =N, assim N = (N \ Ir).

1¢ um isomorfismo de grafos coloridos.
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Se Pg Z N, log'O (NUP())APO - ((NUPO)UPO)\((NUPO)HPO) == (NUP(])\P(]) :N,
assim N = ((N U B). O

Demostracao da Desigualdade de Simon-Lieb
Seja f(Ji,.... Jip@)) == [Dger (0ioae™ ) o(oaoje )| — Z{0y0;¢7 ™). Logo f é ana-
litica, dado que é a combinacdo linear de exponenciais. Assim é dado pela
sua série de MacLaurin. Sabemos que J; > 0, portanto f toma valores
nao negativos sempre que suas derivadas de todas as ordens avaliadas
em J; = ... = Jjg) = 0 sejam nao negativas. Se esta condicdo é cumprida
entao (Y-, s(oigae ™) o(0ao e ) 0] > Z(oio;e )0 € 0 teorema segue da divisdo
por Z2.

Observamos que é suficiente mostrar que 0 f > 0 para todos os sub-
grafos coloridos H de G.

» Supondo que (H,Cy) € um grafo colorido com 0H = {i,j}.

Neste caso a fronteira é composta apenas por i e j, assim temos por uma
aplicacao direta do Lema que existe pelo menos um caminho P
ligando estes dois sitios.

Continuando, por hipotese, o conjunto I" separa i e j e assim ha um sitio
dg e T'N P. Seja iy o segmento de P ligando : a dy, que pode ser escolhido
como o segmento de menor comprimento. Note que segue da equacao

(2.10) e do Lema (2.2.1) que
8H( <0'i0'd€7H>0<0'd0'j67H>0 ) Z 0 (212)

sempre que d ¢ {i,j}. Em particular isto é verdade para todo d € T' (pela
definicao de conjunto separador).
Observe que a prova esta encerrada se mostrarmos que

M (006" ™Y oloj0a,e )0 — Z{dioje )] = 0 (2.13)

para todo d, € I'. De fato, usando esta identidade e somando (2.13) sobre
todo os grafos I"' temos

" (D (oioa,e Molojoa,e M)0) = > 0" (Z(gioje o) = 0.

doel’ doel

Ja que a segunda parte ndao depende de d,, temos

"(Y (oioae M Yol(oj0a,e ™ )0) = 10" (Z(0i0je )0) > 0" (Z (10567 )o).

doel’
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Vamos entao provar (2.13)). Aplicando a regra de Leibntiz (2.10) pode-
mos reescrever o lado esquerdo de (2.13) como segue

Z M (004,600 \ M (004,67 — Z N (e )00\ (0,067 M.

HIM HIN

Ja que d, ¢ {i,j}, segue da observacao (2.2.1) que

22““[2 00, {i,do}OD(H\M), {jsdo} — Z Son,000(H\N) {i.j})- (2.14)
HoM HIN

Aplicando o Lema (2.2.3)) podemos reescrever (2.14) como mostrado abaixo

22IAl Z (000, (3,40} 00 (H\M), {j.do} — OD(MAR)000(H\(MAR)),{i,j})-
HIM

Ja que tal equacdo ¢ valida para d, € I concluimos finalmente que 97 f > 0
para todos os subgrafos coloridos H de G = (A = V(G), E(G)) com fronteira
OH = {i,j}. Vamos agora analisar o caso restante.

» Suponha que 0H # {i,j}.

Como antes, podemos escrever

o f = 22|A|[Z Z Oon, {i,dy Od(H\M),{j.d} — Z Son,p00(H\N) {i.j})-

del’ H\M HIN

O grau do sitio ¥ em H é dado pela soma de seus graus numa dada
particao (Degy (k) = Degn (k) + Degm (k). Lembremos que a soma de dois
inteiros é impar se, e so se, um deles é impar e o outro par.

Suponha dyur,ji.ay = S, 5,03 = 1. Neste caso, d tem grau impar em M e
H\ M, assim tem grau par em H. Os sitios i e j tem graus impares em M e
H\ M, respectivamente. Todos os outros sitios tem grau par em ambos M
e H\ M, assim eles tém grau par em H. Dado {i,d} = M, j tem grau par
em M e, similarmente, i tem grau par em H\ M. Portanto ambos tem graus
impares em H. Mas isto significa que 0H = {i, j}, o que é uma contradicao.
Assim byas, qi.qp OU o\ {j,ap © Z€ro, 0 que significa que seu produto sempre
é zero.

Analogamente, se dyn g = do(\n),1i,;3 = 1, 10go i e j tem graus pares em N
e impares em H \ N, o que significa graus impares em H. Se k é diferente
de i ou j, entdo ele tem um grau par em ambos N e H\ N e assim tem grau
par em H. Assim novamente temos 0H = {i,j}, o que € uma contradicao.
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Assim o produto dyypdocm ) gi,;) € sSempre zero. Assim 97 f = 0 para todo
subgrafo colorido H de G com 0H # {i,j}.

Como 0% = 0 quando 9H # {i,j} e 0 f > 0 quando OH = {i,j}, nds temos
que 9 f > 0 para todo subgrafo colorido H de G.



Capitulo 3

Medidas de Gibbs a Volume
Infinito e Transicao de Fase

Neste capitulo, apresentamos a teoria necessaria para falar de medidas de
Gibbs a volume infinito. A abordagem nao sera pautada em apresentar a
teoria em sua maxima generalidade e sim para os casos que nos interessa,
logo as chamadas RelagOes de Consisténcia, Especificagcdes, Potenciais,
etc sao discutidos basicamente para o modelo de Ising. Vamos discutir
porque nao podemos ter a Medidas de Gibbs a volume infinito(no modelo
de Ising, por exemplo), apenas tomando uma sequéncia de Medidas Gibbs
a volume finito de forma que elas correspondam a marginais de alguma
medida a volume infinito. Também definiremos a transicdo de fase que
€ um conceito muito importante na Mecéanica Estatistica, ja que grande
quantidade dos problemas estao relacionados a isto, e aqui mostraremos
como se expressa a transicao de fase mas via descricao das Medidas de
Gibbs associadas. Grande parte deste capitulo é inspirada nas referén-
cias [22], [14]] e também complementamos com alguns exemplos que po-
dem ser encontrados em [16], [12] e [8].

A menos que seja explicitamente mencionado, de agora em diante, A
sera um subconjunto finito de Z¢ e vamos convencionar que

O ={-1,+1}* e Q={-1,+1}*"

Funcao local: Uma fungdo f : Q — R é local se existe um subconjunto
finito (diferente do conjunto vazio) A C Z9 tal que f(w) = f(w') sempre que
w=wemA (ie.wlsa=us).
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Estado: Um estado é um funcional linear positivo e normalizado definido
em C(Q), isto é, uma transformacao linear real f — (f) tal que:

2. para toda f local tal que f > 0 temos (f) > 0;
3. se f,g sao locais e A € R, entdo (f + \g) = (f) + \g).

O numero (f) € chamado de media de f no estado ().

Convergéncia: Sejam A, 1 Z¢ e n, uma sequéncia de condigoes de con-
torno. Dizemos que a sequéncia de distribui¢ées de Gibbs (-)}" ,, converge
para o estado (-) se, e somente se,

lim (f>X’;,ﬁ,h = (f),

n—oo

para qualquer fungao local f. O estado (-) é chamado estado de Gibbs.

3.1 Medidas de probabilidade em

Vamos denotar por P(Q2,), a colecao de todos os subconjuntos de Q. O
conjunto de todas as medidas de probabilidade no espacos mensuravel
(Qa,P(Qy)) serd denotado por M;(Q,).

Quando A c S c Z% frequentemente representaremos a configuragao
ws € Qg por uma concatenacao ws = waws\a, onde (ws); = (wa); S€ i € A e
(ws)i = (ws\n)i, S€ T €S\ A,

Conjuntos Cilindricos. Usaremos uma transformacao para expressar
a restricao de uma configuragao a volume infinito a uma configuragao a
volume finito. Dado A c Z? finito definimos a “projecao” de Q em Q, por

HA<(,U) Q- QA
w i Hp(w) == wla

Usando estas projecoes podemos definir para cada A finito, a colegcao
C(A) := {1} (A) : A€ P(Qn)}

de todos os eventos que dependem apenas dos spins em A. Cada C € C(A)
¢ um cilindro e o conjunto A se chamara base do cilindro.
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Observacao 3.1.1. C(A) é uma dlgebra de conjuntos.

Evento local. Um subconjunto de 2 é chamado de evento local se a ocor-
réncia dele depende apenas de um numero finito de variaveis de spins.
Exemplo C(A).

Definimos também a seguinte colecgdo

Cs:=Jcw),

onde S C Z? é um subconjunto qualquer e A é finito.

Observacao 3.1.2. Para todo S, Cs tem uma quantidade enumerdvel de
elementos, e tem a estrutura de uma dlgebra.

Demonstracdo. Sabemos que Z? é um conjunto enumeravel. Logo, S C Z?
também é enumeravel, além disso C(A) tem 22" elementos. Se S é um
conjunto infinito, entao tem uma quantidade infinita de conjuntos finitos
{A.}ocr. Falta verificar se é uma quantidade infinita enumeravel ou nao
enumeravel. Suponhamos que é uma quantidade infinita ndo enumeravel,
ou seja, I € um conjunto de indices nao enumeravel. Assim entdo toma-
mos o conjunto {a,} com cada a, € A,, € com isto teriamos um conjunto
nao enumeravel dentro de S que é enumeravel, o que é uma contradigao.
Segue que hd uma quantidade infinita enumeravel de conjuntos finitos.
Como a uniao enumeravel de conjuntos finitos C(A) é enumeravel temos
que Cs € um conjunto enumeravel.
Para mostrar que Cs é algebra basta notar que

> @ECS,

>se AeCs= |J C(A), temos que A € C(A) para algum A C S.
ACS
Como C(A) é algebra, temos que A° € C(A), logo A¢ € Cs.

> Sejam A;, A, subconjuntos finitos de Z?, observamos que
A, Ay CAUA,

CA1 ) CA2 C CA1UA2

Se A, Ay C S temos Cy,,Cy, C Cs 0 que implica Cy,up, C Cs.

Sejam A, B € Cg, tais que A € Cy, € B € (C,,, isto implica que A, B €
Ca,un,- COmo Cy,ua, € dlgebra, temos que AUB € Cy,ua,, logo AUB € Cs.
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Com a colecao Cs geraremos uma c-algebra que denotaremos por

]:S = O'(CS),
Quando S = Z%, escrevemos
C = Czd
F:=0(C).

O conjunto de todas as medidas de probabilidade definidas no espaco men-
suravel (2, F) sera denotado por M, (2, F), ou simplesmente por M,(Q).

Distribuicao marginal de ;. em A. Dado i € M,(Q) e A C Z¢, a Distribui-
¢do marginal de n em A é a medida de probabilidade u, € M;(Q2,) definida
por

pia = po It

Vamos precisar também da seguinte definicao. Para cada A C A, seja
I} : P(Q) — P(Qn) a aplicacdo definida por

I} =TI, o I L.

Relacao de consisténcia. Dizemos que {yua}acza, ua € M1(24) é consis-
tente se para todo A,

pin = pp o (IIX)7, para todo A C A (3.1)

Observe que por construcao, as distribuicoes marginais satisfazem,
para todo A, a seguinte igualdade

pla = pla o', para todo A C A

Desta forma vemos que as distribuicoes marginais sao consistentes. Vere-
mos logo abaixo que o Teorema da Extensao Kolmogorov, garante a reci-
proca deste fato isto é, dada uma familia consistente de medidas definidas
em M,(Q,), para todo A finito, podemos construir uma Unica medida em
M () cuja as marginais coincidem com a familia dada. De maneira mais
precisa
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Teorema 3.1.1 (Teorema da extensao de Kolmogorov). Seja {p}acze uma
familia de medidas que satisfazem as relagées de consisténcia com u, €
M1(Qy,). Entdo existe uma unica p € M(Q) tal que polIl,' = py para toda A.

Observacao 3.1.3. No modelo de Ising ndo é imediato a partir do Teo-
rema da Extensdo de Kolmogorov a construgdo de uma medida p € M;(Q)
cujas distribui¢bes marginais, em conjuntos finitos, sejam as medidas p €
M;(Q4) dadas por

B = [

A razdo é que as medida de Gibbs a volume finito para o modelo de Ising,
{pnYrczae, Ndo satisfazem as relagdo de consisténcia se 3 > 0. Obvia-
mente para = 0 tais relagoes sdo satisfeitas.

3.1.1 O Modelo de Ising e o Formalismo DLR

De acordo com a observacgao feita anteriormente, nao é possivel cons-
truir uma medida no espaco M, (f2), no modelo de Ising, se considerarmos
apenas suas distribuicdoes marginais em conjuntos A. Em vista disso, con-
sideraremos a ideia apresentada por Dobrushin, Lamford e Ruelle, que
consiste em considerar probabilidades condicionais, ao invés de margi-
nais, ja que essas por sua vez satisfazem certa condigdes de consisténcia.

O seguinte lema nos ajudara a caracterizar estados de Gibbs a volume
infinito sem fazer referéncia a limites

Lema 3.1.1. Para todo A C A, e todas as fung¢oées limitadas mensuraveis
f:Q— R, temos

<f>X,,8,h = <<f>A,B,h>7\,ﬁ,h‘ (3.2)

Demonstragdo. Para nao ter uma notagao muito pesada nao vamos fazer
mencao as variaveis 3 e h. Cada w € Q] é uma configuragao com condigoes
de contorno 7, isto pode ser escrito também como w = wan,., portanto

—Ha(wanac)
() asnlh = 2 ANE™ —Fm— (3.3)

WA EQA

onde
e—HA(W/AwA\A"]AC)

(fyme = Z J(WawpaaTae) 72w (3.4)

w/AGQA
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vamos usar o (3.4) em (3.3]) assim temos

e Ha(wawaanae) o—Ha(wanae)

(P apn Z Z f WAWA\AnAC) 73V Z7

wAEQA wh €EQA

—Ha(wpwa\anae) o—Ha(wanae)

- Z Z Z f(WIAWA\AUAC)e ZEnae Zy

wA\AGQA\A WA EQA W’AGQA

—Ha(wpwa\anae) o—Ha(wanae)

_ Z Z Z f(w’AUJA\AnAC)e Z5ae A

WA\AGQA\A wAEQA w/AEQA

e Ha(Wawaanne) —Ha(wanae)
= f(WAWA\AWM) ZWATIAC 71
WA\AERA\A WAERA W EQA A A

Agora vamos denotar wy = wawa\a € usar o fato que
Hp(wawp\anae) — Ha(wawmanae) = Ha(wawsanae) — Ha(Wawaaniae),

observe que as interacOes de spins nao dependem de w, ou w), porque
sdao canceladas devido as subtragao que temos acima. Logo o somatério
triplo acima pode ser reescrito como

—HA(wawa\anAC)
e
—HA(Wawp\AAC) Z

& WA EQA
YD fWawnane) 7o 77

WA\AEQA\A w/AEQA A

fazendo w} := w,,wa\» € algumas simplificagbes algebricas ficamos com

_HA(WAUAL)
Z f( WAUAC Z = <f>7\

wAEQA

]

As medidas de probabilidade que estamos estudando estdao em corres-
pondéncia com o conjunto de todos os estados definidos em C(Q2), e isso é
o conteudo do seguinte teorema.
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Teorema 3.1.2. Para cada estado (-), existe uma unica medida de proba-
bilidade 1 € M;(Q2) tal que
{9) = / gdp
Q

par cada funcgdo local g : Q — R.

Este teorema ¢ o Teorema de Riez-Markov para fungoes locais e com
espaco de spins Q = {—1,1}%". Antes de passar para a prova do Teorema
apresentaremos um lema que sera usado para demonstrar o Teo-
rema de Riez-Markov em Q = {—1,1}%",

Lema 3.1.2. Seja C, € C uma sequéncia decrescente de cilindros tal que
N C, = 0. Logo C, =0 para todo n suficientemente grande.

Demonstragcdo. Vamos tomar cilindros C, € C da seguinte forma C, =
Hx(ln)(An), onde A(n) C Z* e A, € P(Quw)). Suponhamos que C, # () para
todo n. Por hip6tese temos que C,, c C, para todo m > n, seja w® € C;, com
1 € N. Em vista disso observamos que,

() (w(m)) €A, VYm>n.

Agora utilizaremos o fato de que Q2 é compacto(3.3.1), assim, existe um w*
e uma subsequencia w™) tal que w™) — w*. Logo,

HA(n) (w*) €A, Vn,

portanto w* € C, para todo n. Temos com isto uma contradicao com a
hipétese, ja que N C, # 0. O

Demostracao do Teorema (Riesz-Markov).

Para toda funcao continua f temos que —||f|| < f < ||f||. Segue das proprie-
dades de linearidade e positividade do funcional L que |L(f)| < ||f||. Agora
fazemos uma observacao crucial que esta intimamente ligada com as pro-
priedades topologicas do espaco (2. Para cada C € C, temos que 1 € C(Q).
Para definir a medida ; nosso primeiro passo é definir ;(C) := L(1{¢}). Ob-
servamos que 0 < u(C) < 1, e que se (1,0, € C sao disjuntos, segue que
wu(Cy U Cy) = pu(Ch) + u(Cy) (por propriedade da funcao indicadora para con-
juntos disjuntos e a linearidade de L). No livro de [[6] temos que se u €
o-aditiva é equivalente a mostrar que € continua no vazio, usaremos isto
para mostrar que p é o-aditiva com o objetivo de estender ; a uma medida.
Seja C, € C tal que N, C,, =0, @ = {-1, 1}Zd( Q) é compacto), fazendo uso do
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lema temos que C,, = () para todo n suficientemente grande, com
isto temos que i € continua no vazio. Jad que ; € uma fungao de conjun-
tos s-aditiva na algebra dos cilindros podemos aplicar o Teorema de Ca-
rathéodory e estender unicamente ; a uma medida na o-algebra gerada
pelos cilindros. Também é um resultado classico da Teoria da Medida que
existe uma sequéncia de fungdes reais mensuraveis {f,} da forma

n

fo=) ailicy, CieC,
=1
tal que || f. — f|l~« — 0. Claramente u(f,) = L(f,) para todo n, e dai segue do
Teorema da convergéncia dominada e da primeira estimativa apresentada
no inicio da demostragao que

[1(f) = LN < u(f) = p(fo)l + 1L(fn) = LA < 2010 = Flloo = 0,

quando n — oo. Logo u(f) = L(f) para todo f € C(Q).
U

Cada estado de Gibbs pode ser colocado em correspondéncia com uma
medida p. Desta forma a medida tem que satisfazer a condigao (3.2). As-
sim tomando f = 14, com A algum evento local, temos

p() = [ 42 Al (3.5)

Diremos que p € M(Q)) € uma medida de Gibbs a volume infinito para
as variaveis (8,h), se (3.5) é valida para toda A C Z¢ finito e todo evento
local A.

Essa forma de caracterizar e de estudar essas medidas de probabili-
dade para sistemas de Mecanica Estatistica infinitos é muitas vezes co-
nhecido como formalismo DLR em homenagem a Dobrushin, Lanford e
Ruelle.
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3.2 Especificacoes e Medidas

Nesta secao vamos falar de uma forma mais geral da abordagem DLR.
As medidas 1 4,(-) depende do Hamiltoniano do modelo e da condigcao de
contorno, mas muitas propriedades como as que listamos abaixo

> (3.5) para todo A € F;

> pf 5,(A) depende apenas dos valores de w; para todos os i que estao
fora de A

> a propriedade que VB € Fic, uf 5,(B) = 15(w)

podem ser introduzidas sem fazer nenhuma referéncia a um Hamiltoni-
ano.

Daremos as seguintes definicoes com objetivo de generalizar as pro-
priedades acima. Mais adiante vamos falar de especificacdo que é a ge-
neralizacdo da relacdo de consisténcia

Nucleos de Probabilidade. Seja A ¢ Z? finito. Um nticleo de probabi-
lidade de F\. para F é uma funcao 7, : F x Q — [0,1] com as seguintes
propriedades:

> Para cada w € Q, m5(-|w) € uma medida de probabilidade em (92, F).
> Para cada A € F, mp(4]) é Fy.-mensuravel.

Se, além disso,
mA(Blw) = 1p(w) (3.6)

para todo w € Q e todo B € Fy., 7y sera chamado de nucleo proéprio.

Exemplo. A aplicacédo (E,©) — p3 4,(F) € um nucleo de probabilidade de
Fe para F.

Observacao 3.2.1. No que segue vamos assumir que todos os ntcleos
sdo proprios.

Apresentaremos alguns exemplos para mostrar as propriedades dos
nucleos
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Exemplo 3.2.1. Se =, € um ntcleo de probabilidade, entdo para todo
A € F e todo B € Fj. temos que

TA(AN Blw) = mA(Alw)1p(w).

Demonstracdo. Por hipotese, m,(Blw) = 15(w). Observe que
TA(AN Blw) < min{m (Alw), 15(w)}, (3.7)

este fato é consequéncia direta das propriedades de uma medida de pro-
babilidade aplicadas para 7, (-|w) e também do seguinte fato

min{my (Alw), 1p(w)} = ma(Alw)1p(w) = mp(Alw)ms(Blw).
Suponha que a desigualdade em seja estrita, entao
TA(AN Blw) < min{my (Alw), 1p(w)} = ma(Alw)15s(w)
e da mesma forma que obtemos (3.7), podemos obter
TA(AN B*lw) < min{ma(Alw), Lpe(w)} = ma(Alw)Lpe(w)
Agora, se somamos as dois ultimas desigualdades obtemos
ma(Alw) < ma(Alw).

Dai concluimos que 7 (A N Blw) = ma(A|w)1(w). O
O ultimo exemplo pode ser visto no livro de [16]] e na dissertacao de [12]

Exemplo 3.2.2. Para todo A € F e todo w € (),

ma(Alw) = D (I (na)lw) La(nawae) (3.8)

NAEQA

E com isso temos que, para toda fun¢do mensurdvel limitada f : Q) — R,

/fWMWu S (I3 ) |) £(wne).

NAEQA

Demonstragcdo. Note que
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» Para todo evento A temos que A= |J [(I[,'(na) N A) NI (na)],

NAEQA

(T, (na)NA) € Fae. Se {na}, {n\} sdo disjuntos entao {I1;'(n4)}, {1, (74)}
sao disjuntos. Tomando a probabilidade 7, (-|w) ficamos com

Ta(Alw) = Z WA(HX1(77A)|W) 1{n;1(nA)mA}(W)

NAEQA

Note que II,'(n,) deixa os valores da configuragdo finita 7, fixos e
os de fora nao, assim, podemos escrever a igualdade anterior da se-
guinte maneira

ma(Alw) = 3 ma(I (m)lw) La(awae).

NAEQA

» Vamos dividir a segunda parte da solugao em alguns passos.

1. f=1,4

[ 1ammdnis) = ma(4lo) = 3 w11 ) Ll
NAEQA
2. f = zn: CL]' 1Aj
j=1
logo

[ flnmatane) =3 am (o)

- Z WA(HXI(UAHW) fn(nAwAc),

LINSIUIN

3. f é uma funcao mensuravel positiva.
Utilizaremos o seguinte resultado: se f > 0 € mensuravel entao
existe uma sequencia (f,),>1 crescente de funcoes simples, tal
que f = lirrln fn. Desse modo,

[ fimatante) = [ tim £, ) ma(dnfo).

Pelo teorema da convergéncia monotona

= lim / fn(n)ma(dn|w)
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= lim D T (a)|w) fa(mawae)

NAEQ
= > w13 o)) f(mawne)
NAEQA

4. f é uma fungdao mensuravel e limitada.

f pode ser escrito assim f = f* — f~, onde f* = sup{f,0} e f~ =
sup{—f,0}, e

/ £ (nyma(dnlew) = / £ (myma (dnleo) — / J (m)a (dnlw)

com isto e com a parte anterior 3. temos que

[ Fomalane) = 3 w3 )l Flmaene)

NAEQA

]

Como se pode ver com (3.8), o nicleo 7, é inteiramente definido pelos
numeros 7 (11,1 (ny)|w).

No que segue vamos usar a notacgao r, f para denotar a seguinte fungao
Fare-mensuravel

Al (W) = / F(m)yma(dnlw).

Composicao de Nucleos. Dada a relacao de consisténcia (3.2), vamos
convenientemente expressar em termos de composicdo de Niucleos: dados
mA € A, denotamos

mama(Aly) = / a (Alw)ma (dw]).

Exemplo 3.2.3. m\7,, com A C A, é um ntcleo de probabilidade proprio
de .FAC a .F.

Demonstragdo. Vamos mostrar que para B € F,. temos
maTA(Bln) = 15(n).

De fato,
maTA(Bln) = /M(B\w)m(dw|77), (3.9)
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ma(B|w) € Fac-mensuravel, como A C A, temos que 7 (B|w) é Fa.-mensuravel.
Ja que 7A(B|w) é proprio, i.e.

ma(Blw) = 1p(w).

o lado direito de (3.9) é igual a

mama(Bly) = / Lp(w)ma(dwln) = ma(Bln) = Ls(n).

]

A proxima definicao apresenta um objeto matemadtico que generaliza
as relagdo de consisténcia (3.2).

Especificacao. Uma especificagdo € uma familia 7 = {7, }, de nucleos de
probabilidades proprios que sao consistentes no seguinte sentido

TATA = mA, VA C A C Z4 (3.10)

Dado um nucleo de probabilidade 7, e uma medida x € M;(Q2), definimos
uma nova medida de probabilidade umy € M;(Q2) pela seguinte expressao:

puma(A) = /7TA(A|W)/L(CZW), AeF.

Esta nova medida tem a seguinte propriedade.

Proposicao 3.2.1. Dada uma medida de probabilidade . € M;(Q) e um
nucleo de probabilidade r,, Para toda func¢do f : Q) — R limitada e mensu-
ravel, temos que

pma(f) = p(maf).

Demonstracdo. Vamos mostrar a igualdade por passos como fizemos no
exemplo (3.2.2)), assim

]_. f = 1,4:
vamos considerar um, para a fungao 1,. Assim,

uma (L) = / ma(Alw)p(dw)

enquanto que
ala(w) = / Ly 7a(dnlw) = ma(Alw).
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Integrando ultima igualdade acima com respeito a [[| obtemos a se-
guinte igualdade

H(maly) = / ra(Alw)d,

logo
pra(la) = p(mala).

2. fn = Zaj 1Aj:
j=1

pra(f) = a; pma(A;) = 2 /WA(AHW) pi(dw)

Jj=1

n

- /Zaij(Aj|w) p(dw) = (Z a;mp(Aj|lw) ) =1 (Z a; /1A )TA dn|w))

7 — </f 7TAd7]|w>:,u(7TAf>‘

3. f > 0 mensuravel: neste caso primeiro observamos que
pra(f) = 1{@2%‘ pra(A;)

Usando o Teorema da Convergéncia Monotona e trabalhando de ma-
neira similar a como fizemos no item 2, obtemos

puma(f (hm/Za] 1a,(n) ma dn|w)>

— (/ lim £,,(17) m(dn|w))
_ / T f (@) u(dw)
= p(maf).

4. f mensuravel e limitada: neste caso decompomos a fungao f em suas
partes positivas e negativas f = f — f~ e usamos os itens anteriores

INeste capitulo a esperanca de uma funcédo f com respeito uma medida de probabili-
dade ; podera ser denotada por (f),, [ fdu e u(f).
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para concluir que

p(maf) = p(maf*) — p(maf™)

= ([ 1 £ matane) ) = [ tim ) (e
= ([t = £ 000 ma(anle))

= e[ () ma(anle))

= umpf.

]

Ja tendo falado de especificagées podemos falar de medidas que sdo
compativeis com especificagoes.

Medida compativel com uma especificacao. Seja 7 = {7y}, z¢« Uma
especificagdo. Uma medida € M;(Q2) é compativel com (ou especificada
por)  se

= pumy, YA CZ% (3.11)

O conjunto de medidas compativeis com 7 (se existir) € denotado por G(r).

Observamos que tinhamos inicialmente a relagcdo de consisténcia (3.2)),
esta por sua vez foi generalizada por (3.10). Vimos também que outra
forma de escrever (3.2) era dada por (3.5). Agora sabemos como genera-

lizar (3.5) usando (3.11).

Observacao 3.2.2. Se i € G(rn), entdo, para todo A € Fy, B € Fy., temos

/B malAw(de) = [ (AN Bla(do)

Usando o Exemplo podemos afirmar que o lado direito da igualdade
acima é dado por
uma(AN B) = u(AN B).

Da defini¢do de probabilidade condicional temos que

nans) = [

B

La(w)n(dw) = [ (A Fr))ulds)

B

Desta forma relacionamos o nucleo m, com a medida de probabilidade
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condicional p dada a o-dlgebra F,. da seguinte maneira:
W(A|Fae)(-) = ma(Al-), n— quase certamente. (3.12)

Esta observacdo tem consequéncias mais profundas como, por exemplo,
u € G(w) se, e somente se, a especificagdo w fornece uma distribui¢do con-
dicional regular de ;. dado F,- para cada A C Z%. Dito de outra maneira
Se p € G(n), entdo

i (4) = / (Al u(d) = / i Alw)ldw) = p(A),

ou seja urm, = u, este conjunto de equagdoes é conhecido como Equacgoes
DLR. Observamos que qualquer medida satisfazendo as Equacées DLR é
tal que suas condicionais com respeito F,. sdo dadas pelo ntcleo =, como
segue

(A Fae)(-) = ma(Al), n— quase certamente.

3.2.1 Especificacoes Gibbsianas

Na secao anterior mostramos algumas propriedades de especificagoes
bem gerais. Assumimos a existéncia de tais objetos e deduzimos algumas
consequéncias. O objetivo nesta secao é fornecer uma maneira sistema-
tica de construir especificacgoes.

Vamos comecar generalizando o Hamiltoniano do modelo de Ising. Para
cada w € Q7, a ideia é definir

Hao(w) = Y @pw), (3.13)

e
onde, para cada B finito, ®5 : @ — R depende sé dos spins dentro de B.
Como a soma que aparece acima pode ter infinitos termos precisamos
garantir que ela seja convergente, para que H, o(w) esteja bem definido.
Sob a seguinte condicao sobre a familia & = {®3} -z podemos garantir
que o Hamiltoniano acima estd bem definido

sup Z sup |Pp(w)| < +o0.
€74 Bezd weN
B5i

A familia ® = {®} 5z« Serd chamada de potencial e quando ela satisfizer
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a condicao acima sera chamada de Potencial uniformemente absolu-
tamente somavel. Se o potencial ® ¢ uniformemente absolutamente so-
mavel entao podemos garantir que a interacao de um spin com o resto do
sistema é sempre limitada.

Teorema 3.2.1. A familia ©® = {r{}scz« definida por

1
Ty (I (1) |n) = =7 e~ Hae(manae)
A

onde Zj , é a fungdo parti¢cdo, dada por

70 4 = § e~ Hae(Tanae)

TAEQA

define uma especificacdo. Esta especificacdo é determinada pelo poten-
cial ® e chamada de Especificacdo Gibbsiana.

Demonstracdo. A parte mais trabalhosa desta prova consiste em mostrar
que sao validas as relagoes de consisténcia para este nucleo. A ideia é
repetir os passos da prova do Lema [3.2] Para maiores detalhes e também
para a prova em casos mais gerais o leitor pode consultar as referéncias
[8,12,(14]16]. O

Exemplo 3.2.4. O potencial associado ao modelo de Ising em Z? é dado
por
—p Jijoi0;, se A={i,jyelli—j||l=1
Op(w) =< —f hioy, se A=1{i,j};
0 caso contrario

Medida de Gibbs a volume infinito. Uma medida de probabilidade u
definida em (2, ) compativel com uma especificacao Gibbsiana 7n* é uma
medida de Gibbs a volume infinito associada ao potencial ®.

As seguintes notacoes serao equivalentes G(®) e G(r®). No caso do mo-
delo de Ising ja que o potencial ® é parametrizado por poucas variaveis £,
h = {h;}icze € J = {J;}i jeze podemos denotar seu conjunto de medidas de
Gibbs por G(3,h, J).

Finalmente estamos prontos para dar uma das definigdes, que sem du-
vidas, é uma das mais importantes definicdes em Mecanica Estatistica, a
de transicao de fase. Vamos nos referir a ela como transicao de fase de
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primeira ordem. O termo primeira ordem estd ligado a um importante
resultado, valido para o modelo de Ising ferromagnético, que relaciona
esta definicao a uma descontinuidade na derivada de primeira ordem do
funcional pressao.

Transicao de fase de primeira ordem. O potencial ¢ exibe uma transi-
cao de fase de primeira ordem se G(®) contém ao menos duas medidas de
Gibbs distintas.

3.3 Existencia de Medidas em §(7)

A pergunta natural que surge neste momento é: quais sao condigoes ne-
cessarias sobre o potencial ® para que exista ao menos uma medida com-
pativel com 7% ? Daremos mais algumas definigoes e apresentaremos no-
vos teoremas com a finalidade de responder esta pergunta.

Para responder a essa pergunta vamos precisar estudar um pouco al-
gumas topologias no espago Q2 = {—1,1}%", no espago de fungdes definidas
em () e também no espacgo de todas as medidas de probabilidade definidas
sobre 2. Vamos comecar introduzindo o seguinte conceito de convergén-
cia em (.

Convergéncia em ). Seja w € Q. Uma sequéncia w™ € Q converge a w
se, para todo j € Z¢,
wj(-") — w;, quando n — co.

Neste caso vamos escrever w™ — w.
Segundo a nogao de convergéncia acima temos que duas configuracoes
estao proximas se elas coincidem em uma regido suficientemente grande

contendo o origem. A seguir veremos que esta nocdao de convergéncia
define uma topologia que é metrizavel.

Proposicao 3.3.1. Para w,n € Q, seja

d(w77]> = Z 2_”i”1 1{Wi¢77i}'

i€Z4

Temos que d(-,-) € uma distancia em Q, e que w™ — w* se, e somente se,
d(w™, w*) — 0.

Demonstragdo. A fungao d € um somatorio de termos nao-negativos entao,
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d>0. dwmn) =0& w =mn, Vi e Z < w =1 Podemos observar que
dw,n) = dn,w). lzer < lgwsny + Lz, onde w,n, & sao configuragoes,
disso temos d(w, &) < d(w,n) +d(n,£). Assim, d € uma distancia.

Para a outra afirmacédo, temos w™ — w* < Ve >0, 3N, € N tal que |wj(-") —
wl<e ¥nzNo Vi & W =w, Vn < No, Vi & T2 1 0 <

A7} =
&, Vn>Ny & dw™,w) —0 O

Em seguida vamos mostrar como usar a compacidade do espaco de
spins {—1,1}, para mostrar que  é compacto com a topologia induzida
pela métrica definida acima.

Teorema 3.3.1 (Compacidade de Q). Q2 é sequencialmente compacto: para
cada sequéncia w™ € Q, existe w, € Q e uma subsequéncia w™) — w,
quando k — oo.

Demonstracgdo. Sejam w™ € Q uma configuracgao e i,,i,,is,--- uma enume-
i(?))nzl é uma sequéncia em {—1,+1},
e como este é um conjunto compacto, podemos extrair uma subsequen-

cia (w(”l’j))jzl a qual converge. Agora consideramos (w("l’j))jzl, e argu-

i1 2

racdo arbitraria de Z?. A sequéncia (w

mentando como acima podemos garantir a existéncia de uma subsequén-
cia convergente (wg 27) );>1, € continuamos assim até ter para cada & uma
subsequéncia convergente (wf}?’“’j))jzl. Considere a seguinte configuracao
w* € Q, definida por

(nk,)
1 9

w; = lim w
]-}OO
ou seja, w* € uma sequéncia formada por os limites de cada subsequéncia
(w(nk,j)> )
i j>1-
Observe que (w(™));5; é uma subsequéncia de (w™),>, e além do mais
d(w™9) w*) = 0, ja que w\™? = w;, para todo k, o teorema est4 demostrado.

]

Funcao Continua em . Uma funcao f : QO — R é continua se para toda
sequéncia w™ — w temos que f(w™) — f(w). O conjunto de todas as fun-
¢Oes continuas em (2 sera denotado por C(Q).

Observacao 3.3.1. Em conjuntos compactos uma funcées continuas sdo
também uniformemente continuas, ou seja, para todo ¢ > 0, existe ¢ > 0 tal
que d(w,n) < ¢ implica que |f(w) — f(n)| < e.

Agora, relacionaremos as fungoes locais com as fungoes continuas.
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Lema 3.3.1. f € C(Q) se, e somete se, existe uma sequéncia de funcbes
locais g, tal que||gn — fllo — 0.

Demonstracdo. Por hipotese f : O — R é continua. Fixemos ¢ > 0. f é
também uniformemente continua, logo temos que se d(w,n) < §, entdo
|f(w) — f(n)| <e. Desta desigualdade temos que existe um A (finito) tal que
se n,w coincidem em A entao |f(w) — f(n)| < e. Portanto, se fixamos & € Q
e definimos uma funcao g por g(w) := f(wa@ye) temos que |f(w) — g(w)| <
e, Yw € Q. e claramente ¢g € uma fungao local.

Reciprocamente. Como podemos observar toda funcao local é também
continua, e assim temos que a funcao local em © é uniformemente conti-
nua. Assim para qualquer n € N temos, da hipétese de g, ser uma fungao
local, que para todo § > 0 se d(w,n) < § entdo |g,(w) — g.(n)] < e. Por hi-
pétese, temos que g, satisfaz que ||g, — f|| — 0, dai qualquer ¢ > 0 fixado
podemos garantir que existe n tal que ||g, — f|l« < €. Ja que para todo par
w,n satisfazendo d(w,n) < ¢ temos que

|f(w) = f)] < |f(w) = gn(w)| + [gn(w) = gu(m)] + 1f () — gn(n)] < 3e,

podemos concluir que f é continua. O

O préximo lema mostra propriedades interessantes das medidas de
probabilidade em (2, F), que sao unicamente determinadas por sua acao
em conjuntos cilindricos ou em fun¢bdes continuas.

Lema 3.3.2. Se pu,v € M,(Q), entdo os seguintes itens sdo equivalentes:
a p=v
b) 1(C)=v(C) para todo C € C.
c) u(g) =v(g) para toda funcdo local g

d) u(f) =v(f) paratoda f € C(Q).

Demonstragdo. Primeiro a) = b) é 6bvio. A reciproca, b) = a) € consequén-
cia da unicidade do Teorema de Carathéodory que garante que se F é
gerada por uma algebra C, ou seja, F := ¢(C), e i, v sao medidas de proba-
bilidade em (92, F) que coincidem em C, entao as duas medidas coincidem
em F. Para ver que b) < ¢) basta notar que a funcao 1., ou seja, a indi-
cadora do cilindro C, é uma funcao local. A implicacao ¢) = d) segue do

2 flloo := sup | f(w)]
weN
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lema anterior. De fato, dada uma funcao continua f sabemos que existe
sequéncia de funcgdes locais g, tais que ||g, — f|lc — 0. Assim temos para
qualquer ¢ > 0 fixado que se n € suficientemente grande que |g,| < €+ |f].
Usando agora que u(g,) = v(g,) segue do Teorema da Convergéncia Domi-
nada que u(f) = v(f). A ultima implicacdo d) = ¢) segue diretamente do
fato de toda funcao local ser uma func¢ao continua. O

3.3.1 Algumas Propriedades de M;(()

Convergéncia em M,(Q)) . Vamos dizer que uma sequéncia u, € M;(Q)
converge para i € My(Q2) se u,(C) — u(C), para todos os cilindros C €
C. Neste caso vamos escrever yu, = pu. Essa convergéncia é conhecida
também como convergéncia fraca.

Teorema 3.3.2 (Compacidade do espaco M;(92)). Com a nog¢do de con-
vergéncia fraca, M;(f?) é sequencialmente compacto, isto €, para cada
sequéncia pu, € M;(Q), existe u € M;(Q) e uma subsequencia p,, tal que
fn, = 1 quando k — oo.

Demonstracdo. Sabemos que C tem uma quantidade enumeravel de ele-
mentos pela Observagdo[3.1.2] Seja Cy,C,,--- uma enumeracgéao arbitraria
de todos os cilindros de C. Note que a sequéncia yu,(C;), que toma valores
no compacto [0,1]. Portanto podemos garantir que existe uma subsequén-
cia convergente p,, ;(C;) e denotaremos seu limite por

p(Ch) = lim p, ;(C).
j—00

Agora, no cilindro C,, extraimos da sequéncia u,, ;(C2) € [0,1] uma sub-
sequéncia convergente y,, ;(Cs) cujo limite sera chamado de

(C2) = i fin, j(Co)-

Continuamos indutivamente este processo e para o cilindro ¢y, k > 1,
extraimos uma subsequéncia convergente u,, ;(Cy) cujo o limite sera de-
nominado

p(Cr) = Tim gt 5(Ch)-

Se consideramos a sequencia diagonal n;;, temos que p,, ;(C) — u(C) para
todo C' € C. A funcao de conjunto i que acabamos de definir estd bem
definida em toda algebra C, assim mostrar que ela admite uma extensao a
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uma medida definida na o-algebra F. Para isso basta procedermos como
na prova do Teorema fazer uso do Lema para verificar que ()
é o-aditiva em C e em seguida, usar o Teorema de Extensao de Carathéo-
dory para estender i a uma probabilidade em F. Por construcao temos
que [, j = p- [

3.3.2 Especificacao m com G () # ()

Especificacao quasilocal. Uma especificacao 7 = {m},cz¢ € quasilocal
se cada nucleo 7, € continuo com respeito a sua segunda entrada. Isto é,
se para todo C € C, a fungao w — 7, (C|w) pertence a C ().

Teorema 3.3.3. Uma especifica¢cdo =* associada a um potencial ® abso-
lutamente uniformemente somdvel é quasilocal. Se 7 = {mp}rczs € quasilo-
cal, para quaisquer A C Z¢ finito e f € C(Q) fixados temos que 7, f € C().

Demonstracdo. Para a prova deste fato veja, [12,/14,16]. O

Teorema 3.3.4. Se 7 = {m\}rcz¢ € UMa especificacdo quasilocal, entdo

G(m) # 0.

Demonstracdo. Seja w € Q fixado e considere a seguinte sequéncia de
medidas () ;= 7, (-|w). Como os nucleos satisfazem a relacao de consis-
téncia, temos para todo n tal que A C A,, que

HnTA = 7TAn7TA('|W) = WAn("W) = Hn-

Agora, fazendo uso da compacidade de M;(Q2) ( Teorema podemos
garantir que para a sequéncia p, € M;(Q) existe uma medida ;€ M,(Q) e
uma subsequéncia p,, tais que u,, = p quando k£ — co. Nosso objetivo é
mostrar que p € G(n), i.e. ury = p para todo A finito. Seja f € C(Q2). Como
7 é quasilocal segue do Teorema que mpf € C(Q). Logo,

pralf) = pmaf) = gy (o f) = 0, ma(f) = g, () = p(f)-

Pelo Lema|3.3.2| e a igualdade acima temos que ur, = p, para todo A finito
e portanto u € G(r). O
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Capitulo 4

Representacoes por Correntes
e Passeios aleatorios

Neste capitulo veremos as definigoes e as propriedades de duas formas de
representacao. Estas formas de representar quantidades fisicas nos aju-
dara quando tivermos que deduzir e estender as desigualdades principais
nos proximos dois capitulos. As referéncias mais usadas aqui sao [1], [31,
151, e [22].

4.1 Representacoes por Correntes Aleatdrias

Vamos comecar o estudos da representacoes no modelo de Ising, quando
sem campo magnético 4 = 0. Vamos mostrar como podemos expressar a
funcao de particao em termos de configuracoes de correntes. Um numero
de fluxo é uma fungao
n.: & — NU{0}
{[L’, y} = Ny}

?

onde &, € o conjunto de arestas. O numero natural ou 0, n,,; € também
conhecido como simplesmente fluxo na aresta {z,y}. Uma configuracao
de correntes serd um conjunto de numeros de fluxo com respeito a certo
grafo (A,€&,), e sua notacao sera n = (n.).cs,, onde e = {r,y} € &, denota
uma aresta genérica do grafo (A, &y).

Quando o campo magnético nao for nulo pode-se expressar as corre-
lacoes e a funcao de particao por meio das configuragdes de correntes
fazendo uma pequena modificacao no grafo (A,&,) que consiste basica-
mente em criar um novo grafo onde adicionamos um sitio ¢ (o simbolo
g sera reservado para o sitio fantasma) e o ligamos a todos os demais
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vértices. O spin neste sitio se chamara “spin fantasma”, e veremos que
este novo modelo pode ser pensado como um modelo sem campo, ou seja,
h = 0. O spin fantasma estara conectando a todos os sitios da rede, por
arestas da forma {z, g} e as correntes correspondentes a estas arestas se-
rao definidas em termos de J;, ,, = h, além disso as arestas que conectam
os sitios da rede ao spin fantasma ({z,g}) serao chamadas de h-arestas.
Para fixar notacao o grafo obtido pela adicao do sitio fantasma e sera de-
notado por (A9, &y), onde A9 := AU{g} e &y := EAUEL, com & = {{z, g} : x € A}.

Observacao 4.1.1. Neste capitulo e os dois seguintes faremos as provas a
volume finito, os resultados se podem estender a volume infinito tomando
o limite termodindmico.

De agora em diante vamos voltar nossa atencao para modelos de Ising
a primeiros vizinhos (embora o analise também funciona para modelos de
longo alcance) ferromagnéticos com constantes de acoplamento invarian-
tes por translacao (da forma J,, = J(z — y)) com condigoes de fronteira
livre definido em A c Z?, pelo seguinte Hamiltoniano

Han(w) = —% S S — ) wy — b Y 4.1)

{w’y}GgA TzEA

Ao invés de considerar que a medida a priori ¢ a medida de contagem em
{-1,1}, vamos considera-la como sendo uma Bernoulli de parametro 1/2.
Desta forma a fungdo de particao é dada por

Zy(B,h) =27 Y e Han() (4.2)

wENA

Com objetivo de obter uma notacgao simples para as representagoes em
correntes aleatorias introduzimos as seguintes notagoes

o = [ @™ onde - { Hy=w) se b={oyh 4o

| _
b1 np! h, se b={x,g}.

Fontes de uma configuracao de correntes n. Um elemento z € AY tal

que > n, € impar, sera chamado de uma fonte de n. O conjunto de todas
bz
as fontes de n sera denotado por on.
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Lema 4.1.1. Para todo >0 e h >0, temos que

Zy(B,h) =) w(m), (4.4)

on=(0

Demonstracdo. Se b € £, isto é, uma aresta contendo o vértice fantasma
da forma {z, b} entao vamos usar a notagao J,w,w, para indicar J,w,. Desta
forma podemos escrever

1
Zn(b,h) = ST Z exp | 5 Z I Wyt

weSp b=(z,y)€EA

= % Z H exp (BJp wywy)

UJEQA b:{$7y} 6EA

Pela Formula de Taylor, temos que o lado direito da igualdade acima é
dado por

(BJ, wggwy BJp)" (wWatwy)™
|A|Z H Z b _IA\ZZ H (b)n(b! )’

wEQA b={zy}ecE, n=0 WEQA M p—{fgylcE,

onde n = (n;),.z, . Separando o produtorio aparecendo no lado direito da
igualdade acima ficamos com

ZA 7

H (way)nba

weQ)N M pef, ' b={z,y}c€r

Pela definicao w(n) a expressao acima pode ser reescrita como

1
SEDID LIS | RETSEE SIS DI | L

we)y N {z,y}€€n n wEQN b={z,y}e€a
1 >
= g 2 wm) 3 [T
n wENA TEA

Usando o Teorema de Fubuni podemos reescrever o somatério apare-
cendo depois de w(n) no lado direito da igualdade acima como segue

1 S R

weQ) zEA z€A wye{-1,1} > npé par VxeA}

box
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Com esta identidade temos finalmente a igualdade desejada

B, h n)2/Al1 = w(m).
QW Z {Z nyé par VacEA} BZ— )
box n=0

Lema 4.1.2. Para a fungdo de correlagdo (o4)x, onde o4 = [[,. 4 0. , temos

que:
w(m)
(o)) =224 ,se |A|épar (4.5)
w(n
iy
e
w(mn)
on=AU{g} s s
(oA)p = ——=—— ,Se | A|eimpar (4.06)
w(n
™

Demonstracgdo. Por definicao temos que

ST oa(w)e PHARE)

<O'A>A _ wENA
Z e—BHA W)

wENA

Claramente s6 precisamos fazer a expansao em correntes para o numera-
dor pois, a expansao do denominador foi obtida no lema anterior. Vamos
trabalhar no numerador de maneira analoga a que fizemos no Lema4.1.1}
Lembrando que 0,(w) = w,, 0 numerador do valor esperado acima pode ser
reescrito como

ZOA(W>€—BHA,h(w) = Zw(n) ZJA(w) H (wWatwy)"™

wep n wep b:{x,y}GZA
PO
= S um) S o) [
n wENA TzEA

> mptla(z
= E w(n E (wy)b3= ;
n

wENA TEA
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Pelo Lema do aperto de maos (ver (2.2.2))) temos que

Z(ZW)EO(M)M) = Z(an>+znb50(modg)

reA9 bz zEA box b3g

e portanto podemos afirmar que ambas a somas do lado direito acima tém
a mesma paridade, isto é,

> (Z ”b> =Y m (mod?2) 4.7)

zeEA \b>z bog

Fixe uma configuracdo de correntes n. Se |A| é par e todos os expoentes
que aparecem na expressao abaixo sao pares

S [ i A (4.8)

wENA TEA

temos: que o somatdério acima é nao-nulo, que todo x € A pertence também
adnealémdomais}, oM € par. Assim no caso | 4| par, cada configuracao
de corrente para a qual a soma acima € nao nula é tal que on = A. Por
outro lado, se |A| € impar e o somatorio em é nao nulo, entao podemos
afirmar que todo » € A também pertence a on. Além do mais teremos

A+ =D ny + 14(z) = 0 (mod 2).

zEAN boz z€EA box

Ja que estamos assumindo que |A| é impar segue da congruéncia (4.7) que
> sy ™ € Impar e portanto g € on. Logo concluimos que se |A| € impar e a
soma (4.8) € nao nula entdo on = AU {g}. Em resumo temos

Z Z H bZ mptla(@) 2 ;w(n)l{an:f\}? se | Al é par;
Sx —
205 wm)oneavggyy, Se | A é impar.
n

wWENA TEA

Como ja sabemos do lema anterior que vale a igualdade

Z e PHAR(W) — 9lAl Z

wEN on=0
Podemos finalmente concluir que (4.5) e (4.6) estao provados. O

O método das representacoes por correntes é muito util, pois existe
uma identidade combinatdria importantissima sobre ele, que permite co-
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mutar fontes em sistemas duplicados de correntes. Um caso particular
deste fato é o famoso Lema da Comutacao em Inglés Switching Lemma.
Antes de apresentar o enunciado deste lema precisamos introduzir mais
algumas definicoes.

Sitios conectados em n. Diremos que dois sitios z, y (y pode ser o si-
tio fantasma) estdao conectados na configuragdo n, denotaremos isto por
r <% y, se existe um caminho no grafo (A%, &,) de = para y tais que para
toda aresta deste caminho temos n,; # 0.

Aglomerado de arestas de um sitio. O conjunto de arestas com pelo
menos um sitio conectado a z, serd chamado de aglomerado de arestas do
sitio x na configuracgao n , isto é,

Cal) ={{y, 2} 1y >z ouz+= 2} U{{y g} 1y = z}.

Observamos que Cy(g) contém pelo menos todas as “h-arestas” com fluxo
nao nulo.

Lema 4.1.3 (Lema da Comutag&o). [[|Seja A um conjunto de sitios de uma
rede aumentada, {z,y} um par de sitios (um dos quais pode ser g), e f uma
funcdo definida em configuracoes de correntes. Entdo

Z w(n)w(n) f(m +ny) = Z w(n)w(mny) f(m + "2)1{9& ny+ny y}7
ony=A om=AAN{zy}
8"2:{I,y} 8"2:0)

onde (N, + Ny), = (M), + (Ny)s.

Demonstracdo. Veja [22]]. O

Este lema é muito tutil para lidar com fung¢ées de correlagées trunca-
das P} onde frequentemente precisamos levar em conta delicados cance-
lamentos vindos de contribuigcdes com sinais distintos. Dois exemplos de
aplicacao deste lema, que serdao explorados nos capitulos seguintes, sao
apresentados abaixo em forma das seguintes proposigoes.

TAAB = (A\ B)U (B\ A);
2<O'A;O'B> = <0'A0'B> - <UA><OB>'
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Proposicao 4.1.1. Seja A uma rede finita contendo os sitios z e 0, entdo

w(mny)w(ny)
; x - 1 n|-+ny ¢ 4:9
<0'07U>A , _E ZJQ\ {o + g} ( )
s

Demonstragdo. Aplicando respectivamente as identidades[4.5|e[4.6|temos

(00;02)a = (0002)a — (00)A{02)A
> wmn) > wm) > wmn)
_ on={0,z} _an{[),g} on={z,g}
B 7\ 7Z3
> wmy) 3 owmp)— > wmy) Y w(imy)
on;={0,z} ono=0 on;={0,g} ong={z,g}

Zx

onde na ultima igualdade usamos o Lema4.1.1| Agora, aplicando o Lema
da Comutacao na segunda parcela do numerador, ficamos com

1
<O-O§O-m>A = Z—i Z w(nl)w(ng) — ( Z w(nl)w(n2) 1{0 n;+n, g}
on;={0,x} ony={0}A{z}
8n2:® Bn2:@

1
= Z_% Z w(nl)w(nz) [1 — 1{0<;11_+112>g}]

on1={0}A{z}
ony=0
n,)w(n
= Z w( 1>QQU( 2) 1{0 n;+ny }C O
o ={0}A{x} A g
81122(2)

Proposicao 4.1.2. Seja A uma rede finita contendo os sitios u,v e 0, entdo

w(ny)w(n,)
.0 A = }/ — T ane e 4.10
<JO7U g >A - Z[Z\ {O(ﬁg} ( )
8n1—{%g}A%u}A{v}
ny—=
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Demonstragdo. De e do Lema segue que

<UO; ngv>A - <0-00-u0-v>A - <UO>A<UUUU>A
>, wmn) >, wm) > wm)
- on={0,u,v,g} _8n:{0,g} on={u,v}
B 7 7
> owim) X owimp)— > wim) Y w(my)
an1={0,u,v,g} ony =0 8n1:{u,v} 8n2={0,g}

Zx

Aplicando Lema da Comutacao na segunda parcela, podemos reescrever
a expressao acima como segue

1 nq+n .
2 2 1+
E Zy B zy {o<—>g}
anl_{o’uvvrg} Bnl—{O,g}A{u,v}
ony=0 ony=()

Z w(ny)w(ny) Z w(n)w(ny)

Subtraindo os dois somatérios e usando propriedades elementares da di-
ferenca simétrica temos finalmente que

w (N )w(ny)
] uwY v — - —-5 ]. n n c D
(003 CuTu)A . E 7 {0 1+2g}
n; ={0,9}A{u}r{v}
an2=@

Na proxima secao vamos utilizar estas duas formulas deduzidas acima
para ajudar na analise do comportamento das seguintes funcoes

oM
0.0 = 50 = 3l (4.11)
© oM
2(8,h) = Y J(x —y){o0; 0,0,)a- (4.12)
85 z,yEN

As duas igualdades acima podem ser obtidas diretamente das definigcoes
de My e XA-
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4.1.1 Condicionamento Sobre Aglomerados

Diferentemente do Lema de Comutacao que permite trabalhar com iden-
tidades combinatorias, a técnica de condicionamento sobre aglomerados
que vamos introduzir a seguir, permite reescrever algumas expressoes em
uma forma que bastante conveniente.

Para facilitar a compreensao deste novo conceito vamos inicialmente
considerar a seguinte configuracao de correntes esbogcada na figura abaixo:

Figura 4.1: As arestas azuis representam fluxos de valor 1, en-
quanto que as sao as que tem fluxo de valor 2, e as ver-
melhas sao de valor 3. A é o conjunto de fontes de cor rocha,
e B é o conjunto de fontes de cor . As arestas que estao
inclinadas representam arestas ligando um sitio da rede ao sitio
fantasma (que é Gnico, mas aqui o desenhamos em multiplicidade
para facilitar a visualizagao)

Nesta figura A e B sao conjuntos de fontes e p é um sitio arbitrario em
A9. A ideia por traz do condicionamento sobre aglomerados é considerar
que as correntes n = {n;},.-~ em cada aresta sdo variaveis aleatodrias inde-
pendentes e olhar para as configuragoes de correntes aleatorias sujeitas
a condicao de que p € Cy(a) para todo a € A, mas p ¢ Cn(b) para todo b € B;
a linha entrecortada representa esta condicao, neste momento denotare-
mos essa linha por C(p). Voltando a nossa figura estamos interessados em
considerar configuracoes de correntes cujas as arestas que saem da linha
C(p) tenham fluxo nulo. Esta técnica consiste em condicionar sobre C(p),
ou seja, em somar livremente e independentemente sobre configuragoes
correntes no interior e no exterior do aglomerado C(p).



Capitulo 4. Representacgoes por Correntes e Passeios aleatérios 58

Lema 4.1.4. Para todo A finito, u,v € A temos que

<0’0;0'u0'v>A:Z %<UW>[C(0)]C+ Z vaﬂcmnc, (4.13)

ony={0}a{u} A ony={0}a{u} A
ony=0 ony=0

onde [C(0)]° € uma notagdo reduzida de [Cp,.n,(0)]° e sendo A um conjunto
de arestas, o subindice A, em Z, e (-), indicam que as constantes de aco-
plamento sdo todas zero para todas as arestas que ndo pertencem a A.

Demonstracdo. Da equacao (4.10) temos que

w(ny)w(ny)
) — I~ — 1 nq+n c.
(00; Tu0y) A ) E ZZQ\ {0 1+my g}
0, ={0,g}A{u}a{v}

dng =

Pelo Lema do Aperto de Maos, sabemos que o numero de vértices de grau
impar em cada componente conexa deve ser par, assim podemos verificar
gue os termos que dao contribuicao nao-nula, na soma acima, sao aqueles
em que acontece uma das duas alternativas abaixo:

i) 0 e u estao no mesmo aglomerado, digamos A e v e g estao no mesmo
aglomerado B e estes aglomerados sao disjuntos;

ii) 0 e v estao no mesmo algomerado, digamos C e u e g estao no mesmo
aglomerado D e estes aglomerados sao disjuntos;

Desta forma podemos representar os somatorios que aparecem acima
como mostra a figura:

Figura 4.2: Representacdo das parcela de (4.10). A notacdo (u &
v) significa o desenho a esquerda deveria ser reproduzido com
v no lugar de u. O sitio verde que aparece ligado a v é o sitio
fantasma.
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Quando condicionamos sobre o aglomerado Cy, 1n,(0), as somas sobre as
configuracgoes de correntes dentro e fora do cluster sao condicionalmente
independentes. A soma no exterior nos fornece o valor esperado de o,
(ou 0,) no sistema que sofreu a retirada dos elos de Cyp, 1n,(0), multiplicado
pela funcao de particao deste sistema reduzido. Usando esta funcao para
“retirar o condicionamento” da soma obtemos a identidade desejada. [

Lema 4.1.5. Para todo A finito e x € A temos

n n
(003 02)a = > W(Uo%mgnc 1{0 ny+ny } (4.14)
= g
no—

Demonstragdo. A prova é totalmente analoga a do lema anterior, basta
usar a técnica de condicionamento sobre aglomerados. O

4.1.2 Representacoes por Passeios Aleatorios

Esta representacao permite ver a representacao por correntes aleatorias
por meio dos chamados backbones (espinha dorsal). Para fazer isso de-
finiremos uma transformacao Qz(n), chamada B-backbone de n, a qual
para cada configuracao de correntes n com fontes on = B, associamos
uma sequéncia bem definida de caminhos w ligando os sitios de B em pa-
res. Isto nos permitird reescrever as correlagoes e da seguinte
maneira:

(o)=Y pw), se |A| é par; (4.15)
ow=A
(ca)= > plw), selA|éimpar, (4.16)
Ow=AU{g}
onde )
w(n
p(w) = Z — Lioa, (n)=w} (4.17)
on=0w

e Ow é (analogo natural) o conjunto de sitios em AY que sao visitados por
um numero impar de passos de w.

Passamos agora para a definicao formal do backbone de uma configu-
racao de correntes. A primeiro passo € considerar uma ordem total na
rede Z¢. Assim cada um de seus subconjuntos tem um menor sitio ou “pri-
meiro” sitio. Esta ordem pode ser, por exemplo, a ordem lexicografica
para modelos de alcance finito. Note que a ordem pode ser estendida
a rede estendida declarando ao sitio fantasma como sendo o menor ele-
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mento de todos.
Vamos precisar também das seguintes definigoes:

Passo. Uma passo de z para y € uma aresta ordenada (z,y).

Para cada » € A escolhemos uma ordem para o conjunto dos passos
que comecam em z de forma que um passo da forma (z,g) seja sempre o
menor de todos. Para este ordenamento podemos usar a ordem total que
consideramos, acima, nos vértices da rede estendida.

Aresta cancelada. Para cada passo (z,y) (y pode ser o sitio fantasma),
associamos um conjunto de arestas canceladas formado pela aresta {z,y}
e por todas as arestas correspondentes a passos que saem de r que sao
anteriores a (z,y).

Sequeéncia consistente. Uma sequéncia de passos é dita consistente se
nenhum passo da sequéncia usa uma aresta cancelada previamente por
outro passo.

Caminho ou passeio. Um caminho de « para v € uma sequéncia de pas-
s0S {(zj,i11),i=0,...,n} COM Ty = u € Ty = 0.

Fontes de uma sequéncia de passos. Dada uma sequéncia de passos
w um sitio em x € AY é uma fonte da sequéncia de passos w se z pertence
a um numero impar de passos da sequéncia w. O conjunto de todas as
fontes de uma sequéncia de passos w é denotado por Jw.

Backbone Q3(n). Para uma configuragao correntes n com on = B, o back-
bone Qz(n) consiste de um conjunto de caminhos com as seguintes pro-
priedades:

1. O primeiro caminho w;, inicia-se no “primeiro” sitio u;, do conjunto
B\{g} e termina quando alcancgar algum outro sitio de B ou o sitio fan-
tasma (mesmo que g ndo esteja em B). Seu primeiro passo € (u,us),
onde u, € 0 menor sitio v que tal que ny,, ,; € impar.

2. Até que o caminho pare, cada passo do caminho (u;,u;;;) € 0 menor de
todos os passos (u;,v), que nao usam arestas canceladas por passos
anteriores e além do mais ny,, ,; € impar.
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3. Quando w; para, nés escolhemos o primeiro dos sitios de B que nao
foi visitado por w;, e repetimos o processo com todas as arestas que
nao foram canceladas por w;. Com isto temos um segundo caminho

wa.

4. Continuamos assim até terminar com todos os elementos de B. Ao
fim de tudo, nés obtemos caminhos w;,wy, -+ ,ws (s < |B|) percorrido
nessa ordem. E a este conjunto de caminhos que nés chamamos B-
backbone e o denotaremos por 2z(n) = wj owy 0 -+ 0 ws.

Agora, conheceremos as propriedades de p(w), que sao:

1. Para cada decomposicao de uma sequéncia consistente de caminhos
w em duas sequéncias w = w; o wy, temos

plwi o wz) = pwr)pug(w2), (4.18)

onde pc(w) é 0 peso para o sistema no qual todas as constantes de
acoplamento de as arestas em A sao zero.

2. Para um conjunto de arestas A, com wnN A = () temos
p(w) < pac(w). (4.19)

Estas dois propriedades anteriores podem ser vistas com mais detalhe
em [5].

Para fazer deixar destacado o emparelhamento das fontes induzido
pela aplicacao de “backbone”, usamos a notacao w; : * — y. para indi-
car que w; € um caminho que inicia em z, termina em y e visita y uma
Unica vez.

Exemplo 4.1.1. No modelo de Ising para todo A finito contendo a origem
temos

(o0) = Y plw). (4.20)

w:0—g

Supondo que o modelo tem campo nulo e x,y € A entdo é vdlida a seguinte
identidade

(000y) = Y plw). (4.21)

wir—Y
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Capitulo 5

Prova da Principal
Desigualdade Diferencial

Neste capitulo nosso objetivo é demostrar o Teorema que para mo-
delos de spin de Ising nos fornece a principal desigualdade diferencial
parcial. Para deduzir essa desigualdade usaremos as expansoes por cor-
rentes aleatérias e por caminhos aleatorios. A principal referéncia usada
neste capitulo é [3]].

Observacao 5.0.2. Os lemas e teoremas neste capitulo e no seguinte se-
rdo expressadas no limite termodindmico mas suas provas as faremos a
volume finito. Quando fazemos as provas a volume finito as medias (-) se-
rdo consideradas a volume finito e as vezes ndo se indicara na sua notag¢do
o volume.

Teorema 5.0.1 (Teorema 2 (i)). Para um modelo de spins de Ising ferro-
magnético invariante portranslagées em (—L, L]¢, a magnetizagdo obedece
a sequinte D.D.P. (Desigualdade Diferencial Parcial)

o)

M(B,h) < tanh(Bh)x(B,h) + M?(8,h) + M*(B,h)B 5

(8,h), (5.1)
onde M e y sdo os limites termodindmicos da magnetizacdo e susceptibi-
lidade a volume finito, respectivamente.

Vamos fazer alguns preparativos antes de passar para o prova do Te-
orema. Primeiro vamos relembrar que no capitulo anterior deduzimos a
seguinte identidade

(ooya= Y. Zy'w(my). (5.2)

8“1:{079}



Capitulo 5. Prova da Principal Desigualdade Diferencial 64

Vamos introduzir nesta igualdade, no lado direito, duas somas "falsas",
como mostrado abaixo

w(My)w(1Ms)w(ng)
<ao>A=dn§{jog} 125 2. (5.3)
sy

Estamos interessados nos pontos da rede que estao no backbone Qy 4 (n,),
e sao conectados a g na configuracao de correntes n, +n;. Vamos classifi-
car as configuragoes de correntes pelo primeiro sitio com tal propriedade
(primeiro significa com respeito a ordem natural induzida pelo backbone
(20,41 (m)). Este procedimento nos leva a considerar trés casos:

1. Nao existe tal sitio;
2. O primeiro sitio é 0;
3. O primeiro de tais sitios é algum v ## 0.

No terceiro caso, o primeiro passo (u,v) a atingir v divide o backbone
Q0,43(M;) em duas partes. A primeira € aquela onde 0 e u estdo conectados,
sem serem conectados por g, com respeito a configuracao de correntes
n, + ns.
Baseado, nas ideias acima, vamos decompor M = (0y), da seguinte ma-
neira:
M=T+Ry+» Y Ru, (5.4)

u  v#0

Figura 5.1: A linha solida de cor azul é o backbone Qg 5 (n,), a
outra linha solida representa conexoes devidas a n, + n; e a linha
entrecortada representa de Chn,in,(9)-

one (D)o (my)
w(Iy )w(MNy)w (I3
T = Z 73 1{nenhuma das arestas de Q{O,g}(nl)}7 (5.5)
ony={0,g} A estd em Cn,yny(9)
onp =0
onz=0
Wi )w(Iy )w(Ig (L daC tacio)
Ry, = Z (m;) (Z3 Jw( )1{n2+n3:OHg} ema da Comutagéo (oo)? (5.6)
om={0,9} A
ony=0



w (N )w(Ns)w(ny)
Ruv - Z Z/3\ 1{1’12+l’13:v<—)g}1{(’“,’0)69{079}(1‘11)}1{% bEQ{Oyg}(nl)}-

on;={0,g} antes de {u,v}
ony=0 em Cn,4nyg (9)
onz=0

(5.7)

Notamos que cada sitio conectado a g via n, +n; deve estar duplamente
conectado, ja que 9(n, + n3) = 0.

Nosso objetivo agora € limitar 7, Ry e R, , por quantidades fisicas. Para
conseguir isto usaremos as duas técnicas: a de caminhos aleatorios e a de
correntes aleatorias.

Lema 5.0.6.
oM

T < tanh(Bh)——— (5.8)

) aam
Demonstracdo. Vamos analisar o lado direito da equacao (5.5). Notamos
que no ultimo passo (z,g) do backbone n; o fluxo n,(, , € impar, porque g

é fonte.

Figura 5.2: Todos os fluxos deste grafo tem valor igual a 1. Os
fluxos das arestas que unem o sitio fantasma com os outros sitios
vao mudar de impar para par.

Para cada sitio x estimamos a correspondente contribuicao a 7' consi-
derando o conjunto de correntes obtidas mudando n,(,, impar para um
fluxo par. Veremos agora, que a soma considerando os n,y,, impares é
equivalente a soma considerando os n,, ,, pares mas multiplicada por um
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fator de tanh(Sh).

Para a nova soma, notamos que as configuragoes tem como fontes os sitios
{0,z}. Com a condicao, como na soma anterior, que backbone n,; alcanca
z antes de alcancgar Cy,n,(g). Portanto

T = tanh(Bh)x

Jw(ng)
X Z Z 1{Q{o,m}(n1)ﬁcn2+n3 (9)=0} 1{n1 {z,9}€ DPar} 1{n2+n3;0«»g}
z€A ony={0}a{x} Z3
81122(2)
onz=0

(5.9)

Usando a representagao de caminhos aleatérios para n; temos que:

Z Zglw(nl)1{9{0,1}(n1)00n2+n3(9)=0} - Z p(w)l{g{oqz}(“1)”CH2+“3(9):®}’
on={0}a{z} w:0—x

e como a fungao indicadora é limitada por 1, segue que:

T < tanh ﬂh Z Z Z w ].'l2 n3)1{n2+n3 0eg} Z 1{9{01}(111)00“2“13(9) 0}

TEA 8n2 w:0—x

Por (4.19) a expressdo acima ¢ limitada superiormente por

tanh(8h) ) Z 1{n2+n5 0ig) D, PO (W) (Q00y 01)Coy sy (0)=0)
€A Ony= @ w:0—z
6113
(5.10)

continuando a estimativa, agora usando (4.21) e (4.14) obtemos

T < tanh(Bh) Z Z <000x>[C(g)]c Linyims:09)

= tanh(Bh) > (00; 0u)a.

zEA

Lembrando de (4.11) e usando a estimativa acima, temos finalmente que

T (1) Yo = a0
TEA

e assim o lema esta demonstrado. O
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Lema 5.0.7.
Ry = {09)*. (5.11)

Demonstracdo.

Z Z w(ny) Z Z w(ng)w n3)1{n2+n3 09} -
on, = {Og} ong=

onz= @
Aplicando o Lema de Comutacao (n;,n,,n; sao independentes) ficamos
com

Ry=(oo)a > Y. Zy'wmy)w(ns)

8n2:{07g} an3:{0’g}

= (00>§’\- ]

Lema 5.0.8.

Ry < tanh(BJ(v — u)) M? Z M(Jv)w(o)]a. (5.12)

2
Ona—{0} A {u}
onz=0

Demonstragdo. Em R,,, para cada configuracao de correntes n;, temos
que o fluxo ny,,, € impar. Como fizemos em 7', vamos mudar a paridade e
assim ficar com a soma multiplicada pelo fator tanh(8J(v — u)). A configu-
racao resultante n; tem fontes {0} A {u,v,g} e seu {0} A {u,v,g}-backbone
é da forma w; o wy, com w; : 0 — u completamente contido em Cp,n,(9)° €
Wy 1V —g.

w (M )w (M )w (M)
Ry, = Z 7 1{n2+n3:U<—>g}1{(u,v)EQ{0’g}(n1)}1{39 beQ{O’g}(nl)}

on;={0,9} antes de {u,v}
ongy=0 em Chn,nj(9)
811320)

Usando a cota trivial para a funcao indicadora temos que

ongy=( A omn;={0,9} antes de {u,v}
onz=0 em Cn,+n5(9)

w(n n
Ru< Y %hnﬁnwg} Y 7 w(n1)1{£beﬂ{ovg}(nl)}. (5.13)

Agora mudando a paridade do fluxo n,,,, de Impar a par e usando a repre-
sentacao por correntes aleatérias, temos que o lado direito da igualdade
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acima é dado por

w(ny)w(ns)
tanh(BJ(u—v)) E T1{n2+n3:v<—>g}1{n2+n3:0wg} E p(WIOWQ)l{men2+n3 (9)=0}
ony=0 A w1:0—u
onz=0 w2 v—g

(5.14)
onde a presencga do termo 1, n,0..s; S€ faz necessaria para garantir que
0 nao esteja conectado g em n, + n;. Por outro lado,

D (w1 0w)lunrCayeng@=03 = O, Pl nnCaying (=0} D Pune (w2)

w1:0—>u w1:0—=u w2 v—rg
w2:v—g

< Z pic@)e (@) (ov)uw
w1:0—u

S <UU> <000u> [C(g)]°>

onde C(g) := Cn,+n,(g) € usamos na primeira igualdade a identidade (4.18),
em seguida, (4.19) e por ultimo (4.21) e a Desigualdade GKS-II. Substi-
tuindo a expressao acima em (5.14), obtemos

Z w(My)w(ns)

RUU S tanh(ﬁj(u - 'U))<O',U> T<UOU“>[C(9)]C 1{n2+n3:v(_>g}1{n2+n3:0(+>g}.
(91122@ A
(91132@

Aplicando o Lema de Comutacao podemos reescrever o lado direito como

w(No)w(n
tanh(37 - )] Y LB o Y. (5.15)
onz={v,g} A
ong={v,g}

Proximo passo fazer a soma condicionando sobre o aglomerado Chp, n,(9)
possuindo sitio fantasma, usar (4.9) juntamente com (4.14) para concluir
que a expressao acima é dada por

Z w(ng)w(ns)

w nz)w ng)
Z ( 2( <UOUU>[C(9)]C 1{n2+n3:0<+»g} = 3 1{1‘12+1’13:0H»g}
omy={v,g} A omy={0}2{u,v,g} A

on3={v,g} on3={v,g}

w(y)w(I
-y dneeny 20 (oo
ZA
ona={0}A{u}
81‘1320

(5.16)

Na segunda igualdade de (5.16)), o que fizemos foi condicionar no aglo-



69

merado C(0) := Cn,n,(0). Agora usando (5.16) em (5.15]) e também a Desi-
gualdade GKS-II ({0,)(c(g) < (0,)) Segue que

Ruw < tanh(@(u—o)M? S DD

2
omy={0}2{u} A
(91'1320

Demostracao do Teorema [5.0.1

Agora que temos reunidos todos os elementos basta notar que a somatéria
em (5.12) é uma das parcelas de (0¢;0,0,), assim se somamos em u € v,
temos

> Ry, < MTQ > tanh(BJ(u — v)){00; 0,00-) (5.17)

uv u,v

Usando que as desigualdades (5.11)), (5.8), (5.17), que tanh(z) < z, para
x> 0 juntamente com (4.12) a cota superior para (5.4) desejada, isto é,

M < tanh(Bh)x + M? + Mzﬁaa—]\g.
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Capitulo 6

Desigualdades Diferenciais na
Classe de Griffiths-Simon

Neste capitulo vamos mostrar a validade da desigualdade diferencial (6.14).
Esta desigualdade se obtém estd num contexto mais geral que o do mo-
delo de Ising. Agora os spins podem assumir valores reais mas desde que
suas distribuicoes conjuntas estejam na classe de Griffiths-Simon (classe
GS). Procederemos de maneira analoga a como fizemos no capitulo ante-
rior, para obter a desigualdade principal para spins no modelo de Ising.
Para assegurar a integrabilidade dos spins gerais ¢ faremos a suposicao
permanente quel|

/ e’ dpo(p) < +o0,
R

para todo a < co. A principal referéncia deste capitulo é o artigo [3].
Iniciaremos considerando o spin ¢ com distribuicao na classe GS, es-
creveremos este spin como

Y= Z QgN)Uou

1<a<N

onde Q") sdo coeficientes positivos e os o, sdo spins de Ising “microscoépi-
cos”. Os spins o, sao acoplados ferromagneticamente via o Hamiltoniano

1
HY = =23 100005 (6.1)
o,

Vamos usar a representagao acima em cada sitio da rede. Assim, adi-
cionamos uma segunda etiqueta o a cada sitio, e consideramos a matriz

Lpo(dy), dpo() serdo notagoes equivalentes usadas livremente
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de sitios “microscépicos” {(z,a) : x € (—L, L]*;a = 1, ..., N} com 0S Spins o, ).

Agora, cada sitio » da rede sera representado pelo “bloco” B, = {(z,a) :
a=1,..,N}, e as variaveis ¢, sao escritas como

> QWMo (6.2)

1<a<N
> Os sistemas com spin em GS, com interacao de dois corpos macros-

copicos

1
Hy=—5 > J(@ = y)espy —h) (6.3)
x,y x

podem ser aproximadas por modelos de Ising com Hamiltoniano total da
forma
H™ = H(N) + H,

=+ Y Semiteasus Zh O s (6.4)

xya5
onde 7 QaN Q(N) syt
J{(z,a»(y,é)}:{ xy]g)é T y:x; (6.5)
e
he = hQLY). (6.6)

Estas duas expressoes anteriores foram obtidas somando e reorde-
nando os termos de Hl(N) e H,.

Se temos as representacdes por correntes aleatdrias para os spin o
entao as relagoes podem ser expressadas em termos de fungoes de corre-
lacao dos “spins blocos” ¢,.

No capitulo anterior conseguiu-se a desigualdade principal mas para
spins de Ising, agora vamos generaliza-la para spins da classe GS com o
Hamiltoniano ferromagnético (6.3).

Lema 6.0.9. O modelo de Ising definido pelo Hamiltoniano tem a
seguinte representagdo por correntes aleatérias para M:

u=Yom Y v (6.7)

ony :{(O,Q),g}
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Demonstragdo. Como ¢, pertence a GS, temos no limite termodinamico
que

M = (¢x) = (¢0)

Zﬂ: ()00 e_BHAg(w)
= lim =

|A9| /74 Z e—BHpg (w)
wENrg

Agora escrevemos ¢, como (6.2) e, também, a parte do denominador sa-
bemos que é 2"°1Z, assim que M fica como

S Q&N)U(O7Q)Q_BHAQ (w)

weN a
M = lim
\AS |z 9T 7
S Q((XN)O-(()’a)e_BHAQ(W)
_ hm a wENpg
|A9| A7 2187 7
ZQEXN) Z O(O’Q)e—ﬁHAg(w)
_ lim a WENpg
|A9| 74 21017

Sabemos do capitulo 4| que Y (e @ = 205w () 1on, —((0.0).0} -
wWEN£g n;

logo

M = ZQgN) Z w(;l).

]

Com o objetivo de deduzir a desigualdade diferencial (6.14), usaremos
a mesma técnica empregada no Capitulo ou seja, vamos adicionar a
igualdade duas somas "falsas"e em seguida, fazer a decomposicao
apropriada. Para esta decomposicao, precisaremos da versao para blocos
do Lema da Comutacgao (switching lemma). Isto motiva a seguinte defini-
cao.

n conecta B. Dada uma colegao de sitios B e uma configuragdo de cor-
rentes n, nos diremos que n conecta B com outro sitio z, e denotamos esta
condicao pormn: B + 2, se existe um zr € Btalque n: z < 2.
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Lema 6.0.10. Sejam B uma colegdo de sitios e » um sitio fora de B. Entdo,
para qualquer fungdo f definida sobre configuragdes de correntes que é
decrescente em cada numero de fluxo, temos

Z w(nl)w(HQ)f(nl + n2>1{n1+n2:B<—>z}

on =0
ony=0

<Y BIy-2) Y wmwm)f(n +n) (6.8)

zeB oni={xz,y}
yeB ony={z}a{y}

Demonstracdo. Ja que n; +n, nao tem fontes, entdo o fluxo total das ares-
tas que conectam B com B¢ deve ser ao menos 2, logo

ny x, + no z,
1{n1+n2:B<—>z} S E { y} 2 { y} 1{n1+n2|Bc: Yz } (6'9)

Esta desigualdade nos permite limitar o lado esquerdo (LE) de (6.8)):

1
LE< 5 DY {nipywm)w®y) £y + No)Lin, ny e oz} + (M € M)},
0

xEB‘ on =
yeB* ong =0

(6.10)
onde o simbolo (n; < n,) significa que trocamos n; por n, na expressao
antes do +, Por outro lado, segue de (4.3) que

ni {:p,y}w(nl) =

(BI(y — )" e 11 (8Jp)"™
(Mg =DV G, (6.11)

= 6J<y - a:)w(nl - 5b,{w,y})a
onde a notagao m; — d, 1., significa que na configuragao de corrente n,

o fluxo correspondente a aresta {z,y} é reduzido em uma unidade, assim
seu peso é dado por

(BJ(y — )"tz ! H (/B(]b)”b.

n _5 xT =
WMy — 0y, (4 }) (i — D !

b#{z,y}

Agora, substituindo esta expressao em (|6.9)):

LE S Z 5‘](?/ - IIZ’) Z w(nl)w(n2)f<nl + Ny + 5b,{x,y}>1{n1+n2+5b7{z7y}|3c: yerz )

zeB ony={z,y}
yeB ony=0

(6.12)
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Aqui aumentamos em uma unidade o fluxo da aresta {z, y} na configuracao
n,. Isto faz que surjam duas fontes = e y, ou seja, on; = {z,y}.

Agora, vamos limitar f(n; + n, + 6, (,,}). Para fazer isso vamos usar a
hipotese de monotonicidade de f, f(n; +My+ 0 (5,y) < f(M; +1,), € também
uma cota superior para li,in,+s, .,/ y>-} U€ € mostrada a seguir. Se
{z,y} ¢ B, onde B é o conjunto de arestas com ao menos um ponto final
em B, entao

Lmi4ma+8, (1)) pe: yorz } = H(mi4mo)|pe: yorz }

S 1{n1+n2: Yz }

Combinando estas duas estimativas se obtém de (6.12) que

LE S Z BJ(Z/ - .%') Z w(nl)w(n2)f(n1 + n2)1{n1+n2; yerz }

z€B on={z,y}
yGBC 8112 =®

Agora podemos usar o Lema da Comutacao visto no Capitulo 5, com g = z,
e deduzir que

LE< )Y Bly—z) Y  wm)wm,)fm +ny).
reDB ony={z,y}
yeB* ony={z}a{y}

[
Como consequéncia do fato provado acima temos o seguinte coroldrio

Corolario 6.0.1. Se f é uma fung¢do decrescente de niumeros de fluxo,
entdo

Z w(ny)w(ny) f(My + N2)1in, 1ny:B,eogy < Zﬁha Z w(ny)w(ng) f(n; + ny)

on;=0 « om={(v,a),9}
ona=0 onz=0
+ Y Blwarwsy Y, wm)w(m)f(m +n,) (6.13)
a,y#v,0 ony={(v,a),g}
onz={(y,9),9}

Na apresentacao deste texto falamos que o teorema usa na sua de-
monstracao os Teoremas [6.0.2| e [5.0.1] Agora vamos mostrar o teorema
pode ser obtida a partir do teorema |5.0.1j usando a versao de “blo-
cos” dos métodos usados no Capitulo [5]
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Teorema 6.0.2 (Teorema 2 (ii)). Para spins na classe GS com o Hamil-
toniano (6.3), temos a seguinte desigualdade

oM
Mgﬁhx+(6hM2+ﬁ\J|M3)+(ﬁhM+ﬁ|J\+M2)5%. (6.14)
Demonstracdo. Comecamos com
M=> Qu Y  Zyw(m)w(my)w(ns) (6.15)
o on;={(0,a),g}
811220
811220

que é com duas "somas falsas". Vamos decompor como no
Capitulo (5), exceto pela condicdao, que um sitio que conecta a g é subs-
tituido por uma condigdao de bloco, e como no Capitulo distinguimos
trés casos:

Caso 1. Nao ha tal bloco. Afirmacao

T < Bhy. (6.16)
Prova da Afirmacao.
T = Z tanh(Bhs) x
z,0
Z W(nl)W(ZI:?{z)w{ng) Lna {9,601 € par} 190,57 (01N Cing g (9)=0} L {1 41220009}

omy={0}2{(z,0)}
81’12
ons

=0
=0

como a funcao indicadora ¢ limitada por 1, temos

w(n)w(ny)w(ng)
T S Z tanh(ﬁh(;) Z Z3 1{Q{0’(175>}(n1)m0n2+n3(g):@}l{n1+n250<—/—>g}}
o0 oy ={0}a{(x,5)} A

8112
8113

=0
=0
rearranjando a ordem das somas ficamos com

w(Ny)w (M) w(ny)
T <) tanh(Bhs) ) 7 Lnina0g) D, = 100 (e (M), (9)=0)
z,0

ono=0 om ={0}A{(z,0)}
81132(2)
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considerando o sitio 0 como um bloco, temos que

T < Ztanh(ﬁh(;) Z MX

=)
an2=@ ZA
an3=@
Z Qa Z Zglw(nl)1{9{(0,a)v(z,6)}(nl)ﬁcn2+n3 (Q)zw}l{"1+n2:(o’a)m9}}7
a on1={(0,a)}2{(z,0)}

e usando (4.20), ou seja, a representacdao por caminhos aleatorios, mas
sem seguir por caminhos de Cy,n,, Obtemos

w(Ny)w(ms)
7<) Qu) tanh(Bhs) ) 77 ltmnaa)ea) D PICOI HeNCaying(o)=0)
« z,0

81’12:@ w: (0,0&)—)(%,6)
81‘13=®

Fazendo uso de (4.21)) e reordenando as somas temos

w(my)w(ny)
T<) Qo) tanh(Bhs) > — w00 Tea)crt
@ z,0

ony=0
aIl3 =0

Ja que tanh(z) < z para todo x > 0, h; = hQs segue de (4.14) que

T < Bh Z QaQ5<U(O,a); 0(1,6)> = ﬁhX

a,z,0

Caso 2. O primeiro bloco contém a origem. Para este caso vamos
mostrar que usando (6.13) em n, e n; e também (6.7) que temos a seguinte
desigualdade

Ry < BhM?® + || J||M° (6.17)

Para provar a afirmagao primeiro observamos que

Ro = Z w(y)w(Ny)w(ms)

Z/:){ 1{n2+n3:0<—>g}7

8111 :{ng}
ony=0
onz=0

considerando o sitio 0 como um bloco, seria o bloco {(0,«a)}, que chamare-
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mos de B,, temos

Ry = Z Qa Z w(My)w(N2)w(N3) Ling 4ns:(0,0) 29}

on1={(0,a),g}
ony=0
onz=0

= E Qa E W(nl)W(HQ)W(n:%)1{n2+n3:Bg<—>g}a
a on;={(0,a),9}
ony=0
onz=0

e, ordenando os termos, temos

mi={(0,0),9) N oma=0
8n3=®

Agora usando (6.13)) nas configuracoes n, e n;, obtemos

Ro<d Q> W(lel) S he Y w(Iz)w(ms)

AN
on1={(0,a),g} ony={(0,a),g}
81132@

w(n)w(ng)
+ Y Bloawey Y —

a,y#0,6 ony={(0,a),g} A
onz={(y,0),9}

Usando o fato que h, = hQ, e reordenando as somas de forma apropriada
ficamos com a seguinte estimativa:

CRED DI DI

ony={(0,a),g} on2={(0,a),9}

31132(2)
w(my) w(Ny)w(my)
+D QD Y Blewwny DL o m
a on;={(0,a),9} A a,y#0,0 onz={(0,a),g} A

on3={(y,9),9}

Agora vamos usar (6.7) juntamente com Jygq) .6} = Jo,yQa®@s, quando 0 # y
para concluir que

Ry < (o)’ + D Bloylpo)(ey).
a,y7#0,0

Tomando o Limite Termodinamico nas fungoes de correlagao acima e usando
a invariancia translacional do modelo com condicao de contorno livre, te-
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mos que

Ry < M*+ > B, M
a,y#0,0

< M? + B||J|| M.

3. O primeiro bloco B, corresponde a v # 0. Neste caso temos o se-
guinte resultado:

oM
D2 Rty < (BRM o+ BLIIMZ)B (6.18)

a7u767v77

Para provar este fato vamos comecar observando que

> Riaww).wm)

a7u76’v7’y

representa a contribuicao das configuracoes onde {a, (u,d), (v,v)} indica
que ((u,9), (v,v)) € o primeiro passo do backbone Q) (N;) com um ver-
tice final em B,.

Da mesma forma que procedemos no modelo de Ising nds modificamos
N1 {(u) ()} d€ IMpar para par. Assim, teremos um fator tanh(5J{(,s),v,4)}) € O
backbone Q)4 (n1) € composto por dois caminhos w; : (0,a) — (u,4), que
estd contido em Cp, . n,(9)", € wi : (v,7) = g.

Procedendo de forma similar a feita na prova de (5.12), s6 que agora
generalizado para blocos, obtemos

Riawv),(0m)) < Qo tanh(BJ (), 0m}) %

w(my)w(ns)
XY :—ZQ L{ny+m:0,0) =0} LmomaBocsrgy O P01 0 W2) 1 {1 Ciy sy (0)=0}-
8n2=@ A W1:(07a)*>(u75)
ons=0 wa ()9

(6.19)

Vamos trabalhar no somatoério, envolvendo caminhos aleatdrios. Primeiro
observamos que (4.15) fornece a seguinte igualdade

Z p(wl o w2) 1{w1 IﬁICn2+n3 (g):@}} = Z p<w1)pwlc (w2) 1{w1 mC’IlQ%*Ilg (g):@}}
w1:(0,0) = (u,8) w1:(0,a) = (u,0)
wa:(v,y)—g wa:(v,y)—g

(6.20)
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Rearranjando a ordem das somas e usando (4.18) podemos ver que o lado
direito da igualdade é dado por

> @) nrCapeng@=03) D, Pune(w2).

w1:(0,0)—(u,d) w2:(v,y)—g

De GKS-II e (4.21) segue que podemos cotar esta expressao por

D powre@) (0w < (0w 0000w icw: (6.21)

w1:(0,a)—(u,d)

Agora, usando esta estimativa em (6.19), temos que

R (uw) (o)) < Qo tanh (B0, (v,9)}) X

w(my)w ()
D M0 L g8 001 (00 00,00 00) @)
A
ony=0
onz=0

Considerando f(ny,+mn3) = (0(0,0)0(u,8))[C(g)]c L {na+ns:(0,0)»g} € NOtando que ela
é decrescente, segue do corolario (6.13) que a expressao acima é cotada
por

Qa tanh(B ().} (T 25" Zﬁh

> wmw(mg) f(meAms)+ Y By Y. wz)w(mg)f(ny+ms)

3112:{(”,77),9} N,Y70,§ 8n2:{(1}7"7)79}
onz=( onz={(y.,£),g}

(6.22)

Aplicando e somando sobre todos «, u,d,v,~, obtemos,

Y Riatuowmt < 5ZJU—U Po) <6h+ﬁzJ(v—y)<<ﬁy>) (3 Putpu)-
Yy

a,u,0,v,7

O fator 1/2 acima vem de (4.13). Relembrando (4.12), temos

oM

Z R{a (u,v) v'y}<(5hM+6|‘]|M2) 86

,u,0,0,y

Por ultimo vemos que para terminar a prova do Teorema [6.14|item (ii),
basta somar as desigualdades (6.16),(6.17) e (6.18). O
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Capitulo 7

Consequeéncias das
Desigualdades Diferenciais

O objetivo principal deste capitulo é provar o Teorema que fala en-
tre outras coisas, que o ponto critico € inico para magnetizacao e sus-
ceptibilidade. Para isso vamos fazer uso das desigualdades principais ja
deduzidas nos dois capitulos anteriores. Faremos uso também de algumas
desigualdades conhecidas para o modelo de Percolacao de Bernoulli, que

estao em [2]. Entre as referéncias usadas estao, a ja mencionadas anteri-

ormente, [|15] e principalmente [3]].

Observacao 7.0.3. Nesta secdo vamos usar livremente as notacoées M ou

M(B,h) para denotar a magnetizagao.

As desigualdades diferencias parciais que serao usadas sao: A desi-

gualdade principal (5.1) dada pelo Teorema [5.0.1

M < tanh(ﬁh)aa(T]\/}[L) + M2(588—]\g + M)

a desigualdade (6.14) fornecida pelo Teorema (6.0.2))

oM oM
M < Bh——— + (B|J|M?* + BAM)(B—— + M
e por ultimo as desigualdade de Aizenman-Barsky [2]], dadas por
oM oM
— < BIJ|M——
o) = M am

(7.1)
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oM M

o(oh) = Bh 72

Teorema 7.0.3 (Teorema 1). Para o modelo de Ising, ou para um modelo
geral na classe de Griffiths-Simon, com o Hamiltoniano em Z4d > 1),
existe uma temperatura critica 3, € [0,00] com as seguintes propriedades:

(i) Para todo 0 < 8 < 3, hd um unico estado de Gibbs a volume infinito,
a magnetizagdo espontdnea se anula, i.e. lim,_,o+ M(3,h) = M, (8) =0,
também temos que a susceptibilidade magnética é finita

X(ﬁ,O) = Z<UOUI>5,}L:O < o0.

x€Z4

(ii) Para todo 3 > 3, ha quebra de simetria, com

M, (B) > const [(B g ﬁc)] ’ ) (7.3)

(iii) Em 8 = B., a magnetizagdo em um campo magnético positivo h — 0F
ndo decresce mais rdpido que o seguinte limite:

M (B, h) = (00) g, > const h3. (7.4)

Observacao 7.0.4. As desigualdades e determinam cotas para
os chamados expoentes criticos dados por

A . log M. ()
=1 — =
7 P a5 )

0 := liminf log
= liminf —————
h—0+ log M (5., h)

Assumindo e temos que

=
IN

6>3 e

N | —

Observacao 7.0.5. Do artigo [4] temos quando 3 = 3., em modelos de
Ising, a magnetizagdo espontdnea desaparece (M. (3.) = 0), ou seja, ndo
hd transi¢do de fase em (3. Isto é uma extensdo da parte (i) do Teorema 1.
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7.1 Prova dos Principais Resultados

As duas desigualdades diferenciais parciais e nas duas varia-
veis 3 e Bh serao fundamentais no estudo de trés diferentes regimes do
modelo (regime de altas temperaturas, regime de baixas temperaturas e
na temperatura critica).

Os pontos criticos 3. e 3,,, para magnetizacao espontanea e susceptibi-
lidade sao definidos respectivamente por

* (. (ponto final do regime de altas temperaturas)

B = sup{p : Z<UOU$>570 < oo} (7.5)

T

* 3. (ponto final do regime de baixas temperaturas)
B = nf{B: M(B,0) > 0} (7.6)

Lema 7.1.1. No modelo de Ising ferromagnético em Z? com constantes
de acoplamento invariantes por transla¢cdo e somadvel temos 3. < 3,,.

Demonstracdo. Pela segunda Desigualdade de Griffits temos

(00)s(02)p < (0004)5- (7.7)

Pela invariancia translacional da medida de Gibbs a volume infinito temos
para todo z € Z¢ que

(00)s = (0u)p = M4 (B).

Somando sobre toda a rede a desigualdade (7.7) obtemos da igualdade
acima a seguinte desigualdade

S (o) < o0

xT

Se > (0g0.)s < +oo (isto implica que x(3) < +o0), a Gnica alternativa para
M, (3,0) é ser zero. Como M é nao decrescente com respeito a 3, temos
que 3. < . O

Para mostrar a igualdade destas duas temperaturas inversas criticas
(B = B.) € suficiente mostrar que M, (8) > 0 quando 8 > ., ja que M, (3) =0
para 3 < 3,,, e também 3. < 3,,, o que obriga £,, = ..
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Usaremos de agora em adiante as desigualdades diferencias Parciais
(DDP’s), obtidas nos capitulos anteriores, com a finalidade de mostrar a
igualdade entre as temperaturas criticas. Para isso vamos usar a seguinte
desigualdade diferencial ordinaria (DDO), que é obtida combinando (5.1)

e (7.1) para eliminar %,

oM oM
M < 5h—+M3+ J| M3 ——— (7.8)
o(5h) PITIM 5y
Observamos que para obter a DDO acima é necessario também usar em
(5.1) a cota tanh(Bh) < Bh.
Vamos agora mostrar uma aplicacao de (7.8).

Exemplo 7.1.1. Se fizermos a suposi¢do (que mais adiante ndo serd ne-

cessdria) de que para cada j fixado que a magnetizagdo exibe um com-
portamento do tipo lei de poténcia

M(B,h) = c(Bh)*, (7.9)

onde c é uma constante, obtemos os resultados do Teorema 1 e 3. = 3,,.

De fato, se derivamos M em Sh e multiplicamos por Sh temos

oM
—:sM.

d(Bh)
Para g < ., M(8) =0 e x(3,0) < oo teremos s = 1 e desigualdade (7.8) nao
¢ interessante pois ambos lados se anulam.

Para 3 = 3., esperamos ter na aproximacdo (7.9) o expoente s = ; < 1,
com § dado por (7.0.4). Assim, sob a hipétese de lei de poténcias (7.9) em

5 = ., temos de (7.8) que

oM M

1
(1——)M—M3 BN s < AN (7.10)

J

onde a ﬁltima desigualdade é obtida por (7.2). Afirmamos que a desigual-
dade (7.10) implica, quando h — 0%, que MB > const > 0. De fato, colocando
M em ev1den01a em e dividindo esta de31gua1dade por .| J|| obtemos

8. 1 ) M3
BTl (1‘5 M>§T‘

Como estamos assumindo que M é dada por (7.9) tomando o limite
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quando h — 01, temos que M — 0 e portanto segue da desigualdade acima
que
0< L 1-— L < M?
|J| 6) — h’
Usando novamente a expressao (7.9) temos também que

1 1 -
0< i (1 - 5) < (2335 st

considerando que h esta tendendo a zero, concluimos que § > 3.

Resultados rigorosos sobre estes limite foram obtidos por [15] no con-
texto de campo médio do modelo de Ising. Em [15] mostrou-se que ¢ = 3,
na aproximacao de campo médio e em dimensodes altas.

Usando a convexidade de M(3,h) em sua segunda variavel (a conve-
xidade de M (5,h) segue da Desigualdade GKS) podemos verificar, para
8 > B, que temos

[ ] AL G )i(9)
MER] 0GR = ML)

De fato, da convexidade de M podemos afirmar para todo hy < h que

OM _ [M(B,h) — M(B, ho)]
d(Bh) ~ Bh — Bhqg

e como M (3,h) é ndao decrescente temos imediatamente que

M(B,h) O(Bh) — O(Bh) — Bh — Bhe

Tomando o limite quando », — 0" segue da desigualdade acima que a
afirmacao estd provada.

Para modelos na classe GS a DDP (5.1) também implica o seguinte li-

. . . 2
mite inferior em BaLé para g > (,,:

OM?
op

lg.i=0 = (28) 71 — MZ(Be)] (7.11)

e usando a suposigdo de lei de poténcias (7.9) em 3 = 3.,

OM?
op

1

[3h=0 = (28)7'[1 = = = Mi(5.)] (7.12)




Capitulo 7. Consequéncias das Desigualdades Diferenciais 88

A DDO também sugere que M (3,0) > 0 para cada 8 > 3., e isso €
suficiente para provar a igualdade, temos 3. = 3,,. Uma inspecao rapida
em l-l também revela que o limite 3 < z.

Em [2] foi provado o seguinte teorema que vai ser usado na prova do

Teorema [7.0.3l.

Teorema 7.1.1. Seja {ML(ﬂ,ﬁ)} uma sequéncia de fungdbes positivas de-
finidas para B8, h > 0, crescente e diferencidvel em ambos 3 e h, e con-
vergindo quando L — oo para fung¢do M (f, ﬁ), a que admite uma extensdo
continua para h = 0. Suponha que a fung¢do M, satisfaz:

~ oM,
ML ~ (ML) +G1Mg (713)
op
€ oM oM
L L 7.14
85 < asMj, 86 ) ( )

onde ay, ay, 6 € (0,00) e f >0 é uma fungdo continua que com as seguintes
propriedades:

i) f(M)— 0 quando M decresce para 0;

i) [ S5PAM < oo,
Se existe (3, para a qual
(io’ ) — 00, quando hlo, (7.15)

entdo para h suficientemente pequeno, temos

~

(507 ) 2 h(li9)

(7.16)
e aléem disso, para cada 3 > S,
M(8,0) > (B — fBo)? (7.17)

com duas constantes C, e Cy, acima sendo positivas.

Demonstracao do Teorema 7.0.3,
Para ver que para o modelo de Ising o Teorema (7.1.1) implica o Teo-
rema (7.0.3), primeiro tomamos 3, = 5. de modo que (7.13), com ¢ = 2, é
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garantida por (5.1)), isto é,

oM oM
M < Bh———~ + M*(B—— + M).
A hipétese (7.14) é garantida pela desigualdade (7.1), que é a seguinte
desigualdade

oM oM
— < B|J|M ———.
53) = 1M 5am)
A condigdo (7.15) segue de (7.2) que é
_ oM _M
X7 B(m) = B

e porEanto a divergéncia de % quando h | 0 estd garantida pois, para
todo h > 0 temos da desigualdade de GKS-II que

X(Ba /h\J> = +00

Com ¢ = 2, (7.16) fornece a parte (iii) do Teorema|7.0.3|luma vez que (7.0.4)
garante que ¢ > 3. Note que (7.17) fornece a parte (ii) do Teorema [7.0.3
isto significa que para todo g > S, = .

NI

> 0.

M(B,0) > Cy(B — Bo)

Este ultimo fato juntamente com Il nos da que /3 < 1 e por consequén-
cia que . = B, que é a unicidade da temperatura critica encerrando a
prova do item (i) do Teorema |7.0.3|

Agora, trabalharemos com os modelos que tem medidas de spin na
classe GS. A ideia € transformar a desigualdade de forma que ela se
adapte ao Teorema com # = 2. Vamos procurar substituir alguns dos
termos contendo fatores da forma Sh por uma quantidade proporcional a
M. Tal quantidade é dada pelo Lema|7.1.2|abaixo. Feito tudo isto obtemos
a seguinte desigualdade

oM oM
< Bh—r- (= .
M < Bh + (8-+ 26r) M (B + M) (7.18)
Onde B),r € o valor de campo médio para f3., definida abaixo. Com esta
desigualdade e com a desigualdades (7.13), com ¢ = 2, temos que para
modelos na classe GS que o Teorema (7.1.1) implica o Teorema ([7.0.3).
]
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A quantidade proporcional a M que nos referimos acima ¢ dada por:

Lema 7.1.2. Dada uma distribui¢do a priori p, na classe GS, seja S? =
[ ¢? po(de). Entdo para todo h tal que ShS < e, temos que

€ Bumr
8h < [(m> W] M (7.19)

com By = (||7)S%) 7"

Demonstragdo. Por GKS-II é suficiente mostrar a desigualdade acima para
M = () =0 POis a magnetizacao é nao decrescente com respeito as cons-
tantes de acoplamento. Note que

oM .
5 = (o=~ (e > 87 - Ve

Integrando esta desigualdade, ficamos com
% > tanh(ShS).

Ja que tanh z/z é uma funcao decrescente de z, para cada ¢ > 3hS temos

tanh(ShS) S tanh(e)
BhS T e

Juntando estas duas desigualdades temos

M tanh(e) £ 1]y € 1
S = PhS € = ph< [(tanha) ?] Ms< {(tanha) ?} M

onde na ultima desigualdade a direita usamos GKS-II que garante que
M é menor ou igual a M (pois os spins estao acoplados por J(i — j) > 0).
Considerando Sy = (]| J]|S%)~! (que é o ponto critico do modelo de campo
médio !) basta multiplicar e dividir a Gltima expressao na desigualdade
acima por ||J|| para encerrar a prova do lema. O
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