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Resumo

Este trabalho estd baseado no artigo: The self-dual point of the two-dimensional
random-cluster model is critical for ¢ > 1, escrito pelos matematicos Vincent Beffara e
Hugo Duminil-Copin publicado no periédico Probability Theory and Related Fields em
2012. Neste trabalho os autores provam uma conjectura bastante antiga sobre o valor
do ponto critico do Modelo de Aglomerados Aleatorios na rede Z2. Eles mostraram
que o ponto auto-dual,

psa(q) = Va/(1 +/4),

para g > 1 é critico na rede quadrada. Como uma aplicacao deste resultado, eles
mostraram também que as fungoes de conectividade, na fase subcritica, decaem expo-
nencialmente com respeito a distancia entre dois pontos.

Palavras-chave: Modelo de Aglomerados aleatorios, Transicao de Fase, Modelo Potts,
Modelo de Ising, Percolacao de Bernoulli, Teorema de Russo-Seymour-Welsh.
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Abstract

This work is based on the paper: The self-dual point of the two-dimensional random-
cluster model is critical for ¢ > 1, by Vincent Beffara and Hugo Duminil-Copin, Pro-
bability Theory and Related Fields 2012. In this work the authors proved an old
conjecture about the critical point of the Random-Cluster Model in the square lattice.
They shown that the self dual point,

psa(q) = v/a/ (1 + /),

for ¢ > 1 is critical on the square lattice. As an application they shown that the
connectivity functions, in the subcritical phase, decays exponentially fast with the
distance of the points.

Keywords: Random cluster model, Phase Transition, Potts model, Ising Model, Ber-
noulli percolation, Russo-Seymour-Welsh.
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Capitulo

INTRODUCAO

O modelo de aglomerados aleatérios foi inventado por Cees Fortuin e Piet Kaste-
leyn por volta de 1969 como uma unificacdo dos modelos de Percolacao, Ising/Potts e
também como uma extrapolacao de redes elétricas. A motivacao inicial deles era poder
tratar de uma maneira unificadas as leis de circuitos ligados em série e paralelo de tais
redes elétricas. Fazendo isso eles iniciaram um estudo em geometria estocastica e se
deparam com belas estruturas que alguns anos mais tarde se transformaram em uma
das ferramentas centrais para atacar um dos mais velhos desafios em Mecanica Esta-
tistica, que era a analise matematica do fendmeno de ferromagnetismo e especialmente
a transicao de fase.

A importancia deste modelo para Probabilidade e Mecanica Estatistica nao havia
sido completamente reconhecida até o inicio dos anos 80. Existiam duas razoes para
isto. Embora as publicacoes de 1969-1972 ja contivessem varias provas das proprieda-
des basicas do modelo, mas a énfase colocada nos aspectos combinatorios obscurecia
um pouco seu potencial para aplicacoes em outras situacoes. Além do mais, varios
argumentos geométricos usados nesses trabalhos so tiveram suas provas estabelecidas
durante a “década da percolacao” que ocorreu nos anos 80.

Em 1980 foi publicada a prova de que p. = 1/2 é o valor do ponto critico para a
percolacao de arestas independentes na rede bidimensional por Harry Kesten. O estudo
de percolacao moveu-se para dimensoes mais altas um pouco mais tarde, por volta de
1986 e vérias questoes matemaéticas desta época foram resolvidas até 1989. O interesse
no modelo de aglomerados aleatoérios como uma ferramenta para o estudo do modelo
de Ising/Potts foi despertado por volta de 1987. Swedsen e Wang utilizaram o modelo
para propor um algoritmo de evolucao temporal do modelo Potts; Aizenman, Chayes
e Newman o usaram para mostrar a descontinuidade da magnetizacao, no modelo de
Ising/Potts uni-dimensional de longo alcance.

Um dos principais projetos iniciados em 1992 era compreender a (in)validade da
frase “tudo que vale a pena ser feito para o modelo de Ising/Potts é feito de maneira
melhor via modelo de aglomerados aleatérios". Ha varios fatos que endossam esta
afirmacao, mas ha também alguns pontos fracos. A representacao em modelos de
aglomerados aleatorios de parametros (p,q) € [0,1] x (0,00) possibilitou que muitos
mateméticos dessem provas muito bonitas para fatos importantes incluindo: a des-
continuidade da transicao de fase para valores grandes do fator de dependéncia ¢, a
existéncia de estados de Gibbs nao-invariantes por translagoes para valores grandes do
parametro p (estados de Dobrushin), a construcao de Wulff em duas ou mais dimen-



soes, entre outros. Este tipo de modelo desempenha um papel importante em alguns
sistemas quanticos em Mecanica Estatistica, incluindo o modelo de Widom-Rowlinson
do gés de rede e o modelo de Spin de vidro de Edwards-Anderson, colocando desafios
novos e interessantes ja que estes sistemas nao tem a propriedade de ferromagnetismo
(associacao positiva).

O modelo de aglomerados aleatérios é entretanto apenas uma das técnicas neces-
sérias para o estudo matemaético do ferromagnetismo. A principal ilustracao de suas
limitacoes refere-se ao modelo de Ising. Este modelo, fundamental para o estudo de
ferromagnetos, tem exatamente dois estados locais e uma caracteristica especial do nu-
mero 2 permite uma bela analise via a chamada “random-current-representation” que
nao parece ser possivel de ser reproduzida pelas técnicas do modelo de aglomerados
aleatorios.

A teoria do modelo de aglomerados aleatorios nao é motivada apenas pelas apli-
cacoes em sistemas de spin mas também por causa da sua fonte de beleza e de seus
proprios e interessantes problemas. Tais problemas envolvem geometria estocéstica de
sistemas interagentes em redes e também problemas de percolacao.

Novos problemas apareceram e se juntaram aos antigos e a grande maioria deles
refere-se a transicao de fase no modelo bi-dimensional e sua relacdo com processos
estocasticos conhecidos como SLE (Schramm-Léwner-Evolution). O estudo sobre os
movimentos SLE foram intensamente desenvolvidos a partir de 1999, principalmente
para percolacdo. Algumas contribuicdes de destaque nesta area foram dadas por Sch-
ramm, Smirnov, Lawler e Werner.

Uma das principais caracteristicas deste modelo é a presenca de transicao de fase em
dimensao maior ou igual que dois. A transicao de fase pode ser estudada via a funcao
de particao e esta relacionada a pontos de nao-analiticidade da mesma. Em grafos
finitos isto nao ocorre, pois esta funcao é simplesmente um polindomio nas variaveis de
interesse p e ¢ e portanto precisamos nos preocupar com grafos infinitos para que o
fenomeno se manifeste. Isto pode ser feito de duas maneiras: ou tomando limites na
topologia fraca (Limite Termodinamico) ou olhando para as condigbes de consisténcia
DLR (Dobrushin-Lanford-Ruelle).

Neste texto introduzimos a probabilidade de percolagao e mostramos como este
conceito nos levara a definigao de transicao de fase e a defini¢ao do ponto critico p.(q).
Quando p < p. conjectura-se, ha muitos anos, que os aglomerados abertos contendo
um determinado vértice de Z? seja controlado pelo decaimento exponencial de certas
probabilidades. No tltimo capitulo desta dissertacao mostramos que esta conjectura é
verdadeira para d = 2, como corolario do principal teorema do texto.

A fase super-critica, quando p > p., tem sido palco recente de grandes resultados
sobre a relagao entre o modelo de Ising/Potts e 0 modelo de aglomerados aleatorios.
Aqui merece um grande destaque a prova da chamada “Construcao de Wulff” para
o modelo de Ising super-critico. Uma versao da construcao de Wulff é valida para
o modelo de aglomerados aleatérios, mas sujeita a uma forte restricao no parametro
p. Acredita-se que esta construcao possa ser feita até o ponto critico p., mas esta
conjectura ainda permanece em aberto, mesmo quando ¢ = 1 e 2. Outro grande
problema nesta area é a prova da unicidade do aglomerado infinito quando p > p..
Esta sera dada aqui para todo g > 1.

A auto-dualidade da rede bidimensional Z? é complementada pela relacao de dua-
lidade para as medidas do modelo de aglomerados aleatérios em grafos planares e esta



ferramenta permite uma compreensao muito grande do comportamento desse modelo
em duas dimensoes. Uma das conjecturas mais importantes sobre esse modelo em
dimensao dois era que o ponto critico coincidia com o ponto auto-dual, isto é,

V4
C1+q

Este fato era conhecido para ¢ = 1 (percolac¢ao) e na verdade este foi um dos resultados
mais celebrados da “década da percolagao”. Para g = 2 o calculo exato foi feito primei-
ramente pelo Fisico-Quimico Lars Onsager e por este feito Onsager recebeu em 1968 o
prémio nobel de Quimica. Alguns anos mais tarde em um célebre artigo, Smirnov [Ann.
of Math. 172 (2010) 1435-1467| definiu um observavel para o modelo de aglomerados
aleatorios no ponto auto-dual com ¢ = 2 e o usou para obter a invariancia conforme
no limite de escalas do modelo de Ising. Isto possibilitou que Smirnov reobtivesse o
resultado de Onsager, mas introduzindo uma nova maneira de fazer o calculo explicito
da temperatura critica do modelo de Ising. Por este importante resultado Smirnov em
2010 acabou recebendo a Medalha Fields que é um dos prémios de maior prestigio na
comunidade matemética.

O principal objetivo desta dissertacao é apresentar a prova da conjectura enunciada
acima para todo ¢ > 1. Para isto vamos nos basear no trabalho dos matematicos
Vincent Beffara e Hugo Duminil-Copin intitulado:  The self-dual point of the two-
dimensional random-cluster model is critical for ¢ > 1, Probability Theory and Related
Fields, 153 (2012), pag. 511-542.

Esta dissertacao dividida da seguinte forma. O Capitulo 1 contém duas secoes.
A primeira estd dedicada ao estudo do modelo de Percolacao de Bernoulli e alguns
resultados importantes para seu estudo, como a Desigualdade de FKG e o Teorema de
Existéncia de Transicao de Fase. A segunda secao esta centrada no estudo do modelo de
aglomerados aleatérios a volumes finito e infinito. Estudamos a existéncia de transi¢ao
de fase, as propriedades do Dominio de Markov, da Energia Finita e alguns resultados
preliminares que serao uteis ao longo do texto. Em seguida, introduzimos um conceito
fundamental da Mecanica Estatistica, que é o conceito de condicao de fronteira. Sao
apresentadas duas definicoes nao-equivalentes e discutimos com finalidade de tornar
simples alguns calculos que podem ser feitos rapidamente utilizando a primeira defini-
¢ao e usamos a segunda para introduzir as chamadas condi¢ao de fronteira periddicas.
Assim vamos poder trabalhar sem nenhuma dificuldade com as diferentes maneiras de
ver o toro bidimensional de tamanho n, notacao T,.

O Capitulo 2 é dedicado a demonstrar diversos teoremas que nos fornecem estimati-
vas de eventos de cruzamento no ponto auto-dual dentro de um toro bidimensional
de tamanho n, que irdao auxiliar na prova da generalizagao do célebre Teorema de
Russo-Seymour-Welsh, que é bastante conhecido para o modelo de percolacao de ares-
tas independentes.

Finalmente, o Capitulo 3 é dedicado exclusivamente ao calculo do ponto critico do mo-
delo de aglomerados aleatérios em dimensao dois com parametro ¢ > 1 e uma aplicacao
deste resultado referente ao decaimento exponencial da funcao de dois pontos. A prova
apresentada é inspirada no conhecido Argumento de Zhang, adaptado para este tipo
de percolacao dependente.

pe(q)



Capitulo

OS MODELOS DE PERCOLACAO E
AGLOMERADOS ALEATORIOS

Neste capitulo abordamos dois modelos importantes da Mecanica Estatistica: o
modelo de Percolacao de Bernoulli ou modelo de arestas independentes, e o modelo de
Aglomerados Aleatérios. O tltimo pode ser visto como uma generalizacao do modelo
de Percolacao de Bernoulli e também de outros conhecidos modelos tais como: modelo
de Potts e o modelo de Ising, ver Capitulo 1 da referéncia [13].

O modelo de Ising foi introduzido em 1925 com objetivo de modelar um ferromag-
neto. Um pouco mais tarde em 1957 aparece o modelo de Percolacao de Bernoulli para
modelar matematicamente meios porosos. Ambos modelos tém sido intensamente es-
tudados e sobre eles ja foi produzida uma quantidade numerosa de trabalhos notéaveis.
Em 1960, Piet Kasteleyn notou que o modelo de percolagao de Bernoulli e o modelo
de Ising satisfaziam as propriedades das chamadas leis série/paralelo (veja o Teorema
3.91 de [13], pag. 62). Essa simples observacao levou Piet Kasteleyn e Cees Fortuin
a formularem o conhecido modelo de aglomerados aleatorios. Esse novo modelo é ba-
sicamente determinado por dois parametros, p e ¢, onde p € [0,1] e ¢ > 0. O modelo
de percolacao de Bernoulli é obtido fazendo ¢ = 1. Quando ¢ = 2 obtemos o modelo
de Ising, e para ¢ = 2, 3, ... obtemos similarmente o modelo de Potts de g estados.

2.1 - Percolacao de Bernoulli

O modelo de Percolacgao de Bernoulli é provavelmente o modelo mais simples da
Mecanica Estatistica. Esse tipo de percolacao foi introduzido por Broadbent e Ham-
mersley em 1957 como modelo para um fluido num meio poroso. Percolagao é a acao
ou processo de passar um liquido através de um meio, para filtrar ou para extrair
substancias desse meio. A percolacao é um fendémeno da vida cotidiana, por exem-
plo: podemos dizer que a dgua em forma de vapor “percola” através do café moido na
cafeteira. Porém, se a concentracao de café no filtro fosse extremamente alta a agua
poderia nao percolar, pois nao encontraria espagos livres entre os poros para o fazer.
Outros exemplos de percolacao sao:

e A extracao de petroleo do subsolo, fazendo-o percolar através do meio rochoso
/poroso.



e A percolagao de infeccoes ou epidemias através de uma populacao: se a proba-

bilidade de contégio é alta, a infeccao se propaga ou percola numa populacao
dada.

Um grafo é um par G = (V| E), onde V é um conjunto qualquer nao vazio cujos ele-
mentos sao chamados de vértices e F é formado por pares nao ordenados de elementos
de V, cujos elementos sao chamados de arestas.

Agora definiremos o modelo formalmente. Uma configura¢cao w sobre um grafo G =

(V, E) é um elemento de
Q={0,1}%,

isto &, uma configuracao é uma fungao w : £ — {0, 1} tal que e — w(e), para cada
e € E. Diremos que uma aresta e = e(w) ¢ aberta (ou que ela tem estado aberto)
na configuragdo w se w(e) = 1. Analogamente, diremos que uma aresta e = e(w) é
fechada (ou que ela tem estado fechado) na configuracio w se w(e) = 0. A configuragao
w pode ser vista como um subgrafo de GG, composto dos mesmos vértices de G e de
um subconjunto de arestas de F, ja que sempre existe uma correspondéncia biunivoca
entre um elemento de Q e o conjunto {e¢ € E : w(e) = 1} de arestas abertas de G.
Assim uma configuracao pode ser vista como um vetor indexado pelas arestas de F,
cujas componentes sao compostas pelos estados das arestas de G.

Chamaremos de evento cilindrico ao conjunto de configuracoes de €2 nas quais fixa-
mos os estados de um niimero finito de arestas e deixamos variar os estados das arestas
restantes da rede, ou seja,

C(F,w)={ceQ:o(e)=wle), VeeF},

onde F' & um subconjunto finito de F e w € 2, veja Figura (2.1)).

..........................
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Figura 2.1: as configuracoes w, w’ pertencem ao mesmo evento cilindrico, ja
que os estados das arestas de ambas configuracoes dentro da caixa A (arestas

azuis) coincidem e fora dela variam.

Seja .# a o—algebra associada ao espaco amostral (2 gerada pelos eventos cilindricos.
A o-algebra # é obtida pelo uso do Teorema de Extensao de Hahn Kolmogorov (veja
Teorema 12 de [I], pag. 333 ) da seguinte forma: primeiro consideramos o conjunto
C de todos os eventos cilindricos finitos-dimensionais de (2, em seguida, definimos o
conjunto p = ©(C') como o conjunto das unides finitas de eventos cilindricos de 2. O



conjunto @ é de fato um algebra sobre 2, obtendo o espago de medida (€2, p, i) onde a
medida p é definida por

W(C(F,w)) = pteeF: w(@=1} (] _ p)#{eel: w(e)=0}

para cada p € [0, 1].

Logo pelo Teorema de Extensao de Hahn Kolmogorov existe uma tnica medida
(denotada por) P,o : . = o(p) — [0,1] tal que para cada configuragdo w € €
(p€0,1])

P

ILG(O(F,W)) _ p#{eeF: w(e)=1} (1 _ p>#{e€F: w(e)=0} VC(F, w) cC.
e Poo |lp (A) = ppe(A) VA € C, obtendo assim nosso espago de probabilidade
desejado (2, .#, P,).

Denotaremos por P, a medida de probabilidade P, s, quando o grafo G estiver
subentendido. Dai a probabilidade de uma configuracao w € €2 é

Pyc(w) = p™ (1 —p)), (2.1)

onde o(w) (resp. c¢(w)) representa o nimero de arestas abertas (resp. fechadas) na
configuracao w.

Dados u, v € V, se existir uma aresta unindo estes vértices, dizemos que u e v sao
vértices adjacentes. Definimos o grau de um vértice v como o nimero de vértices ad-
jacentes a este, isto ¢, o grau de v é a cardinalidade do conjunto {u € V : {u,v} € E}.
Diremos que um grafo é localmente finito se todos seus vértices tem grau finito.

Considerando G = (V, E) um grafo contével, localmente finito e que tenha estrutura
de grupo, uma das propriedades importantes da medida de percolacao de Bernoulli se
relaciona com o conceito de medida ergodica (uma prova deste fato é dada no apéndice
deste trabalho e foi extraida da referéncia [5], Lema 1, pag.118). Outro fato interes-
sante é que a medida de Bernoulli P, é invariante por automorfismos (veja o Teorema
4.19 de [13], pag.19), em particular é invariante por translagoes.

Por outro lado, definindo a rede hiperctibica d-dimensional sendo o grafo Z? =
(V(Z%), E(Z%)) (denotada por abuso de linguagem, por Z?), onde V(Z<) representa o
conjunto de vértices da rede e E(Z%) = {{z,y} C Z% x Z¢ : ||x — y|| = 1} ¢ o conjunto
de arestas de primeiros vizinhos, onde ||.|| ¢ uma norma ¢* em Z<.

A cada aresta de F(Z%) sera atribuido aleatoriamente o estado aberto ou fechado
da seguinte maneira. Considere {w(e) : e € E(Z%)} uma familia de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas (v.a’s iid.) com distribuigdo comum de
Bernoulli com parametro p € [0, 1]. E chamada de medida de percolacio de Bernoulli de
parametro p € [0, 1] a inica medida de probabilidade P, 74 sobre € tal que P, 74(w(e) =
1) =pe B,zi(w(e) =0) =1 — p, para cada e € E(Z%). A esperanca com respeito a
esta medida de probabilidade sera denotado por E,.

Estamos interessados em propriedades de conectividade na configuracao w quando
G = Z2. Daqui em diante nos restringiremos a trabalhar com modelos de nosso inte-
resse, modelos de percolacao em duas dimensoes.

2.1.1 Algumas Definicdes e uma Ferramenta Util

No que segue, apresentamos algumas definicbes e uma ferramenta 1til que serao
relevantes no decorrer de nosso trabalho.



Um conjunto de arestas de E(Z?), {ei,eq,...,€,}, onde e; = {z;,yi}, Ti,yi €

Z:n > 1,i=1,...,n, serd dito um caminho se x, s, ..., x, forem distintos e y; =
Tit1,1=1,...,n—1 (nalinguagem de grafos 1, zs, . .., x, forma um passeio sem lagos,
ou alternativamente um passeio auto-evitante). Dada uma configuragao w € {0, 1}E(Z2)
um caminho {eq,...,e,} é dito aberto em w se todas suas arestas estiverem abertas
(ie. w(e;) = 1,i = 1,...,n). Um circuito, serd um caminho {eg,es,...,e,} tal que

Yn = X1, iSto é, um circuito é um caminho que se fecha sobre si mesmo.
Diremos que dois vértices da rede Z2, z,y, estdo conectados na configuraciao w €
2 . . o
{0,1}P77) e escrevemos x ¢+ y, se existir um caminho aberto {e;, e, ..., e,} na con-
figuracao w tal que ;1 =z e x,, = v.
n

Denotemos por G um subgrafo de Z?. O grafo G ¢é dito conexo (ou conectado) se
quaisquer dois de seu vértices podem ser ligados por um caminho aberto inteiramente
contido em G.

Se definimos que cada vértice © € V(Z?) esta conectado consigo mesmo, vé-se
que a conectividade é uma relacao de equivaléncia e a classes de equivaléncia em que
se dividem os vértices serao chamados de “aglomerados"(ou sua expressao em inglés
clusters, eles podem ser vértices isolados) da rede Z2. Assim um aglomerado aberto é
uma componente conexa de um subgrafo de arestas abertas de Z>2.

Denotamos por C,, o aglomerado do vértice x e por C' o aglomerado da origem. Logo
a notacao x <> oo denotard o fato de que o aglomerado aberto que contem x possui
infinitos vértices. Uma quantidade de grande interesse neste trabalho é o volume (ou
cardinalidade) do aglomerado aberto do vértice z, isto é, |C,|; mais precisamente em
sua distribuigdo. Observe que |C,| é uma variavel aleatoria que pode assumir os valores
1,2,...,00. No modelo de Percolacao de arestas independentes podemos mostrar que
em grafos com invariancia translacional, como Z?, as varidveis aleatorias |C,| tém a
mesma, distribuicdo para todo x € Z? e portanto nos concentraremos no aglomerado
da origem C. Uma quantidade de interesse é

0(p) = P,({w € Q: |C] = o0})

que por simplicidade de notagdo escreveremos apenas 6(p) = P,(|C] = 00). Segundo a
notagao introduzida acima temos que 6(p) = P,(0 <> 0o). Mais a frente provamos que
a percolacio de Bernoulli sobre Z? exibe uma transicdo de fase, isto é, existe um valor
critico nao trivial(isto é no intervalo aberto (0, 1)) para o parametro p, abaixo do qual
a probabilidade de existir aglomerados aleatorios infinitos ¢ nula e acima do qual esta
probabilidade ¢é positiva.

Introduzimos a ordem parcial < em (2 da seguinte maneira: para cada w,w € (),
w2 w s wle) <w(e),Ve € E(Z?). Uma variavel aleatéria X é dita crescente se for
crescente na ordem parcial acima, isto é

X(w) < X(w) sempre que w <.

Um evento A € % édito crescente se 14, a fungao indicadora de A, for crescente, em
outras palavras um evento A é crescente sempre que para cada configuracao de arestas
abertas em que A ocorre, ao abrirmos mais arestas nesta configuracao, A continua
ocorrendo. Exemplos comuns sdo: o evento {z <> y} em que dois vértices estiao



conectados por um caminho de arestas na rede Z?, e o evento {|C| = oo} em que o
aglomerado da origem ¢ infinito.
Analogamente definimos que um evento A € .% é decrescente se —14 é crescente.

TEOREMA 2.1 (Desigualdade FKG, [9], [12], [13]). Se X e Y sdo duas varidveis alea-
torias crescentes com sequndo momento finito (isto é, E,(X?) < 0o e E,(Y?) < 00)

em €1, entdo
E,(XY) 2 B/(X)E,(Y).

Como caso particular, tomando X =1, eY =15 onde A e B sao eventos crescentes,

obtemos que
PJ(AN B) > B,(A)P,(B).

Demonstracdo. Primeiro suponha que as variaveis aleatorias sejam crescentes e depen-
dam dos estados de um conjunto finito de arestas ey, es, ..., e,.

Vamos mostrar que a desigualdade ¢é valida neste caso por inducao em n. Suponha-
mos que n = 1, entdo X e Y sdo fungoes do estado w(e;) da aresta e;, onde w(ey) €
{0,1}. Ora como X e Y sdo variaveis aleatorias crescentes, para todo wy,wy € {0, 1}
temos

[X (w1) = X (wo)][Y (w1) = Y (w2)] > 0.

Definindo: p; = P,(w(e1) =w1), p2 = Py(w(ez) =wa), pr2= Py(w(er) = wi,w(es)
wz). Como as varidveis aleatorias w(e;), w(ez) sdo independentes, temos que p; o =
p1 pe. Logo

0< Z (X (w1) = X (w)][Y (w1) = Y(w2)] p1 po

w1,w2

=Y X(@)Y (@) pr— > X(w)Y(w2) pra— Y X(wn)Y(wr) prot

wi,w2 wi,w2

Z X(wg)Y(WQ) P2
= 2[E,(XY) — E,(X)E,(Y)],

obtendo o resultado desejado.

Suponha que o resultado seja valido para todo n < k e que X e Y sao varié-
veis aleatorias crescentes dependendo dos estados w(e),w(eq),...,w(e,) das arestas
e1,€e,...,¢ex. Como X e Y tém segundo momento finito entao pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz a média £,(XY") é finita, portanto

E,(XY)=E,] E,(XY | w(er),w(e2),...,wlex1) ]. (2.2)

Denotando w* Y = (w(e;),w(ey),...,wlex—1)) , a* D = (a1, as,...,a5_1), onde a; €
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{0,1},i=1,...,k, temos que
E, (XY |w(er) = ar,w(e2) = ag, ..., w(ex—1) = ar_1)
= E,(XY | w* D = g1

=3 X(@* D, ap) Y(@* Y, a5) Bylwler) = ax | w*D = a®)

N

o R (ax) P (ax)

= > X(a)Y () Byfeoler) = ar)

— Z X(a(kfl)’ @k)Pp(w(ek) = ay ‘ w(kfl) _ Cl(kil))x

ag

X ZY(a(k_l),ak)Pp(w(ek) = qp | w1 =g+ D)
ag

_ Ep(X | w(kfl) — a(kil))Ep(Y ‘ w(kfl) — a(kfl))

=E,(X |w(er) = ar,w(ez) = ag, ..., wlex_1) = ar_1)X
X E,(Y | w(er) = a1, w(ez) = ag, ..., w(ex—1) = ax_1)

onde na terceira e quinta igualdade se usou a independéncia das variaveis aleatorias
w(e;), i =1,..., k. Observe que as variaveis aleatorias X e Y sio variaveis aleatorias
crescentes que estao em fungdo do estado w(ey), portanto a desigualdade da acima é
consequéncia do caso n = 1.

Usando a desigualdade obtida acima em temos que

E,(XY) > E,[ E,(X |w(er),w(ez),...,wlex1)) X
X E,(Y | w(er),w(ez), ..., wlex1) ] (2.3)

Para cada n € N consideramos as seguintes sequéncias de varidveis aleatorias X,, =
E,(X |w(er),w(e2),...,wley)) e Y, =E,(Y | w(er),w(e2),...,w(e,)). Observe que as
variaveis aleatorias Xj;_1 e Yi_1 s@o crescentes e estao em funcao dos estados das & — 1
arestas, logo pela hipdtese de indugao temos

Ep(Xp—1Yi1) = Ep(Xi—1) Ep(Yi1).
Usando esta desigualdade no lado direito de (2.3)) ficamos com
E,(XY) > By(Xi1Yiot) > By(Ximt) Ey(Yir) = By(X)E,(Y),

onde na tltima igualdade usamos que X e Y tém primeiro momento finito ja que estas
variaveis aleatorias tém segundo momento finito.
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Por dltimo mostramos que a desigualdade de FKG permanece valida para o caso
em que X e Y dependem dos estados de uma quantidade infinita de arestas.

Suponha que X e Y sejam varidveis aleatorias crescentes com segundo momento
finito e seja eq, eq, ..., uma enumeracao das arestas do grafo. As v.a.’s X, e Y, (como
definidas acima) sao fungdes crescentes e dependem apenas dos estados das arestas
e1,€a,...,6,. S0b estas hipoteses ja sabemos que ¢é vilida a seguinte desigualdade

Ep(XnYa) 2 Ep(Xn) Ep(Yn). (2.4)

Segue da defini¢ao de X, e Y,, e das propriedades da esperanga condicional que E,(X,,) =
E,(X) <ooe E,(Y,) = E,(Y) < co. Logo pelo Teorema de Convergéncia de Martin-
gales (veja [8]), temos que quando n — oo

X,—»X e Y,—Y P,—qc eemL*P,).
Além disso pelas desigualdades triangular e de Cauchy-Schwarz, temos que
Ep| XY — XY < Ep(|(Xn = X)Ya| + [X (Vs = Y)))
< B (X, = XI)E,(Y2) [ E,(Y, - Y2)E,(X?)

— 0 quando n — oo.

E facil ver que o limite acima implica que E,(X,Y,) — E,(XY) quando n — oo.
Portanto tomando o limite quando n — oo em (2.4]) obtemos o resultado. "

2.1.2 Grafos Planares

A teoria de dualidade planar fornece uma técnica interessante para o estudo de
percolagao de Bernoulli. Intuitivamente, um grafo é chamado planar se este pode ser
mergulhado em R? de tal forma que quaisquer duas de suas arestas se interceptam
somente num vértice comum. Mais precisamente, fixe um conjunto infinito de pontos
p1, P2, ... em R3 tal que qualquer plano m C R3 possui no méximo trés destes pontos.
Denotamos por (p;,p;) o segmento de reta unindo p; a p; (aberto ou fechado, como
preferir). Para cada grafo G = (V, E) vamos construir um espaco topologico R(G)
em R? usando a sequéncia fixada pi,p,... da seguinte maneira: se G = (V. E) e
V ={vy,...,v,} definimos

RG) = |J ip) U U{Pj} C R’

{Ui,Uj}EE

O espago topologico R(G) é chamado de uma realizagdo de G. Observamos que se
construimos uma outra realizacao de GG, digamos R(G), a partir de uma outra sequéncia
P1, Pa, . .. também com a propriedade de que nenhum plano de R3 contém mais de trés
pontos desta colecdo, entdo as realizacoes R(G) e R(G) sdo homeomorfas. Este fato
mostra que a seguinte definicao independe da escolha da sequéncia pq, po, . . .
Observamos que a definicdo de R(G) dada acima estende-se naturalmente para o
caso em que GG é um grafo infinito enumeravel, isto é, V' tem a cardinalidade de N.

DEFINIGAO 2.1 (Grafo Planar). Um grafo G = (V, E) enumerdvel é dito planar se
R(G) é homeomorfo a algum subconjunto do plano R>.
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Observamos que para todo grafo planar G sempre existe um homeomorfismo
que leva R(G) em um subconjunto p(R(G)) C R? de forma que cada aresta de G é
representada no plano por um segmento de reta. Para maiores detalhes ver [4] pagina
20.

Se GG é um grafo planar, entao a menos de homeomorfismos, podemos pensar em
R(G) como um subconjunto de R?. Cada componente conexa de R?\ R(G) é chamada
de uma face de G. Com as nocoes introduzidas acima podemos provar a famosa: 1%
Formula de Euler para grafos planares.

TEOREMA 2.1 (12 Formula de Euler). Seja G = (V, E) um grafo conexo, finito e
planar. Se f denota o numero de faces de G entao

VI—IEl+f =2

Demonstracdo. A prova serd feita por inducao no ntimero de faces de G. Se f = 1,
entao GG nao contém ciclos e logo é um grafo arvore. J& que para todo grafo arvore
temos que |E| = |V] — 1 temos que a formula ¢ verdadeira. Vamos supor agora que
f > 1 e que o resultado é verdadeiro para valores menores que f. Seja {a,b} uma
aresta contida em algum ciclo de G. J& que um ciclo separa o plano em duas faces a
aresta {a, b} esta contida na fronteira destas duas faces que vamos denotar por S e T.

G/

Figura 2.2: Os grafos G e G’

Considere o grafo G’ obtido a partir de G pela remocgao da aresta {a, b}, veja Figura
Observe que G e G’ tém as mesmas faces exceto as faces S e T que apds a remocao
da aresta {a,b} se fundiram em uma nova face que chamaremos de U. Se f’ denota o
nimero de faces de G’ segue da hipotese de inducao que

VI=(El-1)+f =2
Usando que f' = f — 1 na tltima igualdade temos que |V| —|E|+ f = 2. n

O seguinte resultado ¢ consequéncia direta do teorema de Euler, conhecida como:
2¢ Formula de Fuler, cuja aplicacao serd fundamental no préximo capitulo, sobre a
dualidade de um grafo.

COROLARIO 2.1 (2% Formula de Euler). Seja G = (V. E) um grafo (nao necessaria-
mente conexo), finito e planar. Se f denota o nimero de faces de G e K o nimero de
componentes conezxas de G entao

V| = |E|+ f=K+1.
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Demonstracdo. Sejam |V;| o namero de vértices, |E;| o nimero de arestas e f; o nimero
de faces da i-ésima componente conexa de G, com i =1,..., K. Pelo teorema anterior,
temos que

Vil = |Ei| + fi =2 i=1,...,.K (2.5)
Observamos que |V| = S5 [Vil, |E| = 2K, |Ei| e que o niimero 2% | f; conta K-
vezes a Unica face infinita de G, logo > ._,(f; — 1) + 1 contard o nimero de faces no
grafo G (incluindo a tnica face infinita de G). Isto é, f = S0 (fi — 1) + 1.
Somando em 7 na equacao finalmente obtemos

V|- B+ (f+ K —1) =2K.
O que conclui a prova. ]

DEFINIGAO 2.2 (Ponte). Seja G = (V, E) um grafo finito. Uma arestae € E € chamada
de ponte, se o grafo (V,E \ {e}) tem uma componente conexa a mais do que G.

Seja G um grafo finito conexo planar com |V| vértices, |E| arestas e f faces. Denote
por f; o nimero de faces tendo exatamente ¢ arestas em suas fronteiras. Claramente

Z fl = f7
i
e quando GG nao possui pontes, ji que toda aresta esta na fronteira de duas faces, temos

também que
> ifi=2|E|

)

DEFINIGAO 2.3 (Cintura). A cintura g de um grafo G é o nimero de arestas dos ciclos
de menor comprimento em G. Se G € aciclico entao dizemos que a cintura de G €
infinito, isto € g = o0.

TEOREMA 2.2. Se G = (V,E) um grafo planar com |V| > 3 entao |E| < 3|V| — 6.
Além do mais, se a cintura de G satisfaz 3 < g < 0o entao podemos afirmar que

g
El <max{ ——(|V|—2),|V|—1¢.

Demonstracdo. Observe que a primeira afirmacao reduz-se ao caso g = 3. Logo ¢
suficiente mostrar que a segunda afirmagao é valida. Se |[V| < g — 1 entdo claramente
G é aciclico. Logo |E| < |V| — 1. Vamos supor entdo que g < |V| e que a afirmagao
seja valida para todo grafo planar G' = (V', E’) tal que |V'| < |V|. Podemos assumir
sem perda de generalidade que G é conexo. Se existe uma ponte e € E entdao G’ \ {e}
é uniao de dois subgrafos G1 = (Vi, E) e Gy = (V4, E5) cujos conjuntos de vértices sao
disjuntos. Por induc¢ao temos que

|E| =|E1| + |Es] + 1

<max { LAl = 2,1l = 1|+ max { Ll = 2, vl = 1+ 1

gnmx{g%aqu-m4v¢—1}.
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Por outro lado, se G nao possui pontes entao sabemos que
gf =g <Y ifi <Y ifi=2|E.
i i>g i

Pela Formula de Euler temos
2
E|+2=|V|+ f<|V] +§|EI,

de onde segue que
9
El < ——(|V]—-2).
Bl < 25 (V] -2
"
COROLARIO 2.2. O toro bi-dimensional T,, = (Z/mZ) x (Z/mZ), de comprimento m,

nao € um grafo planar.

monstrac3o. oro T,, tem m* vértices e 2m* arestas. Uma vez que sua cintura ¢
Demonstracdo. O toro T,, t 2 veért 2m? tas. U t
g =4, se T, fosse um grafo planar entao teriamos pelo teorema acima que

4
2m? < ——(m? —2) = 2m?* — 4.
4—2

0 que é um absurdo. [

2.1.3 Dualidade

Um laco em um grafo é um tipo especial de “aresta” cujas extremidades sao formadas
pelo mesmo vértice. Na literatura este novo objeto matematico é normalmente chamado
de multigrafo mas por questao de simplicidade vamos nos referir a tais objetos, neste
texto, simplesmente por grafos. De agora em diante, vamos assumir que nossos grafos
podem possuir lacos.

Seja G = (V,E) um grafo planar (finito ou infinito). Obtemos seu grafo dual
G* = (V*, E*) como segue: colocamos um novo vértice, que chamaremos de vértice
dual, dentro de cada face de (G, incluindo as faces infinitas de G caso existam. Para
cada e € E colocamos uma aresta dual e* = (2%, y*) unindo os dois vértices duais nas
duas faces de GG separadas por e. Se essas duas faces sao as mesmas temos que z* = y*
e portanto e* é um laco. Portanto, dado um grafo planar GG sempre é possivel obter seu
grafo dual G*. O grafo G (resp. G*) é chamado de grafo primal (dual). Veja Figura
2.3

Figura 2.3: O grafo G (em linhas pretas continuas) e seu grafo dual G* (em
linhas tracejadas vermelhas). O grafo G tem uma face infinita e o grafo dual
G* tem um lago. Exibe-se a aresta e = {x, y} no grafo primal G e sua aresta

dual e* = {z*,y*} no grafo dual G*.
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Assim V* estd em correspondéncia 1 — 1 com o conjunto de faces de GG, e E* estd em
correspondéncia 1 — 1 com E. A configuracio w € Q = {0,1}%®) d4 lugar a uma
configuracao w* € Q* = {0, 1}¥%") definida por w*(e*) = 1 — w(e), Ve* € B(Z*").

No modelo de percolacao dizemos que uma aresta dual estd aberta se a correspon-
dente aresta sobre Z? esta fechada e vice-versa, logo a configuracao w* é distribuida
segundo um modelo de percolagao de Bernoulli de parametro p* =1 — p.

Parte da rede Z* e seu dual sao representadas na Figura

Figura 2.4: parte de uma configuracao junto com sua configuragdo dual na
rede Z%. As arestas abertas da rede primal (resp. dual) sdo representadas
por linhas solidas pretas (resp. vermelhas) e as fechadas por linhas pretas

(resp. vermelhas) tracejadas.

2.1.4 Transicao de Fase para a percolagcao de Bernoulli sobre
ZZ

Quando esquentamos um bloco de gelo, o bloco de gelo tende a derreter-se. Este
processo esconde um fenéomeno que nos é familiar, porém é mais complexo do que
imaginamos, ja que as propriedades macroscopicas (aquelas que se podem medir de
alguma forma ou de outra, como por exemplo: cor, textura, temperatura, peso, volume,
etc...) da 4gua mudam de maneira ndo continua quando variamos temperatura.

Este exemplo da vida cotidiana é um exemplo de uma transicao de fase. Num sis-
tema composto por muitas particulas que interagem a nivel local com outras particulas,
uma transicao de fase ocorre se uma propriedade macroscopica do sistema muda de
repente quando um parametro macroscopico, como a temperatura, pressao, densidade,
etc..., varia continuamente. Nesta secao daremos um significado matematico preciso
para o que se entende atualmente por transicao de fase no modelo de percolacao. Apre-
sentamos também nesta secao, como consequéncia do Teorema e do Lema 2.1 a
prova de que o modelo de percolacdo de arestas de Bernoulli na rede Z? passa por esta
transicao de fase.

Acoplamento Crescente entre diferentes configuragoes de percolacao

Desejamos saber como ¢ o comportamento da funcao: p — 6(p) = P,(0 <> o0),
Vp € [0, 1]. Poderia acontecer de existir p < p’ tal que para a percolagdo de parametro
p existe uma componente conexa infinita quase certamente, mas nao existe uma tal
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componente conexa infinita para a percolacao de parametro p'. E claro que este feno-
meno é contraditério com nossa intuicao, ja que o modelo de percolagao deve possuir
mais arestas abertas quando p aumenta e portanto seria mais provavel ver uma com-
ponente conexa infinita aberta no modelo em que o parametro p tem maior valor. A
fim de formalizar esta ideia intuitiva de monotonicidade neste modelo, introduzimos a
definicao de acoplamento de duas medidas.

DEFINICAO 2.4. Um acoplamento de duas medidas de probabilidade ¢1 e ¢ definidas
sobre um espaco mensurdvel (2, F) é uma medida de probabilidade ¢ sobre (2, F) X
(Q, F) cuja primeira (resp. sequnda) marginal € ¢1 (resp. ¢a )

O método de acoplamento permite comparar diferentes medidas de probabilidade
definidas sobre um mesmo espago mensuravel. Certamente existem numerosos acopla-
mentos de qualquer par de medidas ¢; e ¢o. A arte do acoplamento reside em encontrar
um acoplamento util para o problema de interesse.

PROPOSIGAO 2.1 (Acoplamento crescente). Fizados p,p’ € [0,1] com p < p', existe um
acoplamento P das medidas de probabilidade do modelo de percolagao P, e Py definido
sobre {0,1}% x {0, 1Y% tal que

P({(w,w/) P w< w’}) =1

Demonstracdo. Considere uma familia (U, : e € Z?) de variaveis aleatorias independen-
tes e identicamente distribuidas (iid) com distribui¢do uniforme em [0, 1]. Definamos
as configuragoes w,w’ € {0, 1}Z2 como segue. Para todo e € Z2

1 se U.<p 1 se U<y

0 se U.>p 0 se U.>np.

Observamos que cada aresta em w estd aberta com probabilidade p e fechada com
probabilidade 1 — p, independentemente das demais arestas. Analogamente, em w’ as
arestas estao abertas com probabilidade p’ e fechadas com probabilidade 1 — p’ inde-
pendentemente umas das outras. Como w < w’ sempre que p < p/, definimos P pela
lei da distribuigao conjunta dos vetores aleatorios (w(e),w’(€)){eccr}. Por construcao,
temos imediatamente que as marginais de P sao P, e P,. [

Considere o ponto
pe = inf{p € [0,1] : P,(0 <+ 00) > 0}.

Como as marginais de P sao P, e Py, usando o teorema de Fubini obtemos as seguintes
igualdades:

P,(0 4> 00) = P(0 > 0o em w) e Py(0<+ 00) =P(0 < 0oemw),
onde

{0 ¢ 00 em w} = {(w,w') € {0,1}% x {0,1}*" : 0 <+ 0o ocorre em w}.
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Posto que w < W', se a origem estiver em um aglomerado infinito em w, entao a
origem também estard em um aglomerado infinito em w’. Usando as propriedades do
acoplamento P temos a seguinte desigualdade:

P,(0 4> 00) =P(0 +» 0o em w) < P(0 +> 0o em w') = Py(0 > 00).

A desigualdade acima na verdade prova que a fungdo 6(p) = FP,(0 <+ oo0) é nao-
decrescente com respeito a p. Abaixo, no Teorema vamos mostrar que o ponto
critico p. é nao-trivial, isto ¢, p. € (0,1).

Cabe destacar que no modelo de percolacao em que p = 0, todos as arestas da
rede estariam fechadas. Por outro lado, se p = 1 o aglomerado da origem é Z? quase
certamente com respeito a P, com p = 1, pois todos as arestas estariam abertas quase
certamente e este conjunto de arestas ¢ enumeravel. Note que esta observacao nao prova
a existéncia de um ponto critico para o modelo de percolacao na rede bi-dimensional,
pois poderiamos ter

P,(0 <> 0c0) =0 para todo p < 1.

Um dos problemas que ainda permanece em aberto e que é de grande interesse
em percolacao é calcular exatamente o valor ponto critico do modelo de percolagao
de arestas independentes em d dimensoes com d > 3. No restante deste trabalho nos
ocuparemos de fazer esse célculo, tanto como para o modelos de arestas independentes
como para os modelos de aglomerados aleatorios na rede Z2.

TEOREMA 2.2 (Existéncia de Transi¢do de Fase, [5], [9], [12] ). Para o modelo de
percolagao de arestas independentes sobre 72, existe p.(2) € (0,1), chamado de ponto
critico, tal que

O(p) =0, se p<p.(2);

0(p) >0, se p>p(2).

Observacoes. O teorema acima nos diz que o modelo de percolacao de arestas in-
dependentes com parametro p nao possui aglomerados infinitos quase certamente, se
p < pe(2). Por outro lado, encontramos, com probabilidade positiva, pelo menos um
aglomerado infinito se p > p.(2). Esta mudanc¢a de comportamento do modelo com
respeito a existéncia ou nao de um aglomerado infinito é chamada de transicao de fase.
Quando p < p.(2) dizemos que o modelo estd na fase sub-critica. Ja para p = p.(2)
dizemos que ele esta na fase critica e finalmente para p > p.(2) dizemos que ele esta
na fase super-critica.

Este teorema também ¢ valido para o modelo de percolacao de arestas independentes
em Z¢ para todo d > 3. Em dimensdes d > 3 muita coisa ja ¢ bem conhecida nas fases
sub-critica e super-critica, porém a fase critica permanece bastante misteriosa. Vale
ressaltar neste ponto que o problema em aberto mais famoso nesta area é saber se
existe um aglomerado infinito em p = p.(d), para d > 3.

Nao se conhece ainda uma féormula geral para p.(d), com excecao de d = 1,2. Para
d = 1 o modelo é de certa forma trivial pois, exceto para p = 1 nao existe nenhum
aglomerado infinito quase certamente, por Borel-Cantelli e portanto p.(1) = 1. Ja para
d = 2 o célculo explicito do ponto critico é o célebre Teorema de Kesten. Este é um
resultado muito profundo e de enorme importancia na histéria da percolacao. Kesten
provou seu famoso teorema na década de 80 mostrando que p.(2) = 1/2. Além de
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obter o valor explicito de p.(2), em seu famoso artigo Harry Kesten também demostra
que nao ha percolacao no ponto critico em dimensao 2.

Demonstragdo do Teorema ([2.2)).

NAO PERCOLACAO PARA VALORES DE p PROXIMOS DE (. Para a prova desta primeira
parte, fixamos n > 0 e definimos §2,, como sendo o conjunto de todos os caminhos em
7Z? que saem da origem e tem pelo menos n arestas. Atencdo, nenhuma aleatoriedade
esta envolvida na definicao de €, este conjunto depende apenas do grafo onde estamos
considerando a percolacdo, que neste caso é o Z2. Observe que se uma configuracao
possui um caminho aberto infinito contendo a origem entao este caminho pertence a
Q,, logo

P,(0 +» 00) < P,(Fy € Qy; tal que w(ey) = 1,Vk < n})

<> Bylwler) = 1,Vk < n) = [Qalp" < (4p)",
YEQ,

onde na ultima desigualdade usamos o fato de que para construir um caminho aberto
de n arestas, existe 4 maneiras de escolher a primeira aresta, em seguida ha no mé-
ximo 3 maneiras diferentes para a escolha da segunda aresta, depois no méximo 3
maneiras para escolha da terceira e assim por diante. Portanto temos a seguinte es-
timativa |Q,] < 4(3)""' < 4™ Notar que a quantidade da direita na desigualdade
P,(0 <» 00) < (4p)™ tende a 0 quando p < 1/4. Usando a monotonicidade de 6(p)
deduzimos que p. > 1/4. Observamos que a estimativa obtida acima nao é suficiente
ainda para garantir a existéncia de transicao de fase para o modelo de percolagao em
Z2. O que temos por enquanto é apenas a seguinte afirmacao: se existir o ponto critico
pe(2) entao ele deve ser pelo menos 1/4.

PERCOLACAO PARA VALORES DE p PROXIMOS DE 1. A prova desta segunda parte, é
baseada no conceito de dualidade introduzido na Secao Um fato geométrico ele-
mentar (veja [9], pag. 8) diz que, se em uma determinada configuragio w a origem nao
estd conectada ao infinito, entao w* contém um circuito aberto na rede dual cercando
a origem. Veja Figura [2.5]

t —  JEI LI EIEIEIC o ne o= ?
oo o|did[eo 00| o] o e dfee o o o|sld]e ofe
® 0,0 0 0 0 0 0 0 o [ ] L] L] [ ] ® ®© 0 0 0 0 0 o 0 o
tlel ]l eleley]ely
° il o/o/ojo/oj0]0e o|é °
° eo/olole = elefole °
° 300K IEIEI oo ° ° 300K °
ol LI EI0d Kon I ¢ Lo o|bdig [ o]0 o] & 38 sud LICIEIES Kon
o 0 0 o] FJ L-‘ ojeojojo ojojeojo hJ L—l ojo o 0 o
elojoje]e ole oleie]e ofeje]e oo ofoejoje]e
oo LI oud & oo ole
olele 3K | = ° =9 4 ole elole
° ° < dT8d7e o 44T o K
olo/o/o/o/0o/ofo/o/o/eo/o/o/bid/dld 0o/0/0o/0/0/eo/0]/0o/e/0/oo]e

Figura 2.5: Um aglomerado aleatorio finito da origem (em linhas solidas
pretas), sendo cercada por um circuito aberto na rede dual (em linhas solidas

vermelhas).
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Seja ,,, o conjunto de circuitos duais de comprimento m cercando a origem que
passam por (n + 1/2,0). Para p > 3/4 temos as seguintes desigualdades:

P,(0 4 o00) =P, <E|fy aberto € U an>

m,n

SZ Z |Qm,n|(1_p)m

n>1 m>2n+4

<> D> -4

n>1 m>2n+4

(4 —4p)°
~ log(4(1 —p))’

onde na primeira e segunda desigualdades usamos o fato de que todo circuito dual
que cerca a origem e passa por (n+ 1/2,0) tem pelo menos 2n + 4 arestas, na terceira
desigualdade usamos uma comparacao entre somas de Riemann e integrais junto com a
hipotese p > 3/4. A cota superior obtida acima, apesar de nao ter nenhum significado
fisico, mostra que se p ~ 1 (mais precisamente se p > 3/4) entao B,(0 ¢ oo) < 1.
Desta desigualdade segue imediatamente que P,(0 <+ co) > 0 e portanto p. < 3/4 <
1. Em outras palavras, para valores de p proximos de 1, a saber maiores que 3/4, existe
aglomerados infinitos. Portanto para valores de p proximos 1, existe percolacao.
Finalmente, usando a monotonicidade de 6(p) podemos verificar que existe um va-
lor critico p.(2) nao trivial, tal que se p < p.(2) entdo nao temos aglomerado infinito
quase certamente e se p > p.(2) entdo existe pelo menos um aglomerado infinito com
probabilidade positiva. [

OBSERVAGAO 2.1. Na demonstragio do Teorema[2.2] obtemos as sequintes estimativas
para o ponto critico em duas dimensoes

<pe(2) <

A~ =
=~ W

TEOREMA 2.3 (Unicidade do aglomerado, [5], [9], [12]). Na fase supercritica, isto é,
O(p) > 0, existe um unico aglomerado infinito quase certamente.

A prova do Teorema [2.3] é semelhante a prova da unicidade do aglomerado infi-
nito para o modelo de aglomerados aleatérios na fase supercritica. Por isto decidimos
apresentar o argumento diretamente para o modelo de aglomerados aleatérios quando
formos fazer a prova do Teorema [2.12

Como mencionado anteriormente em 1980 Kesten provou que o ponto critico do
modelo de percolagao em Z?, p.(2), ¢ igual a 1/2, que satisfaz a estimativa do Teorema
2.1l

No modelo de percolacdo de Bernoulli com parametro p é facil ver que p =1/2 é o
inico ponto para o qual p ¢ igual a p*. Chamamos a este ponto de ponto auto-dual e
¢ denotado por p,y (mais adiante definiremos formalmente o conceito de ponto auto-
dual). J4 que Z*" & simplesmente uma coépia de Z? transladada pelo vetor (1/2,1/2)
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e que P,- é definida em termos de P,, h4 uma certa simetria entre estes dois modelos
de percolacao. Como veremos a frente os principais resultados deste trabalho estao
concentrados na andlise do processo de percolagao do modelo de aglomerados aleatorios
na rede Z?* definidos no ponto ps € (0, 1), onde tais processos, bem como a percolagao
de elos independentes de Bernoulli, apresentam maéaxima semelhanca possivel.

O resultado de Kesten é muito importante, ele estabelece o principal teorema desta
dissertagao para o modelo de aglomerados aleatorios no caso ¢ = 1. Na proxima secao
apresentamos em detalhes o modelo de aglomerados aleatérios. Este modelo na rede
7?2 & basicamente descrito por dois parametros p € [0,1] e ¢ > 0 e se reduz ao modelo
de percolacao de Bernoulli quando ¢ = 1.

TEOREMA 2.4 (Kesten, [5], [9], [12]). O ponto critico da percolagao de Bernoulli sobre
72 ¢ igual a seu ponto auto-dual, isto é,

1
pe(2) = 5 ¢ além do mais P, (0 <> 00) = 0.

O Teorema [2.4 pode ser demonstrado utilizando os seguintes lemas:

LEMA 2.1 (Ref. [9], [12]). Para o modelo de percolagao de arestas independentes em
Z? com pardmetro p = 1/2, temos que

Pl/g(o <~ OO) = 0.

OBSERVACAO 2.2. FEste resultado tem como consequéncia imediata que em duas dimen-
soes pe(2) > 1/2.

LEMA 2.2 (Ref. [9], [12]). Para o modelo de percolacio de arestas independentes em
7% com pardmetro p, temos que
1
(2) < —.
Pe(2) < 5
Optamos por omitir a prova do Lema (2.2)) e apresentar a prova completa do Lema
A justificativa para isto é que a adaptacao da prova do Lema [2.2] para o modelo
de aglomerados aleatorios é muito mais elaborada e requer introducao de varias ideias
novas. Ja a prova do Lema [2.1| pode ser adaptada para o modelo de aglomerados alea-
torios mais facilmente e no modelo de percolacao independente a exposicao das ideias
envolvidas é bem mais simples.

Demonstracdo do Lema (2.1). Por contradicdo, assuma que P;/(0 <> oo) > 0.
Em toda a demonstragdo vamos considerar p = 1/2. Para cada n > 1 defina a caixa
T(n) = [0,n]*> NZ?, e os seguintes eventos:

algum vértice sobre o lado u da caixa T'(n)
A*(n) = ¢ estd em um aglomerado aberto infinito de

Z? que nao usa outros vértices de T'(n)

R,, = {o tnico aglomerado aberto infinito em Z? N T'(n)¢ intersecta T'(n)},
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onde D¢ denota o complemento do conjunto D, u = e, d, ¢, b denota os lados esquerdo,
direito, de cima e de baixo, respectivamente.

Observagao: a notagdo A°(n) nao deve ser confundida com a notagao de complemento
de conjunto.

0

T(n)

Figura 2.6: Exemplo de uma configuracdo em A°(n) conectando a parte de

cima da caixa T'(n) “ao infinito”.

Observe que os eventos A¢(n), A%(n), A°(n), e A’(n) sdo eventos crescentes. Além
disso temos que

A¢(n) U A%n) U A%(n) U A°(n) = {T'(n) + oo}. (2.6)

Como a medida de probabilidade P, é invariante por rota¢oes de angulo 7/2 da rede
72, ¥n > 1 temos que

P,(A%(n)) = const., onde u=e,d,c,b (2.7)

Definindo a variavel aleatoria 1 como o nimero de aglomerados abertos infinitos, segue
do Teorema [2.3)que P,(n = 1) = 1. Logo

1=Pn=1)

(U

= lim P,(R,)

n—o0

< lim P,(T'(n) <> o)

n—o0

= lim P,(A°(n) U A%(n) U A°(n) U Ab(n))
n—oo
Onde na terceira igualdade fizemos uso da continuidade de probabilidade, ja que a
sequéncia de conjuntos {(R,) : n € N} é nao-decrescente. Na desigualdade usamos
simplesmente inclusao de conjuntos e na ultima igualdade fizemos uso de (2.6]).

Assim
lim P,(A%(n) U A%n) U A°(n) U A%(n)) =1 (2.8)

n—o0
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Pela Desigualdade FKG, por (2.7) e pelo “Truque da raiz quadrada"(Veja apéndice)
obtemos

P,(A"(n)) > 1—[1— P,(A%(n) U A%(n) U A%(n) U Ab(n)) ]i onde u=e,d,c,b.

Usando (2.8) e o Teorema do Confronto podemos tomar o limite quando n — oo, na
desigualdade acima e concluir que

lim P,(A%(n)) =1, onde u=e,d,c,b. (2.9)

n—oo
Agora tomamos N € N, tal que se n > N entao

P,(A%(n)) > z, onde u=e,d,c,b. (2.10)

oo

Deslocando nossa rede por (1/2,1/2), definimos a caixa dual T'(n)* = T(n — 1) +
(1/2,1/2). Definimos agora o evento

Bu(n) { algum vértice sobre o lado u de T'(n)* estd em um aglomerado }
n)=

aberto infinito da rede dual Z2" sem usar outros vértices de T'(n)*
onde u =e,d,c,b.

Considere o evento A = A°(n) N A%(n) N B*(n) N B°(n) visto como um subconjunto
de Q. Lembrando que p = 1/2, temos por (2.10) que

P,(B"“(n)) = Pi_,(A%(n)) > g, onde u=e,d,c,b. (2.11)
Logo, a probabilidade de que o evento A nao ocorra é
Py(Q\ A) < By(Q\ A°(n)) + By(Q\ A%(n)) + Pi_p(2\ B(n)) + P1_,(Q\ B'(n))

<

Y

N | —

onde fizemos o uso das desigualdades (2.10) e (2.11)). Resumindo temos

Py(A4) > o (2.12)
Como quase certamente ha apenas um aglomerado aberto infinito em Z2? e Z2",
entao o aglomerado aberto infinito que intercepta o lado de cima de T'(N)* deve estar
conectado a algum ponto do aglomerado infinito que intercepta o lado de baixo de
T(N)*. Além do mais estes pontos se ligam por algum caminho aberto dentro de
T(N), pois estes aglomerados sao impedidos de se unir fora de T'(N)* por causa da
existéncia de aglomerados infinitos na rede que interceptam os lados direito e esquerdo
T(N), veja figura abaixo:
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oy

o0

Figura 2.7: 4 bragos. Cruzamento cima-baixo em T'(N)* bloqueando cruza-

mento esquerda-direita em T'(V).

Mas isto implica a existéncia de pelo menos dois aglomerados infinitos em Z? o que
contradiz o Teorema da Unicidade do Aglomerado Infinito. Portanto concluimos que
Pyj5(A) =0, em contradi¢ao com ([2.12)). m
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2.2 - O Modelo de Aglomerados Aleatdrios

Este modelo foi proposto por Fortuin e Kasteleyn [13] em 1972 e é uma generali-
zacao do modelo de percolacgao de Bernoulli de arestas independentes. Um modelo de
aglomerados aleatorios é determinado por uma familia de medidas de probabilidades
que dependem de dois parametros, p e ¢, onde p € [0,1] e ¢ > 0. Esta familia ¢ usada
para descrever um processo de percolagao de arestas dependentes.

Sob certas condigbes (que serdo precisamente explicadas a frente) o modelo de
aglomerados aleatorios pode ser visto como um processo estocéstico, onde as variaveis
aleatorias sdao indexadas pelas arestas do grafo Z? = (V(Z?), E(Z?)).

Pelo Teorema de FExtensao de Kolmogorov nao ha nenhuma complicacao para definir
o processo de percolaciao de arestas independentes em toda rede Z2. J4 no modelo
de aglomerados aleatorios, existem véarias complicacoes para se fazer uma construcao
analoga, justamente por causa da estrutura de dependéncia entre as variaveis aleatorias.
Para vencer estas dificuldades, vamos adotar o procedimento padrao que é usar o
formalismo DLR (ou Propriedade de Markov). Ao longo desta se¢do introduzimos a
ideia de condicao de fronteira, alguns conceitos geométricos e o conceito de convergéncia
fraca de medidas de probabilidade.

O Modelo de Aglomerados Aleatérios em Grafos Finitos

Seja G = (V, E) um grafo finito. A cada fun¢o w : F — {0,1} podemos associar
um subgrafo de G cujo conjunto de vértices é V e o conjunto de arestas é dado por
{e € E: w(e) = 1}. Outra maneira de pensar neste subgrafo ¢ pensar que as arestas
de G podem estar abertas ou fechadas de acordo com os valores da funcao w. Isto é,
dizemos que e é uma aresta aberta se w(e) = 1 e fechada caso w(e) = 0. Desta forma
podemos pensar na fun¢do w como uma configuracao do estados das arestas de G. Isto
nos leva naturalmente a identificar w com um ponto do espago {0, 1}£, que sera nosso
espaco amostral.

Uma configuracdo do modelo de aglomerados aleatérios em G é um elemento do
espago Q¢ = {0, 1}¥. Denotamos por n(w) = {e € E : w(e) = 1}, o conjunto da arestas
abertas do grafo G na configuracao w € Qg e k(w) denotard o ntimero de aglomerados
(componentes conexas) do subgrafo (V,n(w)) C G. A medida de probabilidade do
modelo de aglomerados aleatorios no grafo G com parametros p e ¢, onde p € [0, 1],
q > 0 é uma medida de probabilidade denotada por ¢, , ¢ que esté definida na o-algebra
das partes de g de forma que a probabilidade de um elemento arbitrario w € (g é

dada por
1

pr,q,G({w}) = 7 po(w)(l - p)c(w)qk(w), (2.13)

p.¢,G
onde o(w) (resp. ¢(w)) é o nimero de arestas abertas (resp. fechadas) em w e a constante
de normaliza¢ao Z,, ¢, conhecida também por funcao de parti¢ao, é dada por

Zp,q,G’ — Z po(w)(l . p)c(w)qk(w)
weG

O valor do parametro ¢ pode ser qualquer nimero real positivo. Porém neste
trabalho estamos mais interessados no caso ¢ > 1. Note que se ¢ = 1 entao

Ppac({w}) = Po(w)(l — p)c(‘”).
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Portanto, neste caso, esta medida de probabilidade é uma medida produto de medidas
de Bernoulli com parametro p, veja . Assim este modelo se reduz a um modelo de
percolacao de Bernoulli, em G, de arestas independentes.

Para cada e € E, podemos pensar em w(e) como uma variavel aleatoria no espago
de probabilidade (g, P(2a), ¢pqa.c), onde P(§2e) denota o conjunto das partes de €.
No caso em que ¢ = 1, se e,/ € E sao duas arestas distintas e x,y € {0, 1}, entdo
temos que

Ppac{wle) =z} N{w(e) = y}) = dpgc({wle) = 2}) - dpgc{w(e) =y}).
Por outro lado, se ¢ > 1 a igualdade acima, em geral, nao se verifica. Neste caso as

variaveis aleatorias {w(e) : e € E} sao fortemente dependentes, portanto a extensao
desta construcao para grafos infinitos requer muitos cuidados.

O Modelo de Aglomerados Aleatérios em 7.2

Uma das principais ideias da Mecanica Estatistica Rigorosa esta contida no que é
hoje conhecido como formalismo DLR. Esta sigla é uma homenagem as contribuigoes
seminais a esta area dadas por Dobrushin, Landford e Ruelle.

O formalismo DLR nos fornece um enfoque probabilistico ao estudo das medidas
de Gibbs, um dos objetos centrais em Fisica-Estatistica.

A fim de construir uma medida de probabilidade que descreva os estados de equi-
librio de um sistema fisico em toda rede Z?, seguindo o formalismo DLR, construimos
uma familia de probabilidades em certos subconjuntos finitos de Z? e usamos as equa-
coes DLR para mostrar que esta familia satisfaz uma certa condicao de compatibilidade.
Usando a compacidade fraca do espaco das probabilidades, definidas sobre os boreli-
anos de {0, 1}E(Zz), mostra-se que os pontos de acumulacao, com respeito a topologia
fraca, desta familia de probabilidades pode ser visto como uma generalizacao da cons-
trucao da medida produto obtida pelo Teorema de Extensao de Kolmogorov. Estes
comentarios resumem a grosso modo o que ¢ o formalismo DLR.

A partir de agora passamos a apresentar estas ideias no contexto do modelo de
aglomerados aleatérios em Z2.

Consideremos um subgrafo finito G = (A, Ey) do grafo Z? = (V(Z?), E(Z?)), onde
A é um conjunto finito de vértices de Z2 e E, é um subconjunto das arestas do grafo
Z* dado por Ex = {e = {z,y} : 2,y € A e d(z,y) = 1}, onde d é a distancia,
induzida pela norma ¢! em Z? dada por d(x,y) = |x; — y1| + |r2 — ya]. O conjunto
ON = {y € A: d(y,A°) = 1} serd chamado de fronteira de G. Note que a nossa
definicao de fronteira refere-se a “fronteira interna” do subgrafo Gj.
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Figura 2.8: O conjunto de vértices A, formado pela uniao dos pontos pretos

e vermelhos dentro da caixa de cor cinza.
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Abusando um pouco da notagdo vamos denotar o grafo (A, E) simplesmente por
A. Quando nao houver perigo de confusido usaremos A C Z?, para dizer que A é um
subgrafo do grafo Z* e também para dizer que A é um subconjunto de V(Z?).

DEFINICAO 2.5 (Condicao de Fronteira-1). Fizado & € Q = {0,1}*" e A C Z2, defini-
mos um subconjunto (finito) de ) que depende de A e de &, dado por

Q5 = {w e Q:we) =¢&le) para e € E(Z*) \ Ex}.
A configuracao &, por causa da definicao acima, é chamada de condicdo de fronteira.

Claramente || = oo, mas por outro lado |Q5| = 2/"Al. Dada uma configuracao
w € Qi definimos k(w, A) sendo o nimero de aglomerados de w que interceptam A,
veja Figura 2.9

S EDEDEN ERERERAY EREREN EREREDERERES S EPEREE I I
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Figura 2.9: k(w,A) = 10. Note que os trés pontos isolados deste grafo devem

ser contados como aglomerados.

Denotando por .# a o-algebra gerada pelos cilindros finitos dimensionais de (2,
definimos a medida de probabilidade gbf;,q’ A sobre (©,.7) do modelo de aglomerados
aleatorios em A por

1
L o1 = g, se e
¢ Zpyqvl\
Cbp,q,A(W) =

0, caso contrario,
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onde o(w) (resp. c(w)) denota o niimero de arestas abertas (resp. fechadas) na confi-

3
weN}

guracao w e

¢ a constante de normalizagao. Note que ¢§’q7A(Qi) =1

Condigoes de fronteira especiais: livre, conectada e peri6édica

As condicoes de fronteira conectada, livre e periddicas, desempenham um papel
fundamental em nosso trabalho. Na verdade, a condicao de fronteira peridédica nao pode
ser obtida pela definicao que apresentamos acima, isto ¢, nao existe uma configuracao
¢ € Q) que a represente. Para dar a definicao desta condicao de fronteira, vamos
necessitar de novos conceitos, mas antes apresentamos as outras duas:

e Condicoes de fronteira conectada. Esta condicao de fronteira é obtida pela con-
figuragdo ¢ tal que £(e) = 1 para todo e € E(Z*). A medida de probabilidade
do modelo de aglomerados aleatorios correspondente serd denotada por gzﬁllj’q, A-
Esta condicao de fronteira é caracterizada pelo fato de que para todo A C Z? os
vértices de A estao todos dois a dois conectados.

e Condicgoes de fronteira livre. Esta condigao de fronteira é obtida pela configu-
ragao & tal que £(e) = 0 para todo e € F(Z?). A correspondente medida de
probabilidade é denotada por ¢27q7 A, € caracterizada pela auséncia de conexao
entre os vértices da fronteira.

Condicoes de Fronteira Periodicas. As condicoes de fronteira periddicas serao apresen-
tadas a seguir, usando uma generalizagao da definicao de condicao de fronteira dada
acima.

DEFINIGAO 2.6 (Condigao de Fronteira-2). Seja A um subconjunto finito de vértices
do grafo Z?. Um conjunto & de arestas contido em {e = {x,y} : x,y € OA} é chamado
de condicao de fronteira.

Agora a medida de probabilidade do modelo de aglomerados aleatérios em A com
condi¢ao de fronteira £ é definida sobre {0, I}E(A) e a probabilidade de cada elemento
w deste espaco é dada por

1 oW clw w
B al{eh) = (1 = g, emn

P,q,A

onde ¢(w) e o(w) sao definidos como antes, e k(w, A) denota o nimero de componentes
conexas do grafo G§ = (A, E(A) U £).
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Figura 2.10: representagao da condi¢do de fronteira & (em linhas vermelhas)

da caixa A. Observe que neste exemplo o valor de k(w,A) é 7.

Condicoes de Fronteira Peridédicas. Dizemos que £ é uma condicao de fronteira periodica
em A = [0,n]? NZ? se todas as arestas de ¢ tém vértices terminais da forma:

e (0,5) e (n,j) com j=0,....n:
e (i,0) e (i,n) com i =0,...,n.

Neste caso o grafo Gi ¢ chamado de toro de tamanho n e por simplicidade vamos
nos referir a ele apenas por T,. Observamos que esta maneira de definir o toro é
equivalente aquela feita no Corolario 2.2 A medida de aglomerados aleatorios sobre
o toro de tamanho n, T, serd denotado por ;qu,[O,nP ou mais concisamente ¢’ . As
condicoes de fronteira que determinam o toro desta maneira nao podem ser obtidas
usando caminhos disjuntos fora do quadrado [0,n]*> N Z?, j& que o toro ndao é um grafo

planar, veja o Corolario [2.2]

[0,n]2 N Z?

N
J

Figura 2.11: Construcao do Toro bi-dimensional T,

2.2.1 Dualidade Planar

Algumas definigoes

Qualquer modelo de aglomerados aleatoérios sobre um grafo planar G pode ser as-
sociado a um modelo dual definido sobre G*. Dada uma configuracio w € {0,1}%,
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o modelo sobre G* é construido declarando que qualquer aresta do grafo dual, estara
aberta (resp. fechada) se a aresta correspondente do grafo “primal” estiver fechada
(resp. aberta) para a configuragdo w. A nova configuragao ¢ chamada configuragao
dual de w e é denotada por w*. Dois vértices x,y em G* sao ditos conectados no dual
se existe um caminho aberto no modelo dual ligando os vértices x e y. O evento x esta
conectado a y no grafo dual sera denotado por z <» y. Dizemos que os conjuntos A e
B estao conectados no dual se existe um caminho aberto, no dual, conectando algum
vértice de A a algum vértice de B. Uma componente conexa maximal no dual serd
chamada de aglomerado aleatério dual (aberto).

PROPOSICAO 2.2. Se G € um grafo planar entao G* é um multigrafo planar.

Como dito acima uma configuragio w € {0, 1}¥ d4 origem a uma configuragio dual
w* € {0,1}F" tal que w*(e*) = 1 — w(e). Como anteriormente, para cada configuragio
w* definimos n(w*) = {e* € E* : w*(e*) = 1}, que ¢ o conjunto das arestas abertas na
configuragao w*. Observe que n(w*) esta em bijecdo com E \ n(w). Pela Proposigao
temos que, para todo grafo planar G, G* é um multigrafo planar, logo podemos
definir o nimero de faces de (V*,n(w*)) que sera denotado por f(w*) (incluindo a face
infinita).

Para cada w € {0,1}F, note que as faces de (V* n(w*)) estdao em bije¢cdo com
as componentes de (V,n(w)), veja Figura [2.12] por esta observagdo temos a seguinte
proposicao

® w; o W
o |. "
(B) (€) (D)

Figura 2.12: Em (A) temos os grafos G e G* cujas arestas sdo dadas res-
pectivamente por E = {e1, ey, e3,e4} ¢ E(G*) = {e], €5, e5,e;}. Tustrando a
Proposigao temos em (B) que f(wf) =2 = k(w;) (contando a face infi-
nita), em (C) temos f(ws) =1 = k(ws) e em (D) temos f(w}) =1 = k(ws).

PROPOSIGAO 2.3. Sejam G um multigrafo planar e G* seu dual. Para todo w € {0,1}F
temos que
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Uma consequéncia imediata de (G*)* ser isomorfo a G é que a proposi¢ao acima pode
ser usada para concluir que

k(W) = f(w). (2.15)

Pela 2% Formula de Euler (Corolario para toda configuragao w € {0,1}¥ temos
que o subgrafo aleatorio (V,n(w)) satisfaz

k(w) = V] = In(w)| + fw) = 1. (2.16)
Usando a definicao de grafo dual temos imediatamente que
[n(w)] + [n(w*)| = |E]. (2.17)

Pela defini¢do de ¢, ,(w) temos as seguintes igualdades:

1 oW Cclw w
(bp,q,G(w) :Z p ( )(1 —p) ( )qk( )
,4,G
L ow) |B|—o(w) k(w)
=7 (1-p) q
7,4,G
:(1 —p)l¥ ( p )O(w) )
ZpqG l—p

:(1 _p)\EI ( D )lﬂ(w)qk(w).
ZIMLG 1-— P

Usando na equacao (2.16)) obtemos k(w) = |V| — |n(w)| + k(w*) — 1. Usando
esta identidade no lado direito da equacao acima ficamos com

(1 — p)|E\ p [n(w)] e .
¢p,q,G(W) = 7 -7 q‘V| [n(w)|+k(w*)—1

p,¢,G

(1_p)|E\q|V|fl ( D )In(w)lqk(w*)
Z (1 -p)g

p,q,G

Aplicando (2.17)) para o expoente |n(w)| na igualdade acima obtemos

— »)El4IVI-1 |E] _ [n(w*)]
¢p,q,G(w) :(1 ) X ( P ) X <—<1 p)q) qk(“’*)
Z;n’q,G (1 - P)q p

=g\
Cp 0, V], ) (—( . )) )

-1 |E]
onde C(p,a, V], |l = S22 ()™

Zp,q,G 1-p)g
T do p* inica solucio d A
omando p- COmo a unica solu¢ao da equacao

ro_0=pa i P = 5 (p. ) = (1-p)g
1—p* p ’ (I=p)g+p

(2.18)
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ficamos com

pr O\
(bp,q,G(W) :C<p7Q7’V’7‘ED <1_p*> q @)

:C<p7Q7 ’V’7 ‘E‘) X Zp*7Q7G* X )lE‘ X (bp*quG* (w*>

1
(1—p*
Usando que ¢, ,.¢(w) € ¢p+ 4. (w*) sdo medidas de probabilidade e somando sobre w € €,

na equacao acima obtemos a seguinte igualdade

1

O(p>Q7 |V|7 |E|) X Zp*7q7G* X (1 _p*)\E’| -

1.

De onde segue que
Ppg.c(W) = Pp g6+ (W"). (2.19)

OBSERVAGAO 2.3. O parametro p* € [0, 1].

OBSERVACAO 2.4. Para cada q > 1 fizo, a fun¢io p — p*(p,q) € decrescente em
p € (0,1).

O ponto auto-dual

DEFINIGAO 2.7. O ponto auto-dual psg = psa(q) € a tinica solugdo da equagdo p*(psa,q) =
PDsd, 15to €

_ Ve
=T e (2.20)

Como mencionado anteriormente, quando o parametro de dependéncia ¢ toma o
valor 1, o modelo de aglomerados aleatérios torna-se o modelo percolacao de Bernoulli
de arestas independentes. Pelo Teoremal[2.4]do Capitulo 1, o ponto critico do modelo de
percolagao de arestas independentes em duas dimensdes ¢ 1/2, coincidindo com pgy(1)
e portanto o problema principal deste trabalho esta resolvido neste caso. O grande
problema agora, seré provar este mesmo resultado para valores de ¢ > 1.

psd(Q)

Dualidade planar e condigoes de fronteira livre-conectada

Nesta secdo vamos considerar subgrafos finitos da rede bi-dimensional Z2. Fixado
n € N, vamos olhar para A(n) = [-n,n]?> N Z? como um subgrafo de Z.

Vamos mostrar agora como construir A(n)*. Primeiro consideramos a caixa [—n —
1L,n)>NZ*+ (1/2,1/2), visto como subgrafo de Z? + (1/2,1/2). Em seguida, definimos
o grafo H(n) como sendo a caixa [—n — 1,n]? NZ* + (1/2,1/2) sem as arestas entre os
pontos de sua fronteira (interna). Veja Figura
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Figura 2.13: Construgao do grafo H(n). Os vértices do grafo H(n) sdo dados
pelos pontos vermelhos e arestas dadas pelos segmentos tracejados vermelhos
dentro da caixa rosa. Observe que ele possui quarto vértices isolados e nao

possuli arestas entre os vértices da fronteira.

Por tltimo identificamos todos os vértices da fronteira de H(n). Este novo grafo que
denotamos por H(n) é claramente isomorfo ao grafo A(n)*.

Esta constru¢ao sugere que o modelo de aglomerados aleatérios em A(n) com con-
di¢oes de fronteira livre esteja relacionado com o modelo de aglomerados aleatorios em

A(n)* com condicdo de fronteira conectada.
Pelas defini¢oes e temos, para todo w € {0, 1}FAM) que

parm) (@) = Gpgam) (W)

Aplicando no lado direito da igualdade acima ficamos com

Pp,aan) (W) = Ppr g am)+ (WF).

Por construgio H(n) é isomorfo a A(n)*, portanto podemos identificar de maneira
natural E(A(n)*) com E(H(n)). Pensando em w* como elemento de {0, 1}7H ) po-
demos escrever ¢p« g A(m)+ (W*) = @y, () (W*). Usando agora a definigao , olhando
para H(n) como subgrafo de Z* + (1/2,1/2) temos que

¢p*,q,f~[(n) (w*) - ¢317*7q,H(n) (w*)
Portanto provamos a seguinte relacao de dualidade

0 () (@) = Bbe g 1y (). (2.21)

Dualidade planar e condicoes de fronteira peridédicas

O modelo de aglomerados aleatorios com condigoes de fronteira periodicas, ou equi-
valentemente o modelos dos aglomerados aleatorios definidos sobre um toro, (sem con-
digoes de fronteira) é um pouco mais complicado do ponto de vista de dualidade. A
principal razao é que a medida de probabilidade dual deste modelo nao é necessaria-
mente uma medida de probabilidade de um modelo de aglomerados aleatorios. Mas
porém ela nao é muito diferente de ser deste tipo. Para estabelecer a formula de
dualidade neste caso, um novo parametro tera que ser introduzido.
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Como antes, seja f(w) o numero de faces determinado pela configuracdo w, lembra-
mos que f(w) coincide com o nimero de componentes conexas de w*. O novo parametro
a que nos referimos acima, serd denotado por d(w) e para dar sua defini¢ao, precisamos
antes introduzir alguns novos conceitos.

DEFINIGAO 2.8 (Rede). Denote por T,, o grafo do toro bi-dimensional de tamanho n.
Seja w € {0, 1Y) wma configuragio arbitrdria e Cy,...,C, a lista de todas as com-
ponentes maximais conexas de T, determinada pela configuracao w. Uma componente
C; da configuracao w é chamada uma rede, se existem 1,7 € C; caminhos fechados
de arestas abertas, que vistos como curvas suaves por partes no toro pertencem a duas
classes distintas de homotopia.

DEFINIGAO 2.9 (Ciclo). Mantendo a notagao da defini¢do anterior, dizemos que uma
componente conexa maximal C;, de uma configuracio w € chamada de ciclo, se C; nao
¢ uma rede e também se existe um caminho fechado v € C;, de arestas abertas em w,
que visto como curva suave por partes no toro nao € contrativel a um ponto.

Observamos que qualquer configuracao w é exatamente de um dos trés tipos listados
abaixo e definimos o parametro 6(w) segundo esta classificagdo como segue:

e Um dos aglomerados C; de w é uma rede. Logo nenhum outro aglomerado de w
pode ser uma rede ou ou um ciclo. Neste caso, é(w) = 2.

e Um dos aglomerados de w, digamos C; é um ciclo. Logo nenhum outro aglomerado
pode ser uma rede, mas outros aglomerados também podem ser ciclos desde que
os caminhos fechados destes aglomerados sejam da mesma classe homotopica dos
caminhos fechados de C;. Neste caso, d(w) = 1.

e Nenhum dos aglomerados de w é uma rede ou um ciclo. Neste caso, é(w) = 0.

LEMA 2.3. Seja T,, o grafo do toro bi-dimensional de tamanho n. Seja w € {0, 1}E(T").
Considere o subgrafo (V(T,),n(w)) de T,, onde n(w) é como antes o conjunto das
arestas abertas em T,. Se o(w), f(w), k(w) denotam os nimeros de arestas, faces e
componentes conexas de (Tn,n(w)), respectivamente. Entao

V(T,)| - o(w) + f(w) = k(w) + 1 — 6(w). (2.22)

O lema acima pode ser provado por inducao sobre o niimero de arestas seguindo os
mesmo passos da demonstracao da 1¢ Féormula de Euler.

PROPOSICAO 2.4. O dual de um modelo de aglomerado aleatdrio com condigoes de
fronteira periddica nao € exatamente um modelo de aglomerado aleatorio no pardmetro
dual.

Demonstracdo. Pela definicao de dualidade e pela Proposicao temos que
o(w) + o(w*) = |E(T,)| e flw)=kw"). (2.23)

Também segue da dualidade que se §(w) = 0 entdo d(w*) = 2, se 6(w) = 1 entdo
d(w*) =1esed(w) =2 entdo d(w*) = 0 para toda configuracdo w € Q. Veja Figura
2.14
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|

(a) (b) ()

Figura 2.14: (a) d(w) = 0 (linhas pretas) e seu dual §(w*) = 2 (linhas
vermelhas). (b) 0(w) = 1 e seu dual 6(w*) = 1. (¢) d(w) = 2 e seu dual

d(w*) =0, dada uma configuracio w sobre T,,.

Logo
d(w) +6(w*) =2 (2.24)

Do Lema e das identidades (2.23)) e (2.24) segue que
[V(Tn)| = (1E(Ty)| — o(w")) + k(w") = k(w) +1 = (2 = d(w7)).
Explicitando k(w) na igualdade acima, obtemos a seguinte relagao:
k(w) =|V(T,)| — |E(T,)| + o(w") + k(w*) + 1 — §(w™) (2.25)

Pela definicdo da medida de probabilidade do modelo de aglomerados aleatérios com
condicao de fronteira periddicas, temos para todo w € 2 que

1 o(w c(w w,n

p7q7n
Como o(w) + c(w) = |E(T,)|, o lado direito da igualdade acima é dado por

(1 — )BT p 1%
P X g
Z (1-p)

p,q;n

Usando (2.23)) e , esta expressdo pode ser reescrita como

1 — )BT |B(T2)] ~o(w")
(1-p) L2
zr 1—p

p7q7n

[V (Tn)| = E(Tn)|+o(w*)+k(w")+1-6(w")

xXq

Rearranjando os fatores na expressao acima, ficamos com

plET] 5 @IV (Tn) = E(Tn) [ +1-6(w") q(1 = p) o(w*) )
7P X q .

p.g;n P

= p*/(1—p*)
Multiplicando e dividindo pela constante de normalizacao Zﬁqm temos
IE(T)| ¢ oIV (T)|~|E(Tn)[+1-6(w*) s 7P )7 e
p X q " " X Zp*,q,n (1-p*) q
zr VAR

D,g;n p*.qn

(2.26)
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plE(Tn) gV (Tn) = | E(Tn)] 7P,

zpP

p,q,n

1
Definindo a constante Z = { "1’"} e substituindo na expressao

acima ficamos com o)
. |7 k)

¢ [(1—17*)] q
A VA

p*.qn

Observe que pela definicao de medidas de probabilidades do modelo de aglomerados
aleatorios com condicoes de fronteira periddicas, temos que

« 10(w”)
_p k(w*)

P [(1_1)*)} i
¢P*vq7”(w ) - ZpP *

qmn

Em resumo temos que (2.26) pode ser reescrito como

ql—é(w*) p
7 x gbp*,q,n(w*)
e portanto
P q1—5(w*) P
p,qm(w) = Z X ¢p*,q,n(w )7 (227)
onde Z ¢é a constante de normalizacao definida acima. -

2.2.2 Alguns resultados basicos para este modelo.

O objetivo desta secao é mostrar alguns resultados de dominacao estocéstica que
nos ajudard a fazer comparades de medidas (deste modelo) com diferentes valores de
p, como também com diferentes condigoes de fronteira, para valores fixos do parametro

q.

Associacgao positiva quando ¢ > 1.

Sejam G = (V, E) um grafo finito e Q = {0,1}¥ o espago de configuragoes. Lem-
bramos que = {0,1}¥ é um conjunto parcialmente ordenado pela relaciao de ordem
parcial <, onde w; =< wy se wi(e) < wy(e) para todo e € E. Uma varidvel aleatoria
X : Q2 — R é chamada crescente se X (w;) < X(ws) sempre que w; < we. Um evento
A € F & chamado crescente (resp. decrescente) se sua func¢do indicadora 1,4 é crescente
(resp. decrescente); Isto é, um evento A € .F é crescente se toda vez que wy = wsy €
w1 € A entao wy € A. O conjunto €2, equipado com a topologia dos conjuntos abertos
gerados pelos eventos cilindricos, é um espaco metrizavel e nés dizemos que a variavel
aleatoria X : 2 — R é continua, se esta é uma funcao continua sobre este espaco
métrico. Ja que 2 é compacto, qualquer funcao continua definida sobre €2 é limitada.
Pela defini¢io da ordem parcial de € temos que 0 < w < 1, onde a notagao 0 (resp.
1) é usada para denotar a configuracao w de  tal que w(e) = 0 (resp. w(e) = 1)
para todo e € E. Logo uma funcao crescente X : {2 — R ¢é limitada e além do mais
X(0) < X(w) < X(1) para w € Q.

Dizemos que uma medida p definida sobre €2 tem a propriedade de “Associacao

positiva'se satistaz
H(XY) > p(X)u(Y)
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para todo par de varidveis aleatorias crescentes X, Y : Q — R.

A associac@o positiva nos permitird comparar medidas de aglomerados aleatorios
com diferentes valores de p com o mesmo parametro ¢. Isto serd usado para deduzir
uma desigualdade de correlagdo importante que generaliza a Desigualdade de FKG
(Teorema provada para o modelo de percolacao de Bernoulli.

Dada uma variavel aleatoria X e p uma medida de probabilidade denotamos por
(X)) a esperancga de X (caso exista), isto &,

/Xd,u

DEFINIGAO 2.10. Sejam pq, po = (,.%) — R duas medidas de probabilidades. Nos
escrevemos i = g (0u fig > p11) e dizemos que py € dominada estocasticamente por
ta, se p1(X) < po(X), para toda varidvel aleatoria continua e crescente X sobre €).

DEFINIGAO 2.11. Uma medida de probabilidade p : (2, F) — R € positiva se p(w) > 0
para cada w em €.

Comecamos discutindo e desigualdades de correlagdo e ordenamento estocastico
para medidas gerais. Para isso, para cada aresta e € F definimos

(w1 Vwsy)(e) = max{wi(e),w2(e)} e (w1 Aws)(e) =min{w;(e),wa(e)}.
TEOREMA 2.5 (Desigualdade de Holley). Se g, s : (2,.%) — R sdo duas medidas
de probabilidades tais que

p(wr V wa)pta(wr Awse) > g (wr) pro(w2) (2.28)
entao
p1(A) = pz(A) (2.29)
para cada evento A € F crescente.

A prova deste teorema pode ser encontrada na referéncia [13|, Teorema 2.1, pag.
20.

DEFINIGAO 2.12. Fizadas duas arestas distintas e, f em E. Para cada k € E e para
cada configuracao w € () definimos as sequintes configuragoes:

wk) se k#f w(k) se k#e
(,Uf(k}) = we<k) =
0 se k=f \ 1 se k=e
(w(k) se ke N k#£f (w(k) se ke N k#£f
w!(k):=< 0 se k=e wi(k) =4 0 se k=f
| 1 se k=f | 1 se k=e
w(k) se k#e N k#f w(k) se k#e N k#f
We,f(k) = wo! (k) =

0 se k=e N k=f 1 se k=e N k=f.
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O proéximo teorema é uma simplificacao elegante da Desigualdade de Holley. Ele nos
diz que nao é necessario fazer comparacoes do tipo para qualquer configuragao
w, basta com comparar configuracoes tipo da Defini¢ao[2.12] para obter a desigualdade
2.29

TEOREMA 2.6 (Ref. [13]). Se para qualquer configuracio w em 2 e para qualquer aresta
e € E sao satisfeitas as desigualdades:

v

paa (W) pra(we) p1 (we) pra (@)

m(wpa(ws) < ) ps(wey),

entao
p1(A) > pa(A)

para todo A € .F crescente.

TEOREMA 2.7 (Condigdo FKG, [13]). Seja p: (2, #) — R uma medida de probabi-
lidade positiva. Se para toda configuracao w € Q e todo par de arestas e, f € E temos

pw)p(ws) < pw)(wer). (2.30)
Entao
W(ANB) > p(A)u(B) (231)

para todo evento A, B € ¥ crescente.

Demonstracdo. Fixado um evento B € .% crescente, defina as seguintes medidas de
probabilidades

p () = pu(1B) e pa() = pl).
J& que w, < w°, temos as seguintes possibilidades, w, € B ou w, € B. Se w. ¢ B
n>0
e e A e
p1(we)pa (W) = pr(we| B)p(w®) = 07 < = pua (w) pra(we).- (2.32)
Ja que B é um evento crescente, w, € B implica que w® € B e portanto

B crescente

g (we) (W) = plwe| B)p(w) = pu(we)p(w| B) = pua (W) pra(we)- (2.33)
De e concluimos que
pra(we)pz (W) < pua (W) pa(we).- (2.34)

Por outro lado, é sempre verdadeiro que w/ < w®. Novamente analisamos os dois casos
w!/ ¢ B ouw! € B. Se w/ ¢ B, entao

(@ a(w5) = p(wl| B)p(ws) = 07< () aa wey).

No caso em que w/ € B temos
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(W) pe(w§) = p(wl|B)u(ws) =
B: crescente

= p(wd|B)u(ws) = p (W) pa(wep).
Das duas desigualdades anteriores segue que

pr (Wl pa(w§) < pn (W) pa(wey). (2.35)

Assim de (2.34) , (2.35) e pelo Teorema temos que u1(A) > uz(A). Usando as
defini¢oes de uy e ps conclui-se que u(AN B) > u(A)u(B). =

Agora apresentamos um resultado muito importante da Mecanica Estatistica, conhe-
cido como a “Desigualdade FKG". Esta desigualdade diz que as medidas de aglome-
rados aleatorios tem a propriedade de associacao positiva. Ela é uma generalizacao
da Desigualdade FKG (Teorema ) do modelo de arestas independentes, ja que no
modelo de aglomerados aleatorios temos o parametro de dependéncia ¢ > 1. Esta de-
sigualdade ¢é crucial neste trabalho, pois muitos resultados importantes se derivam de
sua aplicacao. Cabe ressaltar que esta desigualdade nao é véilida para valores de ¢ < 1,
veja [13].

COROLARIO 2.3 (Desigualdade FKG). Sejam A um subgrafo de Z?, p € [0,1], ¢ > 1
e & uma condi¢ao de fronteira arbitraria. Se A, B sdo eventos crescentes na o-dlgebra
das partes de Q5 entdo

&5 AANDB) > ¢\ (A)g5 A (B).

Demonstragdo. Para ndo carregar a notagdo escrevemos k(w) para denotar k(w,A).
Pelo Teorema [2.7] (condigao FKG) é suficiente provar a condigao [2.30] isto é, que

o(wef)+o(w c(weF)+c(w wef w
po@tolwen) (1 — pyelw)te(wer) ghlw)thiwey)

> po(w£ JHolw) (1 — p)cwz )+e(w$) qk<w£ ) k(W)

Em direcao de provar esta desigualdade, observamos que
o(w) + o(wef) = [o(w) + 2] + o(w)
= [o(w) + 1] + [o(w) + 1]

o(w!) + o(wf)
e que
c(w) + c(wey) = e(w) + [e(w) + 2]
= [e(w) + 1 + [e(w) +1]
= c(w]) + c(wf).
Assim, s6 resta provar que

GF@ D) > k() (2.36)
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Fixadas as arestas e = {u,v} e f = {z,y}, onde w,v,x,y € V e observando que a
configuragao w esta definida sobre o conjunto de arestas E'\ {e, f}, daremos um esbogo
da prova da desigualdade (2.36)), considerando simplesmente alguns casos especiais,
ja que a técnica para provar todos os outros casos é a mesma. Em quase todos os
casos, como é simples de verificar, em temos a igualdade. Abaixo mostramos
como obter em trés casos onde vale a igualdade e um caso onde a desigualdade
é estrita.

i. Quando u,v,z e y pertencem a aglomerados disjuntos em (V,n(w)).
k(w) + k(wer) = [k(w) — 2] + k(w)
= [k(w) = 1] + [k(w) — 1]
k(wg) + k(w§).

ii. Quando u,v pertencem a dois aglomerados disjuntos e x,y estdo em um mesmo
aglomerado em (V,n(w)).

k(w) + k(wer) = [k(w) — 1] + k(w)
k(w) + [k(w) — 1]
k(w!) + k(w§).

iii. Quando u, v, x pertencem um aglomerado e y nao pertence a este aglomerado em

(Vi n(w)).

F(w) + k(wey) = [k(w) = 1] + k(w)
= k(wj) + k(w]).
iv. Quando u, x estao em um mesmo aglomerado disjunto ao aglomerado onde estao
vy, em (Vn(w)).
k(w) + k(wer) = [k(w) — 1] + k(w)
[F(w) = 1] + [k(w) = 1]
k(w!) + k(w}).

V

Procedendo analogamente para os outros casos, obtemos que
F(wT) 4 k(wer) > k(W]) + k(w$),

donde se conclui a prova. [

Observamos que as desigualdades que estamos apresentando nesta secao sao sempre
para eventos crescentes.

A proxima desigualdade que apresentamos serd muito 1til neste trabalho e nos
permite comparar medidas de aglomerados aleatorios com diferentes parametros p €
[0,1] para ¢ > 1 fixado. Além do mais, para estas medidas sobre subgrafos finitos de
7% a comparacdo também é valida para quaisquer condicoes de fronteira.
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COROLARIO 2.4 (Comparagao em p, [13]). Sejam A um subgrafo finito de Z?*, £ uma
condicao de fronteira fivada e ¢ > 1. Entao para quaisquer p; < ps temos que

By gn(A) < &5, 4 A(A),

para todo evento A crescente na o-dlgebra das partes de Qf\
Demonstracdo. Para todo w € Qi, considere a variavel aleatoria
1 — o(w)
p1/(1—p1)
Note que Y é uma variavel aleatéria crescente pois
1 —
{m/ ( pg)] > 1.
p1/(1—p1)

Seja X uma variavel aleatoria arbitraria. Pela definicao de esperanca da variavel alea-
toria XY com respeito a medida de probabilidade gbf)hq, , temos que

85, on (XY) = / X ()Y (@)dé, , 1 ()

Zm,q,l\

Simplificando, multiplicando e dividindo pela constante de normalizacao Z,, 4, a ex-
pressao anterior se reescreve como

D0 X(@) [po/ (1= p) " g

¢
we} % Zps g A

sz,q,/\ Zpl,q,/\

Novamente, pela defini¢ao de esperanca da variavel aleatéria X com respeito a medida
de probabilidade ¢§2’q7 A obtemos que

Zp21q7
Grgn(XY) = | X(w)d§, , 5 (w) x 7222

5 pL,@A

o a A
¢p2,q, ( ) ZPQ«L ’
Pl,%A

Por outro lado, calculando a esperanca da variavel aleatéria Y com respeito a medida
de probabilidade (,bf)h% A temos

¢p17qA< ):/Qf ( )dgbm,% ( )

Y

A

Ve

. o(w)
Z {m/(l p2)} /(1 — pl)]O(W) qk(w,/\)

pl/(l —p1)
weﬂi

ZPIv‘LA
_ sz,q,/\

A

P1,4,A
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Das duas igualdades acima segue que

35, A (XY) =05 (X)g5, A (Y),

para toda variavel aleatoria X. Como caso particular consideremos X = 14 onde A é
um evento crescente e aplicando a desigualdade FKG obtemos

¢;§1,q A(l Y)
By gn(Y)

concluindo-se a prova. [

¢P2JIA( ): <bm,qA( )

Propriedades de Dominio de Markov e Energia Finita

Considere um subgrafo finito I' = (I, E(I")) (o abuso de notagao cometido aqui é
que identificamos I' com seu conjunto de vértices V(T')) de Z? e seja A um subgrafo de
I'. A proxima proposicao, chamada Dominio de Markov, nos mostra como a medida
de probabilidade do modelo de aglomerados aleatérios em A, pode ser obtida através
da medida de probabilidade deste modelo definida em I' com condigoes de fronteira
adequadas.

Antes de prosseguir, relembramos uma propriedade elementar da esperanca condi-
cional. Seja (€2,.%, P) um espaco de probabilidade. Suponha que X seja uma variavel
aleatoria neste espaco. Se A € .F entdo a esperanca condicional de X dada a o-algebra
gerada por A, tem a seguinte expressao para todo w €

E[X|A, A%, 0, Q] () ﬁ@[x lLa(w) + %E[X ] g ().
Para demonstrar a proxima proposicao deste texto vamos precisar introduzir uma nova
notagao para falarmos de algumas condicoes de fronteira que surgem naturalmente
quando consideramos as equacoes DLR.

Sejam A C I' C Z? subgrafos finitos. Dada uma condigao de fronteira ¢ em I' e
uma configuracio w € {0, 1}, podemos definir uma nova condicdo de fronteira em
A que serd denotada por £ Uw e definida da seguinte maneira: {z,y} € { Uw, se e
somente se, x,y € JA e além do mais = e y pertencem a mesma componente conexa
no grafo cujo conjunto de vértices ¢ formados por (V(I') \ V(A)) UA e o conjunto
de arestas é dada por todas as arestas abertas da configuracao w tais que seus pontos
terminais estejam no conjunto de vértices que acabamos de definir, unido ao conjunto
das arestas £&. Em outras palavras, {z,y} € ({Uw) se eles estdo no mesmo aglomerado
aberto determinado por w e & “fora” de A. A aspas no fora se refere ao fato de que
o aglomerado ou as arestas mencionadas acima podem conter vértices ou arestas da
fronteira de A. Veja Figura (2.15)).

Usando a notagao introduzida acima e tomando a aresta e = {x,y}, podemos
escrever a seguinte identidade:

1 o(w c(we we
pq, <{w< ) - 0}) = Z p ( ")(1 —p) ( )qk( -,T")

p,q,I w€{071}E(F)

w(e)=0
1
_ €U0
=g = Zp,q,F\{w,y}' (2.37)

g,
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Analogamente
1 1
qu({w( ) = 1}) Zg— X ZE,L(J],F\{m,y}' (238)
p,q,I"
F’(-V’(’K"a‘
= ~ - "{"#

(i 2
P e =2
- B T =
,,.3(’(’( - - - { _
{"% '0 = =<7

74(%/. >

Figura 2.15: representagao da configuracao £ Uw, representada pelas compo-
nentes conexas (incluindo vértices isolados) formados pela condigao de fron-
teira &, a configuracdo w e as arestas de vermelho em I'. Observe que a
condi¢ao de fronteira £ sobre I' induz uma condigao de fronteira (em linhas
vermelhas) sobre a caixa A.
PROPOSIGAO 2.5 (Propriedade do Dominio de Markov). Seja A C T, X uma varidvel
aleatoria que depende apenas dos estados das arestas de E(A\). Denotamos por Fr\, =

o(w(e) : e € E(I')\ E(A)) a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias w(e) com
ec E(I')\ E(A). Entao

Opqr(XIZria) (@) = 65,3 (X).

Demonstracdo.  Vamos primeiro fazer esta prova em um caso mais simples. Seja
e ={z,y} uma aresta em I' e tome A =T"\ {z,y}. Entao

yP\(F\{I,y}) = eg\{m,y} = {(2)7 Qa {M(@) = O}? {w(e) = 1}}
Portanto

S0 (L= X) e + ¢foqr(1{w<e> 11 X)
w(e)=0
¢fp,q7r(1{w(e):0}) ¢qu( 1})
Usando as identidades (2.37) e (2.38)) ficamos com

_ 4&U0 Ul
B o (XFr\0) = 6500 oy ) L0120} + Do oy () L woe)=1) -

¢ (X | Fra) = Liw(e)=1}-

Aplicando a funcio acima em um ponto arbitrario w € {0, 1} ficamos com

0 (X1 Zr\ @\ (1) (@) = By 1y (-

Usando as propriedades da esperanca condicional e repetindo o procedimento acima
concluimos a prova. [

A seguinte propriedade é uma importante propriedade das medidas de probabilidade
definidas pelo modelo de aglomerados aleatorios.
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PROPOSIGAO 2.6 (Propriedade da Energia Finita). Sejam A subgrafo de Z* e e =
{z,y} € E(A). Denotamos por K. o evento que x ey estdo conectados por um caminho
aberto que nao usa a aresta e. Se p € (0,1) e g > 1 temos que

(

D, se x ey pertencem a mesma
gbf)qA( (€) = 11 Zn\ o) = componente em (A, n(w) \ e);
p .
—F— X, caso contrdrio.
(p+q(l—p)

Demonstracdo. Usando a propriedade de dominio de Markov para A e {z,y} temos
que

65 or(@(€) = 1T n o)) (¥) = 2% (w(e) = 1).
Se x e y pertencem a mesma componente em (A, n(w)\ e) a condigao de fronteira acima
é a condicao de fronteira conectada. Logo

¢f’iﬁ[$:y} (W(e) - 1) = ¢]17,q,{a:,y} (W(€) = 1)

_ p'(1—p)°q'
p (1 —p)°g + p°(1 — p)igt

Por outro lado, se z e y ndo pertencem a mesma componente em (A, n(w)\e) a condigao
de fronteira £ U v seria a condicao de fronteira livre, logo

¢f’i‘(d{{%y}< <€) - 1) - (bg,q,{x,y} <w(€> = 1)~

Para calcular o lado direito acima, se procede analogamente ao caso anterior. [

Com estas ferramentas a nossa disposicao, agora podemos provar a desigualdade se-
guinte, que consiste em comparar medidas de probabilidade do modelo de aglomerados
aleatorios com respeito as condicoes de fronteira.

COROLARIO 2.5 (Comparacdo entre condicoes de fronteira). Sejam p € [0,1], ¢ > 1.
Se £ 2 (toda aresta de § é uma aresta de ) entao

Fpaa(A) < by a(A),

para qualquer evento crescente A na o-dlgebra das partes de {0, 1}F™)

Demonstracdo. Sejam & e v duas condicoes de fronteira sobre A. Suponha que £ < 1.
Seja Ay o grafo obtido a partir de A adicionando as arestas de ). Seja B o evento dado
por todos os elementos w € {0, 1} tais que w(e) = 0 para todo e € 1 (lembrando
que 1 é um conjunto de arestas). Pelas propriedades da esperancga condicional para
todo evento A e todo w tal que w(e) = 0 para todo e € 1) temos

Fpato (A Frn) (W) = 65, 4, (Alw(e) = 0 para todo e € ) = ¢y, 1, (A B).

Usando a propriedade de dominio de Markov no lado esquerdo da igualdade acima
ficamos com

¢pq,Ao(A‘JAo\A)( w) = ¢§L;w( ) = qﬁf,qA(A)
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onde na tltima igualdade usamos que £ Uw induz a mesma condi¢ao de fronteira que &
em A. Seja C o evento dado por todos os elementos w € {0, 1} tais que w(e) = 1
para todo e € 1. Analogamente tomando w tal que w(e) = 1 para todo e € 1, temos

Bpane (A Fan) (W) = 5,4, (A]C).

Aplicando a propriedade de dominio de Markov no lado esquerdo da igualdade acima
ficamos agora com

Opane (A Fan) (W) = 0535 (A) = 0 4 (A),

onde na tultima igualdade usamos que £ Uw = 1. Pela definicao de probabilidade
condicional e pela Desigualdade de FKG temos que

Opano(AN B) qﬁquo( )Gpq.00(B)
OpaneB)  — Ohgn,(B)

Note que B é um evento decrescente, por isto invertemos o sentido da Desigualdade
FKG na linha acima. Com as relacoes obtidas acima podemos entao concluir que

(bpq, (4) < ¢qu0< )- (2.39)

Pela definicao de esperanca condicional temos

o (A) = 05000 (AC) G540, (C) = 0 A (A)85, 4, (C) < Dy 4 (A),

onde na segunda igualdade usamos a propriedade de dominio de Markov como mos-
trado acima. Com esta desigualdade concluimos a prova do teorema ja que vale (2.39).
]

prqAO( | )* @bquO( )

Este corolario é importante, pois dele se deduz que as medidas qﬁg oA € gb; . 520 medidas
extremais (no sentido de dominagao estocéstica), isto &,

paa(A) < 64 (A) < 0 a(A),

para qualquer condicao de fronteira £ e A evento crescente.

2.2.3 O Limite Termodinidmico e a existéncia de transicao de
fase.

Estamos interessados em estudar o que acontece com as medidas de probabilidade
do modelo de aglomerados aleatérios quando nosso grafo finito comeca a crescer mo-
notonicamente para um grafo infinito, o chamado “Limite Termodinamico".

A definicdo de uma medida de aglomerados aleatorios sobre Z? nao pode ser feita
diretamente, a partir da definicao dada para subgrafos de Z?, pois pode acontecer que
o ntimero de arestas abertas como fechadas sejam infinitos.

Existem basicamente duas formas de definir estes tipos de medidas sobre espacos
infinitos. A primeira (e a mais importante para nos) ¢ definida indiretamente tomando
limites (fracos) das medidas de aglomerados aleatorios sobre grafos finitos (como por
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exemplo uma sequéncia de caixas crescentes que tendem a Z?) com condigdes de fron-
teira apropriadas, veja [13]. A segunda forma é inspirada pelos trabalhos de Dobrushin,
Lanford e Ruelle para estados de Gibbs, veja [11].

Um dos conceitos fundamentais para compreender o que é o limite termodinamico é
o conceito de convergéncia fraca de medidas. Existem varios conceitos de convergéncia
de medidas de probabilidade. Como ja mencionamos, a topologia gerada pelos cilin-
dros finito dimensionais em {0, 1}E(22) é metrizavel e além do mais este espaco com
esta topologia é um espago métrico compacto. Este fato permite usar um importante
teorema de Analise que garante a compacidade do espaco de medidas de probabilidade
definidas sobre os borelianos de {0, 1}E(ZQ). Antes de enunciar este teorema vamos dar
a definicao de convergéncia fraca.

DEFINIGAO 2.13 (Convergéncia Fraca). Seja (Q, F) um espago mensurdvel. Uma
sequéncia {iy fneny de medidas de probabilidade definidas neste espaco converge fra-
camente para p se para toda funcao f: € — R continua, temos

[ﬁmm—%éf@,

Esta nocao de convergéncia define de maneira natural uma topologia no conjunto
de todas as probabilidades que denotaremos por M;(£2). No caso em que 2 também
tem estrutura de espago métrico denotamos por M;(Q2, Z(2)) o conjunto de todas as
medidas de probabilidade definidas sobre a o-algebra de Borel de €2, isto ¢, a o-algebra
gerada pelos abertos de Q2. A topologia induzida em M; (92, Z(Q2)) pela convergéncia
fraca é metrizavel e além do mais com respeito a esta métrica o espaco M (€2, Z(Q2))
é um espaco topologico compacto, se e somente se, €} é compacto, veja Teorema 6.4 da
referéncia [I5]. Um caso particular de bastante interesse em nosso trabalho ¢ quando
Q = {0, I}ZQ. Com a topologia produto, temos pelo teorema de Tychonoff que este
espaco é compacto. Podemos mostrar também que esta topologia é metrizavel e as-
sim segue do teorema citado anteriormente que M, ({0, 1YE@) (40, 1}E(Zz))> é um
espaco métrico compacto.

Para definirmos o limite termodinamico, lembramos que podemos olhar para as
medidas do modelo de aglomerados aleatorios com condicoes de fronteira, no sentido
da Deﬁnigéoda pagina 26, em cada A,, C Z? (finito) como medidas de probabilidade
definidas na o-élgebra de borel de {0, 1}E(Zz). De fato, neste contexto de condicoes de
fronteira a medida de probabilidade ¢§7 oA, € dada por

quando n — o0.

1
" (1= p) g sew e OF ;

,q,An
¢§,q,1\n (w) =

0, caso contrario.

Esta construcao motiva a seguinte definicao.

DEFINIGAO 2.14 (Limite Termodinamico). A medida de probabilidade ¢, ,72 definida
sobre o conjunto de configuragoes 2 = {O,I}E(Zz) associado ao grafo infinito 72, ¢
chamada a medida de aglomerados aleatorios a volume infinito com pardmetros p e q,
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se existe uma condigao de fronteira & € Q, no sentido da Defini¢io[2.5, e uma sequéncia
crescente de subgrafos finitos {(A\,, E(\,))}n>1 satisfazendo A, — Z* quando n — oo
e

< _ T 3
¢p,q722 B }E{}O ¢p,q,/\n’
onde a convergéncia acima deve ser entendida no sentido da Defini¢ao [2.13,

Para cada A, C Z? a medida de probabilidade gbf),q’ A, de aglomerados aleatorios
com condigao de fronteira £(e) = 1 para todo e € E(Z?), tem um papel importante no
nosso trabalho.

Observamos que alguns resultados, como a Desigualdade de FKG, a Desigualdade
de Comparacao com o parametro p, a monotonicidade com respeito as condicoes de
fronteira, propriedade de Dominio de Markov e a propriedade da Energia Finita per-
manecem validas, com as naturais adaptacgoes, no limite termodinamico.

TEOREMA 2.8. Eristem duas medidas de probabilidade ¢27q722 e ¢;’q722 chamadas medi-
das do modelo de aglomerados aleatorios a volume infinito com condicoes de fronteira
livre e conectada respetivamente. Para todo evento A € ¥ crescente que depende de
um numero finito de arestas tais medidas satisfazem:

lim qb qA"(A) = ¢;1;,q,z2(A)

n—oo

hm ¢qu,L( ) = I(Z,q,Z2 (A)7
onde A, = [—n,n]* NZ2.

Demonstracdo. Ja que A depende apenas do estado de um namero finito de arestas
entdo existe N € N tal que A € .#,,. Observe que para cada condi¢do de fronteira 1
temos para todo n > N que

bt (Al Zn ) (W) = Gty (A) < 6y, (A), (2.40)

onde na igualdade acima usamos a propriedade do Dominio de Markov, e na desigual-
dade a condicao de comparacao entre condicoes de fronteira. Assim temos que

1 1 1
p,q,An+1<A> = p,q,An+1( P,q,A 77+1(A’j/\n+1\/\ >)
por

~ =~
S ]1),q,A7L+1 [ ;),q,An (A)]
= ¢;,q,/\n (A)

Logo qu +1(A) é decrescente. Como esta sequéncia de nimeros reais ¢ limitada ela
é convergente. Claramente este limite é independente da escolha de A, e portanto
podemos definir

Fpgz2(A) = lim ¢, 4 (A).

Ja que a colecao dos eventos crescentes que depende de um ntmero finito de varié-
veis é uma classe de determinacdo de convergéncia, veja [3], existe uma medida de
probabilidade qbl 42 tal que ¢ A, Converge fracamente para ngp 022"

Analogamente temos que ¢qun+1(A) é uma sequéncia limitada crescente (n > N)
de ntimeros reais e portanto converge. Usando novamente argumentos similares ao caso
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0

g A CONVErge fracamente a uma medida de probabilidade que

anterior, temos que ¢

; 0
serda denotada por gbp,q’ZQ.
Observamos que o teorema acima garante a existéncia de ambos limites termodina-
micos, mas ele nao menciona nada sobre a unicidade de tais medidas.

OBSERVACAO 2.5. Todos os limiles termodindmicos do modelo de aglomerados alealo-
rios sobre Z? sdao estocasticamente dominados por gb;)’q’ZQ e dominam ¢2,q,22'

Esta observacao é consequéncia direta da desigualdade de comparagao entre condi-
¢oes de fronteira a volumes finitos (Teorema [2.5)).

Um problema que continua em aberto atualmente ¢ identificar todos os pares (p, q)
tais que

1 40

Pa,Z* (bp,q,Z”
O proximo teorema nos da certa informagao (parcial) sobre o conjunto dos parametros
p € [0, 1] para o qual a igualdade falha.

TEOREMA 2.9 (Teorema 4.60 da referéncia [13]). Para ¢ > 1, o conjunto {p € [0,1] :
gbngg + gb]l)ng} dos parametros p € [0,1] para o qual a unicidade falha é no mdzimo
enumerduvel.

Ergodicidade das medidas de aglomerados aleatdrios a volume infinito.

A seguinte propriedade esta relacionada com o conceito de medidas ergodicas (ver
apéndice). Esta propriedade nos diz que as medidas a volume infinto do modelo de
aglomerados aleatorios extremais (no sentido de espagos convexos, isto ¢, estas medi-
das ndo podem ser escritas como combinagdo convexa de duas medidas distintas) sdo
ergodicas com respeito as translacoes da rede Z2.

Esta propriedade é importante para nés porque é usada em muitas oportunidades
ao decorrer do trabalho. Alertamos que este resultado nao diz nada sobre as medidas
obtidas pelo limite termodinamico com condicoes de fronteira diferentes de 0 e 1.

TEOREMA 2.10 (Corolario 4.23 da referéncia [13]). Fizado p € [0,1] e ¢ € (0,00).
As medidas de aglomerado aleatorio extremais a volume infinito ¢ngz ,b=0,1 sao
ergddicas com respeito as translacoes de Z2.

Transicao de fase

A transicao de fase para o modelo de aglomerados aleatorios a volume infinito é
similar a transicao de fase para a percolacao de Bernoulli, esta semelhanca ¢ descrita
precisamente no teorema abaixo.

TEOREMA 2.11. Para todo q > 1 fizado, existe um ponto critico p.(q) = p. € [0,1] tal
que

Vp < pe, qualquer medida de aglomerados aleatdrios sobre 7.2, nao tém

aglomerados aleatdrios infinitos quase certamente.

Vp > pe, qualquer medida de aglomerados aleatdrios sobre Z2, tem pelo

menos um aglomerado aledtorio infinito quase certamente.
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Demonstracdo. Fixe ¢ > 1 e N € N. Denote por [N, N]?> = [N, N|> N Z?, a caixa
de centro na origem e lado 2N. Pelo Teorema [2.8 para todo N > 0
T}LI&¢1q[—7L,n]2(O e a[_Nv N]Q) quQ(O Ae 8[ ]2>

A quantidade a esquerda na igualdade acima é nao decrescente em p, pelo Corolario
logo o limite também é mono6tono no parametro p. Uma vez que

ﬁ {0 ¢ O[-N, NJ?} = {0 < o0}

N=1

Da observacao acima temos que
p1 q,72 (0 A a[ ] ) < ¢;2,q,z2 (0 A a[_N7 N]2)7

sempre que p; < po. Pela continuidade das medidas de probabilidade esta desigualdade
implica que para todo p; < py que

0h, 422(0 2 00) < GL, (0 5 00).

Analogamente a mesma desigualdade é valida para a condicao de fronteira livre. Por-
tanto podemos definir

=inf{p € [0,1] : ¢, ,52(0 <> c0) > 0}

pe =inf{p € [0,1] : ¢}, 22(0 <> 00) > 0}.

Vamos mostrar agora que segue do Teorema que p! = p2. De fato, suponha por
contradi¢ao que p! > p°. Entao existe algum p € (p?, p!) tal que

¢y q22(0 ¢ 00) =0 (pela defini¢do de p! ).

J& que qbp o7z = <bp 022 € {0 <> 00} & um evento crescente segue que qu 022 (0 <> ) = 0.
Mas isto contradiz a definigao de pC.

Este ponto critico comum ser& denotado por p.. No restante da prova, para simpli-
ficar a notagao, vamos escrever

JAAI = U {z < oo},

z€Z?

para denotar o evento existe pelo menos um aglomerado aleatério infinito. Note que
este evento & crescente e invariante por translacoes, pois uma translacao de Z? leva
aglomerados aleatorios infinitos em aglomerados aleatorios infinitos na configuracao w
transladada, por causa da invariancia translacional da rede Z?2.

Por outro lado, as medidas de aglomerados aleatérios extremais a volume infinito
{¢) 422 b= 10,1} sdo ergodicas, logo

quQ(EIAAI) € {0,1}.
Por dominacao estocastica, o-aditividade e invariancia translacional das medidas ¢°

P.q,Z*
com b = 0,1 temos para todo p < p. que

def. de pc
65 (GAAD < 6L n(BAAD < 3 6L (e o 00) 2 0.

z€V(Z2)
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Este tltimo fato conclui a demonstracao da primeira parte do teorema.
Observe que se p > p. entdo devemos ter gbg’q’ZQ(HAAI) = 1 pois, caso contrario

def. de pc

0=¢,723AAD) = 60 ,o( | {23 00}) 2 @), pm(z 45 00) > 0,

p,q,Z2
z€V(Z?)

onde novamente na tltima desigualdade fizemos uso da invaridncia translacional do
modelo e da definicao de ponto critico. E assim chegamos a uma contradicao.

Portanto ¢27q7Z2(3AAI) = 1. Usando a dominacao estocastica da medida extremal
conectada, temos a desigualdade

1= 60, 22(3AAD) < ¢ ,(FAAT),

p,q,22

que conclui a prova. n

O fato de que p. € (0,1) nao é de maneira nenhuma 6bvio. Este resultado pode
ser provado usando um argumento similar ao argumento de Peierls feito no Teorema
para percolacao de Bernoulli. Nao nos preocupamos com este detalhe pois, no
capitulo 3 provaremos diretamente que o ponto critico coincide com o ponto

W
1+

em duas dimensoes com ¢ > 1, o que implicard que o ponto critico é nao trivial.

Dsd

2.2.4 Unicidade do Aglomerado Aleatoério Infinito

Pelo Teorema temos que na fase supercritica (isto é, quando p > p.) existe
pelo menos um aglomerado aleatério infinito quase certamente. A pergunta é: este
aglomerado aleatério infinito é tinico? A resposta é sim. Para provar este fato, primeiro
daremos algumas defini¢des e provaremos alguns resultados auxiliares.

DEFINIGAO 2.15. Seja G = (V, E) um grafo conexo. Um vértice x € V € denominado
“ponto triplo" para G se:

a) Ezistem apenas trés arestas de E incidentes a x e

b) O grafo G\ {x} = (V \ {z}, E \ {e1,e2,e3}), onde ey, es,e3 sao arestas inci-
dentes a x, tem exatamente trés componentes conexas. Chamaremos de ramos
0s conjuntos de vértices destas trés componentes conexas e usaremos a nolacao
Ey(x), Es(x), E5(z) para designd-los.



20

E2 (LU)

Figura 2.16: ao lado esquerdo exemplificamos um ponto triplo z, incidente a
trés arestas (unicas) ej, ey € e3 junto com seus ramos Ey(z), Fx(x) e Es(x).
No lado direito, temos o deletamento das arestas incidentes ao ponto triplo

gerando trés componentes conexas disjuntas.

LEMA 2.4 (Referéncia [9]). Seja G = (V, E) um grafo conexo.

i) Se x1,...,x, sdo pontos triplos distintos de G. Entao para algum i, dois de trés
ramos em x;, digamos Es(x;) e E3(x;), nao contém nenhum dos outros pontos

triplos {xq,...,x,} \ {z:}.

i) Seja G' = (V \ Es(x;), E\ E[E3(x;)]) o subgrafo de G onde E[E3(x;)] é o
conjunto de todos as arestas incidentes aos vértices do conjunto Es(x;). Entdo
{z1,..., 2.} \ {z:} sdo pontos triplos para G.

iii) Sejam x1,...,x, pontos triplos distintos para G. FEntre os 3n ramos E;(x1),
Ei(xs), ..., Ei(x,), i = 1,2,3 se pode achar pelo menos n + 2 ramos disjuntos.

DEFINICAO 2.16. Um ponto triplo é um “ponto triplo especial” se seus ramos sao infi-
nitos.

O préximo teorema nos fornece a unicidade do aglomerado aleatério infinito quase cer-
tamente para medidas de aglomerados aleatorios com condicoes de fronteira extremais.
Ele diz que para valores de p maiores que o ponto critico, existe um tinico aglomerado
aleatorio infinito quase certamente, isto &,

gb;ng(Existe um Unico aglomerado aleatorio infinito) =1, onde b =0, 1.
Mais precisamente

TEOREMA 2.12 (Unicidade do aglomerado infinito). Para todo p € [0,1] o nimero de
aglomerados aleatorios infinitos € igual a O ou 1 quase certamente.

Vamos denotar por N a variavel aleatéria que conta o numero de aglomerados
aleatorios infinitos. Claramente N ¢é invariante por translacoes, pois as translacoes
das configuracoes de 2 nao alteram seu nimero de aglomerados aleatorios. Pela er-
godicidade das medidas extremais ¢° b =0,1 (veja o Teorema , temos que

p.q,Z%
ngqu(N =n € Z, U{o0}) éigual a zero ou um.

Dai a prova da unicidade do aglomerado aleatério infinito, pode ser deduzida como
consequéncia dos dois seguintes lemas:
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LEMA 2.5. Para cada p € [0,1] e ¢ > 1 temos que
By (N € {0,1,00}) = 1

Demonstracdo. Desejamos provar que N € {0, 1,00} quase certamente. Vamos fazer a
prova por contradicao. Fixe ng # 0,1 e co e suponha por contradi¢ao que

¢ 72 (N =ng) = 1. (2.41)
Defina o evento
Ay, = {ng aglomerados aleatérios infinitos em Z* \ A, interceptam Ay},

onde Ay, = [k, k]? N Z? & a caixa centrada na origem de lado 2k, veja a Figura m
0 0

00 00
<

oo
~ N < A
1

Ak 7

Figura 2.17: no lado esquerdo representamos a realizacao do evento A, com
no = 3. No lado direito, observa-se que ao abrir todas as arestas em Ay,
conseguimos a unido das trés componentes conexas diferentes (fora de Ay) e
exatamente um aglomerado aleatorio infinito.

Observe que a sequéncia de conjuntos {Ay : k > 0} é crescente e que UysoAr = {N =
no} o que implica (pelo teorema da continuidade da probabilidade) que

hm ¢ qZ2(A/€ qZQ (U Ak) = qZQ( = no) = 1.

k>0

Portanto podemos escolher um k > 0 tal que

(2.42)

l\DI»—

(bp q,72 (Ak>

Observe que
AN {‘v’e S E(Ak) : w(e) = 1} C {N = 1}
pois no evento acima os ng aglomerados estdo unidos pela caixa Ay ja que todas suas

arestas estao abertas, veja a Figura [2.17
Dai temos a seguinte desigualdade

F

A

@ (N =1)> b (AN Ve € B(AL) :w(e) =1})

= ¢ g2 (FlAR) 0, 72 (Ar)

> 0,
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onde na primeira desigualdade simplesmente usamos inclusao de conjuntos, e na tltima
desigualdade usamos a Propriedade da Energia Finita (ver Proposigio [2.6) ¢ a equacao
(2.42). Chegando assim a uma contradigao com ([2.41]). n

LEMA 2.6. Para cada p € [0,1] e ¢ > 1 temos que

¢quQ (N OO) 0.

Demonstracdo. E suficiente provar que ¢° .,(N > 3) = 0. Suponha que

P,q,Z2
¢p q, 72 (N > 3) 0
Defina (),,_1 como a caixa centrada na origem de lado 2n — 1 e o evento

B { Pelo menos 3 aglomerados aleatorios }

infinitos (abertos) distintos interceptam @,

Observe que {N > 3} = Un21 F, e que F,, C F,1 para todo n > 1, logo pelo teorema
da continuidade da probabilidade temos que

lim ¢pqz2( ) = ¢pqz2<N > 3)

n—oo

Portanto existe um ny € N tal que se n > ng entao

b a(Fy) > 0. (2.43)

p,q,Z>

Dados trés pontos distintos yi, y2, € y3 em 0Q),,—1, defina o evento

Os pontos y1, 2, y3 pertencem a aglomerados
Eg (1,92, y3) = aleatorios infinitos (abertos) distintos,

usando apenas arestas exteriores a (p,—1

Como
Iy C U no (Y15 Y2, Y3),
Y1,Y2,Y3
entdo por (2.43) temos que: para algum y1, Yo, ys
;Ilcjw,q,Z2 (Fno (ylv Y2, y3)) > 0. (244)

Dados 1,49, y3 existe x = x(y1, Y2, y3) € Qno—1 tal que existem trés caminhos de
arestas disjuntas no interior da caixa (,,,—1 ligando = a y;, y2 e y3, veja a Figura
Denotando estes trés caminhos por: «, 3, e 6, respectivamente, definimos o seguinte
evento

os caminhos «, 8 e 0 estao abertos

/ - - -
F (1, y2,y3) = e as demais arestas do interior

da caixa @),,—1 estao fechadas
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00 1 >
)
o0
Y2
N - 3
o0 - Y:
{ 3 . 3
I
7 £ 3
Y1 0
(o)
Q’I‘Lo— 1

Figura 2.18: Construcad dos caminhos abertos disjuntos «, 3 e 6 no interior

caixa (Qp,—1 ligando z a y1, Y2, ys.

Pela propriedade da Energia Finita temos que

¢g,q,22 (FT/LO (ylu Y2, y3)) > 0. (245)

Defina Pr = {z & “ponto triplo especial"no interior da caixa Q,,—1}. Note que

{LE’ S PT} > Fno(y17y27y3) M Fr/m(yl?vay?))' (246)

Como ¢qu2( Fo,(y1,y2,93)) > 0, aplicando a propriedade da Energia Finita temos que

¢Z,q,z2 (Fy (Y1, y2,93) N Fog (Y1, Y2, y3))
gb;,q,ﬁ (Fno (yb Y2, 3/3))

0< ¢qu2( no(yl y27y3)‘Fno(ylay2ay3)) =

Usando equagao (2.46]) segue que
¢g,q,ZQ (l’ S PT) > 0.

Por invariancia translacional, temos que a probabilidade de qualquer ponto ser um
ponto triplo é constante, isto é, existe uma constante positiva p tal que

0<p= ¢pqzz($ € Pr), paratodo x € Z>.
Seja X, a variavel aleatoria que representa o nimero de pontos triplos dentro da caixa

anl- Entao
$hor(Xn) = > bz e Pr)=(2n—1)%.

"EEQn 1
Ja que X, é uma variavel aleatoria integravel, entao gb 072 (Xn > gbquz( )) >0
pois, caso contrario
D. Chebyschev

=
<

. 1
1 = ¢2,q,22 (Xn < ¢2,q,22 (X’n)> = kli)nc}o Qsz,q,ZQ <¢2,q722 (Xn) - Xn Z E) 07

o que é uma contradicao. Assim temos

¢qu2 (X, > (2n—1)%p) > 0. (2.47)



o4

Por outro lado, afirmamos que, para todo n € N
X, <4(2n —1). (2.48)

Para verificar esta afirmacao, considere as componentes conexas dos pontos triplos
especiais usando apenas arestas no interior da caixa (),_;. Suponha que cada compo-
nente contenha nq, no, ... pontos triplos especiais, logo ny + ny + ... ¢ o niimero total
de pontos triplos especiais no interior da caixa (),_1. Do Lema temos que existem
pelo menos n; + 2 ramos distintos dentro das 3n; possibilidades. Portanto podemos
achar ) .., (n; + 2) ramos distintos de todos os pontos triplos. E como cada ramo de
cada ponto triplo toca pelo menos um ou mais vértices em algum lado de 0Q,,_1, temos
necessariamente que

Xo= i <Yy ni+2<#0Qu 1 =4(2n—1),

i>1 i>1

provando a desigualdade Usando ([2.47) e (2.48)) obtemos a seguinte cota
(2n—1)p < (2n—1)"1X, <4,

valida para todo n € N. Tomando o limite quando n tende ao infinito obtemos a
contradicao. [

Demonstracdo do Teorema [2.12]

Segue dos Lemas e que
Gpazz(N €{0,1}) =1, (2.49)

p.q,2?
concluindo a prova. [
A FEquacao (2.49) nos diz que se existe um aglomerado aleatorio infinito entao ele

¢ unico quase certamente. Portanto na fase supercritica existe um tnico aglomerado
aleatoério infinito quase certamente.



Capitulo

TEOREMAS FUNDAMENTAIS:
PROBABILIDADES DE CRUZAMENTO

3.1 - Generalizacao da Férmula de Russo

Nesta segao G = (V, F) denotara um subgrafo finito de Z*. Nosso objetivo agora
¢ obter uma estimativa para medidas de aglomerados aleatorios com condigoes de
fronteira periddica. Para isso, primeiro vamos entender o comportamento da funcao
p — ¢§7q7G(A) para um evento crescente nao-trivial. Esta funcao crescente é igual a
Oemp=0ealemp=1, portanto estamos interessados nos casos em que p toma
valores entre € e 1 — € para algum ntmero positivo e.

Inicialmente vamos deduzir uma cota inferior para derivadas de probabilidades de
eventos crescentes. No caso de percolacao de Bernoulli existe um resultado classico
equivalente chamado de “Fdrmula de Russo” a qual nao discutiremos aqui. Para mai-

ores detalhes veja [5], [9], [12].

DEFINICAO 3.1. Seja w uma configuracao em Q. Uma aresta “¢” € E é chamada de
pivotal para o evento A € F sew® € A e w, & A.

PROPOSICAO 3.1 (Formula de Russo, Veja [5],[9], [12]). No modelo de Percolagio de
Bernoulli, para todo evento A € F crescente que depende de um conjunto finito de
arestas de E temos

d

A = S"P(“e” € pivotal para A).

eeE

Intuitivamente, a derivada de (/ﬁgq’G(A), com respeito a p, é governada pela influéncia
de algumas arestas especiais. A seguinte definicdo é portanto natural neste contexto.
A influéncia condicional da aresta “e” € E sobre A, denotada por I4(e), é definida por

Ia(e) = ¢ (Alw(e) = 1) — 65, o(Alw(e) = 0).

PROPOSICAO 3.2. Sejam q > 1, € > 0. Logo existe uma constante ¢ = c(q,€) > 0 tal
que para todo p € [e,1 — €| e para todo evento A € F crescente,

d
d—pcbf,,q,a(z‘l) >cy Ia(e).

95
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Demonstracdo. Seja X : Q — R uma variavel aleatoria. Pela definicao de esperanca
da varidvel X, com respeito a medida de probabilidade gzﬁ

/X il

Z X o )c(w)qk(w,G).

quwGQ

el temos

Como a soma acima tem um nimero finito de parcelas podemos deriva-la termo-a-termo
com respeito a p obtendo a seguinte igualdade

%sbf; dX)=Y"

{o(w)p"(“’)(l —p) (w)p"@ (1 —p) X (w)g" 0

we p 1 -bp
4z 1
dp~P o(w) c(w)  k(w,G)
_ X 1—
Dl e DR AL
T we
_fSZ qu( )
_ Z KO(W) . f(w) ) X(w)] po(w)(l p) (w) k(w,G)
weN p -b
d
L7
d p
pr X ¢f},q,G(X)
0 c 4
_ € v __dp £ X
¢qu|:(p 1_p) :| 7 X¢qu( )
1 da
_ 3 dp P 3
—m%qc((o— |E[)X) Z, X ¢p,q,G(X)
Assim
4z
3 _ ENX) — 7 o ¢ (X 3.1
%@,( ) = o= )@wd(—m D)_JZTX@WA ). (3.1)
Tomando X = 1 na Equacao (3.1)) ficamos com
d
L7
0= —plE|) - T
p(l )gbqu(( p| |>) Zp

Explicitando Z,/Z, na identidade acima e substituindo em (3.1) obtemos a seguinte
igualdade

s [l = B X) = 65, oo = PIED x 65,6(X)

_ ﬁ (6 46(0° X) = 65,4.6(0) % 6 0(X)]

fb,,qa( ) =

= mcovp(o, X).
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Portanto
d

1
%gbf),q’G(X) = ——cov,(0, X), (3.2)

p(1—p)
onde cov,(X,Y') representa a covariancia das varidveis aleatorias X, Y com respeito &
medida de aglomerados aleatorios gbf)’ WG

Aplicando a féormula acima para a variavel aleatoria X = 14 com A um evento
crescente, e observando que o(w) = ). pw(e), temos da equacdo (3.2) que

3 _;E cov,(wle), 1a
dp% o(4) p(1—p) ey plete) 1)
p(l—p) qu paGt qu

ecE

Pela defini¢do de I4(e), temos que M, = IA(e)¢§q7G(w(e)) [1 — ¢§7q’G(w(e))]. Por-
tanto

8506(@() [1= 65, ()
o haald) = 30 = Ahaclel©)

> 1) La(e). (3.3)

Por outro lado , pela Propriedade da Energia Finita temos que gbqu( w(e)) € (0,1)

portanto 1 — be,,q,c( (€)) € (0,1) e como por hipotese e ! < [p(1 — p)]~!, logo existe
uma constante ¢ = ¢(q,€) > 0, tal que

05 0@ () |1 = 65, o(w(e))]
p(1—p)

Usando esta estimativa na equagio (3.3)) temos

d
qu CZ[A

ecE

> c.

Observe que quando ¢ = 1, I4(e) = P,(“¢” é pivotal para A) obtemos uma versao
mais fraca da Formula de Russo (Férmula [3.1).

DEFINICAO 3.2. Se A € .F & um evento crescente ou decrescente e w € €, definimos
a distincia de Hamming de w a A como:

inf { Z[w’(e) —w(e)]w<uw, We A} se A € crescente.

e

HA(w) =

€

inf { Z[w(e) —w(e)] W <w, W€ A} se A é decrescente.

OBSERVAGAO 3.1. Supondo que o evento A é crescente (resp. decrescente), temos 0s
sequintes fatos com respeito a distancia H 4.
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(i) Ha é uma varidvel aleatdria decrescente (resp. crescente).

(ii)) A fungao o + Ha € crescente, ji que a adi¢ao de uma tnica aresta aberta a
configuragdo w causa um incremento em o(w) de uma unidade e Ha(w) decresce
pelo menos de uma unidade.

(11i) Para cada w € , Ha(w) - 14(w) = 0.

PROPOSICAO 3.3. Seja ¢ > 1. Para qualquer medida de aglomerados aleatdrios gzﬁf)’q’G
com p € (0,1) e qualquer evento A € F crescente,

d
d_p¢f)7q,G' (A) Z 4¢f},q,G (A) pr q,G (HA)

onde Ha(w) € a distancia de Hamming entre a configura¢ao w e o evento A.

Demonstracdo. Seja A um evento crescente, pela equagao (3.2)) obtemos

=1
p(1=p)
onde o(w) é a variavel aleatoria que representa o nimero de arestas abertas na confi-
guracao w.
Por simples adicao e substracao da mesma quantidade, pela Observacao e pela
Desigualdade FKG, podemos reescrever ({3.4) como

as,,q, (4) = 0500 14) = 65,6(0) X 65, (A)] . (34)

d 1
dp¢1€qG(A) = p(1—p) ¢1€a q,G ( (0+ Ha) 14) — ?é,q,G(O—i_ Hy) x qsf?,q,G(A)j
>0

¢qu(HA 1A) +¢qu<HA) X qu(A)
~— ———

=0

1
> o(H
>4¢qu<HA> X pq,G(A)7
onde na ultima desigualdade usamos que p(1 — p) < 1/4, sempre que p € (0, 1). m

Esta proposicao tem uma importante reformulacao: integrando a formula entre p;
e py > p1, obtemos a seguinte desigualdade

—4(p2—p1) ¢t H
¢p17q, ( ) ¢§2,qG(A) € » p)¢p2’q’a( A)- (35)

Esta formula ¢ muito importante para noés, pois ela serd usada no Capitulo 3 para
provar uns dos teoremas fundamentais deste trabalho, que é o Teorema de Decaimento
Exponencial com respeito a distancia entre dois pontos (veja o Teorema [4.2)).

COROLARIO 3.1 (Ref. [14]). Seja ¢ > 1 e e > 0. Entdao existe uma constante positiva
¢ = c(q,¢€) tal que para todo p € [e,1 — €] e para qualquer evento A € F crescente,

)2 ¢ 6, (A1 = 65, (4] 5
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Existe uma forma poderosa de usar o Corolario [3.1] e a Proposicao [3.2] No caso
de eventos invariantes por translacoes no toro de tamanho n, as arestas horizontais
e verticais desempenham papel simétrico, isto é, a influéncia é a mesma para todas
as arestas independentemente de seu tipo (horizontal ou vertical). Em particular, o
Corolério[3.1]junto com a Proposi¢ao[3.2]nos fornece a seguinte desigualdade diferencial:

TEOREMA 3.1. Sejam q > 1, € > 0, logo existe uma constante positiva ¢ = c(q,¢€) tal
que para todo p € [e,1 — €] e para qualquer evento A € F crescente e invariante por
translagcoes sobre o Toro de dimensao “n”, T,,

d
d_pqzsﬁq,G(A) 2 ¢ ]Izq,G(A)[l - ¢]1)37q,G(A)] logn

Demonstracdo. Basta somar sobre todas arestas na desigualdade fornecida pelo Coro-
lario [3.1] e usar também a desigualdade dada pela Proposicao [3.2] "

Finalmente enunciamos o teorema mais importante desta secao, que nos da uma boa
estimativa para medidas de aglomerados aleatorios com condicao de fronteira perio-
dica. Este teorema ¢ vital em nosso trabalho, jA que na proxima secao serd usado
para estimar probabilidades de cruzamento num retangulo definido sobre um toro de
tamanho n.

TEOREMA 3.2. Seja A € .F um evento crescente e invariante por translacées sobre o

toro de tamanho n (isto € Ty). Se existe uma constante ¢* > 0 tal que ) . (A) > ¢*,

entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

q2511927(1,71("4) >1-— Il n_C(P2—p1), (36)

para todo par pi,pe € (0,1) tal que py < ps.

Demonstracdo. Para um evento A € .# crescente e invariante por translacoes, temos

que
teor. [311
i log —;Jiq,n(A) % ﬁq’n( ) /; ¢ logn = logn®
dp 1- }I)D,q,G(A> ]])D,q,n(A) (1 - i’)D,q,n(A))

Logo integrando entre os parametros p; < p, temos

Phy,q,n(A)
1_¢52,q,n(14)
Pp1,a,n(4)
T=0F, 4n(A)

log > log nc(m_pl),

o que implica que

1 - ;7q,n<A> > 1— gi,q,n(A)nC(m_pl)' (3'7)
1]731#11”(‘4) zi,q,n(A)

Por outro lado, temos da hipotese que existe uma constante ¢* > 0 tal que ¢£’q7n(A) >
c*, entao

pand 11 (3.8)
1—o¢b (A) ~1—c {1—6*:| c
C*

—_——

=
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Das desigualdades (3.7 e (3.8) temos que

Ppmgn(A) = (1= &y, 1 (A4))

P
P1.4,n <A) ] nC(Pz —p1)

L= zi,q,n(fb
por (3.8)
P 1 c(p2—p1)
2 (]- - gbpg,q,n(A)) - n

CI

T —

¢ n—cp2—p1)’
logo
Oprgn(A) [ PP > 1 — o (A),

- p2,q,m

o que implica que

_/ n—c(pz—pl) < — J qb;li,q,n(A) n—c(pz—pl) < ¢;I;,q,n(A) —1.

Portanto
¢P (A) >1- J n—C(Pz—Pl)'

p2,q,n

3.2 - Probabilidades de Cruzamento de Retangulos no

Ponto Auto-dual

Por razdes técnicas, nesta se¢io sera conveniente rotacionar a rede Z?2 por um angulo

de 7. Veja a Figura

Figura 3.1: (a) Exemplo de uma configuracdo sobre a rede rotacionada de

um angulo de w/4. (b) Uma configura¢do junto com sua configuracao dual

rotacionadas.

Para um retangulo R, seja %,(R) o evento onde existe um caminho (aberto) entre
os lados de cima e de baixo de R, totalmente contido em R. Tal caminho é chamado de
um cruzamento vertical (aberto) no retangulo. Analogamente, definimos %, (R) como o
evento onde existe um cruzamento horizontal (aberto) entre os lados esquerdo e direito
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do retangulo totalmente contido em R. Finalmente, € (R*) denota o evento onde

existe um cruzamento aberto-dual entre o lado de cima e o lado de baixo no grafo dual
R* de R.
Em todo restante deste texto vamos usar a notagao

0,7)% = [0,n] x [0,n] Ne™*(Z%),

onde e™/4(Z?) é a rede Z? rodada por um angulo de 7/4, vista também como subcon-
junto de R2. Veja Figura 3.2,

---------

.........
-

----
_______
.~

(b)

Figura 3.2: (a) O quadrado [0,n]? (todos os vértices estao dentro da regiao

sombreada) e seu dual tém a mesma estrutura de grafo. (b) Os eventos

(gh([(x n]Q) € cgv*([a n]2)

No que segue, vamos também considerar as identificacoes 6bvias entre os eventos
em {0,117 ¢ seus respectivos eventos em {0, 1} *(Z%),

Dessa nova perspectiva podemos formar o grafo do toro T,, simplesmente usando o
quadrado (continuo) [0,n] x [0,n] de R? fazendo a identificagdo de seus lados opostos
e olhando para o grafo induzido pelo reticulado rotacionado contido neste quadrado.

LEMA 3.1. Para q > 1, existe uma constante ¢ = c(q) > 0 tal que para todom >n > 1
temos que

By g (Cn((0,1]%)) > c.

Psd,q,m

Demonstracdo. Pela construcgao explicada acima temos que o dual do grafo [0,n]? é
isomorfo a [0,n]%. Assim ao invés de escrever ([0,n]%)" vamos simplesmente escrever
0, n]%.

Se nao existe um cruzamento aberto da direita para esquerda em [0,n]? necessa-
riamente vai existir um cruzamento de cima para baixo no dual de [0,n]?. Considere
%*([0,n]?) como um evento no espaco {0, 1}7(07°) Pela observacdo acima podemos
afirmar que 6,([0,n]?) e €*([0,n]?) sdo complementares, isto é,

peaiamn(C([0,7]7)) + &y, 0 (€(10,0]%)) = 1. (3.9)

Vamos trabalhar agora um pouco na equagao (2.27). Esta equagio nos fornece a
seguinte relacao:
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Queremos agora mostrar que a constante Z de normalizacao nao depende de n. Isto
pode ser feito da seguinte maneira. Somamos esta equacao sobre w e em seguida,
usamos que gb]]f n € uma medida de probabilidade e assim obtemos a seguinte igualdade

1= Y ¢

w*e{0,1}E([0,71?)

1-6(w™)

X Gpe g (W)

! 1=6(w*) P
= — w d e om w* ]
Z {0,1}E([0.n]?) 4 ¢P 'd5 ( )

Ja que ¢ > 1 temos que ¢! < ¢'7%“") < ¢. Usando esta desigualdade e a equacio
acima segue que ¢~ ! < Z < ¢, isto é a constante Z de normalizacao nao depende de n.
Assim, observe que

1 . \
q_Q(b;,q,n(w ) S }iq,n(w> S q2¢5‘,q,n<w )

Portanto
q—12¢;i,q,n<<fv*<{o,n]2>> < OF (G([0,n]?)) < o, (@ ([0, n]%)).

Usando a primeira das desigualdades acima e a equagao temos que

L _p
1_|_q2— b,q;n

c(q) = (%3 ([0,n]*)).

Agora com a dualidade pretendemos estender as estimativas de cruzamento para uma
familia muito grande de dominios simétricos da forma G(71,72), onde ; e vy, sdo dois
caminhos satisfazendo uma certa propriedade que sera chamada de Hipotese (%)

As condicoes de fronteira sobre este tipo de grafo serdo tomadas como mistas;
conectadas sobre 7, conectadas sobre v, e livres em outras partes. A medida sobre
G(71,72) com parametro (psq, q) e condigoes de fronteira mista é denotada por ¢,_, 4.4 .4
ou simplesmente por ¢, ~,. Mais precisamente. Defina a reta d = %ﬁ + 1R e seja gy
a reflexao com respeito esta reta d.

DEFINIGAO 3.3 (Hipotese (x)). Os caminhos v, e 2 satisfazem a Hipdtese (x) se:

i) O caminho ~y, estd no lado esquerdo da reta d e o caminho o estd no lado direito
da reta d.

ii) O caminho ~, comega na origem “0" e o caminho v, comeca em um vértice de
e Z2) N (22 +4R).

i) O caminho vy, e o caminho o4(y2) nao se intersectam.

iv) O caminho v1 e o caminho o4(7y2) terminam em dois vértices, um primal e outro
dual, os quais estao a distdncia de \/75 um do outro.
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Observe que, se seguimos os caminhos em sentido anti-horario, podemos criar um
circuito unindo por segmentos de reta: os pontos final de o4(7;) e inicial 42; os pontos
final 75 e inicial de o4(71); os pontos final de o4(71) e inicial de ~; e os pontos final de
71 e inicial de og(72).

O circuito (71, 04(72), V2, 7a(71)) envolve um conjunto de vértices de /4(Z?). Usando
este conjunto definimos o grafo G(v1,72), cujo conjunto de vértices é composto pelos
vértices de e'™/*(Z?) que estio na regido de R? limitada pelo circuito (y1, 74(72), Y2, oa(71))
e as arestas sdo aquelas herdadas do grafo e”™/4(Z?) cujos vértices incidentes permane-
cem inteiramente na regiao limitada por este circuito, incluindo a fronteira.

d:f{f+iR1

71

e e e 00000

Figura 3.3: Dois caminhos 7; e 7, satisfazendo a Hipoteses (x) e o grafo
G(71,72)-

LEMA 3.2. Para qualquer par de caminhos satisfazendo a Hipdtese (x), temos a sequinte
estimativa

1
¢71»’Y2(71 A 72) = 1+ q2'
Demonstracdo. Optamos por nao apresentar a prova deste lema, por ser um lema
técnico, cujo resultado nos é de grande importancia. Para maiores detalhes, veja Lema
3.11 de [2], pag. 33. =

Para a prova do proximo teorema, surgem duas dificuldades. A primeira é com respeito
as condicoes de fronteira, pois este resultado pode ser falso com condigoes de fronteira
arbitrarias, como por exemplo, as condicoes de fronteira livre. De fato, é bem co-
nhecido que para valores de ¢ suficientemente grandes, a probabilidade de cruzamento
do retangulo no ponto auto-dual, decai exponencialmente. A segunda dificuldade é a
falta de independéncia no modelo ji que os resultados conhecidos na literatura para
o modelo de percolagao de Bernoulli usam de forma crucial a independéncia. No caso
dos modelos de aglomerados aleatorios, essa é claramente uma hipotese nao disponivel.
Para superar estas dificuldades vamos nos valer da auto-dualidade.
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Seguindo a notacao adotada para um quadrado na rede rotacionada, definimos um
retangulo na rede rotacionada por

[0, an] x [0,n] = ([0,an] x [0,n]) N e™*(Z?),
onde o > 1. Veja a Figura|3.2

PROPOSICAO 3.4. Seja q > 1. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo m,n
tal que 0 < %n < m temos que

st (Cgh ([O, ;n] X [O,n}>) > c.

Demonstracdo. A ideia para provar esta proposicao consiste em criar dois caminhos que
cruzem caixas quadradas para em seguida provar que estes caminhos estao conectados
com boa probabilidade (isto é, existe uma constante ¢ € (0, 1) independente do tamanho
n do toro bidimensional T, tal que a probabilidade do evento é cotada inferiormente
pela constante ¢). Para isso considere os seguintes retangulos:

n 3n

3n
27 2

n=fp

} x [0,n], Ry =1[0,n? Ry= { ] x [0,n)].

Seja A o evento definido pelas seguintes condicoes:

e Os quadrados R; e Ry sao cruzados horizontalmente por um caminho, isto é, o
quadrado Ry é cruzado horizontalmente por um caminho (aberto) A; e o quadrado
Ry também ¢é cruzado horizontalmente por um caminho (aberto) As3. Pelo Lema
3.1) estes eventos tém probabilidade maior que alguma constante ¢ > 0.

e O segmento [n/2,n] x {0} estd conectado, por um caminho (aberto) Ay, & parte
de cima do retangulo R,, dentro do quadrado R,.

Afirmamos que o evento A tem probabilidade maior que /2.

m S
/)\1\/(
R, £,

0 n/2 n 3n/2

Figura 3.4: Os retangulos R, Ry, Ry e o evento A.

De fato, para i = 1,2 definimos os seguintes eventos:
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= existe um cruzamento direita-esquerda dentro do quadrado R;.

% = existe um cruzamento cima-baixo dentro do quadrado R;.

[5,n] x {0} estd conectado dentro do quadrado Ry ao lado de

cima de Rs.

= [n, 2] x {0} estd conectado dentro do quadrado R, ao lado de

cima de Ro.

]
N
N D = evento A.

Temos que

e (5]

Pelo uso da inclusdo anterior, da simetria e do Lema[3.1] segue que existe uma constante
¢ > 0 tal que

P _ P P
0 <c S qbpsd,(],’ln /\Sl'/' - qbp.«hqﬂ” % S Psd,q,m

P
+ gbpsu,q,m

_ P
- 2 (b?)s(l »q,m

Isto é

¢P
Psdsq,m

'V
[\l [

Usando simetria, a desigualdade FKG e a desigualdade anterior temos que
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L P P AN\
(‘)11_\4,.(1.m (A) = (f)/)_<,,.(].111 :)f\
£ P L P / P
Z 6)11_\,1.([.171 ’\gl,f (’)11.\41.(1-’” ’\Sl_/ Q)[)_\ll~([-’71
> (33
Em resumo X
C
P
O ) 2 & (310

Quando o evento A ocorre podemos definir os caminhos aleatorios I'; e I's da seguinte
maneira:

e ['1 é o cruzamento horizontal mais alto do quadrado R;.

e ['5 é o cruzamento vertical mais a direita do quadrado R,, que une o segmento

[5.n] x {0} & parte de cima do quadrado Rj.

J& que A ocorre, existe um caminho em A cruzando o retangulo R, da direita para
esquerda que intercepta caminho I';. Se os caminhos I'; e I'y estao conectados entao vai
existir um cruzamento horizontal do retangulo R com probabilidade positiva, ¢ assim
nao ha nada a ser provado.

No que segue vamos provar que os caminhos I'y e I'y estao conectados com boa
probabilidade.

O Processo de Exploragao em R e existéncia de I'; e I’y

Existe uma maneira padrao de construir um processo de exploracao em R que des-
cubra os caminhos I'y e I';. Inicie um caminho de exploragao no canto superior esquerdo
do retangulo R; este caminho ¢ representado pela linha (em R?) celeste dada na Figura
Neste caminho as arestas abertas da configuragao devem ficar a direita do caminho
e as fechadas a sua esquerda e além do mais, este caminho deve permanecer sempre
dentro de R;. Desta maneira se A ocorre entao este caminho devera tocar o lado direito
de R, antes de tocar a parte de baixo deste quadrado. Paramos a exploracao assim
que atingirmos o lado direito. Note que este caminho de exploragao serd um conjunto
de R? que estd entre a rede e™/4(Z?) e sua rede dual. Por esta construcio as arestas
abertas adjacentes a este caminho de exploracao formam o cruzamento horizontal mais
alto de Ry, isto é I'y. Ao final do processo de exploragao, teremos descoberto informa-
coes sobre os estados das arestas que estao acima de I'; as que estao abaixo nao serao
“descobertas”.

Consideramos também um outro processo de exploragao, agora nosso caminho ini-
cia em (n,0) e deixa as arestas abertas sempre a esquerda e as fechadas a direita. Desta
forma conseguimos explorar todo quadrado R,;. Se A ocorre entao este caminho ter-
mina no lado de cima de R,. As arestas abertas adjacentes ao caminho de exploragao
constituem o caminho I's. E desta maneira as arestas “descobertas” por esta exploracao

estarao todas a direita de I'y. Veja as Figuras [3.5] e
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Figura 3.5: realizacao do evento A em Ry, representado pelo cruzamento

horizontal em verde.

(@)

Figura 3.6: resultado do processo de exploracao do caminho I'y em R;: o cru-
zamento horizontal mas alto I'y = v, (representado por uma linha poligonal

em vermelha), dado que ocorreu o evento A.

O Argumento da Reflexao
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Assuma que I'; = v e 'y = 95 e que 'y NIy = ) pois, caso contrario estes caminhos

se interceptariam e o cruzamento do retangulo seria obtido imediatamente. Assim a
probabilidade deste cruzamento seria positiva e acabaria o problema.

Seja = o ponto final do caminho 7, isto é, o Gnico ponto sobre o lado direito de

R;. Desejamos definir o conjunto simétrico G(7;,72) como haviamos comentado antes.
Para isso procedemos da seguinte forma:

e tomamos os caminhos o4(71) e 04(72) sendo a reflexdo de v; e 7, respectivamente

com respeito a reta d = (n — \/Ti) +iR.

e parametrize o caminho o4(7;) pelo comprimento de arco, comecando do ponto
o4(z) e definay; C v tal que 04(71) € a parte de o4(7) entre o inicio do caminho e
o primeiro tempo que ele intercepta 5. Como antes os caminho sao considerados
como curvas do plano. Denotamos por z o ponto de intersecao destas duas curvas.
Note que 71 e 72 ndo se interceptam forcando assim a intersecao entre oy4(7y1) e

V2-

e parametrize o caminho 7, pelo comprimento de arco, comegando do ponto (n,0).
Seja y o tltimo ponto visitado em €™/4(Z?) antes da intersecio com o ponto z.
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Defina 75 como a parte do caminho ~, compreendida entre o ultimo ponto de
intersecao de 5 com a reta n + iR antes de y e o proprio y.

e os caminhos 7; e 7, satisfazem a Hipotese (x), assim podemos definir o grafo
G(/W\h%)-

e construa um subgrafo Go(71,72) de G(71,72) como segue: as arestas sao dadas
pelas arestas de ¢”/4(Z?) contidas na componente conexa de G(31,7) \ (11 U
v2) (isto é, G(71,72) menos o conjunto (73 U 2)) contendo a reta d (isto é, a
componente conexa que contém x — €i, onde € é um nimero suficientemente
pequeno) e os vértices sao dados pelos pontos incidentes a estas arestas.

Um fato importante, j4 mencionado anteriormente, é que o grafo Go(71,72) cons-
truido acima, possui uma propriedade muito ttil: nenhuma de suas arestas foram
descobertas pelo processo de exploragao I'; e I'y. De fato, 04(71) e o4(z) estao con-
tidos na componente conexa ndo explorada em R \ R; ou mais precisamente em
Go(V1,72) N (R \ Ry). As arestas de Go(71,72) em R; estdo na mesma componente
conexa de R\ (71 U~,) que possui x — €i, e assim localizadas abaixo de ;.

d=(n—+/2/4)+iR

(0,0) (n/2,0) (n,0) | (3n/2,0)

Figura 3.7: A regiao em verde é a parte do retangulo R que a priori foi
descoberta pelo processo de exploracao. A regiao em vermelho escuro é o
dominio Go(71,7%2). Todos os caminhos envolvidos na constru¢ao sao repre-
sentados nesta figura. Observe que as curvas tracejadas, sao os caminhos da

rede dual obtidos pela reflexao o4: elas nao sao necessariamente abertas no
dual.
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Estimativa da probabilidade condicional

Continuamos assumindo que os caminhos 7; e 75 nao se interceptam. Desejamos
estimar a probabilidade de que os caminhos 7y; e 7, estejam conectados por um caminho
dado que I'y =1 e I'y = 5.

Pelo processo de exploracao de caminhos descrito acima, podemos encontrar os
caminhos v; e 72 sem tocar nenhuma aresta do interior do dominio Go(7;,72). As
condi¢oes de fronteira do dominio Gy(71,72) podem ser divididas em sub-arcos de
diferentes tipos (veja figura[3.7): alguns serdao sub-arcos do caminho v, ou do caminho
Y2, enquanto que outros serao sub-arcos das imagens simétricas o4(7y1) € g4(72)-

Condicionando aI'y = v; e I'y = 5 garantimos que as arestas ao longo dos sub-arcos
do primeiro tipo estejam abertas. A conexao ao longo dos outros sub-arcos depende
muito da configuragao explorada e tem um descricao um pouco mais complicada, porém
em qualquer caso, as condicoes de fronteira impostas sobre a configuracao interna
do dominio G(71,7,) irdo dominar estocasticamente a condigbes de fronteira mista.
Lembramos também que qualquer condicao de fronteira domina & condicao de fronteira
livre e que 77 e 7, sao sub-arcos do primeiro tipo, portanto 7; e 7, sao caminhos abertos.
Das observacoes feitas acima, deduzimos que para o evento crescente {7, > 72 em
Go(71,72)} (que depende somente dos estados das arestas do dominio Go(71,72)) a
probabilidade condicional

P o 72 em Go(31,%2)} 01 = 7, Ty = 72)

¢ maior ou igual que

P35 ({1 <> 72 em Go(31,72)}).
Esta desigualdade é obtida aplicando a propriedade de Dominio de Markov e a mo-
notonicidade com respeito as condicoes de fronteira. Note que se os caminhos 7; € 75
estao conectados dentro do dominio G(71,7), entao 7 e v, estao conectados dentro do

dominio Gy (71,72) pois, caso contrario existiria um caminho de arestas abertas acima
de I';. Portanto

zid,q7m<{71 < 72 em GO(%,%)}‘D =7, = 72)

é cotado inferiormente por

$53,5, ({711 < 72 em Go(71,72)}) > ¢35, ({11 <> 72 em G(71,72))
1

>_ -
T 14¢%

onde na segunda desigualdade, usamos a estimativa fornecida pelo Lema [3.2] Dai
obtemos

1
1+q?

O pam ({71 € 72 em Go(F1,72) }T1 = 71, Ty = 72) > (3.11)

Note que se os caminhos 7; e 7, se interceptam, entao a probabilidade de que estes
caminhos estejam conectados entre si, dado I'y = v; e ['s = 75 € um. Em particular,
esta probabilidade também ¢ maior que 1/(1 + ¢?).
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Conclusao da prova da Proposicao |3.4

Agora pelas estimativas feitas acima obtemos que

peam(Ch(R) = 0, o (G (R) N A)

Psd,q,m — Psd,q,m

> ¢P ({Fl S FQ} N A)

Psd,q,m

= ¢l (¢} (' < Ty, Tg) 14)

Psd»q,m Psd,q,m

1 P
> 1 Oaan(4)
> ¢

T 2(1+¢%)]

onde nas duas primeiras desigualdades usamos simplesmente inclusao de conjuntos,
na igualdade a definicdo de esperanca condicional e nas duas ultimas desigualdades

usamos a equagoes (3.10) e (3.11) respetivamente.

3.3 - Generalizacao do Teorema de Russo-Seymour-

Welsh

Nesta secao provamos uma generalizacao do classico Teorema de Russo-Seymour-
Welsh, para modelos de arestas independentes, usando a Proposicao da secao an-
terior. O préximo teorema é uma extensao do Teorema de Russo-Seymour-Welsh para
o modelo de aglomerados aleatorios com condigoes de fronteira periddica.

TEOREMA 3.3 (Teorema de Russo-Seymour-Welsh). Dados o > 1, ¢ > 1. Existe uma
constante c¢(a) > 0 tal que para todo m > an > 0

Oy g (C((0, an] x [0,1])) > c(a).

Psd,q,m

Demonstracdo. Seja
R = T%,O)([Oan] X [07 Oé?’lD,

o retangulo que se obtém transladando, por um vetor (%,0), o retangulo rotacionado

[0,n] x [0, an]. Consideramos agora retangulos nao rotacionados em R? definidos por
Ry =[5, + D5 <[5, 0 +3)3]
Ry =15 G+251 <[ +2)5 G+ 23]

para j € [0, |2a] — 1], onde |z | denota o maior inteiro menor que z. Observamos mais
uma vez, que na defini¢ao tanto de R quanto R? o produto cartesiano que os define
nao obedece a convencao feita no inicio do capitulo, isto é, estes produtos cartesianos
nao denotam retangulos rotacionados e sim retangulos na rede Z>.
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Figura 3.8: Uma combinacao de cruzamentos dos retangulos pequenos cri-

ando um cruzamento no retangulo R = T(x 0)([0, an] x [0,7]).

Observando que

ﬂ [‘Kh(R?) N %,(RY)] C {Cruzamento ao longo de R}, (3.12)

J€l0,[2a]—1]

temos a seguinte estimativa para o cruzamento horizontal de R

oF  (€n([0,an] x [0,n])) = ¢! (Cruzamento ao longo de R)

Psd,q,m Psd»q,m

> T o am@GRGE, o (Gu(RY)

J€[0,[2a] 1]

> 2((2a)-1)

= c(a),

onde na primeira desigualdade usamos a equagao (3.12) e a Desigualdade FKG. Na
tltima desigualdade usamos a Proposicao (3.4). "

O proximo teorema nos diz que se p > psq, a probabilidade de cruzar horizontalmente
um retangulo contido no toro de tamanho n é préoxima de um para toros de tamanho
n arbitrariamente grandes.

TEOREMA 3.4. Sejam q > 1 e p > psq. Entao existe uma constante ¢’ (p) > 0 tal que
para todo n > 0, temos que

oF < (€n([0,4n] x [0,n])) > 1 —n @,

D,q,81n

Demonstracdo. Considere o evento

B = {existe um cruzamento vertical do retangulo [0, 5] x [0, 8n] no toro Tg,}.
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Observe que o evento B é invariante por translagoes no toro e também satisfaz
por simetria Teorema

OasnB) 7 6p s (6 (10.80) x [0.7])) = (16).

Suponha que p > py. Uma vez que o evento B é crescente e invariante por trans-
lacoes, entdao pelo Teorema (3.2)), existe € = €(p, q) e ¢ = ¢(p, q) tal que

Lo (B)>1—cn" (3.13)

Psd 4,81

Se o evento B ocorre, entao algum dos 32 retangulos

n, G+ Dan) x 15,05 +nl, (i) € {0,1} x {01, 15},

deve ser cruzados de cima para baixo. Denote estes eventos por A;;. Assim temos que
BcC U Ajj
(4,5)€{0,1} x{0,1,...,15}

Aij = T(6n([0,4n] x [0,n]))

V(i,7) € {0,1} x {0,1,...,15} e para alguma translagao 7. Usando (3.13) e a Desi-
gualdade FKG segue que

l—cn™* <¢pq8n( )

=1- pan(BC)
P c
< 1= esn M A
(1,j)€{0,1}x{0,1,...,15}
S - H ¢pq8n(Ac )

(i.j)€{0,1}x{0,1,...,15}

=1 - [1 -7, 5. ( G0, 4n] x [0,n]) )] ™.

Isto implica que ¢f o, ( €([0,4n] x [0,n]) ) > 1 — (cn=°)zz. u



Capitulo

CALCULO DO PONTO CRITICO p,

O préximo teorema é o nucleo deste trabalho. Deducgoes rigorosas do cdlculo do
ponto critico eram previamente conhecidas em trés casos.

Para ¢ = 1 (percolagao de Bernoulli) foi provado por Kesten em 1980 que o ponto
critico é p.(1) = 1/2. Para ¢ = 2, o modelo pode ser relacionado com o modelo de
de Ising, cujo calculo de Baxter e Yang permite obter o valor de p.(2). Finalmente,
para ¢ suficientemente grande, a prova conhecida é baseada no fato de que o modelo
de aglomerados aleatérios exibe uma transicao de fase de primeiro ordem. A prova
¢ validada para valores de ¢ maiores que 25.72. Mencionamos também que deducoes
nao rigorosas da temperatura critica do modelo de Potts foram feitas com ¢ > 4,
em 1978, usando argumentos nao-geométricos baseados nas propriedades analiticas do
Hamiltoniano.

Para ¢ > 1, sabemos do Capitulo 1 que o parametro critico existe. Nossa meta
agora ¢ explorar a dualidade do modelo de aglomerados aleatérios para calcular o valor
do ponto critico.

TEOREMA 4.1 (V. Beffara, Duminil-Copin [2]). Seja g > 1. O ponto critico p. = p.(q)
do modelo de aglomerado aleatorio com pardametro q definido sobre a rede 7?2 satisfaz:

\/a
1+./q

onde psq € 0 ponto auto-dual definido no Capitulo 2, Definicao pag. 31.

Pe = Psd =

A prova deste teorema sera feito como consequéncia dos dois seguintes lemas.

4.1 - Cota inferior para o ponto critico: p. > ps

A prova desta desigualdade é ligeiramente facil. Esta prova usa uma construcao
classica conhecida como Argumento de Zhang. Este argumento foi inicialmente usado
no caso do modelo de arestas independentes mas estende-se facilmente para o modelo
de aglomerados aleatorios. A heuristica para a validade desta desigualdade é a seguinte:
se assumimos que p. < Psq, a configuracao em pgy deve conter um aglomerado aleatorio
infinito primal e um aglomerado aleatoério infinito dual, j& que o modelo de aglomerados
aleatorios dual estd na fase supercritica também. Intuitivamente a coexisténcia destes
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aglomerados implica a existéncia de mais de um aglomerado aleatoério infinito, o que
contradiz o Teorema da unicidade do aglomerado aleatério infinito (Teorema (2.12))).

LEMA 4.1 (Argumento de Zhang). Se ¢ > 1, entdo
¢2Sd7q722 (O S OO) =0.
Como consequéncia, p. > Psd-

Demonstracdo. Suponha que qbgsd’ng(() < 00) > 0. Entao este modelo com p = pyy
estd na fase supercritica, isto é, p. > psq. Portanto

0 (N=1)=1, (4.1)

psd7q7Z2

onde N ¢é a variavel a aleatéria que conta a quantidade de aglomerados aleatérios
abertos infinitos. Defina o evento

R { O tnico aglomerado aleatorio (aberto) }
n — 9 .

infinito em Z? \ [—n,n]? intercepta [—n, n]

Note que a sequéncia de eventos {R, : n > 0} é crescente, logo pelo teorema da
continuidade da medida temos

l=¢) p»(N=1)= lim ¢

Psa,q,Z? (Rn) < nll_{{}o ¢0 ([—n, n]2 > OO)

Psd>q,Z2

Assim dado € > 0 existe ng € N tal que se n > ng entao

\(bgsd’ng([—n,nP —o0)— 1] <e
Logo podemos escolher m suficientemente grande de maneira que

gbgsd’qyzg([—m,m]Q —00)>1—e (4.2)
Fixando mg > nyg, seja A (resp. Ag, A., Ap) 0 evento :

e O segmento {—mg} X [—mg, mg] (resp. {mo} X [—mq, mg|, [—mo, mo] X {mo},
[—mg, mo] X {—mp} ) estd em um aglomerado infinito em Z? \ [—myg, my)?,

onde e =esquerda, d =direita, ¢ =cima, b =baixo. Por invariancia por rotacao do
modelo de aglomerados aleatérios temos

gsdaQyzQ (Ae m Ad) = gsd,q,ZQ (AC m Ab) (43)
Por outro lado, segue de (4.2)) que
¢2sd7Q7Z2 (Ae U Ad U AC U Ab) = ¢2Sd,q,Z2([_m07 mO]Q <~ OO) >1—c¢€ (44)

Usando o “Truque da Raiz Quadrada" (veja apéndice) temos
0 aze(A) 21— [1 =2 (A UAUAUAL,  u=edcb  (45)

Segue das desigualdades (4.4)) e (4.5) que
0 (A)>1—¢i,  u=edcb. (4.6)

Dsdrq, L2
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Observe que os eventos A,, onde u = e, d, ¢, b sao eventos crescentes, logo por (4.6)
e pela Desigualdade FKG
1 1
oongz2(AeMAY) > @) 7a(A)B) | 7e(Ag) > (1 —€d)® > 1 — 25, (4.7)

Psd>q, 22 P

Usando a identidade (4.3) e que ¢gsd’q7zg é estocasticamente dominado por gb;vsd’q’ZQ,
obtemos
1
o (Ac N Ap) > 1 — 2¢1. (4.8)

psdquzQ

Antes de prosseguir lembramos dois fatos importantes sobre este modelo

a) o ponto auto-dual é dado por p*(psq) = Psd;

b) a medida dual de ¢) . & ¢;*7q722*.
Seja A} (resp. A;) o evento a face (3,2) 4+ [1 —n,n—1] x {n — 1} (resp. (3,3) +[1 —
n,n — 1] x {1 —n}) estd em um aglomerado infinito na configuracdo dual, no exterior
do quadrado (3, 3) 4+ [1 —n,n — 1]%. Usando a dualidade, as observagdes a) e b) ¢ as
estimativas feitas acima, podemos afirmar que para todon > m + 1

2Sd’q’Z2 (AeNAsnAcnAy) = ¢2sdaQ7ZQ (Ae N Ag) (bzlv (Psa) @, 2" (AZ N Ap)
=z ¢2sd7Q7Z2 (Ae n Ad) ¢11934,q,22* (A: N AZ)
> (1 —2€1)?
>1-— 46%,

onde na primeira desigualdade usamos a Desigualdade FKG e o fato b), na segunda
desigualdade o fato a) e na terceira desigualdade usamos as equagoes (4.7) e (4.8))
simultaneamente. Isto é,

B aze(Ac N AN AN Ap) > 1 — def (4.9)
Agora considere o evento
B = {toda aresta dual em (3, 3) + [1 — n,n — 1]* esta aberta}

Note que os eventos B e A, N Ay N AN A; dependem de estados de arestas disjuntas.
Usando a estimativa (4.9)) e aplicando as propriedades de Dominio de Markov e Energia
Finita, temos que

Oy az2(B) >0 e ¢ (BlAcNANALNAL)) >0, (4.10)
consequentemente

@ (N >2)>¢0 o (BNANANALN A

Psd>q,Z2

> 0.

chegando assim a uma contradi¢ao com (4.1)), que garante a unicidade do aglomerado
aleatoério infinito na fase supercritica quase certamente. [

A Figura (4.1) nos fornece um algoritmo elegante da demonstracao anterior.
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00
N
[_nan]Q i > [_nan]Q
Truque da Raiz Quadrada
[—
5
o
%
@
1/4 S
¢p,q(-) >1—e¢ o
Q.
[}
00 3
<
(¢}
/\I/ Er
2
p— O'O
[—’I’L, n]Q i-‘
_.—.~'.

N—

bp.g(l) > 1 — 4det/4

Figura 4.1: Passos da prova de que p. > psq.

4.2 - Cota superior para o ponto critico: p. < py

Para a prova do lema que segue, vamos usar o Teorema para construir um
caminho que conecte a origem ao infinito, quando p > p,; com uma probabilidade
positiva. Existe uma grande dificuldade para fazer tal construcao, pois precisamos
transformar estimativas dentro do toro em estimativas que sejam validas em toda
rede Z2. Para superar estas dificuldades usamos as desigualdade de comparacao entre
condicoes de fronteiras que nos permitird substituir condi¢oes de fronteira peridédicas

por condicoes de fronteira conectadas.
LEMA 4.2. Se q > 1, entao
¢L 52(0 <> 00) > 0,

p,q,22

para todo p > psg. Como consequéncia p. < Psq.

Demonstracdo. Seja a > 1 fixo. Para cada n > 1, defina: a caixa centrada na origem
A(n) = [-a™, a"* N 22,

e o anel
A =An+1)\ A(n).

n —

Observamos que um circuito aberto num anel serd um caminho aberto que circula a
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origem. Definindo o evento:

Existe um circuito (aberto) no anel A% circulando
A = a origem e também um caminho (aberto)

ligando este circuito a fronteira da caixa A(n + 2)

(a) (b)

Figura 4.2: (a) O evento A$. (b) Combinacao dos eventos A%; isto é cons-

trucao de um caminho da origem ao infinito.

Primeiro, observe que o evento A% ocorre sempre que os seguintes eventos ocorrem
simultaneamente:

e Os seguintes retangulos sao cruzados horizontalmente:

Rl — [—Oén+l,04n+1] % [Oén, an—i—l]’
Rg — [_an—i—l’an—&—l] % [_a/n—i-l’ _an]’
Rs = [—a", a"] x [0,a""?;

_ . n+l n+1]

Rs = [-a™, a"] x [-a™ ot
Isto é, temos
Cn(R1) N6L(Re) N6r(R3) NE6,(Ry) NE,(R5) C A
Definimos também o retangulo
Rs = [0,a"] x [0,a™?].

Observe que os eventos €, (R;) i = 1,2,3 e €,(R;) j = 4,5,6 sdo crescentes. Assim,
usando a simetria dos quatro primeiros eventos na interse¢ao acima e o fato de que o
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evento €,(Rs) contém o evento 6,(Rg), temos que para qualquer grafo G contendo a
caixa A(n + 2) e qualquer condi¢ao de fronteira & (nos sentidos 1 e 2)

8 ol AD > [65,0(6(R)] " 0 (€(Re))
{¢pq, ( ([0, ™ 2] x [0,0/1))}5, (4.11)

onde na primeira desigualdade usou-se a Desigualdade FKG e na segunda desigualdade
a simetria dos eventos envolvidos no produto.

Observe que VN > 1, os eventos {(),_y A% : n > N} sdo decrescentes, logo pelo
teorema da continuidade da medida e pela invariancia translacional do modelo temos

qu2(0 — OO > ¢1qZ2 <ﬂ Aa) = 7}1_3)10 ¢11)7q’22 (ﬂ A%) . (412)
k=N

k>N

n a\ . . .

Note que se cotamos gbquQ (Mi—n Af) inferiormente, de maneira uniforme em n,
nosso problema acaba. Portanto nos concentraremos em estimar a dita probabilidade.
Para cada n > 1, pelas propriedades elementares da probabilidade condicional temos

ﬂ A;“) O 2 (Aa N Aj“)

j=N+2
ﬂ A?) 117,11,22 (‘Ag—l | Az) qu2(~Aa)

= By g2 (A7) Haﬁ;qzz AP AS, k<j<n). (4.13)

Fixe k € [N,n—1]. No evento ﬂk <j<nA§, considere o circuito aberto mais exterior
[ em A$, |, note que tal circuito pode ser descoberto por um processo de exploracao
feito fora do dominio que delimita o circuito existente em A7 ;.

Condicionando sobre I' = ~, onde v é uma possivel realizagao de I'. Podemos
observar que uma configuragao no interior de v tem condicoes de fronteira conectada
(ja que v é um circuito aberto) e que a probabilidade condicional de existir um circuito
em Af conectado por um caminho aberto ao circuito v € maior que a probabilidade de
existir um circuito em A{ conectado a fronteira da caixa A(k + 2) com condi¢oes de
fronteira conectada. Dai temos que quase certamente

Oz (AL | AT, k< j<n)=dy,72(8) 00 (A7 | T))
> ¢1137Q,A(k+2) (Ag>
> O ek (A7) (4.14)

> 6 e (6 (10,0472 x [0,0%]))°

5
> (1 — %a‘cl(”)(k”)) : (4.15)
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Na primeira desigualdade, usamos a cota inferior uniforme sobre a probabilidade condi-
cional. Na segunda desigualdade usamos a desigualdade de comparacao entre fronteiras
sobre a caixa A(k + 2) de lado 2a**2 com condicdo de fronteira conectada e sobre o
toro de tamanho 20%*2 com condicdo de fronteira periddica. A terceira desigualdade
¢ devido a (4.11). A ultima desigualdade segue do Teorema do capitulo anterior
(com n = 1a**2)), onde ¢/(p) é uma constante positiva.

Substituindo este resultado em , obtemos

0o 1 ) 5
G TL (1= o) qaao)

Para mostrar que 1) é positivo basta mostrar que

A I
11 (1 -0 W’f*”) > 0. (4.17)

k=N

Pode-se verificar (por indugao) facilmente que se 0 < a; <1 e N > 1 entdo

[[a-a)>1-av—ays—...—an, VYn=N+1LN+2 ... (4.18)
j=N

Mediante um calculo simples podemos ver que existe ng € N tal que se N > ng entao
o = (p)(N+2)

3 1, ewmty - 7777

4 4(1 — a=¢W)

k=N

Desta igualdade segue que 4.17] é positivo para todo N. De fato, basta notar que os
ng primeiros fatores sdo positivos e para os demais termos basta usar a desigualdade
acima, junto com Assim podemos afirmar que existe ¢ = ¢(p, «) tal que

pq22 (ﬂ Aa) > C ¢pqz2(v4a) (4.19)

k=N

Por outro lado, temos que

Opag -z zp(r([0,07(a™)] x [0,0"]) ) = ¢y ( €1([0,0%(a™)] x [0,a"]) )

P>Psd

68 [0, 02(a™)] x 0,07]) )
Teorema

/-/2\ c(a?).

Na primeira desigualdade usamos a desigualdade de comparagao entre condicoes de
fronteira sobre a caixa [—%, 2]* de lado m com condicéo de fronteira conectada e sobre
o toro de tamanho m com condicoes de fronteira periodica. Na segunda desigualdade
usamos a monotonicidade das medidas de probabilidade do modelo de aglomerados ale-
atorios com respeito ao parametro p. Na terceira desigualdade usamos a generalizagao
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do Teorema de Russo-Seymour-Welsh (Teorema (3.3])) com a substituido por o?, onde
c(a?) é uma constante positiva.

Na estimativa anterior , tomando o limite quando m — oo, pela definicao das
medidas de aglomerados aleatérios a volume infinito, temos que para todo n > N

Bpgzz( Gu([0,0%(a™)] x [0,0"]) ) = c(a?). (4.20)

Usando (4.20) em (4.19), temos que VN > 1

(4.19)
P%ZQ <ﬂ Aa) > cC ¢p q,72 (Az)

@11)

[0 ( G0, 02(M)] % [0,07) ) ]
(£.20)

/z\c. c(a?)’.

Considerando N = 1, pela desigualdade anterior

n—oo

4.12 n
¢quQ(0<+oo) lim ¢! 7 (ﬂ Ag)
k=1

Portanto (b;?,q,ZZ(O < 00) >0 Vp > ps, em consequéncia p. < pgg, concluindo a
prova. n

Um subproduto da demonstra¢do dada acima, basicamente usando (4.19) e (4.20)) nos
fornece também a prova do seguinte resultado

PROPOSICAO 4.1. Dados o > 1, ¢ > 1 e p > psq. Ezistem c,c1,e; > 0 (dependendo de
p,q e «) tais que para todo N > 1,

¢pq,z2<m Aa> >c H (1 —cre %) > 0.

k>N

Observamos que na prova do Lema usamos a condicao de fronteira conectada,
mas como é bem conhecido se p # p. entao todas as medidas a volume infinito do mo-
delo de aglomerados aleatorios coincidem. Por isto nao escrevemos nenhuma condigao
de fronteira no enunciado acima.

Sabemos que na fase sub-critica do modelo de percolagao de Bernoulli de arestas
independentes, a probabilidade de que dois pontos x e y sejam conectados por um
caminho decai exponencialmente com respeito a distancia entre os pontos x e ¥y, veja
[5],[9], [12]. Abaixo apresentamos uma generalizacao deste fato para o modelo de
aglomerados aleatorios.
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TEOREMA 4.2 (Decaimento Exponencial). Seja ¢ > 1. Para todo p < p.(q), existem
0 < C(p,q),c(p,q) < oo tais que para todo x,y € 72,

Ppazz(t < y) < C(p, q)e @Dyl

onde | - | denota a norma euclidiana em Z>.

Demonstracdo.  Seja x um vértice do grafo Z* = (V(Z?), E(Z?*)) e seja C, o aglo-
merado de z, isto ¢, Cp(w) = {y € V(Z*) : z <> y em w}. Denotaremos por |C,|
sua cardinalidade (ou volume). Primeiro provaremos que a variavel aleatoria |C,|
tem momentos finitos de qualquer ordem. Logo deduziremos que a probabilidade de
{w e Q:|C;|(w) > n} (que por simplicidade denotamos por {|C,| > n} ) decai expo-
nencialmente em n.

Passo 1: Momentos finitos para |C,|

Considere 7 > 1 e p < pgq; desejamos provar que:
Ppg.z2(|Cal") < 00, (4.21)

Inicialmente considere a caixa de tamanho n centrada na origem: A, = [—n,n)? N Z.
A caixa de tamanho n centrada no ponto x sera denotada por A, (x) = 4+ A,. Sejam

p1:= (P +psa)/2 € (D, psa) €
D, :={w ez Z*\ Ay(2) em w},

denote por H,, a distancia de Hamming, definida em (3.2)). Observe que H,, é o nimero
minimo de arestas fechadas que devemos cruzar para ir de x a fronteira da caixa A, (z).
Seja
pP1—P
a:i=e2t > 1.

Na fase subcritica, isto é, para p < pge, usando a propriedade de Dominio de Markov as
equagoes ({4.14)) e (4.15), a Desigualdade de Bernoulli e a continuidade da probabilidade,
podemos verificar que para cada o > 1 fixado, se N é suficientemente grande, entao

A
Dpeq,(22)* (ﬂ (A%) ) >3
E>N

onde o evento (A%Y)* é a ocorréncia do evento A% no modelo dual. Observamos tam-
bém que as desigualdades citadas acima se aplicam neste caso pois p* = p*(p,q) >
P*(Psa, @) = psa- Como p; < pgg para N grande temos

1
¢pf,q,(22)* (ﬂ (Az)*) > 5

k>N

Note que se N é suficientemente grande entdo H, > (logn/loga) — N. Logo

logn . logn
Qbm,q,Z?(Hn) > ( 5T N) ¢p’{,q7(22)* <ﬂ (Ak) ) >

log v hg ~ 4loga
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para n suficientemente grande. Finalmente, pelo uso da Desigualdade [3.5] e da desi-
gualdade anterior, encontramos que para cada p < p; < psq

by qz2(Dy) < ¢p1,q,z2(Dn)6_4(m_p)¢p1’q"22(H") < pm @ty (4.22)

para n suficientemente grande. Usando a desigualdade acima temos

Oprqz2(|Cel” = 1) = ¢y, 4.22(|Ce| > n7)
< Ppy q,22 <Dn%>

—(2r+3)
S n 2r

Afirmamos que ¢, ,72(|Cs|” = 00) = 0, pois pelo teorema de continuidade da
probabilidade temos

1
0 quando n — oo.

Ja que |C,|" é uma variavel aleatéria nao negativa e

° oo
—(2r+3)
Y gz (|Cal =n) <Y nTE T < oo,
n=1 —1
Segue das desigualdades acima que ¢,, ,72(]C,|") < o0.

Passo 2: Decaimento exponencial

Afirmamos que

H
liminf — > ¢ quase certamente. (4.23)
n—oo N

Usando ([4.23) na primeira desigualdade de (4.22)) ficamos com

—An(p1—p)d,, ;72 (Hn)/n —4n(p1—p)c
¢quQ(Dn)§e <e

para todo n suficientemente grande. Esta desigualdade implica imediatamente que
para todo n suficientemente grande

¢p,q,22(|0x| 2 TL) S 6—4n(171—p)c7
consequentemente existe ng € N tal que
¢p,q,Z2 (l’ <~ y) S 6—4n(p1—p)c \V/y & (9Dn, Vn Z ng.

Tomando ¢(p,q) = 4(p1 — p)c > 0 e C(p,q) = 1 encerramos a prova.
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Nesta direcao agora nos concentraremos em provar a Desigualdade que nos dé
uma cota inferior uniforme em n da varidvel aleatoéria H,,.

Consideremos um caminho (nao necessariamente aberto), auto-evitante - saindo da
origem e indo até a fronteira da caixa de comprimento 2n, B(n) = [—n, n|?. Definimos
K,, o nimero de aglomerados aleatorios abertos de ~, mais precisamente, K,, é o niimero
de componentes conexas obtidas a partir de v removendo todas as suas arestas fechadas.
Para cada x € v, definimos (C,,),, sendo o aglomerado aleatério aberto de v contendo z,
isto é, removemos todas as arestas fechadas de v e denotamos por (C,,), a componente
conexa do grafo contendo o vértice . Como ¢ usual, nos escrevemos |(C,).| para o
nimero de vértices de (C,,),.

Note que

1Co| 7 < (C)a] 7! para todo x € (4.24)

logo

> (Co)al ™ = K. (4.25)

rey

Esta igualdade é valida pela seguinte razao. Seja II um aglomerado aleatorio aberto de
7. Cada vértice x de I contribui [IT|~! para a soma (4.25)), de modo que a contribuigao
agregada dos vértices de II é exatamente 1.

Logo por (4.24)) e (4.25) temos que

1 1
—K,>— ) |C]7". (4.26)
1] 1] Z

xTeEYy

Definindo T'(y) como o niamero de arestas fechadas no caminho =y, por (4.26)) obte-
mos a seguinte desigualdade

T0) 1

n kel

-1
1 1

> [ =
|cz|—<\v|z’c””‘) ’

ey

1
T(vy) > m;

ja que T(v) > K,, isto é, o nimero de arestas fechadas em ~ é maior que o nimero
de aglomerados aleatorios distintos interceptando . A tultima desigualdade acima é
obtida pela convexidade da fun¢do 1/x. Por outro lado, como H,, pode ser reescrito
como: H, =inf {3 . [1 —w(e)]: 7 €[]}, onde [] representa a familia de caminhos
(nao necessariamente abertos) da origem a fronteira da caixa B(n) = [—n,n]?, temos
que

~1
oo g (i > \Cm|> : (4.27)
n 7:0622\B(n) \ |7 =
A ideia nesta parte é obter uma cota inferior, quase certamente, na direcao da desi-
gualdade anterior, para isso necessitamos transformar as varidveis aleatorias |C| em
variaveis aleatorias independentes.

Seja (Cy)zep(n) uma familia de subconjuntos independentes de Z? com a proprie-
dade de que C, tem a mesma distribuicao que C,.

Afirmacao: A familia (5’x)x63(n) é estocasticamente dominada pela familia (M, ).ecp(n)
definida como: N
M, := sup |C,].

yEZ2:xeCy
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Provaremos esta afirmacao indutivamente. Seja vq,vs,... um ordenamento determi-
nistico de Z2. Dada a familia (6’:5) construiremos a familia (D,),cp@m) tendo a mesma
distribuicao que (C;)zep(m) € satisfazendo a seguinte condicao: Para cada z, existe y tal
que D, C C,. Definindo D,, = C,,. Dados D,,, D,,,...,D,,, definimos E = U, D,,.
Se vpy1 € E, temos que D,, ., = D,, para algum j tal que v,y1 € D,;. Se v,41 ¢k,
procedemos como segue. Seja A E o conjunto de arestas de Z? tendo exatamente um
vértice em . Um subconjunto aleatério F' de 5'%“ pode ser obtido de tal modo que F'
tem a distribuicao condicional de C,,,; dado que todas as arestas em A, F sao fechadas;
logo D,, ., = F. A propriedade do Dominio de Markov e a associagao positiva pode ser
uado para para mostrar que a distribuicao de C,,,,, dado C,,,C,,,...,C,, depende s6
de A F, e esta estocasticamente dominada pela distribuicao do aglomerado aleatério
em todo £ sem nenhum condicionamento. Obtendo a requerida dominagao estocastica.
Em particular, |C,| < M, e M, tem todos seus momentos finitos.

De e da dominacao estocéstica obtida acima, temos que

-1
H, _ .. . : 1
liminf — > liminf  inf (— E \Cﬂ)
n—oo M n—00 ~:0622\B(n) \ ||

xey

-1
1

> <limsup sup W E MJ;) .
) 1Y

n—o0  ~:0<3Z2\B(n

O segundo passo é substituir M, por varidveis aleatorias que sejam independentes.
Podemos aproveitar o Lema 2 de [10] para provar que

1 -1
1 ~
ZMI> > <2limsup sup m Z |Ox’2) ;
xzel

1
n—00  v:0<3Z2\B(n) h/‘ n—oo  |I|>n

<lim sup  sup
onde os supremos sao tomado sob todos os grafos conexos finitos I' de cardinalidade
maior que n_contendo a origem (também chamados de animais).
J& que |C,|? sao independentes e tém momentos finitos de qualquer ordem, o prin-
cipal resultado de [6], garante que

1 ~
2 lim sup sup m Z IC.><C q.c,

para alguma constante C' > 0. Dai com probabilidade positiva, liminf H,/n é maior
que uma certa constante positiva, o que conclui a prova.



Capitulo

APENDICE

DEFINIGAO 5.1. Seja (2,.F) um espagco mensurdvel. Dizemos que um evento A € F
€ tnvariante por automorfismos, se para todo automorfismo ® 1 Q — Q, temos que

o1(A) = A.

Por exemplo, cada automorfismo @ : Z2 — Z? induz naturalmente um _automorfismo
em Q = {0,1}7@") onde ®(w) é a configuracio dada por ®(w)(e) = w(P(e)). Assim

=(n) = {Existem exatamente n aglomerados aleatorios (abertos) infinitos}

¢é invariante por .
A proposicao abaixo mostra que qualquer evento, no modelo de percolagao de Ber-
noulli, invariante por automorfismos tém probabilidade 0 ou 1.

PROPOSIGAO 5.1 (Ref. [B5]). Seja (2,.7, P,) o espago de probabilidade do modelo de
percolacao de Bernoulli. Se A € ¥ e um evento invariante por transla¢ao entao a
probabilidade do evento A €0 ou 1.

Demonstracdo. Considere o grafo Z? = (Z?, E(Z*)) Seja zy € Z*. Ja que Z* é um grafo
invariante por translagoes, existe um nimero infinito de vértices z tal que ®~1(z) = x,
para alguma translacio ® de Z2. Como A € .Z, logo existe um subconjunto finito de
arestas F' de F(Z?) e um evento cilindrico Er, que s6 depende dos estados das arestas

em F, tal que

P,(AAER) <€, Ve>0. (5.1)
Defina M = max{||zo—yl|| : y € F'}. Como M < 00, Bapy = {2 : ||z, — 2| < 2M} < o0,
logo existe um vértice e um automorfismo ® de Z? tal que ®(xg) = .
Para todo y € F temos: Se zp = & '(y) = & (y) ¢ F. Pois caso contrario,
lzg — 27 y)|| £ M < 2M = x5 # & (y). Se g # @ '(y) = & (y) € F. Pois
lzo = @ (W)l = llwo — @~ (wo)ll = 97 (o) = (W) = llwo — 2|l = [lwo —yl| > M
= & y) ¢ F. Portanto FN® Y(F) =0 = Ep e '(F) dependem de estados de
arestas distintas, portanto Er e & 1(F) sao eventos independentes.

Ora, da equagao (5.1)) obtemos

|Po(A) = P(Ep)| < e, (5.2)
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pois |P,(A) — P,(Er)| < P,(AAER). Além disso temos que
P,(A) = P,(ANA) = P,(ANn®1(A)). (5.3)

Usando a independéncia obtemos
por indep.
Py(Erp) = Py(Ep)By(27(Er)) =" By(ErN O~ (Er)). (5.4)
Pelas propriedades elementares de probabilidade segue que P,(AN ®~1(A)) é igual a

=0

A

Py Epn®Y(A) + P(ANES) N & Y(A)) — P,(Er AN L(A).  (5.5)

Analogamente temos que P,(Er N®~'(A)) é dado por
P(ErN® Y (Ep)) + P, (ErN® (AN ES)) — P(Ep N O (Ep N A%)). (5.6)
Das identidades (5.3), (5.4), e segue que |P,(A) — P}(Ep)| é igual
= |B(AN®7H(A) — By (Ep N @7 (A))]
=|P,((ANEL)N®A)+ P (ErN® Y (ANES)) — B(EpN® Y ErN AY))|

= [Py(® (AN ER) + P(Er N @ (AN ER)) — Py(Er N~ (Ep N A%))|.

Ly Lo L3

Isto é,
|PP(A) - PpQ(EF)l = |Pp(L1) + PP(LQ) + Pp(L3)|- (5-7)

Para cada um dos termos do lado direito da igualdade acima temos as seguinte esti-
mativas:

por
Py(Ly) = P& (AN ES)) = P(AN ES) < P(AAER) "< e

Para L, temos
P,(Ly) = P(ErN® Y (ANEL)) < P(® Y(ANES)) = Py(Ly) < e
Finalmente para o evento L3 temos

P,(L3) = P,(ErN® ' (Ep N A%))

< P(®HErN A%)) = P,(Er N A
por

=~
Usando as desigualdades acima temos as seguinte cotas

—2¢ < —Py(Ly) — Fy(Ls) < Bp(L1) + Pp(Ls) — Py(Ls) < Fy(Ly) + Bp(La) < 2e.
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Esta desigualdade implica que |P,(L1) + P,(Ls) + P,(L3)| < 2¢. Assim em (5.7)) temos
|P,(A) — P2(Ep)| < 2e. (5.8)
Finalmente por (5.1), (5.7)), (5.8) e pela desigualdade triangular obtemos
|Po(A) = Py(A)| < |By(A) — PJ(Ep)| + | Py (Ep) — B(A)]
< 2e + |By(Er) + By (A)||P(Er) — Py(A)]
<2+ |Py(EFr) + P,(A)le

< 4e.

e como € > 0 foi arbitrario = P,(A) = P2(A) = P,(A) € {0, 1}. u
Como o evento =(n) é invariante por automorfismos, segue diretamente do teorema
acima que P,(=(n)) € {0,1}. Na fase supercritica, P,(0 <> co) > 0, dai

P,(E(n)) > P,(z ¢+ 00) = P,(0 <3 00) > 0 = P,(E(n)) =1,

onde na primeira igualdade usamos o fato de que .2 é um grafo invariante por transla-
¢Oes. Assim temos que na fase supercritica existe pelo menos um aglomerado aleatério
infinito quase certamente. A unicidade desse aglomerado pode ser deduzido, como
caso particular, do Teorema [2.12] A prova da unicidade do aglomerado infinito para o
modelo de percolagao de arestas independentes pode ser encontrada também em [9] e
[12].

DEFINICAO 5.2. Uma varidvel aleatoria X : Q — R € invariante por automorfismos se
®X = X para cada automorfismo ®. Um evento A € F € invariante por automorfis-
mos se a varidvel aleatoria 14 € invariante por automorfismos.

DEFINIGAO 5.3. Seja p @ (2, F) — R uma medida de probabilidade. A medida de
probabilidade 1 € chamada invariante por automorfismos, se para todo evento A € %,
w(PA) = u(A), para todo automorfismo ®.

Se consideramos o espaco mensuravel (€,.%) definido no trabalho, a medida de
percolagao de Bernoulli P, é invariante por automorfismos. Como caso particular de
automorfismos, temos as translacoes.

DEFINIGAO 5.4. Seja p: (Q,.#) — R medida de probabilidade. A medida de proba-

bilidade 11 € ergodica se para qualquer varidvel aleatoria X : Q — R invariante por
translagoes, u(X) € {0,1}.

PROPOSICAO 5.2. A medida de probabilidade p € ergddica se para qualquer evento
invariante por translagées A € F , u(A) € {0,1} ou equivalentemente a medida de
probabilidade 1 € ergddica se para qualquer varidvel aleatdoria X : Q0 — R invariante
por translagoes, u(X = k) =1, onde “k” € uma constante.

Observamos que pela Proposi¢ao [5.1] a medida de probabilidade do modelo de per-
colagao de Bernoulli P, é ergodica.
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Truque da raiz quadrada

Sejam Aj, A, ..., A, eventos crescentes e equiprovaveis tal que A = (J;_; A;, entao

Demonstracio.

> H P,(A7) Pela Desigualdade FKG
= (1— PB,(A))", eventos equiprovaveis.

De onde se deduz que P,(A4;) >1—[1— Pp(A)]%. n
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