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RESUMO

Recentemente o Teorema de Perron Frobenius foi provado para potenciais Holder definidos
no espaco simbolico 2 = MY, onde o alfabeto M ¢ um espaco métrico compacto qualquer.
Nesta tese estendemos este teorema para potenciais definidos no espago de Walters W (£2), em
alfabetos similares. No resultado acima seguimos de perto o trabalho original [48], as diferencas
principais da demonstragao moram em argumentos a respeito do suporte da medida a priori.

Descrevemos em detalhes um procedimento abstrato para obter a analiticidade no sentido
de Fréchet do operador de Ruelle sob condi¢oes bastantes gerais e usamos isso para obter a
dependéncia analitica desse operador em ambos os espagos C7(Q2) e W(2). Este resultado é
importante pois esta intrinsecamente relacionado com a analiticidade da pressao. Para este
fim foi necessario estabelecer em W (£2) uma estrutura de élgebra de Banach, bem como sua
wmwvaridancia pelo operador de Ruelle. Esses resultados sao novos tanto no contexto de espago de
estados compactos quanto no contexto de espacos de estados finitos.

A regularidade do funcional pressao é de grande interesse pois tem relagao indissocidvel com
transicao de fase. Neste trabalho estabelecemos a analiticidade do funcional pressao no espaco
dos potenciais Holder. Nesta demonstragao é usado de modo fundamental que para potenciais
Holder o operador de Ruelle possui a propriedade do buraco espectral.

Um decaimento exponencial de correlagoes é provado quando o operador de Ruelle tem a
propriedade do buraco espectral.

Uma nova (e natural) familia de potenciais na classe de Walters (em um alfabeto finito
derivada do modelo de Ising) nao possuindo um decaimento exponencial de correlagoes é apre-
sentada. A idéia por tras desse resultado é usar o dicionério estabelecido em [9] entre o forma-
lismo termodindmico e o modelo de Ising para usar fortemente as desigualdades de Griffiths-
Kelly-Sherman, ja estabelecidas no contexto da mecéanica estatistica para mostrar um exemplo,
também conhecido pela comunidade da mecéanica estatistica, com decaimento superpolinomial
de correlacoes. Devido a auséncia de decaimento de exponencial de correlagoes temos por
conseguinte a auséncia do buraco espectral para o operador de Ruelle.

A sistematica acima também fornece uma nova abordagem para a obtengao de exemplo de
decaimento de correlagoes, que nao pode ser recuperado pelos resultados apresentados em [42]
a respeito de decaimentos de correlagoes subexponenciais nem do trabalho de Gouézel em [25],
que generaliza o anterior.

Palavras chave: Formalismo Termodinamico, Operador de Ruelle, lattice uni-dimensional, Analiti-
cidade da pressao, buraco espectral.



ABSTRACT

Recently the Ruelle-Perron-Frobenius theorem was proved for Holder potentials defined on the
symbolic space Q = MY where (the alphabet) M is any compact metric space. In this thesis,
we extend this theorem to the Walters space W (), in similar general alphabets. In the above
result we follow closely [48], the main differences of the proof are in the argument respecting
the support of the a priori measure.

We also describe in detail an abstract procedure to obtain the Fréchet-analyticity of the
Ruelle operator under quite general conditions and we apply this result to prove the analytic
dependence of this operator on both Walters and Hélder spaces. This result is important,
because is closely related with the regularity of the pressure. To this end it was necessary
establish in W () a Banach algebra structure, as well as its invariance by the Ruelle operator.
These results are new in both contexts, finite or general compact space of states.

The regularity of the pressure functional is of great interest since it is closely related with
the phase transition. In this work we establish the analiticity of the pressure functional on the
Holder spaces C7(2). In the proof it is used in a fundamental way the presence of the spectral
gap.

An exponential decay of the correlations is shown when the Ruelle operator has the spectral
gap property.

A new (and natural) family of Walters potentials (on a finite alphabet derived from the
Ising model) not having an exponential decay of the correlations is presented. The idea behind
this result is to use the dictionary established in [9] between the termodinamic formalism
and the Ising model in order to apply the Griffiths-Kelly-Sherman inequalities to obtain a

superpolynomial decai correlation. Because of the lack of exponential decay, for such potentials
we have the absence of the spectral gap for the Ruelle operator.

Key-words: Thermodynamic formalism, Ruelle operator, one-dimensional lattice, Analyticity of Pres-
sure, Spectral Gap.






Sumario

G {e Stmbolos 12
IO METODO DO OPERADOR DE TRANSFERENCIA | 17
(L1 O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS| . . . . . ... ... ... ......... 17
L2 O MODELODE ISING EM ZI. . . . . . ... .. o 18
(L2.1 O MODELO DE ISING A VOLUME FINITOl . . . . ... ... ... .... 19

(1.2.2 O MODELO DE ISING UNIDIMENSIONAL (C.C. LIVRES)| . . .. ... .. 20

[L3 CADEIAS DE MARKOV] . . . . . . . . oo ot 22
(L3.1  CADEIAS DE MARKOVI . . . . . . . . . . . o 22

[L3.2  MEDIDAS DE MARKOVI. . . . . . . . . . oottt 23

(.4 O TEOREMA DE RUELLE-PERRON-FROBENIUS . . . . .. ... ... ... ... 25
(1.5 APLICACOES DO TEOREMA RPF| . . . . . . .. . ... ... ... ... .... 28
51 O FORMALISMO TERMODINAMICOl . . . . . . . . .. ... ... ... .. 28

[2 ESPACOS DE ESTADOS COMPACTOS| 33
2.1 O ESPACO M E MEDIDAS A PRIORI|. . . . . . . . . . . . . . . .. 33
[2.2 O ESPACO DAS SEQUENCIAS|. . . . . . . . . . . . . . . 33
22.1 OS ESPACOS C(Q) ECY(Q) |. . . . . .. . 34

2.3 O OPERADOR DE RUELLEl . . . . v v v v vvi e e e e 36
[2.3.1 O TEOREMA DE RUELLE-PERRON-FROBENIUS (RPF)[ . . . ... ... 40

13 ANALITICIDADE DO FFUNCIONAL PRESSAOI 49
3.1 ANALITICIDADE DO OPERADOR DE RUELLE . . ... ... ... ........ 49
3.2 O BURACO ESPECTRAL E A ANALITICIDADE DA PRESSAO|l . . . . . ... ... 53
3.3 A DERIVADA DO FUNCIONAL PRESSAQl . . . . . ... ... ... ........ 56



10 SUMARIO
[4 O TEOREMA DE RUELLE NO ESPACO DE WALTERS| 63
4.1 O OPERADOR DE RUELLE NO ESPACO DE WALTERS| . . . . .. ... .. ... 63
4.2 O TEOREMA DE RUELLE NO ESPACO DE WALTERS| . . . . . . . . .. ... .. 66
4.3  CARACTERIZACOES DA CONDICAO DE WALTERS| . . . . . . . . . .. .. .. .. 70

5 O OPERADOR DE RUELLE E O FORMALISMO DILRI 73
b.1 MEDIDAS DE GIBBS DUAIS| . . . . . . .. ... 73
Hh.2  MEDIDAS DE GIBBS NO SENTIDO DLRI . ... . ... .o o000 . 74
.3 MEDIDAS DE GIBBS NO LIMITE TERMODINAMICO! . . . . . . . .. ... .... 75
.4 G C G C GPER 75

6 DECAIMENTO DE CORRELACOES| 77
[6.1 BURACO ESPECTRAL E DECAIMENTO DE CORRELACOES| . . . . . .. .. ... 7
[6.2 AUSENCIA DE BURACO ESPECTRAL NO ESPACO DE WALTERS| . . . . . . . .. 79
A_O ForMALISMO DLRI 87
[A T PRELIMINARES . . . . . . . o oo e 87
[A.2 ESPECIFICACOES| . . . . . . . . . . e e s s 90
[A.3 A-ESPECIFICACOES| . . . . . . . v i ittt et e e e e e e e 91
[A.4 ESPECIFICACOES GIBBSSIANAS| . . . . . . . . . . . .. o o 96
[ALT POTENCIAIS . . . . . . . oo e e e 96

[A.5 QUASILOCALIDADE| . . . . . . . . o o v i ittt e e e e e 98
[A.6 O MODELO DE ISINGl . . . . . . . . . e 99
[A.6.1 MODELO DE ISING: FORMALISMO DLRI. . . ... ... ... ... ... 99

A.6.2 MODELO DE ISIGN: LIMITE TERMODINAMICO! . . . . . . .. ... ... 101

[A.6.3 DESIGUALDADES GKS-TE GKS-IIl. . . .. ... ... ... ... ... 103
(B_ALGUNS RESULTADOS ANALISE |
L__E TEORIA KSPECTRALI 109
[B.1 ANALITICIDADE EM ESPACOS DE BANACH| . . . .. ... .. ... ... .... 109
[B.2 ALGUNS RESULTADOS DE ANALISEl. . . . . . . . . . . . oo 110
B.3 FELEMENTOS DE TEORIA ESPECTRALl . . . . . .. .. .. ... ... ...... 110



LISTA DE SIMBOLOS

G*:  Medidas de Gibbs provenientes do formalismo do operador de Ruelle, pagina 73.
GPLE: Medidas de Gibbs provenientes do Formalismo DLR, pagina 75.

Gl Medidas de Gibbs provenientes do Limite Termodinamico, pagina 75.

IC: Subespago normado completo de C'(2), pagina 36.

K*: Dual topologico do espaco K, pagina 36.

L(K,K): Espago dos operadores linerares limitados de K, pagina 36.

Hol(f): Constante de Holder de f, pagina 34.

Zs:  Operador de Ruelle associado ao potencial f, pagina 36.

ZJ?‘ : Dual do operador de Ruelle associado ao potencial f, pagina 36.

1% Probabiliade definida nos Borelianos de M, pagina 33.

ta,s: Medida de Gibbs a volume A, ao inverso da temperatura 8 > 0, pagina 19.
vy Automedida do operador de Ruelle associado ao potencial f, pagina 41.

Q: Espaco produto MY, pagina 33.

Qa : Espaco de configuragoes a volume finito A, pagina 18.

mr:  Projetor espectral associado ao operador T', pagina 55.

o: Operador shift a equerda em (2 , pagina 36.

O: Mapa que associa o potencial f ao seu operador de Ruelle %, pagina 49.
C(€2): Espago das fungdes continuas definidas em €, pagina 34.

C7(Q): Espago das fungoes Holder continuas em €, pagina 34.

Cpy p00(n): Decaimento de correlagoes dos potenciais o1, @q, pagina 77.

do:  Métrica produto em §2, pagina 33.

11



12 SUMARIO

fan: Energia livre a volume A, ao inverso da temperatura 8 > 0, pagina 20.
hy: Autofuncao do operador de Ruelle associado ao potencial f, pagina 41.
H,: Hamiltoniano a volume A, pagina 18.

M:  Espaco métrico compacto, pagina 33.

My g n: Magnetizagao a volume A, ao inverso da temperatura § > 0, pagina 19.
P(f): Pressao topologica do potencial f, pagina 54.

Pp gt Pressao a volume A, ao inverso da temperatura 8 > 0, pagina 20.
W(£2): Espago dos potenciais satisfazendo a condi¢ao de Walters, pagina 63.

Zn g Funcao de particao a volume A, ao inverso da temperatura 5 > 0, pagina 19.



INTRODUCAO

O Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius é um dos mais importantes resultados no formalismo
termodindmico moderno. Atualmente o operador de Ruelle tem se tornado uma ferramenta
padrao em vérias areas dos sistemas dinamicos, da Matemaética e Fisica Mateméatica. A li-
teratura a respeito do teorema de Ruelle-Perron-Frobenius é vasta, a seguinte lista é apenas
uma lista parcial de livros e artigos a respeito do assunto, [2, [6, 16, 17, 23, 37, B9, 47]. O
formalismo termodinamico classico foi originalmente desenvolvido no espaco de Bernoulli MY,
com M sendo um conjunto (comumente chamado de alfabeto ou espago de estados) finito, ver
[37, [6]. Quando M é finito podemos obter conjugacoes, via partigoes de Markov, de subshift
no espaco simbolico com dindmicas uniformemente hiperbélicas em variedades compactas.

O formalismo do operador de Ruelle tem sido bastante ttil no contexto da anélise multi-
fractal. Bowen em um trabalho seminal em [7], estabeleceu uma relagao entre a dimensao de
Hausdorff de certos conjuntos fractais e a pressao topoldgica no contexto de dindmicas confor-
mes unidimensionais. Esta relagao é chamada de equagao de Bowen, e em trabalhos posteriores
foi estendida por Manning e McCluskey para dinamicas hiperboélicas em superficies compactas,
possibilitando o calculo de dimensao de Hausdorff em ferraduras, para maiores detalhes veja
[7, 35, 36], e também os textos introdutérios em |3, 38].

Motivacoes para considerar alfabetos mais gerais além dos considerados no contexto dos
sistemas dindmicos podem ser encontradas por exemplo, em [41] 43| onde s@o propostos modelos
com um alfabeto infinito M = N para descricao de dindmicas nao uniformemente hiperbolicas,
por exemplo, conhecidas como Manneville-Pomeau. Em Mecanica Estatistica Cléssica alfabetos
nao contéaveis aparecem, por exemplo, nos modelos O(n) com n > 2. Nesses modelos o alfabeto
¢ S"! a esfera unitaria no espago Euclideano R", para detalhes ver [19]. Alfabetos ilimitados,
tais como os espagos Borel standard, o qual inclui alfabetos compactos e nao compactos, sao
considerados em detalhes em [24]. Deve-se mencionar que problemas de otimizagao ergodica
sao considerados em alfabetos infinitos, veja |4 [13], 22 [41].

O trabalho de Walters em [48] marcou o inicio de trés décadas de grande atividade no forma-
lismo termodinamico onde potenciais menos regulares que Holder sao considerados. Esta classe
de potenciais ¢ chamada de classe de Walters, alternativamente, espaco de Walters. Uma teoria
bastante completa em espacos de Walters foi desenvolvida para alfabetos finitos e contaveis,
ver [13]. No trabalho de Walters, [48], a dindmica é suposta misturadora e esta definida em
um conjunto compacto, os potenciais admitidos sao potenciais com variacao soméavel. Um dos
principais objetivos desta tese de doutorado reside em estender a versao do Teorema de Ruelle
obtida em [48]. Também provamos a dependéncia analitica do operador de Ruelle com relacao
ao potencial. Propriedades espectrais desse operador sao estudadas e algumas consequéncias
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14 INTRODUCAO

dessas propriedades, tais como existéncia ou nao de buraco espectral, assim como a analiticidade
ou nao da pressao, sao estabelecidas.

A dificuldade de definir o operador de Ruelle para alfabetos nao contaveis é superada
introduzindo-se uma medida de probabilidade a-priori em M. Esta estratégia é também ado-
tada no contexto de Mecénica Estatistica do equilibrio e do formalismo DLR para medida de
Gibbs, ver [24].

Os principais resultados originais presentes nesta tese estao publicados no artigo
Spectral Properties of the Ruelle Operator on the Walters Class over Compact Spaces,
autores L. Cioletti e E. A. Silva, publicado online em 2016 em Nonlinearity, disponivel
em http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0951-7715/29/8/2253.
Grande parte do Capitulo 3 é baseada também no seguinte artigo, deste autor e colaboradores
The analyticity of a generalized Ruelle operator, publicado em 2014 na revista Bulletin of

the Brazilian Mathematical Society, New Series, volume 45(1), paginas 53-72. Disponivel
em http://link.springer.com/article/10.1007/s00574-014-0040-3.

No que segue explicamos como esta organizada esta tese de doutorado e quais sao as contri-
buigoes originais deste trabalho.

CAPITULO 1

Este capitulo tem caréter essencialmente didatico. Aqui, enunciaremos o Teorema de Perron
Frobenius para matrizes e abordaremos algumas de suas aplicagoes, tais como o calculo da
pressao no modelo de Ising, aplicagoes em cadeias de Markov discretas e em teoria ergddica.
Depois apresentaremos um exemplo através do qual introduziremos o operador de Ruelle no
contexto de alfabetos finitos. Enunciaremos o Teorema de Ruelle-Perron- Frébenius. Falaremos
brevemente de algumas de suas aplica¢oes no formalismo termodinamico e analise multifractal.

CAPITULO 2

Neste capitulo apresentamos o operador de Ruelle agindo em C(2), onde = Me o alfa-
beto M é um espago métrico compacto. Uma hipoétese natural sobre M é que M tenha base
enumeravel, para que assim o operador shift o : 2 — €) seja transitivo, propriedade fundamen-
tal na prova do Teorema de Ruelle tanto no contexto de alfabetos finitos, quanto neste novo
contexto. Uma versao do Teorema de Ruelle é provada neste capitulo, quando o operador de
Ruelle é definido por um potencial Holder continuo. Esta versao é apresentada em [I], para o
caso M = S, o circulo unitario. Em [32], ainda para potenciais Holder, resultados semelhantes
sao obtidos para o caso em que o alfabeto M é espago um métrico compacto arbitrario. A tnica
diferenca da apresentacao feita neste capitulo para a apresentagao feita em [I], 32] é que por
motivos pessoais preferimos seguir o roteiro da demonstracao feita em [37]. A diferenca entre
as duas abordagens difere apenas na demonstragao da existéncia de uma autofuncao positiva.
O objetivo deste capitulo é familiarizar o leitor com as notagoes bésicas, bem como com as
principais técnicas utilizadas para o estudo do Operador de Ruelle.

REsSuLTADOS OBTIDOS NESTE TRABALHO

Os principais resultados obtidos nesta tese de doutorado, baseada em [I1], se encontram nos
Capitulos 3,4,5 e 6, os quais passamos a descrever agora:


http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0951-7715/29/8/2253
http://link.springer.com/article/10.1007/s00574-014-0040-3
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CAPITULO 3

Na Segao deste capitulo é introduzido o conceito de subespago invariante pelo operador
de Ruelle. Mostramos que se o operador de Ruelle .Z; deixa invariante uma algebra de Banach
K C C(Q) para todo f € K entdo os mapas K> f - Ly e K* > f — Z} sao analiticos. Este
resultado constitui uma versao consideravelmente mais forte dos resultados obtidos, por este
autor e colaboradores em [44], onde K = C7(Q2), e a analiticidade do dual nao ¢ discutida.

Na Secao enunciamos e provamos um teorema que fornece condic¢oes suficientes para a
existéncia de buraco espectral para o operador de Ruelle associado a potenciais Holder con-
tinuos. Usamos este resultado quando K = C7(2) para provar a analiticidade da pressao
topologica (real analitica) P : C7(2) — R, o qual estende resultados analogos conhecidos em
alfabetos finitos/discretos. Na Se¢ao , a ultima deste capitulo a derivada do funcional pressao
é calculada em todos os detalhes, ainda no contexto de espacos de estados compactos.

CAPITULO 4

Neste capitulo, na Segao [4.1], introduzimos os espacos de Walters. Diferentemente do caso
em que o espaco de estados é discreto, aqui, as varias maneiras de se formular a condicao de
Walters podem nao coincidir, isso nos obriga a diferenciar entre condicao de Walters e condi¢ao
fraca de Walters. Como a prépria nomenclatura sugere, todo potencial que satisfaz a condig¢ao
de Walters satisfaz a condicao fraca de Walters, entretanto a reciproca nem sempre é valida,
um exemplo concreto é fornecido de modo a ilustrar esta situagao. O conjunto dos potenciais
satisfazendo a condigdo de Walters, W (£2), chamaremos de Classe de Walters. Consideramos em
W () a norma || - ||w introduzida em [5] a qual torna W (£2) um espago de Banach. Provamos
que o par (W(Q), | - |lw) é uma algebra de Banach e usamos isso para provar que o espago
W () é invariante pelo operador de Ruelle. Usando estes dois fatos temos como corolario, que
a aplicacao W(Q2) > f — £ € L(W(Q),W(Q)) é analitica (consequéncia do Capitulo 2).

Na Secao uma versao do Teorema de Ruelle é enunciada e provada para potenciais
f satisfazendo a condicao fraca de Walters, no contexto de espagos de estados compactos.
Por uma versao queremos dizer que valem quase todas as propriedades do Teorema de Ruelle
classico para potenciais Holder continuos, com excecao da informacao a respeito da existéncia
do buraco espectral. Em outras palavras, nao sabemos dizer se o maior autovalor obtido na
prova do teorema é um polo simples. Vale salientar que mesmo no caso em que o espago
de estados é discreto, essa é a melhor versao que se conhece. Observamos que este teorema
¢ uma generalizagao nao trivial de alguns dos principais resultados de [1, 32] onde alfabetos
compactos sao considerados. A Secao [4.3] a tltima deste capitulo tem cardter apenas didético.
Nela enunciamos de trés maneiras diferentes a condicao de Walters, no caso em que o alfabeto
é finito e provamos que estas trés condigoes, neste caso, sao equivalentes.

CAPITULO 5

Neste capitulo estudamos as relacoes que a medida de Gibbs proveniente do formalismo de
Ruelle, i.e, as automedidas do dual do operador de Ruelle, as quais serdo denotadas por G*(f),
tem com as outras nocoes de medidas de Gibbs, a saber, a nocao de medida de Gibbs associadas
ao limite termodinamico, e as medidas de Gibbs segundo o formalismo DLR, respectivamente
denotados por GTE(f) e GPLE(f). Mostramos que quando o potencial f € W(Q) entao as
medidas de Gibbs associadas ao operador de Ruelle também sao medidas de Gibbs no sentido
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do limite termodinamico e no sentido DLR, i.e, G*(f) € GTL(f) c GPLE(f). Isso generaliza,
em certo aspecto, um resultado de [9]. De modo mais preciso em [9] mostra-se, no contexto
de alfabetos discretos, que quando o potencial f satisfaz a condicao de Walters todos estes
conceitos de medidas de Gibbs coincidem, i.e, G*(f) = GTE(f) = GPEE(f). A expressao “em
certo aspecto” é usada acima para deixar claro que generalizamos apenas uma das dire¢oes
das inclusoes necessarias para a igualdade acima, a saber a direcao facil. A outra direcao é
aparentemente bem mais complicada e requer outros tipos de técnicas. Atualmente sabemos,
através de comunicagoes privadas com o primeiro autor de [9], que mesmo no caso compacto a
inclusao oposta também é verdadeira.

CAPITULO 6

Na primeira se¢ao deste capitulo estudamos as relagoes entre o buraco espectral no operador
de Ruelle e a taxa de decaimento de correlagoes entre potenciais. Mostramos que quando o
operador de Ruelle apresenta a propriedade do buraco espectral entao o decaimento de cor-
relagoes acontece com taxa exponecial. Na segunda secao uma “nova” familia de potenciais
para o qual o operador de Ruelle apresenta a auséncia de buraco espectral é apresentada. A
razao das aspas na palavra nova, é que esta familia é nova apenas no contexto dos sistemas
dindmicos, enquanto que é uma velha conhecida na comunidade da Mecéanica Estatistica. A
ideia para atingir o objetivo principal desta secao é exibir um par de potenciais para o qual
o decaimento de correlagoes ocorre com taxa polinomial. Para este fim usamos varios teore-
mas de Mecanica Estatistica, como as desigualdades de Griffiths-Kelly-Sherman (desigualdades
GKS), ver [26], 27, 28| 30], entre outros resultados apresentados devidamente nos apéndices.
Vale mencionar que o decaimento subexponencial obtido no Capitulo 6 nao pode ser recupe-
rado pelos resultados apresentados no trabalho em [42] a respeito de decaimentos de correlagoes
subexponenciais nem do trabalho de Gouézel em [25], que generaliza o anterior. Acreditamos
que os exemplos apresentados no Capitulo 6 podem inspirar novas aplicacoes das desigualdades
GKS no estudo da auséncia de buraco espectral em outras situagoes. nao pode ser recuperado
pelos resultados apresentados em [42] a respeito de decaimentos de correlagdes subexponenciais
nem do trabalho de Gouézel em [25], que generaliza o anterior. Acreditamos que os exemplos
apresentados no Capitulo 6 podem inspirar novas aplica¢oes das desigualdades GKS no estudo
da auséncia de buraco espectral em outras situagoes.



Capitulo 1

O METODO DO OPERADOR DE
TRANSFERENCIA

Este capitulo tem um carater didatico. Aqui, enunciaremos o Teorema de Perron-Frobenius
para matrizes e abordaremos algumas de suas aplicagoes tais como, o calculo da pressao no
modelo de Ising, Cadeias de Markov discretas e Teoria Ergodica. Depois apresentaremos um
exemplo através do qual introduziremos o Operador de Ruelle. Sera enunciado o Teorema de
Ruelle-Perron-Frébenius e discutiremos brevemente algumas de suas aplicagoes no Formalismo
Termodinamico.

1.1 O TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Antes de apresentar o enunciado do Teorema de Perron-Frébenius vamos introduzir algumas
terminologias. Uma matriz A = (a;;) de tamanho n x n é dita ndo negativa se todas as suas
entradas sao reais e a;; > 0 para todo 0 < ¢,7 < n. De modo anélogo diremos que A ¢ positiva
se todas as suas entradas sao reais e a;; > 0 para todo 0 < 7,5 < n. A mesma terminologia
seré usada para vetores em C". Se para cada 0 < i, j < n existe m(i, j) inteiro positivo tal que
A;’;(i’j) > 0 diremos A ¢é irredutivel. Sei € {1,...,n} é tal que A%, = 0 para todo n > 1 dizemos
que ¢ é um estado errante. Uma matriz A sera dita aperiddica quando existir um m inteiro
positivo tal que A™ é uma matriz positiva. A multiplicidade geométrica de um autovalor A € C
de uma matriz complexa A de tamanho n X n é a dimensao do autoespago {v € C"; Av = A\v}.
A multiplicidade algébrica de A é a multiplicidade de A\ como raiz do polindémio caracteristico
p(z) = det(A — zI). Um terceiro e ultimo conceito de multiplicidade é o indice de A, que é a
ordem de A como raiz do polinémio caracteristico.

Teorema 1.1.1 (Perron-Frébenius). Seja A uma matriz nao negativa, de tamanho n x n sem
estados errantes. Entao A admite um autovalor A4 positivo e mazimal, associado a um autove-
tor positivo. Se A € irredutivel entao a multiplicidade algébrica de Ay € igual a 1, o autovetor
correspondente € positivo, e nao existe nenhum outro autovetor com todas entradas nao negati-
vas para nenhum autovalor de A. Se A € aperiddica entao Ay € o unico autovalor de madulo
mdximo.

17
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ALGUNS COMENTARIOS A RESPEITO DA PROVA DO TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Existem varias provas do Teorema de Perron-Frobenius, talvez uma das mais interessantes
seja a prova “dindmica”’ deste teorema. A grosso modo esta prova consiste em observar como
a matriz positiva A age no “quadrante” positivo de R™. Inicialmente precisamos observar como
as retas se comportam mediante a acao de A. Para isto é interessante considerar algum objeto
matematico que detecte tais variagoes. Com este fim ¢é introduzida a projetivizacao do qua-
drante positivo de R" com a chamada “métrica projetiva”, em relacao a qual a transformacao
(também projetivizada) F': A 5 [z] — [(Az)/||A|]] € A é uma contragao. A prova ¢ finalizada
mostrando que existe um tnico ponto fixo [xg] de F' que satisfaz lim,,,, F"[y] = [xo] para todo
[y] € A. Veja uma apresentagao detalhada desta prova em [2].

MATRIZES ESTOCASTICAS

Uma matriz positiva P = (p;;) ¢ dita uma matriz estocdstica quando para todo j =1,...,n
temos que > | P;; = 1. Esta nomenclatura é motivada pela teoria dos Processos Estocésticos.
Mais a frente, neste capitulo, veremos uma aplicacao do Teorema de Perron-Fébenius neste
contexto. O seguinte resultado a respeito de matrizes estocésticas é essencialmente um escolio
da demonstracao do Teorema de Perron-Frobenius.

Corolario 1.1.2. Se P ¢ uma matriz estocdstica de tamanho k X k e aperiddica, entao

(a) X =1 é autovalor mazimal de P;
(b) Eziste um unico v no simplexo unitdrio tal que vP = v;

(c) Se w pertence ao simplexo unitdrio entao lim wP"™ = v.
n—oo

1.2 O MODELO DE ISING EM %

O LATICE UNIDIMENSIONAL E O ESPACO DE CONFIGURAGOES

Nosso modelo sera descrito em intervalos simétricos A = [—m, m] N Z, denotaremos a cardina-
lidade do conjunto A por |A|. Cada j € A é chamado um sitio. Denotamos Q4 = {—1,1}*, e 0
conjunto €2, é dito o espago de configuragoes. Um elemento genérico w = (w;)iea € Q2 € dito
uma configuragao. Consideraremos em (), a sigma algebra das partes. Também considerare-
mos em 2, uma topologia a qual seréd a topologia produto proveniente da topologia discreta em
{—1,1}. Com esté topologia temos que €2, é compacto. A cada sitio j associamos a variavel
aleatoria spin, o; : Qy — {—1,1} definida por o;(w) = wj.

FUNCAO DE ENERGIA

O Hamiltoniano Hy : ) — R é uma fungdo que associa a cada configuracao w a energia
correspondente Hy (w).
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1.2.1 O MODELO DE ISING A VOLUME FINITO

Em uma de suas versoes mais simples, cujas as condi¢oes de contorno sao livres, o modelo de
Ising é caracterizado pelo seguinte Hamiltoniano Hy : 24 — R

Z Ji]’wiw]' — Zwihi, (11)

{i,j}CA i€A
i#]

onde a soma acima ¢é feita sobre todos os pares nado-ordenados de elementos de A e (J;;); jen
e (hi)iea sao familias de nimeros reais fixados. As constantes J;; sao chamadas no contexto
de Mecanica Estatistica de constantes de acoplamento ( ferromagnéticas quando J;; > 0). O
termo —J;w,w; é interpretado como energia de interagao entre os spins nos sitios i e j. O
numero h; associado ao sitio i € A é interpretado como a agao de um campo magnético externo
sobre este sitio.

Para completar a descricao do modelo de Ising usamos o Hamiltoniano acima, para defi-
nir uma medida de probabilidade que fornecera a probabilidade de uma configuracao w € 25
ocorrer. Para isso seguiremos a tradicao da termodindmica. Para pesar as influéncias da aleato-
riedade e da minimizacao de energia, a probabilidade de ocorréncia de uma certa configuracao
w deve diminuir exponencialmente com sua energia Hy(w). Por razoes que nao serao discutidas
neste texto estas observacgoes nos leva a seguinte medida de probabilidade

B exp|—FHa(w)]
pas({w}) = ZLUEQA exp[—Hy(w)]

onde a constante Zys = Y .o exp[—BHa(w)] ¢ uma constante de normalizagio chamada
funcgao de parti¢io, e a constante § = 1/T é o inverso da temperatura. A medida de probabi-
lidade dada por (1.2]) é chamada a medida de Gibbs no volume A ao inverso da temperatura
8> 0.

As razoes que levam a defini¢ao de medida de Gibbs provém da Fisica, e nao en-
traremos no mérito de apresenté-las. Algumas explicagoes sao esotéricas, outras adotam um
ponto de vista matematico completamente axiomético. Para o leitor interessado na abordagem
matematica, sugerimos a leitura do Capitulo 1, Se¢ao A de [0] e a referéncia [29].

(1.2)

PRESSAO, ENERGIA LIVRE E MAGNETIZAGAO

Nesta subsegao assumiremos que o campo magnético (h;);cn € constante, isto é, h; = h para
todo i € A, para todo A C Z. Seja Sy a varidvel aleatoria que em cada configuragao w € 25
¢ dada pela soma finita Sx(w) = > ..\ wi- A magnetizagao ¢ definida como sendo o valor

esperado de Sj com relagao a medida de Gibss (|1.2]),

- exp|—BHa (w)]
MA’ﬂ’h_/QA SA( d,u{\ﬁ Z Z ZwEQAeXp[ ﬁHA( )]

1EA WENH

As grandezas

ln(ZA,g) 1 1H<ZA’5)
Prgn = T e faph= A
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sao chamadas pressao e energia livre respectivamente, a volume finito. A pressao e a energia
live sao potenciais muito interessantes, pois deles podemos derivar grandezas macroscopicas
relevantes. Por exemplo a magnetizagao My 55 pode ser obtida por My gn = —%. Ou
seja, a pressao e a energia livre podem trazer consigo informagoes a respeito do fenémeno de

transicao de fase.

1.2.2 O MODELO DE ISING UNIDIMENSIONAL
(CONDICAO DE CONTORNO LIVRES)

Nesta se¢ao, mostraremos como usar o Teorema de Perron-Frobenius para fazer o calculo expli-
cito da pressao de um modelo de Ising com algumas simplificagoes. A saber, consideraremos Ay
como sendo o intervalo simétrico de nimeros inteiros [-N, N|NZ, J;; = J para todo i,j € Ay
tal que |i — j| = 1 e J;; = 0, caso contrario. Vamos tomar h; = h para todo ¢ € A. Assim o
Hamiltoniano que associa a cada conﬁgura(;éo w € (1, sua energia serd dado por

N
¢ Z Jwiwi1 — Z hw;.
=—N

Nosso primeiro passo no intuito de calcular a pressao do modelo de Ising é reescrever o
Hamiltoniano Hy, de modo conveniente,

N-1 N

Hyy(w) = — Z Jwiwi1 — h Z w;
; =N
N-1

h h
= — Z lew@+1 Z (wi +wi+1) — 5(&),]\7 + wN).

z—N

Hy,(

Defina v = J e B = Bh, entao temos a seguinte expressao para a funcao de particao,

Zan(B,Joh) = D exp[—BHpy(w)]
wGQAN

N-1

= Y ] explvwiwin + B/2(w; + wisr)] exp[B/2(w_y + wy)].

b= st = (305 1230) = (50 5)

B
Zny (B, J h) Z H L(w;,wj) exp{ (w_N—l—wN)} )

2
UJEQA

Definindo,

temos que

Apos fazermos alguma algebra é posswel eliminar a dependéncia de Z,, (8, J,h) nos sitios
—N+1<i< N —1, obtendo

B

Iy (B, h) = Z L2N(w,N,wN) exp {—

5 (w_n + wN)} :

w_ny=twn==%
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Podemos escrever convenientemente Zy (3, J, h) como o produto interno
Zpy(B,J,h) = (U, L*NU)

onde U = (ef e B). Segue do teorema de Perron Frébenius que L tem dois autovalores reais
0 < A_ < Ay. Sejam II_ e II, as projegoes associadas aos autoespagos associados a A\_ e A,
respectivamente. Entao podemos escrever

LN = NI 4+ N2VTL.
Deste modo a fungao de particdo Z, (5, J, h) toma a seguinte forma:

Zay (B, Joh) = (U, LPNU) = N2V (U, I0) + A2V (U, 11, 0)

2N

A2
= AV (U I 0) + T (0, T W)
+

tomando o logaritmo na expressao acima, em seguida dividindo por [Ay| = 2N +1 e tomando o

limite, quando N — oo (conhecido como Limite Termodinamico) e lembrando que 0 < A_ < Ay
temos que existe o seguinte limite (chamado de pressao a “volume infinito” do modelo de Ising)

p(B,J,h) = Nhgnoo Pag.n

. ON
= Aoy g O

= In(\}).

In (@,m\p) ¥ % <¢”“’>>}

2N +1
CAMPO MAGNETICO NULO

Supondo no exposto acima que o campo magnético h = 0 é sempre nulo, neste caso basta fazer
B = 0 na matriz de transferéncia, obtemos que a matriz de transferéncia se reduz a

I el e8I
0=\ e B/ e )¢

Os autovetores de Ly sdo v, = (1/v/2) - (1,1) e v_ = (1/v/2) - (1,—1), com os respectivos
autovalores Ay = ¢/ +e787 e \_ = ¢/ — 78/, Como provamos que a pressio é o log do maior
autovalor de Ly temos que

p(B,J,h=0) =In(\;) = In[2cosh(BJ)].

Para o leitor interessado, a exposigdo acima foi baseada em [20)].
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1.3 APLICACOES EM TEORIA ERGODICA
E CADEIAS DE MARKOV

1.3.1 CADEIAS DE MARKOV

Seja & um conjunto enumeravel, diremos que um processo estocéstico {X,, }neny em (2, F, P),
tomando valores em um conjunto S discreto ¢ chamado de uma cadeia de Markov com espago
de estados discreto, quando para todo 41,9, ...,7,+1 € S temos que

P(Xn+1 - ’in+1|X0 - ’io, PP 7Xn - ’ln) - P(Xn+1 - in+1’Xn — Zn) (13)

Nos referimos a expressao (|1.3) como a propriedade de Markov. Denotaremos a quantidade do

lado direito da equagao acima por P} ; . isto ¢,
P’iZ,’in+1 = P(Xn+1 = Zn'f‘]-‘Xn = Zn)
As probabilidades condicionais P . ~ sao chamadas probabilidades de transicao a 1 passo

In,in
no tempo n. A matriz P(n) cujo te+rlmo geral PJ; é dado por Pjj = P(X,11 = jlX, = i)
é chamada de matriz de transi¢ao a 1 passo no tempo n. Uma cadeia de Markov {X,, }nen €
chamada de cadeia de Markov homogénea, ou cadeia de Markov com probabilidades de transi¢ao
estaciondrias se as probabilidades de transicao a 1 passo sao independentes de n, isto é, para

todo k=1,2... vale
P(Xn+1 - in+1|Xn - Zn) = P(Xn+k+1 - in+1|Xn - Zn+k)

Restringiremos nossa atencao a cadeias de Markov homogéneas. Passaremos a usar as seguintes
notagoes P;; = Pjj e P = P(n). No que segue sera ttil também considerar a distribuicdo inicial
{po(i), i € S} de X, i.e.,

po(l) = P[XO = Z], 1€ S.

Claramente {po(i), ¢ € S} é um vetor de probabilidades, i.e, Y, po(i) = 1.

MATRIZES DE TRANSIGAO A n-PASSOS

Seja { X, }neny uma cadeia de Markov homogénea com espago de estados S. Definimos as
probabilidades de transicao an passos da cadeia de Markov { X, } ,en como sendo as quantidades

Pi(j") definidas por

P = P[Xpin = j|Xm =i = PX, = j|Xo =i VYmeN

ij
denotamos por P™ a matriz de transicdo de n-passos associada a cadeia de Markov {X,, },en.

Proposicao 1.3.1 (Equagoes de Chapman-Kolmogorov). Seja { X, }nen uma cadeia de Markov
homogénea com distribui¢ao inicial {po(i), © € S} e probabilidades de transicio a n passos

P = (PZ(JN)) Entao para todo n,m € N temos

onde P = (P;;) € a matriz de transi¢io a um passo da cadeia {X,}nen.
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ERGODICIDADE E PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

Definig¢ao 1.3.2 (Ergodicidade). Seja P = (P;;); jes a matriz de transicdo de uma cadeia de
Markov { X, }nen com espago de estados S discreto. Se para todo j € S o limite

lim P =,
n—oo v J

existe, € independente de i e Zjes m; =1, dizemos que a cadeia de Markov { X, }nen € ergddica.

Observe que se a cadeia de Markov { X, },en € ergoddica entao segue das propriedades ele-
mentares da esperancga condicional e do Teorema da Convergéncia Dominada que

lim P[X, =j] = nlgr;() Zpo(z)Pg = Zpo(i)ﬂ'j = T;.

n—oo
€S €S

Portanto no caso ergddico existe uma distribuicao conhecida como distribuicao de equilibrio,
dada pelo vetor {7;, j € S}. A distribuicao de equilibrio é também conhecida como distribui¢cdo
limite.

Definicao 1.3.3 (Distribuicdo estacionaria). Uma distribui¢io 11 = {m;, j € S} € chamada
uma distribui¢ao estaciondria para o processo de Markov {X,}nen, com matriz de transi¢ao
P = (Pij)ijes, se temos IIP =11, ou mais explicitamente

m =Y mPy

€S
para todo 7 € S.

Teorema 1.3.4. Uma cadeia de Markov { X, }nen com espago de estados S finito, homogénea,
irredutivel e aperiddica tem uma unica distribuicao estaciondria 11 = (;);es € além do mais a
cadeia de Markov { X, }nen € ergddica.

Demonstragao. Seja k = |S|. Se ¢ = (0,..., _1_,...,0) entdo ¢P" & igual a i-ésima linha
de P", ou seja, ¢P" = (Pj,..., P}). Pelo item (¢) do Corolario do Teorema de Perron-
Frébenius temos que

(Pf,...,PY) — (M1, ..., k)

quando n — oo. Em particular, P™ converge para uma matriz cujas linhas sao todas iguais ao
vetor II. O

1.3.2 MEDIDAS DE MARKOV

Antes de prosseguir, relembrarmos o importante conceito de medida invariante. Sejam (X, A, 1)
um espaco de medida e T': X — X uma transformacao mensuravel. Dizemos que a medida p
é invariante por T se para todo A € A temos u(T1A) = pu(A).
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Uma classe de medidas invariantes para o shift & esquerda (agindo em MY) que desempenha
um papel muito importante é a classe das Medidas de Markov que passaremos a descrever agora.
Sejam r € N fixado e M = {0,...,r — 1}. Dada uma matriz estocastica P de tamanho r x r,
positiva e aperiédica sabemos do Corolario que existe um tnico autovetor de probabilidade
IT tal que TTP = TI. A medida de Markov up, sera definida da seguinte maneira. Se [ao, . . ., ax]
denota um cilindro em MY definimos

pp(lao, - - ax]) = Tao Pagar *** Pay_ya-

Note que up se estende a algebra gerada pelos cilindros de maneira natural, isto é, definindo a
medida de uma uniao disjunta de cilindros como sendo a soma das medidas dos cilindros que
compoe esta uniao. Observe também que a seguinte condi¢ao de compatibilidade é satisfeita

r—1 r—1
Z/‘LP([]7 ao, - - - aak]) - ij‘Pj(IOPaoal e Pak_lak
j=0 j=0

r—1
= E :ijjao Paoa1 T Pak—lak
Jj=0

igual a g, pois I é autovetor

- 71-tlopaoal T Pakflak
= :LLP([aOa < 7ak])'

Portanto podemos aplicar o Teorema da Extensao de Kolmogorov para estender up a uma
medida de probabilidade nos Borelianos de MY. A medidas de probabilidade obtidas desse
modo sao chamadas de medidas de Markov.

Sejam P = (P,;) uma matriz estocastica de tamanho r x r, positiva e aperiédica. Como

acima vamos denotar por II = (m,...,m) o tnico autovetor de probabilidade da matriz P
satisfazendo IIP = II. Seja pp a medida de markov associada a P, definida no pardgrafo
anterior. Sejam A = [ay,...,a;] e B = [by,..., b cilindros em MY. Entdo para todo n € N
temos

o "A= U [Tiy, Tigy ooy T a1, - .y

(xil 7""12'”)6{0,...,""71}”

e para n > k temos

—n
o "ANB= U (b1, bk Ty 1y e v ey Ty A, - - .
(zkz+17"'73377,)6{07"'»7"71}71_1C
Portanto
_n . Z
MP(O- A ﬂ B) — Wblpblbg e Pbk—lbkpbk$k+l Tt Pacnalpalag e Pal_lal
Tt 1yeesTn
= 7Tb1Pb1b2 T Pbk—lbk ’ E : Pbkfkarl e Pxnal Pamz e Pal—lal'
Th+159Tn
np(B) prok-l

bgal
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Pelo teorema de Perron Frobenius temos que Pb’;;f_l — Ta, quando n — oo. Tomando o limite,

quando n — 00, na expressao que aparece apos a primeira chave acima temos que

Z Pbkxk+1 e Prnmalpalfm T Palflal — :uP<A)7

Tht15-Tn

donde concluimos que lim pup(c™"ANB) = pup(A)up(B).
n—oo

1.4 O OPERADOR DE RUELLE E O TEOREMA DE
RUELLE-PERRON-FROBENIUS

PENSANDO DE UM MODO UM POUCO MAIS GERAL

Como devemos proceder se quisermos trabalhar com Hamiltonianos mais gerais que aqueles que
aparecem na Sec¢ao 1.27 Na verdade existem vérias alternativas. Vamos fazer a seguinte escolha.
Vamos substituir o espago de estados {—1, 1} pelo espaco M = {0,...,n — 1}, onde n € Z é
um numero maior ou igual que 2 fixado. Antes de definir a energia do sistema introduzimos
a seguinte terminologia: uma configuracio w € MZ esta no estado k € {0,...,n — 1} no sitio
1 € Z se w; = k. Agora podemos discutir como vamos definir a energia do sistema. Vamos
considerar que

(1) cada sitio ¢ € Z no estado k € {0,...,n — 1} contribui com ®y(k) a energia total do
sistema;

(2) se k1 e ky sdo os estados nos sitio i; e iy, respectivamente, a energia de interacao
O*(iy,149; k1, ko) entre eles deve depender somente da posi¢io relativa dos sitios iy,is €
dos estados k; e ky. Isto é, existe uma fungdo ® : Z x {0,...,n—1} x{0,...,n—1} - R
tal que

(I)*(’il, ’LQ, k‘l, k'g) = (I)(Zl — iz, ]{71, k2)7

(3) Toda a energia do sistema ¢ devido a contribuigdes da forma (1) e (2).

Segundo as consideracoes acima a energia necessaria para observar o estado wy no sitio 0 é
formalmente dada pela seguinte expressao:

F@) = Bolwn) + 3 5 B(iswn,y). (1.4)
jez\{0}

oo
j=—00

Defina ||®*||; = supy, 4, |®(j, k1, k2)| e assuma que ) |®*||; < oo. Sob estas hipoteses

podemos mostrar que f(w) € R e que f é continua em MZ.

Vamos agora fixar nossa atengao nos sitios —m,...,0,...,m. Considerando apenas estes
sitios temos um sistema finito com n*™*! configuracoes possiveis. Levando em conta as consi-
deragoes acima a energia de uma configuragao w_,, - - - wp - - - Wy, arbitraria é dada por

Hyp(w o wm) = Y Polwy) + > Bk — jiwg, w)). (1.5)

j=—m —m<j<k<m
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Associada a H,,(w_p,, - ,wy) temos a distribuicdo de Gibbs p,, que associa a configuragao
(W_m, -+ ,wm) uma probabilidade proporcional a e BHm(w—m.wm) Quponha que para cada
configuragao w_,,, - , Wy, o limite

,u(w*m’ T awm) = khlgo{:uk(w—kv o 7wk> : Wy = Wi, ‘-7| < m}

existe. Entdao p € M(M?%) e é natural chamar p de uma distribuigao de Gibbs em MZ. Se
w = (w;)iez € dado, uma descri¢ao mais fisicamente razoéavel do sistema seria obtida se ao invés
de Hp(w_pm, -+ ,wm), considerassemos também todas as outras contribuigdes das iteragdes dos

w;, —m < j < m com os outros wys, isto é,

Ho(woms w0 = (cpo(wj)+ > %@(k—j;wk,wj)). (1.6)

j:—m k=—oc0

m

imm (0'w). Note que a diferenga entre as

Usando o shift podemos reescrever ([1.6) como
expressoes (|1.6)) e (1.5)) é cotada superiormente por

m 00 —m+j—1 0o
1 1 X
> (3 Jwte 30 Jeh) <enen 3 wih=c
j=—m \k=m—j+1 k=—00 k=—o00
entao ((1.6)) e (1.5)) diferem por no maximo C.

m

imm f(c'w) no lugar de H,, no calculo da distri-

—C eC].

O que acontece se usarmos Spp(w) = >
buigao de Gibbs? As probabilidades devem diferir por fatores que estao no intervalo [e
Seja Z,, a funcio de particio associada ao Hamiltoniano original H,, e Z,, a funcio de particio
associada ao Hamiltoniano alterado H,, = S.7 _ f(c%(+)), fixe uma configuracio w fora das

j=—m
primeiras coordenadas —m, ..., 0,...,m, entao
~ ~ / /
T (w) = § : e PH(W) — E e BSnf(w)
/ / . / ’ .
W' wy=wg,  Jil>m W w=wg,  |i>m

levando em conta a discussao do paragrafo anterior temos a seguinte desigualdade envolvendo
as fungoes de parti¢oes acima,

e PC 7 (W) < Zim(w) < PO Z\(w).

Tomando o In em ambos os membros e dividindo por 2m + 1 concluimos que quando existem
os limites abaixo que eles coincidem

In(Z In(Z
lim H( A) = lim H( A) = lim PA,,B,]r

|Al—oo  |A] |Al—oo  |A] |A| 00

O OPERADOR DE RUELLE

A partir daqui seguiremos a tradicao dos sistemas dinamicos, e passaremos a usar as letras do
. . ~ . ~ . , ’ ~
alfabeto latino para designar uma configuracao do sistema. Entao ao invés de usar w,w ou @
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passaremos a utilizar as letras z,y, z, etc. Toda a discussao acima nos motiva a considerar um
novo objeto de estudo, a saber, o operador de Ruelle.

Seja C(2) o espago das fungoes continuas 2 em R. Definimos para cada f € C(Q2) o operador
de Ruelle Z; : C(Q2) — C(Q2) pondo

Lro(x) = > oly)e’V.

o(y)=z

Refazendo toda a discussao da subsecgao anterior, usando o latice N ao invés de Z chegaremos
a seguinte conclusao, se f = ff e 1 é a fungao constante igual a 1 entao podemos escrever a
funcao de particao alterada como

Z2) = 25 (1) ().

Esta observagao é de extrema importancia, pois mostra que sob hipoteses bastante razoaveis
podemos sair do mundo mensuréavel para o mundo topoldgico, e ter a nossa disposicao ferra-
mentas poderosas de analise. Temos a seguinte versao do Teorema de Perron-Fobenius em
dimensao infinita:

Teorema 1.4.1 (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius). Seja f € C7(Q)) e considere o operador
de Ruelle associado L5 : C(2) — C(Q2). Entao

(a) existe um nimero real Ay > 0, uma fungdo positiva hy e uma medida vy € M(Q) para os
quais jfhf = /\fhf, fhfdl/f =1le

Jim 32— by [ edvglo =0,

(b) o espectro de Z; : C7(2) — CV(2) consiste de Ay e de uma por¢ao contida em um disco
de raio estritamente menor que Af.

A medida m; = hyvy ¢ uma medida invariante para o shift e é dita uma medida de Gibbs.
Temos os seguintes corolarios

Corolario 1.4.2. As sequintes afirmacoes a respeito da medida de Gibbs my sao verdadeiras,

(a) my € uma medida invariante para o shift o : Q@ — Q;
(b) O par (o,my) é misturador (e portanto my € ergddica);
(c) A medida my tem suporte total.

Corolario 1.4.3. Seja f € C7(Q)), temos para todo z € ) que

lim_ (27" (1)(z)) = In()

m—o0 1,

uniformemente.
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O numero P(f) :=In(\y) é dito pressdo topoldgica de f. O seguinte resultado a respeito da
regularidade da pressao é nao trivial

Teorema 1.4.4. A aplicagao CV(2) > f +— P(f) € R € analitica real.

Ou seja para potenciais f Holder continuos provenientes de iteragoes absolutamente soméaveis
invariantes por translacoes temos a auséncia de transicao de fase.

Observamos que os resultados acima, obtidos usando-se o formalismo do operador de Ruelle,
sao para o latice N entretanto existem métodos para estender estes resultados para o latice Z,
veja por exemplo em [0, 37, 2.

1.5 APLICACOES DO TEOREMA DE RUELLE-PERRON-FROBENIUS
EM DINAMICA

1.5.1 O FORMALISMO TERMODINAMICO

A teoria ergodica é uma &area dos sistemas dinamicos que, a grosso modo, visa estudar um
sistema dinamico 7" : X — X do pondo de vista de uma medida p invariante. Algumas
medidas invariantes tem relagoes bastante proximas com propriedades da dinamica, tais como
mistura, transitividade e minimalidade. Uma classe bastante ampla de sistemas dinamicos, que
sao as dindmicas continuas em espagos compactos sempre possuem medidas invariantes, em
geral todo um convexo delas.

Exemplo 1.5.1 (Transformagao Norte Sul). Considere a projecao estereogrifica do circulo
St = {z:|z —i| = 1} sobre a reta real e defina a aplicagao norte sul T : S* — S* pondo

21 se z = 21,

T() =4 (@) se x40

Usaremos as notacoes N = 2i e S = 0, entao tanto N quanto S sao pontos fixos, e além do
mais para todo z # N wale T"(z) — S quando n — oo.

Obviamente, tanto 0y quanto dg sao medidas invariantes e por consequinte também o €
qualquer combinagdo conveza (1 —t)on + tdg, t € (0,1).

Entao surge naturalmente o problema de se escolher qual a melhor medida invariante para se
estudar um sistema dinamico. Uma primeira resposta, pode ser escolher as medidas ergodicas,
pois além do seu carater indecomponivel elas também carregam bastante informagcao a respeito
da estatistica das orbitas. Esta também nao parece ser uma boa solug¢ao como mostra o exemplo
abaixo.

Exemplo 1.5.2 (Doubling map). Seja S = [0,1]/ ~, onde ~ é a relagdo de equivaléncia que
wdentifica os pontos 0 e 1, equipado com a topologia quociente. Considere entao a transformacao
T : X — X dada por T(z) = 2z (mod 1). E fdcil verificar que qualquer racional diddico em
SY ¢ um ponto periddico para T. Como também € sabido toda medida suportada numa drbita
periodica € invariante e ergodica.
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No exemplo acima todas as medidas suportadas em orbitas peridédicas sao ergddicas, portanto
estas medidas s6 enxergam o que acontece em cima da Orbita periédica em questao. Uma
medida ergddica interessante para o doubling map talvez seja a medida de Lebesgue que tem
suporte total, de fato pode-se mostrar, através da semiconjugacao com o shift que o doubling
map tem um continuo de medida invariantes, ergddicas e de suporte total. Diante do fracasso
da tentativa acima, um outro caminho seria tentar escolher uma medida que seja ergddica e
que tenha suporte total, mas como mostra o exemplo abaixo estas restricoes também nao nos
deixam em uma situagao mais facil.

Exemplo 1.5.3. Seja m € N considere o espaco das sequéncias ¥y = {0,--- ,m — 1} dado
um ponto p = (po,...,Pm-1) € A = {(to,...,tm-1)| D t: = 1, t; > 0}, no simplexo unitdrio
existe uma unica probabilidade p, de Borel invariante pelo shift tal que para qualquer cilindro
lag, ..., ag] vale

tp([ao, - -y ak]) = Pag - - - Pay.-

Essas medidas sio chamadas medidas de Bernoulli. Como o leitor pode ter observado temos
todo um continuo de medidas de Bernoulli. Pode-se mostrar que qualquer medida de Bernoulli
€ ergodica para o shift.

Uma das estratégias dos dinamicistas diante do dilema de escolher qual a melhor medida
invariante para se estudar um sistema dindmico foi pegar emprestadas ideias da mecanica
estatistica. Assumindo que a melhor medida para se estudar um sistema é aquela que maximiza
a entropia do sistema. Definimos a pressao de um sistema dinamico 7' : X — X associado a
um potencial f: X — R como sendo a quantidade

Pr(f)= s [h(uT) 4 /X fdul,

HEM(X

onde h(u,T') é a entropia de Kolmogorov-Sinai de . Se uma medida p € M(X) é tal que que
Pr(f) = h(p, T) + [y fdp entdo essa medida ¢ dita um estado de equilibrio para f.

Considere X = MY onde M = {1,...,n—1}, T : X — X como sendo o shift para esquerda
e f: X = R um potencial Holder continuo. A medida de probabilidade m; = hsv; onde vy

e hy sdo dados pelo teorema de Ruelle (enunciado na segao anterior) é chamada de medida de
Gibbs associada a f.

Corolario 1.5.4. As sequintes afirmacoes a respeito da medida de Gibbs my sao verdadeiras,
(a) my € uma medida invariante para o shift o : X — X;
(b) O par (o,my) é misturador (e portanto my € ergodica);
(¢c) A medida my tem suporte total;

(d) my € um estado de equilibrio para o potencial f.

Demonstracao. Ver [6]. O
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DINAMICA UNIFORMEMENTE HIPERBOLICA.

Definigao 1.5.5. Seja M uma variedade Riemanniana de classe Ct, U C M um aberto e
f:U = f(U) um difeomorfismo de classe C'. Um conjunto A C M € dito hiperbélico quando,
existem constantes C >0 e 0 < XA < 1 e familias de subespagos, E*(x) C T,M e E*(z) C T, M,
x € A, tal que para todo x € A wvale:

(a) T,M = E*(z) ® E"(z);
(b) || Dfr(v)|| < CA*||[v®|| para todo v € E*(x) e todo n > 0;
(c) || Df;"(v")]| < CA*|v"]| para todo v* € E*(x) e todo n > 0;

(d) Dfe(E(2)) = E°(f(x)) e Dfo(E"(2)) = E"(f(x)).

Os espagos E*(z) e E"(x) sao chamados de espagos estdveis e instdveis respectivamente, e as
familias {E*(x)}zen € {E"(x)}zen sGo chamadas distribuicoes instdveis e estdveis respectiva-
mente de fIA. Veja que esta definicao permite os casos extremos em que E*(z) = {0} ou

E"(x) = {0}.

Seja f : M — M um difeomorfismo, dado x € M definimos a variedade estavel local de
“tamanho” € de x como sendo o conjunto

W2(z) ={y € M :d(f"(x), f"(y)) <&, ¥V n =0}
analogamente definimos a variedade instavel local de “tamanho” ¢ de  como sendo o conjunto
W2(z)={y e M :d(f"(x),["(y) <& Yn=0}

ou seja W2(z) consiste dos pontos que e-sombreiam a orbita futura de z e WX(x) os que
e-sombreiam a 6rbita passada de x.

Teorema 1.5.6 (Teorema da variedade estavel para conjuntos hiperbolicos). Seja f: M — M
difeomorfismo de classe C' e A um conjunto hiperbolico de f cuja decomposicao € TA\M =
EX & EY. Entao existem 0 < <1 e e > 0 tais que para cada x € A

(a) W2(x) é um disco mergulhado, tangente a E*(x) em x;
(b) d(f"(z), ["(y)) < prd(z,y), Vye€ W(z);
(c) A familia de discos W2(x) varia continuamente com x na topologia C".

Proposicao 1.5.7. Seja A um conjunto hiperbolico. FExistem ¢ > 0 e 6 > 0 tais que para
quaisquer dois pontos x,y € A, com d(z,y) < § implica que W2(x) N WX(y) se intersectam
transversalmente em um unico ponto.
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Quando for possivel escolher um par adaptado (g, §) no teorema acima tais que para quaisquer
dois pontos z,y € A a intersecgao [x,y] := W2 (x) N W(y) € A diremos que A tem estrutura
de produto local. A motivacao para o nome, estrutura de produto local, vem do seguinte, fixe
p € A, podemos escolher ¢ suficientemente pequeno tal que a funcao

h: (Wip)NA) x (Wrp)nA) — A
(z,9) — h(z,y) = [2,9]
seja um homeomorfismo sobre sua imagem.

Teorema 1.5.8 (Decomposicao espectral). Seja f: M — M um difeomorfismo de classe C*

de uma variedade compacta. Assuma que Per(f) tem estrutura hiperbolica. Entao existe um
numero finito de conjuntos A+, ..., A\, tal que

(a) Per(f) = Ay U...UA,, onde cada A; é compacto invariante e os pontos periddicos de f
sao densos em cada A;;

(b) fIA; € transitiva para cada A;;
(c) Cada A; tem estrutura de produto local.

Cada conjunto A; na decomposi¢ao acima é dito um conjunto bdsico ou conjunto espectral.

Seja A; um conjunto bésico associado ao teorema acima. Um subconjunto R C A; é dito
um retdngulo se tem didmetro pequeno o suficiente para que [z,y] € R sempre que z,y € R.
Um retangulo R é proprio se é fechado e R = intR. Seja x € R entao definimos

Wé(x,R) =W:(z)NR e Wz, R)=WX*z)NR

onde € > 0 é pequeno o suficiente e o didmetro de R é pequeno comparado a €.

Definicao 1.5.9. Uma particao de Markov de um conjunto bdsico A; € uma cobertura finita
X ={Ry,...,R,} de Aj por retangulos proprios tais que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(a) intR; NintR; = @ para i # j;
(b) fW*(z,R;)) D W*(f(x),R;) e f(W*(x,R;)) C W*(f(z),R;) onde x € R; e f(x) € R;.

Teorema 1.5.10 (Parti¢oes de Markov). Seja A; um conjunto bdsico para um difeomorfismo
f. Entao, A; possui particoes de Markov Z de diametro arbitrariamente pequeno.

Dada uma partigao de Markov #Z = { Ry, ..., R,,} temos uma maneira natural de associar
a dindmica f a uma dindmica simbolica. De fato considere a matriz de transicido B = (b;;)
definida por

b { 1, seint(f(R;))Nint(f(R;)) # 2,
" 0, seint(f(R;))Nint(f(R;)) = 2.

Considere o subshift Y5 associado a B definido por
Yp={e:Z—={1,...,n} by, =1},
e op o shift a esquerda agindo em Y g. Entao temos o seguinte teorema

Teorema 1.5.11. Para cada x € Yp o conjunto Niezf "(Ry,) consiste de um tinico ponto,
denotado por m(z). Além do mais o mapa ™ : ¥p — A; € uma sobrejecio continua tal que
moo = fom, ouseja f € um fator de o.
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ESTADOS DE EQUILIBRIO PARA CONJUNTOS BASICOS

Teorema 1.5.12. Sejam A um conjunto bdsico para um difeomorfismo f e ¢ : A — R uma
aplicagao Holder continua. Entao ¢ tem um inico estado de equilibrio ji,, além do mais i, €
ergodico e se fIA € mizing entiao ¢ é Bernoulli.

Embora nao pretendamos entrar no mérito de demonstrar o resultado acima vamos contar
quem se espera que seja a medida p,, e o restante serao detalhes técnicos. Suponha sem perda
de generalidade que f|A seja mixing, e seja # uma particao de Markov de A. Entao o subshift
associado op : Xg — X também o é, dai considerando o potencial ¢* = pom temos, aplicando
o Teorema de Ruelle a o uma medida de Gibbs p,+. Entao o candidato natural a estado de
equilibrio para f|A é o pull back p, = 7*u,+. Uma pergunta natural é a seguinte: qual seria
o potencial ¢ mais adequado para se associar a dinamica f|A? Talvez a informacdo numérica
que mais carregue informagao a respeito da dindmica hiperbélica f|A sejam as suas taxas de
contracdo e expansdo, neste sentido é natural considerarmos os potenciais ™ e ¢(*) dados
respectivamente por

p(x) = ~log||IDf|E;|| e ¢ (2) = —log || Dfsl B3|.

Estes potenciais carregam consigo bastante informagao a respeito da dinamica f, a titulo de
exemplo temos o seguinte teorema:

Teorema 1.5.13. Se A é um conjunto bdsico de classe C? entio ™ : A — R ¢ Holder
continua e as sequintes afirmagoes sao equivalentes,

(a) A é um atrator;
(b) m(W#*(A)) > 0;

(¢) Pra(p™) =0.



Capitulo 2

ESPACOS DE ESTADOS COMPACTOS

Neste capitulo apresentaremos o operador de Ruelle em um novo contexto, agora ele agira sobre
subespacos das funcdes continuas de = MY, onde M é um espaco métrico compacto. Os
subespagos de nosso interesse nesta tese serao, as fungoes continuas como um todo, as fungoes
~v-Hoélder continuas e o Espaco de Walters. Neste capitulo introdutério focaremos nossa atengao
apenas em C(2) e C7(2). Em todo este o capitulo consideraremos fung¢oes tomando valores
em C. Entretanto resultados idénticos valem se substituirmos C por R.

2.1 O ESPACO M E MEDIDAS A PRIORI

Na maior parte de nossa exposicao M serd um espa¢o métrico compacto. Em geral sempre
suporemos que M estd equipado com uma medida de probabilidade Boreliana p : (M) —
[0,1]. Esta medida, que desempenha um papel de extrema importancia neste novo contexto,
sera chamada de medida a priori. Em [I], na Se¢do 1, uma exposigao similar é feita quando
M = S' e p ¢ a medida de Lebesgue em S'. Em, [44] e [32] espacos compactos mais gerais sao
considerados.

2.2 O ESPACO DAS SEQUENCIAS

Seja (M,d) um espa¢o métrico compacto, no que segue usaremos §) para denotar o espago
Q = M"Y o das sequéncias infinitas de termos de M. Consideramos em ) a topologia pro-
duto. Munido desta topologia temos do Teorema de Tychonov que 2 é um espaco topologico
compacto. Vamos considerar em €2 a métrica dg : 2 X 2 — R definida por

do(z,y) = Z W

n=1

A topologia produto em 2 é compativel com a métrica dg acima. Ao leitor interessado nesses
detalhes técnicos recomendamos a leitura se¢ao 6 do Capitulo 5 de [31].

33



34 CAPITULO 2. ESPACOS DE ESTADOS COMPACTOS

ALGUMAS CONSIDERAGCOES A RESPEITO DA METRICA dg

O Leitor que estad acostumado a trabalhar em (2 quando M ¢é finito pode se perguntar se
poderiamos considerar, ao invés de dq, a métrica dy : M x M — R definida por

da(z,y) = A", ng=min{n € N;z; Zy;}, 0 <A <1

que tem um aspecto mais simples, mais intuitivo e que quando M é finito é equivalente a dg.
Entretanto quando M é um compacto arbitrario nem sempre dg e dy sao equivalentes, como
mostra o seguinte exemplo: considere M = [0, 1] como a métrica induzida pelo valor absoluto.
Considere, por exemplo, A = 1/2, e o aberto By, (0,1/2) da topologia induzida por dy. Temos
que

By, (0,1/2) = {0} x [0,1] x -+ x [0,1] x ---

que nao é um aberto na topologia induzida por dg (que coincide com a topologia produto).

2.2.1 Os ESPACOs C(Q2) E C"(Q)

Denote por C(2) = C(£2,C) o espago das fungoes a valores complexos que sao continuas em €2;
um elemento tipico f : Q — C, de C(£2), é comumente chamado de potencial. Consideraremos
em C(2) a norma do maximo, isto é,

I7llo = ma | £ ()]

E conhecido que (C(S2), || - |lo) ¢ um espago de Banach. Outro espago importante em nossa
exposigao é o espago, C7(2) = C7(2,C) das fungoes y-Holder, mais explicitamente a subclasse
das fungoes f € C'(Q2) tais que

Hol(f) := sup @) = Jy)l < 0.

z,yeN d(ZL“, y)Fy

Vamos trabahar em C7(2) com a norma || - ||,, definida para cada f € C7(f2) por

1f1ly = [I.fllo + Hol(f).

Abaixo mostramos que (C7(€2), | - ||y) é um espaco de Banach.

Proposicao 2.2.1. O conjunto N = {f € C7(Q); | fllo < 1, ||flly, < 1} € compacto com
relagao a norma || - ||o-

Demonstragao. Pode ser provado pela definigao que N é || - ||o-fechado, uma vez observado isso
basta mostramos que N ¢é pré-compacto e isto encerra o argumento. Pois bem, para cada f € N
temos Vz,y € () que

[f(x) = f(y)| < Hol(f) - d(x,y)", (2.1)

segue de que N é uma familia uniformemente equicontinua de fungoes. Além disso para
cada x € Q o conjunto E, = {f(z), f € N} esta contido no intervalo [—1, 1] sendo assim
E, tem fecho compacto. Estamos entdo em condicoes de usar o Teorema de Arzela-Ascoli e
garantir que N é pré-compacto, como N ¢ fechado temos que N = N & || - ||o-compacto. O
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Note que homotetias de C(f), isto é, transformagoes M, : C(2) — C(Q2) definidas por
M,f =af, a€R,sao aplicagoes continuas. Portanto V a o conjunto M, N é || - ||o-compacto.
Segue facilmente desta observagao que (C7(2),| - ||,) é um espaco de Banach.

Proposicao 2.2.2. C7(Q) € uniformemente denso em C(S).

Demonstragao. Note que se dg ¢ uma métrica em € entao d|,, para qualquer 0 < v < 1 também
¢ uma métrica em €). Para ver isso é suficiente mostrarmos que (a+b)” < a”+0b” para quaisquer
a,b > 0, ou equivalentemente que,

a v b v
1< )
- (a+b) +(a+b)
Como 0 < v <1, temos que

a K a b v b
> e >
a+b) T ai+b a+b) T a+b

somando as duas desigualdades acima obtemos o desejado. Portanto reduzimos nosso problema
a provar que o espaco das fungoes Lipschitz é uniformemente denso em C(€2). Denote por Lip(12)
o subespaco de C(2) constituido pelas fungoes Lipschitz, note que Lip(€2) é uma algebra de
fungoes que contém as constantes, se mostrarmos que Lip({2) separa pontos a proposigao seguira
diretamente do teorema de Stone Weierstrass. Para ver que Lip({2) separa pontos vamos usar
o fato de que a métrica dg é Lipschitz: sejam zq,yy € €2, considere a funcao f : 2 — R dada
por f(y) = do(zo,y), é claro que f(yo) > 0 = f(xg), note que f é Lipschitz, visto que

[F(y) = f(@)] = ldaly, x0) = da(xo, ¥)| < da(z,y).

Portanto segue o resultado. ]

Proposicao 2.2.3. Os espagos C(2) e C7(QQ) sao dlgebras de Banach, em outras palavras
valem as sequintes desigualdades,

(a) Ifgllo < |[fllo-llgllo ¥ fg9 € C();
(0) [Ifglly < Iflly - Nlglly ¥ frg € C7(Q).

Demonstrag¢ao. A prova do item (a) é trivial e a omitiremos. Para a prova de (b) veja que para
todos x,y € Q temos que

[(fg)(z) — fa) )| <|f(x)g(x) — f(x)g(y)| + |f(x)g(y) — f(¥)g ()]
<|f(@)llg(z) = g(y)| + [gW)I|f(z) — f(v)]
<|IflloHol(g)d(z,y)” + [|glloHol(f)d(z,y)" .

Portanto se x # y temos que

[(fg)(x) = (f9)(y)]
d(z,y)7

e como || fgllo < |Ifllo- llgllo segue da desigualdade acima que || fgll, < || £l - [lg]l-- O

< [|floHol(g) + [lglloHol(f)
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@) ESPACO DOS OPERADORES LINEARES E DAS FORMAS MULTILINEARES

Seja K C C(€2) um subespago equipado com uma norma || - || de tal modo que o par (C'(£2, || - ||)
seja um espago de Banach. Denote por V = L(K, K) o espago dos operadores lineares limitados
de K em K. Dado um operador [ € £(K, K) definimos a norma |{|,; de [ como

PR ]}
0#pell ||90||

Lembramos que |I[y também pode ser calculado do seguinte modo, [l|v = supy, =y [[1(¢)]|-
Claramente o espago normado (L£(V),]-|v) € um espago de Banach.

2.3 O OPERADOR DE RUELLE

Antes de apresentarmos o operador de Ruelle vamos fixar mais uma notagao. Dados n € N,

(a1, as,...,a,) € M™ex € (2 vamos usar a notagao aias . . . a,T para representar uma sequéncia
y € Q cujas as coordenadas sao dadas por y; = a1,y2 = G2,. .., Yn = Qp, Yni1 = T1, Ynio =
To,.... Em outras palavras a sequéncia representada por ajas...a,r é a concatenacao da
palavra (a1, as,...,a,) € M"™ com a sequéncia = € ).

Fixada uma medida apriori x4 com as propriedades descritas no inicio desta se¢ao e dado
f € C(Q) definimos o operador .Z; : C'(©2) — C(€2) pondo para cada ¢ € C(12),

<ﬁmm=A¢mMWmm,

onde a notacao ax, como definida acima, representa o elemento do espago €2 cujas as coordenadas
sao dadas por (a,z1,x9,...). A seguir listamos algumas propriedades elementares do operador
de Ruelle que serao bastante tteis no decorrer do texto.

Propriedade 1. Definindo S, f(y) = > 7 o fodl(y) entdo podemos ver que a composicio
sucessiva n-vezes do operador .5 é dado pela seguinte expressao

ZLip(r) = / olaray . .. apx)eSf ez g qy . du(ay,)

= / o(az)eSf @) qy(a).
acM™

Na notagao introduzida depois do sinal “=" h&4 um pequeno abuso. Ja que a integral ¢ calculada
com respeito a medida produto de n-copias da medida a-priori pu.

Propriedade 2. Sejam ¢ € C(Q2) e ¢ 0 0 sua composigao com o shift. Entao temos que
Zlpoola) = [ pootar)®duta) = [ pla)e (o) = pla) Z11(z).
a€eM aeM

Propriedade 3. Devido a compacidade de 2 em relacao a topologia produto e ao Teorema
de Riez Markov temos que (C'(£2))* ¢é isometricamente isomorfo a M(€2) (medidas borelianas



2.3. O OPERADOR DE RUELLE 37

sinaladas munido da norma da variagao total). Portanto podemos definir o adjunto do operador
de Ruelle (ou o operador de Ruelle dual) como sendo o tinico mapa de M (£2) em M,(Q)
continuo satisfazendo, para cada v € M(2) a seguinte identidade

/gf@dl/ = / pdlLv] Y pel(Q).
Q Q
Para verificar esta igualdade, fixe uma medida de Borel v finita e considere o funcional linear
F,: C(Q) — R dado por
F.(¢) = /Q.i”fgpdy.

Claramente F, é um funcional linear e além do mais é continuo em (C(),]| - ||o), pois £ é
um operador positivo e vale a seguinte desigualdade

B (p)] < / Lol dv < / lellol 21l dv < (1251l - ()] - 1ell.

Da positividade de .Zf segue que F), é um funcional linear positivo. Portanto pelo Teorema de
Riesz-Markov sabemos que existe uma tnica 7, medida de Borel finita sobre ) tal que para
toda ¢ € C(Q2) temos

Fy(gp):/gpd'y,, ou seja /,?fgodl/:/god’y,,‘ (2.2)
Q Q Q

Afirmamos que v, = £} (v).

Antes de provar esta afirmagao vamos recordar a definigdo de operador dual (ou adjunto)
em espacos de Banach. Seja B um espaco de Banach e T': B — B um operador linear limitado.
O dual ou adjunto de T" denotado por T™ é definido como sendo o tinico operador T% : B* — B*
satisfazendo

F(T(x))=T"(F)(x) VEFeB eVaxebB.
Voltamos a prova da afirmacao. Vamos tomar na defini¢ao acima B = C(Q) e T' = Z}. Como

mencionado acima (C(£2))* é isometricamente isomorfo a M(€2). Com esta identificacdo do
dual de C(2) a definicdo de v(p) para v € M4(2) e ¢ € C(Q) é feita da seguinte maneira

o) = [ pa

Vamos pensar no operador dual £ como um operador de M(€2) em M (€2). Usando a
expressao acima temos para todo v € My(Q2), ¢ € C(Q2) que

2w)e) = [ pdiZj ),
Usando e a definigao de operador dual (ou adjunto) temos

[edn= [ Zod=nzr0) = 2j0)0) = [ wdiz) veec@),
Q Q Q
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Como a igualdade acima é vélida para toda fungdo continua ¢ segue que v, = Z*r como
queriamos demonstrar.

Antes de prosseguirmos perguntas naturais surgem, a primeira é se este operador estd bem
definido. Uma outra pergunta natural, tendo em vista os resultados ja conhecidos para o caso
Q ={0,1}", é se o operador de Ruelle deixa invariante o espago dos potenciais Holder.

Proposicao 2.3.1. Para qualquer f € C7(Q), 0 <~ <1, o operador de Ruelle £ : C7(Q2) —
CY(Q) associado a f esta bem definido e é um operador linear limitado. Mais precisamente
temos que

(a) Se f € C(Q) entao Lrp € C() YV e C(Q);
(b) Se feC7'(Q),0<v<1entio Lyp e C(Q) Ve C'(Q);
(c) Se f € C(Q) entio Lf: C(2) — C(2) € um operador linear limitado;

(d) Se feC'(Q),0<y <1, entio L : C?(2) — CV(2) € um operador linear limitado.

Demonstragao. Prova do item (a). Para todos x e y em (2, temos,

L) — Lroly)| = / 1) g (az)dpa(a) — / ) o (ay)dja(a)

M

M
< [ e plar) — T p(ay)]| du(a).
M

Estimando o integrando acima obtemos,

|efte2)

plaz) — e’ Wp(ay)| = e’ p(az) — e’ “Dp(ay) + e’ Wp(ay) — e/ W ip(ay)|

< |6 plaw) — play)) |+ elay) (&) = /)]

Temos pelo Teorema do Valor Intermediario que e* — e¥ = e*(z — w), para todo z e w em R e
algum 2 entre z e w. Portanto, |ef(@®) — ef(@)| < elflo| f(azx) — f(ay)| e logo

|/ (az) — ! Dip(ay)| < e (|p(az) - play)] + lellolf (ax) = flay)l) . (23)
Agora, fixe ¢ > 0. Como 2 é compacto ¢ e f sao uniformemente continuas. Portanto, existe
01 > 0 tal que

(M)el7lo (1 + [[ello)”

mas {o(t) ~ ¢(s)), 1£(0) = ()} < se daft, s) < 61, t,5 € 9.

dQ($7y>
2

Usando dg(azx,ay) = e (2.3), se do(z,y) < 2, temos que

o) -Zrelw)| < [ e {M(M)e”fog(l ol A T T } dula) = &,
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o que implica que L5 : Q@ — R é uma funcao uniformemente continua, em particular £y €
().

Prova do item (b). De (2.3)) temos que

"D p(azx) — 7 p(ay)| < el {Hol(p)df(az, ay) + [|lloHol(f)dy(az, ay)} -

d(z,y)

Lembrando que dg(az,ay) = 5

, temos que
Zr6(0) ~ Zyoly)] < [ el (ol (o, + [l lHol( F)dh(z. )} dila)
f
=——,— {Hol(¢) + [[¢lloHol(f)} d¢,(z, ) - (2.4)

— II£llo
qup 2192 = Zyely)l  m(Me
do(,y)
TFy ol Y
ou seja, Ly € C7(Q).
Prova do item (c). O operador, Z : C(©2) — C(f) é claramente linear. Agora, dado
© € C(£) temos,

{Hol() + [llloHol(f)} ,

12l =sup | [ pfaridu(a)| < uOD .
M

Portanto, .2 : C(Q2) — C(£2) é um operador linear limitado.

Prova do item (d). E obvio que .%; : C7(2) — C7(Q) é um operador linear. Segue de (2.4)
que ¢ € C7(Q) temos,

ellfllo
tol(#4) <2 {1101(9) + e ottol( )}
olIfllo
<O el + ol 1513
(M)l o

=2 (L 1) el

Além disso temos que

125 ello < (M) llpllo < p(M)el o],

onde a primeira desigualdade foi provada na demonstragao do item (c). Dai

Mellfllo
1Zselly = 1-Zs¢llo + Hol(Zyp) < {u

o (1+1111) + e L el

o que implica que £ : C7(2) — C7(£2) é um operador linear limitado. O
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2.3.1 O TEOREMA DE RUELLE-PERRON-FROBENIUS (RPF)

Nesta se¢ao vamos mostrar o resultado principal deste capitulo. Vamos seguir o roteiro dado em
[37] que fornece uma demonstragao relativamente simples do teorema de RPF. A mudanca de
contexto, onde o espago de estados deixa de ser {0, 1} para ser um espago métrico compacto M
qualquer, trard uma ou outra modificacao na prova, mas nada que modifique estruturalmente
seu roteiro.

Definigao 2.3.2. Diremos que um potencial real f € C(Q2) € normalizado se £51 =1 onde
1 ¢ a funcao constante igual a 1.

O seguinte lema tem um papel fundamental na demonstracao do teorema de Ruelle Perron
Fobenius, que serd enunciado posteriormente.

Lema 2.3.3 (Lema Principal). Seja f = u+iv € C7(Q) um potencial e considere o operador
de Ruelle associado Z5 : C7(2) — C7(Q), se u € normalizado entdo para toda ¢ € C7(2)
temos

1
Hol(-Zf'¢) < Cllello + 5, Hol(p).

Demonstracao.

L (x) — L ()| =

/ ean)e (o) - / o(ay)e! @ dpu(a)

aeM

IN

| letan)el® — plaz)el + pla)el ™ — play)e! dpla)
aceM

IN

[ tetan@ e = jduta) + [ 1/ (o) ~ o) (e

aeM

< el [ 150 = P du(a) + Hol(pd(az,ay) [ (e du(a)
aeM a

eM

~
pot. normalizado

< lello - C / 1fta) = Fla)duta) + Hol(g)d(ar. o)’

< CiHol(f)d(ax, ay)||¢llo + Hol(p)d(ax, ay)”

como d(az,ay)’ = (1/27)-d(z,y)” ( a constante C; é dada pelo teorema do valor médio) temos
que

L (z) — Z5 ()
d(z,y)

1 1
< CuHol(f) 5- o+ 57 Hol(s)
=C

1
< Collello + 27H01(f)
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donde Hol(Zrp) < Collello + (1/27) - Hol(f). O caso geral segue por inducdo. Com efeito
suponha que tenhamos Hol(Zf'p) < Cyl[pllo + (1/2™7) - Hol() entdo vem que

HOI(ZJ:H—IQD) = Hol(gf(cffgo))
1
< CullZrello + =—Hol( L))

2m
1 1
< Gullello + 57 (Collllo + o5 Hol(y))
1 1
= (Cn+ Coger) llllo + Sy Hol(w)-
— ——

::CnJrl

O resultado estard terminado quando encontrarmos um majorante para C, 1. Pois bem, veja
que C,, ;1 é fornecido indutivamente por C, 1 = C,, + C'OQ%, sendo assim

n

Cri1 = G VY L, lomm g !
n+1 — Y0 Z 2_7 - O'ﬁ_ o'm.

k=0

1
Finalmente tomando C' = Cy - —————— concluimos o resultado. H
1—(1/27)

Teorema 2.3.4 (Ruelle-Perron-Frobenius). Seja f € C7(Q2,R). Entao

(a) o operador L5 : C(Q,R) — C(Q2,R) possui um autovalor positivo simples EL que denota-
remos por Ay, cuja autofuncdo associada, hy, € positiva e além do mais hy € C7(2,R);

(b) o espectro do operador £y : C7(£,R) — C7(,R) consiste de Ay e de um restante contido
em um disco de raio estritamente menor que Ay;

(c) existe uma unica probabilidade vy, definida na o-dlgebra de Borel de ), satisfazendo
ZLivy = Ajvy, em oulras palavras,

/(pd[.i”;l/f] :/.ngpdl/f :/\f/gpduf Vo e C(Q,R);
Q Q Q
(@) |\;"ZLFo —hy o wdvello — 0 quando n tende a infinito V ¢ € C(Q,R).

Prova do item (a). Considere o conjunto
Ae={9€C(QAR):0<g<Tleg(r) <g(y) exp(c-d'(z,9))},

onde ¢ é uma constante positiva. O conjunto A. é convexo e uniformemente fechado, a demons-
tragao disso ¢é trivial e a omitiremos.

1O autoespaco associado tem dimensdo 1
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Note que as desigualdades abaixo mostram que A. é uma familia uniformemente equiconti-
nua. De fato,

l9()llexp(c - d(z,y)7) —1]
lgllo - - e - d(a, y)”
const - d(z,y)”

l9(z) — g(y)|

IANIAIA

onde da primeira para a segunda desigualdade usamos a expansao em serie de Taylor da funcao
exponencial e da segunda para a terceira desigualdade usamos que a funcio e“®®¥” tem valor
maximo em () por €) ser compacto, provando assim a afirmagao. Assim podemos aplicar o
Teorema de Arzela Ascoli e concluir A, é compacto na norma | - [[.

Obs. A desigualdade acima mostra também que A, C C7(Q).

Defina agora, para cada n > 1 e para cada g € A. o operador L,, como segue

 Z(g+1/n)
L) =1z v i)l

Afirmagao. L,(A.) C A. para c suficientemente grande. De fato se g € A, temos que
Z9(0) = | glar)e’ (o)
M
< [ glap)ef et gua)
M

< / gay)e! @) eedloz.a) o flar)=fas) g, ()
M

como d(ax,ay)? = Q%d(x, y)? e |f(ax) — f(ay)| < Hol(f)d(ax, ay) temos que

Zrg() < el UM zrdeal’ 2,q(y)

mostramos com isso que Zyg € A., onde ¢; = (¢ + Hol(f)) - (1/27). Agora por definigao
temos que se b < ¢ entao A, C A.. Entao a afirmacao estard provada se pudermos escolher
um ¢ de tal modo que ¢; < c¢. Para tanto basta considerarmos a inequagao na variavel c:
¢1 = (c+Hol(f))-(1/27) < ¢ cuja solugao é ¢ > (Hol(f)-(1/27))/(1—1/27). Sendo assim para ¢
suficientemente grande temos que .Z5(A.) C A, C A.. Note que para cada n a fungao constante
(1/n) - 1 pertence a A. segue entdo do exposto acima aplicado a func¢do g + (1/n) -1 € A. que

1 1
s (g + —) (z) < @) 2 (g + —) (y)
n n
dividindo ambos os membros por ||-Zf(g + 1/n)|l¢ > 0 provamos a afirmacdo. Portanto, como

A, é convexo e compacto na norma | - [|o temos pelo Teorema de Tychonov-Schauder que para
cada n existe um ponto fixo h, para L,. Sendo assim para cada n temos que

n
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onde 8, = ||-Z5(g+1/n)|lo. Pela compacidade de A. podemos escolher um ponto de acumulacao
h € A, da sequéncia {h, },en € obter por continuidade que Zyh = Sh.

Afirmagao 1.: O autovalor 8 é positivo. Para ver isto basta notar que

Bnhn(x) = / . (hn(a:zc) + %) /@) du(a) > <£§f2 ha(y) + l) el 1llo

n

dai segue que

yeQ

1
: > (; 1N o > £l
Fn a};rele) in() 2 (;relsfz iny) + n> ‘ 2 Inf hn(y)e

Portanto dividindo ambos os membros da desigualdade acima por inf A, e passando ao limite
em n, chegamos a [ > e~ Ifllo.

Afirmacgao 2.: A autofuncao h é estritamente positiva. Suponha por contradi¢cao que para
algum x € Q tenhamos h(x) = 0, entdo para todo n > 1 temos

/ h(az)es @) = gmh(x)du(a) = 0
acM™n

segue dai que h(az) = 0. Como o conjunto {az,a € M",n=1,2...:0(ax) = x} é denso em 2
(aqui precisamos de base enumeréavel para M) concluimos que h = 0. Por outro lado sabemos
que 3 = || Zsh|lo > 0 0 que é um absurdo, concluindo a afirmagao.

Afirmagao 3.: O Autovalor 3 é simples. Para isso suponha que .Z; tem uma segunda auto-
funcao g associada ao autovalor 8. Considere

=i} =i

para algum y € Q. Entao temos que g(y) —th(y) = 0 e pela defini¢ao de t que g(z) —th(xz) >0
para todo x € (). Aplicando o mesmo procedimento da Afirmagao 2 a autofuncao g — th
concluimos que g — th = 0 concluindo que g ¢ um multiplo escalar de h.

Sejam h e [ a autofuncao e o autovalor obtidos acima. Defina um novo potencial g pondo
g = f—loghoo—logh—log 3 & facil ver que &, = 37 A(h) " o. %0 A(h), onde A(h) representa
a multiplicagdo por h. Como o espectro de £, é o espectro de £} reescalado pelo fator 1/3 é
suficiente provar o teorema supondo que o operador .Z; é normalizado. Entao, recapitulando,
precisamos mostrar que

e A porcao do espectro de .Z5 : C7(2) — C7(Q), o(ZF) \ {1} esta contida em um disco
com raio estritamente menor que 1;

e Existe uma tinica medida de probabilidade m tal que Zfm = m;

e para cada ¢ € C7(§2) temos a seguinte convergéncia uniforme "¢ M / wdm quando
n — oo.
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Prova dos itens (c) e (d):

Afirmagao 4. O operador £ : (C7(Q))* — (C7(€2))” preserva o compacto convexo das medidas
de probabilidade invariantes pelo shift 0. Com efeito, seja m uma medida de probabilidade
invariante por o, e seja m = f;m. Entao para cada ¢ € C(Q2) temos que

o m(y) :/gooadm
_ /gpoa dL.£¢m]
:/ff(gooa)dm

- [ o2 dm

:/gpdm

=m(p).

Portanto segue da continuidade do dual do operador de Ruelle e do Teorema do ponto fixo
de Tychonov-Schauder que existe uma medida de probabilidade m tal que Zfm = m.

Para cada ¢ € C7((2), a desigualdade | £} p(z) — ZLFp(y)| < Hol(LF p)d(z,y)?, juntamente
com o Lema Principal nos fornece que {Zf'¢},en ¢ uma sequéncia uniformemente equi-
continua. A hipétese de f ser um potencial normalizado nos fornece facilmente que {Z}'} ¢

uniformemente limitada. Portanto podemos fazer uso do Teorema de Arzela-Ascoli e concluir
a existéncia alguma subsequéncia {-£;"* ey convergente na norma da convergeéncia uniforme,
para ¢* digamos.

Afirmacao 5. A fungao ¢* é uma fungao constante. De fato, primeiro observamos que se f
¢ um potencial normalizado entao podemos escrever a seguinte cadeia de desigualdades para
qualquer ¢ € C7(Q)

min ¢ < min Lp < -+ <min Lo < -+ < minp”* (2.5)
Da desigualdade acima temos min ¢* = min Z;"¢* para todo m € N. De fato,
min(Z;"¢*) = min(Z}" (lim ;" ¢)) = min(lim f;l”m(p) = min(p"),

onde a tltima igualdade segue do fato de que a sequéncia min( fnap) ¢ mondtona e que
min Z;" ¢ — min *.

Agora, dado € > 0 seja N € N e z € Q tal que min(ZLfp*) = Zyp*(z) e {ar,a € MV} ¢
e-denso em €). Pelo exposto acima e pela escolha de x temos que ng ©*(z) = min(e*). Seja
z € Q) tal que min(¢p*) = ¢*(2), entao

/ v ST ot ax)du(a) = LV " (x) = min(p*) = ¢*(2).
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Usando a identidade 1(z) = 4 /1(x), segue da equagao anterior que

0= / eI ar) - o (4)] )

Usando a continuidade de ¢* e o fato de supp(u) = M é facil ver que ¢*(axr) = ¢*(z) para
qualquer a € M. Visto que ¢* continua e constante em {ax, a € M"}, o qual é e-denso em
(), segue que ¢* é constante.

Pela definigao da medida m temos que a seguinte igualdade ¢ valida m = (£f)™(m) para
todo ny € N. Assim, por um lado

lim (.,%J?’“go) dm = lim (Z7)" (m)(p) = m(p) = /gpdm
k—s00 k—o0
por outro lado

lim (.,%f"’“(p)dm:/ lim (f;lkgp)dm:/go*dm:gp*: lim (Z;" )

k—o0 k—o0 k—o0

concluimos que

lim (Z;" ) = /godm.

k—o0

Como C7(2) é uniformemente denso em C(§2) a menos de um argumento do tipo “/3” podemos
assumir que a igualdade acima é verdadeira para todo ¢ € C(1).

Agora vamos mostrar que Zf'¢ é convergente. Primeiro observamos que todo o argumento
usado para provar que * é constante é independente da escolha da subsequéncia. Agora
considere uma outra subsequéncia {f;kga}keN convergindo uniformemente para @7, digamos.
Pelo que acabamos de mencionar segue que ¢} ¢ uma fungao constante. Sendo assim temos que

i [ (o) dm = Jim (27 (m) () =m(e) = [ o dm.

Por outro lado,

k—o0

lim (f}’“cp) dm = / lim (‘iﬂ;’“gp) dm = /gp{ dm = ¢} = lim (.,2”}’“90)
k—o00 k—o0

logo

lim (of;kap) = /godm.

k—o0

Em particular, concluimos que toda subsequéncia de {<£"¢} tem uma subsequéncia convergente
as quais convergem para o mesmo valor f pdm, segue dai o desejado,

nll_{rologfgo = /cpdm.
Este fato conclui as provas dos itens (¢) e (d).

Prova do item (b). Para provar o item (b) precisaremos do seguinte lema, que também sera
atil no Capitulo [, Lema [6.1.3
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Lema 2.3.5. A projegio II : CV(Q2) — Eig(Af) que projeta ¢ sobre o autoespago associado a
A € dada por I(p) = ([ pdm) - h.

Deste lema temos imediatamente que II(p) = 0 se, e somente se, [ pdm = 0. Ja que toda
fungao ¢ € C7() pode ser escrita como ¢ = ([ o dm)h + [p — (fgodm) h] e que [hdm =1,
segue que o espago C7(£2) pode ser escrito como a soma direta C7(2) = Eig(As) @ K, onde

K ={pe C%Q);/@dm o).

Note que para todo ¢ € K temos da definicao da medida m que

/ffwdm=/<pd[$fM] Z/sodmZO.

Deste fato segue que Z5(K) C K. Ja que h é uma auto-funcao de £ a decomposigao em soma
direta acima induz a seguinte decomposicao de &y = Z¥|gig(r b Lk

Assim para provar o item (b) basta mostrar que Z%|K : K — K tem raio espectral estrita-
mente menor que 1. Para facilitar a notagao vamos chamar de B a bola unitaria fechada do
espago K, isto é,

B={pecC() / pdm = 0; ||, < 1}.

Afirmagao 6. Dado e > 0 existe N = N, tal que || £}l < &,V n > N, Vp € B. De fato,
considere a familia B, := {p € K; || Z"¢llo < &, Vm > n}. Como f é um potencial
normalizado temos que [|Zf " pllo < [|£¢llo e portanto B, C Byy1. Além disso temos que
cada B, ¢ aberto de C(Q). Para todo ¢ € K temos do item (d) que £} ¢ — 0. Logo
B C U,enBr- Como B ¢ um compacto de C(2) a cobertura aberta de B, pelos abertos
B,’s, admite uma subcobertura finita. Uma vez que esta colecao é encaixada podemos entao
encontrar algum N € N tal que B C By e assim a afirmagao esté provada.

Pelo Lema temos que

1
Hol(Zj ) < C- || Zfpllo + o Hol(Zf )

ny
1
Pt

1
=C- | Zfelo + ’\90||0+WH01(90)-
A desigualdade acima juntamente com a Afirmacao 6 deixam claro que para n e k suficiente-
mente grande temos ||.>ff’“””l“<p\|7 <e<l, Yoek, |¢ly <1 Lembramos que se A € o(-Z¥|x)
entao A"tk ¢ J($f+k|,c) e também que a($ﬁ+k|;¢) C D(0, ||($}1+k’;c)||,y) Podemos concluir
que |A["TF < ||(,>§f]?+’7‘3|,c)||7 para todo A € 0(Z¥|x). Juntando estas duas tltimas desigualdades

temos 1
M,n—f-k < H(gfl—i_k‘lc)“'y <Ee= ‘)\| < entk Y NE (T(gﬂ)c).

Da tltima desigualdade decorre que o raio espectral de Zf|x é menor ou igual que £ HE que é
estritamente menor que um. Com isto finalizamos a prova do item (b) e também a prova do
Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. O
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ALGUMAS OBSERVACOES A RESPEITO DO TEOREMA
1. Seja f um potencial ndo normalizado e denote por f = f + log hy —loghsoo —logAs o

potencial normalizado associado. Seja m a medida de probabilidade que satisfaz .,iﬂf*m =m

dado pelo teorema anterior. Entdo a medida vy = (1/hy) - m satisfaz Zfvy = A\svy. De fato,
para toda ¢ € C(2) temos

/godm:/god[.ﬁff*m] :/fo@dm
= [ ([ etanr duta)) dmio

- [ ([ et i) o)

Substituindo, na expressao acima, ¢ por ¢/h ficamos com

o que ¢é equivalente a dizer que

)‘f/SOde = /(gf@ dvy
ou seja, Ly = A\jvy.

2. Para qualquer potencial ¢ € C(£2) temos que )\;”gftp — hy [ @dvg, na norma da conver-

géncia uniforme em C(f2). Para provar este fato, primeiro observamos que f = f — logh §+
log hy oo 4 log Af. Segue dai, por um argumento de somas telescopicas, que

Sof = Snf —loghs +loghs oo™ +nlog ;. (2.6)
O que nos fornece

A" Lp(x) = /\f”/w(ax)es”f(ax)du(a)
eSn?(ax)

Por outro lado, segue do teorema anterior que

n Lo
f (hf) —>/hfdm—/g0dyf

uniformemente quando n — oco.
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Proposicao 2.3.6. Sem € o ponto fizo para o operador de Ruelle obtido pelo teorema anterior,
entio o sistema (o, m) € mizing.

Demonstragdo. Sejam i, € C(2), como m = (£f)"m, para todo n € N, temos que
[e-woonin= [o-@oamaizym
— [ 2o woom) dim
= /w-ffgodm

e como Zfp — [ wdm temos que [¢- (¢ oo™)dm — [ pdm [1dm, donde segue o resultadg]



Capitulo 3

ANALITICIDADE DO FUNCIONAL PRESSAO
E A PRESENCA DO BURACO ESPECTRAL

3.1 ANALITICIDADE DO OPERADOR DE RUELLE EM RELACAO
AO POTENCIAL

Uma importante propriedade do operador de Ruelle é sua dependéncia analitica ( no sentido
de Frechet) com respeito ao potencial. De modo mais preciso, temos o lema abaixo.

Lema 3.1.1. O mapa © : C7(Q) — L(C7(Q),C7()) que envia f € C7() no Operador de
Ruelle £y associado ao potencial f, € analitico.

Demonstragao. Veja [44] Teorema 3.5. O

O principal objetivo desta secao é estender o resultado enunciado acima para os espagos de
Walters W (2), uma classe de espagos que vao ser definidos futuramente e que vao conter o
espago C7(Q2) e vao desempenhar papel importante nos proximos capitulos. Vamos provar que
o operador de Ruelle e seu dual dependem analiticamente com respeito ao potencial quando
estes estdo em C7(Q2) e entao derivar a analiticidade da pressao. No intuito de formular esses
resultados em um contexto unificado iremos introduzir alguma notagao adicional.

Seja I C C(2) um subespago vetorial arbitrario de C(£2), equipado com uma norma | - ||.
Usaremos a notagao K* para denotar o dual topologico de (K, || - ||). Definimos a norma de
um elemento ¢ € K* usualmente pondo ||¢|. = sup{|é(f)|: f € K and || f|| = 1}. Para nao
deixar a notag¢do muito carregada, o espago L(K, ) de todos os operadores lineares continuos
(na topologia forte) agindo em K sera denotado por V = L(K, K).

Defini¢ao 3.1.2. Seja K C C(2) um subespago vetorial. Diremos que K € invariante para o
operador de Ruelle, quando para todo f € K tenhamos que 3K C K.

Exemplos centrais de subespagos invariantes pelo operador de Ruelle sdo os espagos C7(€),
0 <y <1eo espaco de Walters W(£2). A proxima proposi¢ao desempenha um papel funda-

49
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mental no estudo da analiticidade da pressao. Ela constitui uma generalizagao significativa do
Teorema 3.5 in [44].

Proposigao 3.1.3. Seja K C C(2) um subespago equipado com uma norma || -|| de tal maneira
que (IC, || - ||) seja uma dlgebra de Banach. Suponha que K seja invariante para o operador de
Ruelle e que para qualquer f € K tenhamos £y € V. Entao o mapas © e ©* dados por

K> f— % e L(KK) e K> fw e LK, K)

sao analiticos.

Antes de provar a proposi¢ao acima, vamos enunciar um seu corolario imediato que é uma
ferramenta importante para a obter analiticidade do funcional pressao.

Corolario 3.1.4. Para cada 0 < v < 1, ambos os mapas
C'(Q)> f— L e LIC(Q),C7(Q)) e C'(Q) > f= ZF € LICT(Q),C7(2)7)
definem mapas analiticos.

Demonstracao. Basta observar que o subespago C7(£2) é invariante para o operador de Ruelle
e o0 espago (C7(Q),| - ||,) é uma &lgebra de de Banach (ver [44]). O

Prova da Proposigao [3.1.3|

Provaremos primeiro a analiticidade de ©. Dados f,h € K e p € C(Q2) temos para qualquer
x € () que

O(f +h)(p)(x) —O(N)(p)(x) = Lrn(p)(x) — Zs(p)(2)

_ / @) o ) dpa(a) — / ) o (az)dpu(a)

:?ef<w>¢<ax><eh<w> Yanto
_ / (ef(‘”)(p(ax) g [h(if)]n>du(a)-

Assumindo que podemos aplicar o teorema de Fubini obtemos
= 1
O(f + h)(p)(x) = O(f) () (x) =) ﬁ/ef(‘””)so(ax)[h(aﬂc)]"du(a},
n=1 """ M

que reescrita em termos de © fica, O(f +h)(¢)(z) —O(f)(¢)(x) = >, (1/n)O(f) (¢ h™)(z).

Esta igualdade pode ser reescrita, omitindo-se a dependéncia x e ¢, tomando o seguinte aspecto

[e.e]

O +h) ~O(f) = 3 BN (3.1)
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Com o objetivo de justificar a aplicacao do Teorema de Fubini acima é suficiente provar que
a soma acima converge em (K, || - ||). Repare primeiro que para quaisquer hq,...,h; in K,
o mapa ¢ — O(f)(phy...hy) de K em si mesmo define um operador linear continuo, i.e.,
O(f)((:)hy...hg) € V cuja norma ¢é limitada por

1OCA)(C)he - h)llv < 15 llv[lPall - (7wl (3.2)

de fato, basta observar que Zf € V e que (K, - ||) é uma &lgebra de Banach. Segue desta
desigualdade que

Z %H@(f)((-)[h]”)l\v < Z %Hzfuv(uhu)n = [l {ell -1}

que implica a convergéncia da série Y~ (1/n)O(f)((-)[h]") em V.
Afirmagao 1. Para qualquer £ € N e hy,..., hi € K, temos que

D*O(f)(h, ..., hwe) = O(f)(()ha -+ hu).

A verificagao sera executada através de indugao em k. No que segue £F = L*(K,V) denota o
espago das aplicagoes k—lineares [ : K x ... x K =V, de K x ... x K (k— copias de K) em V.
A norma || - ||+ de £F ¢ dada por

Nillee = sup |[l(ha,..., ¢hi)llv, L€ Lk

[Ihill=1

Vamos provar inicialmente a afimacao para k = 1. Neste caso temos de (3.1]) que
O(f + h1) —O(f) = ©(f)((-)h1) + Or(h1)

onde, O1(hy) = > 02, (1/n)O(f)((-)[h1]™). A desigualdade implica que ||O(f)(()h1)||v <
1Z|lv ||| e portanto hy — ©(f)((-)h1) esta em L£'. Novamente, em vista da desigualdade

temos
—=O()(()[M]")

oo 1 .
<3 =12l (I0])
n=2

\%4

mostrando que (1/[|h1]])]|O1(h1)|lv — 0, quando ||| — 0. Portanto, D'O(f)(hy) = O(f)((-)hy)
e a afirmacao é verdade para k = 1. Agora, vamos supor que a afirmacao seja verdade para
k—1, k>2, isto 6,

D*O(f)(h, .. he—1) = O(H)((Dhy .. hie—1), by e €K (3.3)
Vamos verificar que a afirmagao é verdade para k, isto é,
DRO(f)(h1,....he) = O(S)((Vhy---hi), hy,....,h EK. (3.4)
Pela hipoétese de inducao , dados hq,...hi_1,hy € h em K temos,

DF'O(f + hy) (B, . .. hu1)(h) — DM 'O(f)(ha, . .. hyeer) (R)
= O(f + hi)(hhy ... hp_1) — O(F)(hhy ... hy_y).
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De (3.1]) segue que
DFYO(f + hy)(hay ... hi_1)(h) — DY PO(F) (ha, - - ., 1) ()

. Lo
Z —O(f)(hha - b [ha]").

Claramente, a equagao anterior mostra que

DF'O(f 4 b)) (hy, .. hg—1) — DM O(f)(ha, . .. hiy)

onde O(hy) ¢ um elemento de L*~! dado por

o

Ok (B 1) = S 2 O(F) (V- - e [,

n!
n=2

Estas cotas superiores juntamente com a desigualdade (3.2 nos permitem concluir que o mapa
(hy...hg) = O(f)(()hy ... hy) é um elemento de £F. A desigualdade (3.2) e a defini¢ao de
Oy (hy) nos da a cota superior

=1
Ok (P) (R - ) by < gllﬁffllvllhlll e NPl ([ D)™
n=2 :

donde (1/|hx|)||Ok (ki) ||y — 0, quando ||A|| — 0. Portanto, D*O(f)(hy,. .. he) = O(f)((-)h1 ... hy)
e a afirmacao esté provada. Usando a Afirmacao 1 e as estimativas acima para estimar o resto,
segue a analiticidade de £ 3> f— £y e V.

Analiticidade de O*. Sejam f,g e h em K ¢ ¢* € K*. Pela expansao dada em (3.1)) para
O(f + h) temos

O (f +h)(¢")g = &*(O(f + h)(9)) = (Zni <->)

: Z%(@*(fwg[h]”)(-). 35)

Afirmagao 2. Considere a derivada DO* : L — L(K, L(K*,K*)), entao, para qualquer f € K
e h € K temos que DO*(f)(h) : K* — K* é dada por (D@ (f)(R) (%) g = (©*(f)(¢*))(gh). De
fato, considere O : K — L(K*,K*) definida por O(h)(¢*) = > .~ ,(1/n)O*(¢*)((-)[h]") entao

temos

1O |ges ey = sup [[O(R)(&"
6+l =1 el

X e

< sup Z 197 (@O, - (3.6)

lo*lls=1 =5 ™

*
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O proximo passo € limitar 1.

L= [0 (NH@)NOM") I = sup [[©°()(@")((9)[M")] = sup [[6"(OC)((g)[h]"))]

llgll=1 lgll=1
< ¢l sup 1O/ ()M < lo™ [l [0 Iv Sup, lg[n]"|
< leo*llelHlv sup, glllI[R]" | < Cl|A[™

Substituindo (3.7)) em (3.6)) temos que

(e o]

1
IO s < 3 - Cll

n=2

portanto ||O(h)||Luc =)/ ||| = 0, quando ||h|| — 0.

Podemos mostrar que as derivadas de ordem mais altas D*©* : K — L(KF*, L(K*,K*)) para
k > 2, sao dadas por

D*O*(f)(hi- .. hi)d"(9) = ©* ()¢ (hi -+ - hg) = " (Ly(ha -+ - hig)).

A prova é similar a anterior e sera omitida.

3.2 O BURACO ESPECTRAL E A ANALITICIDADE DA PRESSAO

Entendemos por presenca de buraco espectral a existéncia de um autovalor isolado de modulo
méximo. A presenca do buraco espectral no operador de Ruelle é uma propriedade fundamental
para provar a analiticidade da pressao, além disso o buraco espectral implica no decaimento
exponencial de correlagoes com respeito as medidas de Gibbs. Estes resultados sd@o bastante
conhecidos no contexto potenciais Hélder quando o espaco de estados M ¢ finito. Nesta seccao
vamos analisar generalizacoes deste resultado no contexto em que M é um espago métrico
compacto separavel e potenciais mais gerais.

A principal diferenca entre o Teorema de Ruelle para f € W(Q) e para f € C?(Q2) é o fato
de que no primeiro caso nao temos muita informagao a respeito do espectro de 2. De fato,
nao é um problema facil decidir quando temos a presenca de buraco espectral para o operador
de Ruelle .Z%, o que vem a ser algo crucial no entendimento da medida de Gibbs associada.

Antes de prosseguir, vamos introduzir uma definicao importante em toda esta segao.

Definicao 3.2.1. Seja f € C(2) e considere £ o operador de Ruelle associado. Diremos que
o Teorema de Ruelle vale para £ se este operador goza das sequintes propriedades:

(a) Eziste uma autofungdo hy positiva e uma automedida Boreliana vy e um nidmero real
positivo Ay tais que ZLihy = Aphy e Lfvy = A\jvy;
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(b) Para toda funcao continua ¢ € C(Q) tenhamos que

A" Lo — hf/QgpdeHO —0
quando n — 0.

Observe que quando f € C7(Q2) o Teorema de Ruelle sempre vale para Zf. O Teorema de
Ruelle também vale para .%; quando f € W (), ver defini¢oes e e 0 Teorema m

Proposicao 3.2.2. Seja f € C(Q) tal que o Teorema de Ruelle valha para £y, entdo o limite
abaixo sempre existe e independe de x,

P(f)(x) = lim ~log £71(x) = log Ay.

n—oo M,
Demonstracao. Temos que
lim Llog.#M1(x) = lim Llog o #n1(x)
im —lo r) = lim —log— x
n—oo N &<f n—oo N g)\’} f

: 1 n : 1 —n ¢on
= lim _logAf+,}LIEOEIOgAf Zi(x)

n—o0o N,
— log s + lim ~log A" ()
= logA; + lim —log A;".Z71 ().

Agora, como vale o item (b) de (3.2.1), temos que [|A\;"Zf1(z) — hy(z)]lo — 0, quando n —
00, ou seja, A\".Z}'1(z) converge uniformemente para hy(z). Daf temos imediatamente que
limy, ;00 (1/n) log At " £} 1(x) = 0, donde segue o resultado. O

Corolario 3.2.3. Seja f um potencial em C7(2), 0 < v <1 ou W(Q), entao o limite abaizro
sempre existe e independe de x,

.1 n B
P(f)(z) = nh_%lo - log Z5'1(z) = log As.
Definigao 3.2.4. Seja f € C7(Q)), definimos a pressao topoldgica do potencial f como sendo
o nimero P(f) =log .

Feitas as consideragoes acima, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.5. Seja K C C(Q2) um subespago invariante de C(2). Uma condigdo suficiente
para que valha a analiticidade do funcional pressio € que o mapa K 3 f — 5 € K seja

analitico, que valha o Teorema de Ruelle para Z5 e a presenca do buraco espectral no operador
de Ruelle Z5.

No intuito de provar o Teorema[3.2.5] vamos usar o lema abaixo, que parece ser bem conhecido
pela comunidade. Decidimos dar uma prova para este lema para manter o texto autocontido.
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Como mencionado anteriormente vamos usar expressao autovalor simples para nos referir a um
autovalor A isolado de um operador 7': X — X cuja a imagem do projetor espectral

T = / (A —T)tdX
oD

é um subespaco unidimensional de X.

Lema 3.2.6. Seja T : X — X um operador linear limitado possuindo um autovalor isolado
simples A € C. Seja D um disco centrado em X tal que D Nspec(T) = {A\}. Entdo, existe uma
vizinhanga U de T em L(X, X)) tal que 0 mapa U > L — A\(L) € C, onde A(L) € o unico ponto
em spec(L) Nint(D) estd bem definido e além do mais esse mapa € analitico.

Corolario 3.2.7. Para qualquer 0 < v <1 fizado ambos os mapas
C'(Q) > f—hyeC'(Q) e C'Q)>frrre(C7(Q)

sao analiticos.

Demonstragio. Escolha f arbitrariamente em C7(2). Sejam U e U vizinhangas de .%; e .Z7,
respectivamente tais que para todo £, € U e £ € U as imagens dos projetores espectrais g,
e Ty sejam subespagos unidimensionais associados ao autovalor A;. Considere uma vizinhanga

W C C7(2) de f tais que £, € U e Z; € U, respectivamente sempre que g € W. Portanto
temos que mgxvy = C - vy Logo

C:C'/ldVQEC-<V9,1>:<7ng*uf,1>
Q

donde segue que v, = <7r,gg* Vs, 1>_1 Mgy Sendo o lado direito da ultima expressao uma
composicao de fungoes analiticas segue que g — v, ¢ analitica numa vizinhanca de f. Por
outro lado , mg hy = C - hy. Integrando ambos os lados com relagao a v, ficamos com C' =
C - (v, hy) = <1/g,7rgghf> e portanto h, = <Vg,7rgghf>71 - g,hy que composicao de fungoes
analiticas portanto g — h, ¢ analitica numa vizinhanca de f. O

Agora estamos prontos para provar o principal resultado desta secgao.

Prova do Teorema A prova ¢ baseada na analiticidade das fungoes K > f +— %
elU > T — MNT) € R. A analiticidade da primeira ¢ conteido da Proposigao . A
analiticidade do segundo mapa segue da hipotese da existéncia do buraco espectral e do Lema
. Para finalizar, como, por hipotese, o Teorema de Ruelle vale para .Z; : K — K, ver
(3.2.1)), podemos escrever a pressao como P(f) = logA;. Sendo assim, o lado direito da
igualdade anterior ¢ a composicao das seguintes aplicacoes analiticas log, K > f — £ e
UsTw— \NT)eR.

Uma consequéncia imediata do Teorema acima é o seguinte corolario

Corolario 3.2.8. A funcao dada por C7(Q) > f — P(f) € R € real analitica.



o6 CAPITULO 3. ANALITICIDADE DO FUNCIONAL PRESSAO

Prova do Lema [3.2.6] O Argumento é baseado nas seguintes afirmagoes.

Afirmagao 1. Existe uma vizinhanca U de T' em L£(X, X) tais que spec(L) NdD = @& para todo
L € U. Provaremos esta afirmacao por contradicdo. Suponha que para cada n exista L, €
B(T,1/n) C L(X, X) tal que A\, € spec(L,)NOD e o operador Ar, I — L, nao seja invertivel.
Como 9D é compacto podemos encontrar uma subsequéncia convergente {\ Lnj} C 0D tal que
AL,, = Ay € 0D. Como L, — T temos que (Ar, I — Ln,) = (Al — T) na topologia forte.
Visto que (A1 —T) é invertivel e o espago dos operadores lineares limitados invertiveis é aberto
obtemos uma contradicao.

Afirmagao 2. Podemos encolher U de modo que para todo L € U a intersegao spec(L) Nint(D)
seja um autovalor simples de L. De fato, para cada L € U seja m o projetor espectral dado
por

n.

= / (M — L)"d.
oD

Note que o mapa U > L — 7 € Z(X,X) é continuo, portanto pela Proposi¢ao se
necessario podemos encolher U tal que para todo L € U a aplicacao 7, tenha o mesmo posto que
7. Este fato juntamente como a observagao [B.3.2] implica que a porgao do espectro de L € U
que estd em int(D) & ndo vazia, chame isso de ¥(L). Defina Xyp) = 71X e Ty = T'lx, -
E sabido de [33, p. 98] que spec(Tx 1)) = S(L). Se X(L) nao for um conjunto unitario, entéo
X1y nao é um subespago unidimensional e portanto 1 # dim(Xy)) = dim(mpX) = 1. Esta
contradigao mostra que existe um tnico autovalor simples A\(L) of L dentro de D. Usando as
afirmagbes acima obtemos que a seguinte aplicagao, U 5 L +— A\(L) € C, onde A(L) é o tnico
autovalor simples de L dentro de int(D) est4a bem definida.

Passamos agora para a prova de que o mapa U 3 L — A(L) € C é analitico. Fixe v € X
tal que mpv é ndo nulo e escolha w € X* tal que w(mpv) = (w,mLv) # 0 (Hahn Banach) para
todo L em uma vizinhanga suficientemente pequena de T. De acordo com a Proposigao [B.3.3]
o operador L comuta com 7, nos fornecendo que (w, 7y (Lv)) = (w, L7y (v)) = A(L) (w, 7 (v))
e consequentemente que

(w, 7 (Lv))

AL) =~ 3.7

(L) ) (3.7)

Da definigao e da igualdade acima obtemos a analiticidade do mapa U > L — A(L) €
C. O

3.3 A DERIVADA DO FUNCIONAL PRESSAO

Nesta secao provamos um resultado que generaliza a Proposicao [3.2.2| para potenciais continuos
sem assumir a validade do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius.

Teorema 3.3.1. Se f € C(Q) entdo o limite

P(f)(x) = lim llog.,%?l(x)

n—oo 1

existe para todo x € € e independe de x.
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Demonstragao. Para demonstrar este corolario basta provar que a sequéncia ®,, : C(Q2) — C(2)
dada por

D,(f)(r) = - log Z71(x)

converge uniformemente nas partes compactas de C(€2) para uma aplicacao ® : C'(Q2) — C(Q)
continua. De fato, do Corolério [3.2.2] temos que ®(f) € C(2) ¢ uma fungdo constante sempre
que f € C7(Q), 0 <y < 1. Segue da densidade de C7(Q2) em C(Q2) que dada f € C(Q) existe
uma sequéncia (f,)peny C C?(2) com f, — f. A partir de provada a continuidade uniforme de
® obtemos que o limite ®(f) = lim,,_,o, P(f,) estda bem definido (independe da sequéncia) e a
afirmacao feita acima esta provada.

Agora vamos mostrar que a sequéncia ®,, : C'(2) — C(Q2) converge uniformemente nas partes
compactas de C(2). Inicialmente repare que podemos identificar a sequéncia ®,, : C(Q) —
C(2) com a sequéncia @, : C(2) x Q& — R onde ®,(f,r) = (1/n)log £}'1(z). Usando o
Teorema da Convergéncia dominada ¢ facil ver que a derivada de Frechet de ®,, : C(2) xQ — R
com relagao a f é dada por

L[ S exp(Saf) ar) du(a)
() = .
of n ZLr1(x)

Observe que,

1 n—1 . 1 n—1 . 1 n—1
=Y wedd| <=3 fleodllly <~ DNl = il
j=0 0 j=0 J=0

Esta desigualdade implica na seguinte estimativa

/M 1(5n¢)(ax) exp(S,.f)(ax) du(a)

0 .
‘87@"”’ o (p’ - Zr1(x)
/n %(Snw)(ax)exp(snf)(aw) dyu(a)
<
’/ _exp(Syf)(az) du(a)
< [lello 9

para todo x € 2. Tomando o supremo sobre todos os x € () ficamos com

< [lello
0

para todo n € N. Desta desigualdade concluimos que ||8%<I>n( )l £ 1 (norma de operador).

Fixe f e f em C(9) e defina para cada n € N a seguinte fungao P, (t) = Bn(v(t), ), onde
y(t) =tf+(1—t)f com 0 <t < 1. Obviamente ®,, ¢ uma funcao diferenciavel vista como uma
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aplicacao de [0,1] em R. Além do mais temos |®,(1) — &, (0)| = \%@n(f)(l — 0)| para algum
t € (0,1). Usando a estimativa da norma da derivada de Frechet de ®,,(f, ) temos

@Aﬁ@—éAﬁxﬂzz%¢MﬁwU—f>§Hf—ﬂh (3.9)

Consequentemente a sequéncia ®,, : C(Q) — C(£2) é uniformemente equicontinua. Devido
a Proposicao a sequéncia ®,, converge pontualmente no conjunto denso C7(2) C C(£2).
Além disso para cada f € C(2) o conjunto {®,(f),n € N} é pontualmente limitado, isto &,
existe M(f) tal que |®,(f)| < M(f). De fato, usando a desigualdade triangular, a ultima
desigualdade acima e que existe lim,,_,, ®,(1) temos para quaisquer f € C7(2) que

[P ()] = [P0 (f) = Pu(D)] + [Pn(D)] < [If = 1o + [Pn(1)]
<[If =1l - sup @ (1)]

Agora estamos em condig¢oes de aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli para garantir que existe uma
subsequéncia (P, )rey que converge nas partes compactas de C(€2) para uma funcao continua

o C(Q) = C(Q).

Afirmamos que ®,(f) — ®(f), quando n — oco. De fato, dado € > 0 seja g € C?(Q) tal
que ||f — gl|lo < e. Tome n; e n suficientemente grandes de forma que valham as seguintes
desigualdades [, (f) — O(F) o < &, [@u(g) — By (9) oo < & € [P, (9) = By ()]l < & Com
estas escolhas de g,n e ny temos da desigualdades triangular e da desigualdade (3.9) que

[$n(f) = (oo < [NPn(f) = Pny, (f) + P () = 2(F) o0
S [Pn(f) = Py ()lloo + 190, (f) = 2(F) oo
< HCI)n(f) - cI)m(f)Hoo +e
< [Pn(f) = Pul9)lloe + [[Pulg) = P (f)lloe +€
< [|Pn(9) = Py (f)lloo + 2¢
< [1®n(g) = Prp (9o + [P (9) = Py (F)lloo + 22
< 4e.

Agora note que que[3.9 permanece apos passagem ao limite, o que implica que ® tem estensao
tnica a fecho uniforme C7(2) = C(2). Ver o paragrafo 4 do Capitulo 7 de [31]. O

Corolario 3.3.2. Para todo 0 < v < 1, vy € uma fungao fracamente continua de f € C7(€2),
isto €, se ||f — fally = 0 entao

lim [ pdvy, = /(pdyf, Ve C(Q).

n—oo

Demonstracao. Seja {f,} C C7(2) uma sequéncia tal que f, — f € C7(Q2). Suponha que
v, nao convirja fracamente para vy. Pela compacidade e metrizabilidade de M(Q) = C(Q2)*
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(Q & espago métrico compacto) podemos assumir sem perda de generalidade que vy, converge
fracamente para uma probabilidade v. Entao, como os mapas f +— £ e f — Ay sao continuos,

ZLiv=lm 2L} v, =limAg vy, = Apv.

Portanto, v € C(Q)* ¢ uma automedida de £} : C7(Q)* — C7(2)* associada ao autovalor ;.
Como o autoespago de £} associado ao autovalor Ay é unidimensional, segue que v é miltiplo
de v¢. Como v e vy sao probabilidades temos v = vy. O

Corolario 3.3.3. Seja f € C7(2), 0 <y < 1, entdo

1.2 (S,
_M _/(phfdyf

=0
n .,?fl

0

lim
n—oo

para toda p € C(R2), além disso esta convergéncia € uniforme.

Demonstracao. Fazendo manipulacoes algébricas simples temos

1,,%"(5’ ?) /hdl/
n .,%”1 viy avy

H‘znl — A" LE(Snp) _/Sphfd’/f

f
Zm

0

< sup
neN

1 —MN n —n mn
Hﬁxf L2(500) — (A2 1)/<phfdyf

0

Portanto para provar a existéncia do limite afirmada no enunciado basta analisar as seguintes

quantidades
A}
.5,” "

sup

—n con 1 —n con
, (A" 1)/g0hfdyf e ﬁ)\f L5 (Snep).

As duas primeiras das quantldades acimas sao relativamente simples de se estudar utilizando
diretamente o Teorema de Ruelle-Perron-Frébenius (Teorema[2.3.4)). De fato, segue do Teorema

de Ruelle que )\;”3}11 m hy , isso fornece imediatamente que

(Afngﬁ)/gohf dv; 18 hf/gohfdyf.

Lembrando que hy é estritamente positiva, e portanto uniformemente afastada de 0 pois ¢é

II-llo

continua no compacto €2, temos que \}/Z}'1 1/hy , como 1/hy também ¢é positiva e

uniformemente afastada de 0 temos

n

f
2P

sup < 00.

0

A ultima das quantidades acima é consideravelmente mais complicada de ser analisada e faremos
seu estudo através de uma série de afirmacoes.
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Afirmagao 1. Para qualquer ¢ € C(Q2) e todo n € N temos que

n—1
LF(Sup) =Y L7 (L),

§=0
De fato, é imediato verificar usando a definicao do operador de Ruelle que
ZLi(poa") = L)1
Dai segue que
L5 (Sup) = ffnfl[ff{go +poogt+pod®t...+poa" )
= L)+ L) (L (poo)+ L] HLfpod) +...+ Ly (L) oo™ )
=25 (p) + f}l_l(goffl) + Z}“”(g@.ffl) +...+ .Zf(cp.i”ﬁ_ll)

n—1

=> L7 (et]1)
j=0

provando a Afirmacao 1. Note que da Afirmacao 1 temos imediatamente que

n—1
N "L (Sup) = Y NV (X L),

Jj=0

Afirmagao 2. Para qualquer p € C() existe o seguinte limite

n—1
1 I e
- <)‘f gf (SnSO)_Z)‘f( J)gf ]@hf>

n
J=0

— 0. (3.10)

0

lim
n—oo

Para mostrar que esta afirmacao é verdadeira usamos a identidade obtida e a limitagao do
operador de Ruelle na norma de operadores em C(£2) como segue

n—1
1 o em (i (i
_{Af Zf(sn@)_z)‘f( ])gf( ])‘th}

n -
j=0

0

n—1 n—1
{ )\;(nﬂ)gfb—] (90)\;]3;1) _ Z )\f(nj)fﬁ_]gohf}

j=0 J=0 0

1 (=) epni L
=5 2= DL (0N L = ply)

| .
(=

0

=l

HA;W‘”gf—j (X721 — ohy) HO

A
3|
i\

Jj=0
1t —(n—j) ¢on—j Iy
< n prs H)‘f L Le@).c) oA 271 — (pthO
M n—1 B '
< D oA L —ohyl = 0
=0
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quando n — oc. Note que o ultimo termo da desigualdade acima converge a 0 pois ¢ uma
soma no sentido de Cesaro associada a sequéncia gp)\;] .i”f 1 — ph¢, que converge a 0 na norma
uniforme pelo Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius.

Afirmagao 3. Para toda ¢ € C(QQ) existe o seguinte limite

— 0. (3.11)

1 ) o
EZV N %phf—hf/gohfduf

Jj=0

n—00
0

Defina A,, ; := /\;(n_j).ﬁfﬁ_jgphf e B := hy [ phsdvs. Pelo Teorema de Ruelle-Perron-Frébenius
temos para qualquer j € N fixado que lim,_, ||An; — B||, = 0. Por outro lado, temos da
convergéncia da desigualdade triangular e da convergéncia no sentido de Cesaro que

S N |
n 4 " ~ |[n 4 BY) n |4 A
Jj=0 0 Jj=0 0 j=0 0
1 n—1 1 n—1
s =B <23 4 - Bl, — 0
j=0 0 j=0
quando n — co. O que prova a Afirmagao 3 e encerra a prova do Corolario. O]

Corolario 3.3.4. Para qualquer 0 < v <1 fizado e f € C7(Q2) temos que a derivada de Frechet
do funcional pressio P : C7(2) — R € dada por

Puw:/Qme

Demonstragao. Fixe x € Q e considere o funcional ®,, : C7(2) — R como definido no Teorema

[3.3.1] isto é,
1 n
®,() = L 1os( 2 D)(@)
Como ja foi visto no Teorema [3.3.1} a derivada de Frechet de P, aplicada em ¢ € C7(12) é dada
por
1 27 (Snp)
P’ et Bk e
n(fle=— 7

Ja que a pressao em C7(2) é analitica segue do coroléario anterior que

P(f)e= lim &, (f)¢ = /@hfdw

n—o0
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Capitulo 4

O TEOREMA DE RUELLE NO
ESPACO DE WALTERS

4.1 O OPERADOR DE RUELLE NO ESPACO DE WALTERS

Para simplificar a notagao, se f € C(2) e x,y € (2, escrevemos

Sof(x) = f(z)+ flo@) + ...+ f(e" (z) e duy(z,y) = max dg(c*z,o™y).

0<k<n

Definicao 4.1.1. Diremos que uma fungao continua f : Q2 — R satisfaz a condi¢ao de Walters
se dado € > 0 existe n > 0 tal que

Vn>1,Vr,y € Q, du(z,y) <n = [Suf(z) = Suf(y)l <e (4.1)

O espago de todas as fungoes satisfazendo a condigao de Walters é denotado por W (€2).

A seguir abordaremos outra alternativa de se generalizar a condi¢gao de Walters para o
contexto de espago de estados compactos.

Definicao 4.1.2. Seja f: Q@ — R uma fungao continua, defina Cy(x,y) por

Cyla,y) = sup sup S, f(ax) — S,f (ay). (4.2)

n>1 aeMn

Dizemos que f satisfaz a condigao fraca de Walters se Cy(z,y) — 0 quando d(z,y) — 0.

Exemplo. Considere o espago métrico (M,d) onde M = [0,1] e d = | - | (valor absoluto).
Agora seja f o potencial definido em Q = MY dado por f(x) = 1, isto é, f depende apenas da
primeira coordenada. Afirmamos que f satisfaz a condicao fraca de Walters mas nao satisfaz a
condigao de Walters (forte). De fato , temos que S, f(az) = S, f(ay) = > ., a; para qualquer
a = (a,...,a,) € M". Portanto f satisfaz claramente a condi¢ao fraca de Walters. Note
que f nao satisfaz a condigdo de Walters. De fato, considere z = (0,0...) o vetor nulo e

63
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= (n,n,...) para n pequeno. Temos que do(x,y) = d,(x,y) = n. Por outro lado, S, f(x) =
Snf(y) n -7, portanto

1S f (@) = Suf(y)| =n-n.

Segue dai que f nao satisfaz a condicao de Walters. Por outro lado, a implicagao oposta é
sempre verdadeira.

Proposicao 4.1.3. Se f € C(Q) satisfaz a condigao de Walters entao f satisfaz a condi¢ao
fraca de Walters.

Demonstragao. Seja f € W (), entao por definicdo dado € > 0 existe n > 0 tal que V n >
1,Vz,w € Q com d,(z,w) < n nos fornece | S, f(z) — S, f(w)| < . Note que d,(ax,ay) < d(z,y)
para qualquer a € M"™. Portanto d(x,y) < n = d,(ar,ay) < n = |S,f(ax) — S, f(ay)| <
e, Yae M", Vn > 1. Tomando o supremo sobre todos os a € M"™ e n > 1 o resultado
segue. ]

O espago W (£2) é claramente um subespago vetorial de C'(§2). Denote por S a constante de
expansividade do shift 0. Em [5] é provado que para todo s € (0,.5) a seguinte expressao

w, = 2|[[fllo+sup max [S,f(z)—S.f(y)]
n>1 dn(z,y)<s

define uma familia de normas equivalentes e que (W (€2), | - |lw.) ¢ um espago de Banach. Visto
que a familia de normas (|| - ||w.)o<s<s fornece a mesmas topologia, podemos, sem perda de
generalidade, fixar um s € (0, S) particular e desenvolver a teoria com a norma || - ||w = || - ||w,.
No intuito de provar um dos principais resultados deste trabalho, precisamos de uma estrutura
extra de algebra de Banach para W ((2). Este é o contetido do préximo lema.

Lema 4.1.4. O espago W(Q) com a norma || - ||w € uma dlgebra de Banach sobre R, isto é,
W(Q) € um espago de Banach real e para todos f,g € W(Q) temos || fallw < || fllwllgllw-

Demonstracao. Sejam f,g € W(Q) e defina I = I(f,g) pondo

I = sup max |S,(fg)(z)— S.(fg)(y)]
n>1 dn(z,y)<s
n—1 n—1
= sup max (fg)oad?(z) = > (fg)od’(y)
n>1 dn(2,y)<s | “— —
j=1 Jj=1
n—1 n—1
= sup max (fg) oo (x) — fodl(z)god(y)
n>1 dn(z,y)<s =1 j=1
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Aplicando a desigualdade triangular obtemos que

I <sup max Zfoo'j(x)[goa'j<]})—gOO’j(y):|

n>1 dn(2,y)<s |4
Jj=1

n—1 |

n—1
+s a oo’ ool(z) = foo’
nzlfdn?;yis;g reao- oot
<|[fllo-sup max [Spg(z) — Sng(y)| + llgllo-sup max [S,f(z)— Snf(y)l.
n>1 dn(z,y)<s n>1 dn(x,y)<s

Segue da desigualdade obtida acima que

Ifgllw < 2l fgllo + I fllo sup  max_ [Sng(x) — Sngly )|+||9||o sup max_ |Sy(z) = Snf(y)]
Por outro lado, segue da definigao de || - || que

| Fllw - llgllw = 4l fllollgllo + 2[lfllo - sup  max_|Shg(x) = Sng(y)]

dn(z,y)<

+2lglo - sup max. 55(2) = Suf(y)]

n>1 dn(2,y)<
+sup max [Spg(z) — Spg(y)|-sup max [S,f(z) — Snf(y)l.
n>1 dn(z,y)<s n>1 dn(z,y)<s
Esta identidade e as estimativas anteriores implicam que || fg|lw < || fllw - [|g]lw- O

Proposigao 4.1.5. Se f € W(Q), entdo Z;(W(Q)) C W(Q).

Demonstra¢ao. Afirmamos que para qualquer a € M fixado, se f € W(Q2) entdo a fungao
x +— f(ax) também pertence a W (£2). De fato, dado £ > 0 escolha n > 0 tal que a condicao
de Walters seja satisfeita por f. Note que d,(z,y) < § = d,(azx,ay) < d,(z,y) < n. Pela
exposto acima temos que d,(z,y) < n implica |S, f(ax) — S, f(ay)| < € para todo n > 0 e
portanto a aﬁrmagéo esté provada. O préximo passo é provar que a funcao r : 2 — R dada por

= [y, Max)dp(a) pertence a W(Q) sempre que h € W(Q2). Segue da afirmagao anterior
que x +— h(ax) is in W(Q) visto que h € W(Q2). Dado € > 0 podemos escolher n > 0 tal que a
condicao seja satisfeita por z +— h(azx). Como d,(x,y) < n = d,(az,ay) < n, a condigao
de Walters para r segue da desigualdade abaixo

St () = Sur(y)] < /M |Suh(ax) — Sph(ay)| du(a) < e - p(M).

Por hipotese f € W (), e como os espago de Walters é uma algebra de Banach temos que
exp(f) € W(Q). Pela mesma razao, para qualquer ¢ € W(Q) temos que ¢ - exp(f) € W(Q).
Com foi argumentado acima, para qualquer a € M fixado, a fun¢ao = — p(ax) - exp(f(azx))
pertence a W(2). Usando o resultado acima que foi provado para a fungao r, com h(z) =

o(z) exp(f(x)), temos que
T /M o(ax)exp(f(ax)) du(a) = L (p)(x)

esté no espago de Walters para qualquer ¢ € W () o que finaliza a prova. O



66 CAPITULO 4. O TEOREMA DE RUELLE NO ESPACO DE WALTERS
4.2 O TEOREMA DE RUELLE NO ESPACO DE WALTERS

A prova dessa versao do Teorema de Ruelle é inspirada na prova original dada por Walters em

[50]. Para provar o Teorema de Ruelle vamos concentrar nossa aten¢ao numa certa subclasse
de C'(f2) a qual é dada por

GO(Q):{gEC(Q):g>O e /Mg(ax)d,u(a)zl,VxEQ}.

Se f: Q — R é um poténcial dado por f = logg, onde g € Go(2), entao a condicao fraca de
Walters para f pode ser refraseada em termos de g do seguinte modo, dizendo que

Dy(z,y) = sup sup g(a'ax)
n>1aeM™ ;- g(c'ay)

existe, é limitado por uma constante D, e D,(z,y) — 1 quando dgo(z,y) — 0. Equivalente-

mente:
H g(o'azr) .

D} (z,y) = sup sup (o7ay)

n>1 aeM™

<D,—1

para todo x,y com do(7,y) < €9, Dj(r,y) — 0 quando do(x,y) — 0.

Teorema 4.2.1. Seja g € Go()) um potencial tal que log g satisfaz a condi¢ao fraca de Walters.
Entao existe uma medida de probabilidade v : B(Q) — [0, 1] tal que

n Il
"%ogg —O> V(@)

para toda p € C(S2). Além disso v € a tinica probabilidade satisfazendo £, ;v = v.
Demonstracao. Para provar este teorema seguiremos de maneira bastante proxima os argumen-
tos fornecidos em [48]. Como sempre os pequenos problemas que aparecem, devido a mudanga
de contexto, se manifestam em problemas que envolvem o suporte da medida a priori. E como
veremos esses argumentos s6 sao possiveis de se reproduzir quando a medida a priori tem su-
porte total. Para nao deixar a notagao muito carregada, correndo o risco de focar nossa atencao
em detalhes irrelevantes, vamos introduzir a notagao temporaria £ = Z,.,. Comecaremos
provando que {-Z"p, n > 0} é uma familia equicontinua para qualquer que seja ¢ fixada em
C(€2). De fato, pela defini¢ao do operador de Ruelle temos

n

| Lexp(S, logg(a))(ar) = exp(S, logg(an)plaw)] [ ] dufar)

i=1

|L"p(x) — ZLp(y)| <

n

<| [ TLsto'elivtar) - plan] ] dutar

1=0

+
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Os dois termos do lado direito podem ser estimados por

sup {lifar) - p(a)) ‘ | Lot @an T auta

+lell /M ot @) 'Hz 8 2

zOg

Z

Hd,u (a;).

Como g € G(2) segue do Teorema de Fubini que a integral iterada no primeiro termo ¢é igual
a 1. O segundo termo pode ser limitado, similarmente, usando-se a definigao de Dj(x,y), o que
nos fornece a seguinte desigualdade

L p(x) — ZL"p(y)| < sup {p(ar) — o(ay)|} + [[¢llo - D (z,y).

acMn

Como ¢ é uma fungao continua e log g satisfaz a condicao fraca de Walters a desigualdade
anterior implica que {£"p, n > 0} é uma sequéncia equicontinua. Lembrando que g € Go(12)
temos pela definicdo do operador de Ruelle que ||-Z"¢llo < [l¢llo para toda ¢ € C(Q) e
para todo n € N. Esta desigualdade implica que o fecho de {£"¢, n > 0} na topologia
uniforme ¢ uniformemente limitado em C(§2). Portanto podemos aplicar o Teorema de Arzela-
Ascoli para a familia { ", n > 0} no intuito de obter uma subsequéncia (n;) C N e uma
funcao ¢* € C'(Q) tais que £y — ¢* uniformemente. Comegaremos mostrando que p* é
uma fungao constante. Note que a identidade £ (1) = 1 implica as seguintes desigualdades
min() < min(£(p)) < --- < min(p*).

Afirmagao 1. Paratodo k € N temos min(£*p*) = min(¢*). De fato, temos que min(.Z*p*) =
min(Z*(lim £ )) = min(lim £"** ) = lim(min(£"**¢)) = min(¢*), onde a tltima igual-
dade segue da monotonicidade da sequencia min . Z*¢ e de min £ ¢ — min ¢*.

Dado ¢ > 0 escolha x € Q e N € N tais que min(ZVy*) = LVp*(z) e {ax, a € MV} ¢
e-denso em (2.

Afirmagao 2. Para todo y € o~ Va temos que ¢*(y) = min(y*). Pela afirmagao 1 e pela escolha
de z, temos £V ¢p*(xz) = min(p*). Seja 2 € Q tal que p*(2) = min(y¢*), entdo

| atanlgtoar) gl an)e (@) [ auta) = 26 (@) = min(") = ().

i=1

Usando a identidade 1(z) = 4 ,1(x), segue da equagao acima que

N

0= [ ataalgloa) (e an) [ ar) = ()] [ dnte.

=1

Usando a continuidade de ¢* e a hipotese de que supp(p) = M é facil ver que ¢*(ax) = ¢*(2)
para qualquer a € M". Como ¢* é continua e constante sobre a fibra {az, a € M}, que é
e-densa em (), segue que ¢* é uma funcao constante.
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Agora vamos mostrar a existéncia e unicidade de um ponto fixo para £* = £, . Defina
o funcional linear F' : C'(2) — R pondo F(¢) = ¢*. O funcional F' ¢é claramente positivo e
satisfaz F'(1) = 1. Entao segue do Teorema de Riesz-Markov que existe uma tnica probabilidade
Boreliana v € M(£2) que representa F. E facil ver que Z*v = v. Para unicidade suponha que
existe outra medida de probabilidade v € M(Q) tal que .Z*y = v. E claro que , (£*)"y = v

para todo n € N | sendo assim

/god’y:/wd .,2”* /.,Sf”gpdfy /lim ,%"godfy:/go*dfy:go*:/godu.
Q QN Q Q

Como ¢ € C(2) é arbitrario segue que v = v. O

Lema 4.2.2. Seja f um potencial satisfazendo a condicao fraca de Walters, entao ¥ € > 0,
existe N >0 ea € R tais que V 2,y € Q, Jw € o VxN By, (y,e) com Sy f(w) > a.

Demonstracao. Para prova veja [48] pagina 126. ]

Lema 4.2.3. Seja f € C() um potencial. Entao existe um nimero real X > 0 e uma medida
Boreliana v € M(Q2) tais que Lfv = Av.

Demonstragio. A aplicacdo v — Zfv/(Z;v)(1) define uma mapa continuo de M(£2) em si
mesmo. O Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff garante a existéncia de um ponto
fixo v para esta aplicagao. Tomando A = (Z}v)(1) o teorema segue. O

Agora estamos prontos para provar o resultado principal deste capitulo, o Teorema de Ruelle
para potenciais na classe de Walters.

Teorema 4.2.4. Seja f um potencial satisfazendo a condigao fraca de Walters e considere o
operador de Ruelle associado £y : C(Q) — C (). Entao, existe um nimero real Ay > 0, uma
fungao continua hy positiva e uma Wdnica probabilidade Boreliana vy tal que

i) gfhf = )\fhf , gfl/f = )\fl/f,'

ii) Para qualquer ¢ € C(§2) temos

— 0, quando n — 0.
0

H)\;"‘Zﬁg@—h]v/ggpduf

Demonstracao. A prova sera dividida em trés passos.
Afirmagao 1. Seja v e A dados pelo Lema[4.2.3] Entao para qualquer f satisfazendo a condigao
fraca de Walters e ¢y > 0 o conjunto

A={peC(Q): 920, v(p)=1 e p(x) <exp(Cr(z,y))p(y) seda(z,y) <o}
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é convexo, fechado, limitado e uniformemente equicontinuo. Provemos primeiro que A é nao
vazio. De fato, para quaisquer z,y € ) temos que

() = / 1) d1y(a) = / (@) (ax)= 1) gy,
M M

< exp (sup flaz) — f(ay)> /M e dua) < exp (C;(x,9)Zr1(y).

aeM

O conjunto A é claramente fechado e convexo. Vamos provar que A é um conjunto limitado.
Sejam z,y € Q. Pelo Lema dados ¢ > 0 e a € R existe N € N e yy = agr, onde
ap = aj ...ay, tais que do(yo,y) < € e Snf(yo) > a. Dado 6; > 0 segue da continuidade de
¢ que podemos escolher § > 0 tal que para qualquer a na bola fechada Blag,d] € MY temos
Syf(axr) > a — §;. Em particular, podemos escolher ¢ tal que Blyg,d] C Bly,e]. Portanto
segue da definicao do operador de Ruelle e da escolha de  que

N
S @) o(ax) | [ du(as)

=1

V() = |

MN

Q\Blag,d] i—1 Blao,d] i=1
N
> [ esregtan [[duta)
B[3076] =1

onde wy minimiza a fun¢do a;---ay — @(a;---ayz) em Bly,d]. Agora observe que wy €
Bly, €], usando a compacidade de Q e a definigdo de A obtemos para todos z,y € {2 a seguinte
desigualdade ¢(y) < C} - 172 %N p(x). Relembrando que ZLiv =\ ev(p) =1, obtemos por
integragio em ambos os lados da desigualdade anterior que p(y) < C - e“tor17 (LN p(z)) =
Cy - e“tn=a)\N Portanto A ¢é limitado. A equicontinuidade uniforme de A é provada como em
[48, p. 129] mutatis mutandis.

Afirmagao 2. O operador A™'.%; mapeia A em A. Sejam ¢ € A e 2,y € Q com dg(z,y) < €.
Entao

1 1
S Lp(r) = < / e/ p(ax) dp(a)
A A
< % / /@) () (5@ 1@ Crlaran)) i (q)
M h . ’

Secf(zvy)

IN

N

/ e’ W o (ay) e’ @Y du(a)
M

Lyoy)eT
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onde a desigualdade ef(#®)=f(a)oCrlaz.ay) < Cr(@y) & justificada por se observar que Crlax,ay)
é igual a

sup sup {(f(aaz) — f(aay)) + (f(oaz) = floaay)) + -+ (f (0" 'aaz) — f(o" "aay))}.

Segue dai que Cy(ax,ay) + (f(az) — f(ay)) < Cy(x,y).

As Afirmagoes 1 e 2 nos permitem usar Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff no
intuito de obter um ponto fixo h € A para o operador A™'.%;. Este ponto fixo h satisfaz
ZLsh = Ah, v(h) = 1 e h(z) < @Y h(y) sempre que do(z,y) < €. Vamos mostrar que
h > 0. Suponha que exista algum = € Q tal que h(x) = 0. Entdo, para todo n € N teremos
ZLPh(z) = A"h(r) = 0, sendo assim h deve ser 0 sobre a fibra {c7"z,n € N}, que ¢ densa,
usando que p tem suporte total obtemos que h = 0 contradizendo o fato de v(h) = 1.

Afirmagio 3. Se g = e/h/(Ah o T), entdao g € Go() e D}(z,y) — 0 quando do(z,y) — 0. A
prova é similar & encontrada em [48, p. 130] mutatis mutandis.

Pelo Teorema (4.2.1)) temos que £, ¢ Iy w(p) para toda ¢ € C(§2), onde pp € M(2) é o
ponto fixo de .Z*, , em M(Q). Por outro lado

log g

%ng) = h(@)(L y(0/ 1) ()

entdo segue que 1/\"Zfp Ll w(e/h). Vamos mostrar que p(p/h) = v(p), onde v é a
133

automedida dada por . Seja m € M(R) definida por m(y) = v(hy). Entao

m(ﬁogg@) = V(h : ﬁogg(p) = % = V(D%f((p ’ h) = m(@)

ou seja, £, ,m = m. Segue da unicidade do ponto fixo que v(hy) = m(p) = p(p) o que

implica que v(¢) = u(p/h). O

4.3 ADENDO:
CONDICOES EQUIVALENTES A CONDICAO DE WALTERS

Ao longo do texto trabalharemos com trés defini¢oes distintas de o que significa um potencial
estar na classe de Walters, direta ou indiretamente. Como ja vimos anteriormente, quando
estamos com espaco de estados compactos, estas definigdes podem nao coincidir, abaixo veremos
que no contexto de espacgo de estados discretos elas coincidem. Antes de prosseguirmos vamos
esclarecer algumas notagoes. Nesta segao Q = {—1,1}. Consideraremos em  a métrica
dq definida pondo-se dg(z,y) = 1/2" onde ny = min{n € N : z; # y;}. Esta métrica
gera a topologia produto e tem a conveniéncia de que as bolas de raio 1/2" coincidem com
cilindros de comprimento n. Consideraremos também a métrica d, em 2 definida pondo-se
dn(7,y) = maxg<i<n_1 do(c'z, o'y), onde o naturalmente ¢é o shift & esquerda em



4.3. CARACTERIZACOES DA CONDICAO DE WALTERS 71

C. W. 1: A seguinte definigdo estd em [48]. Seja f : @ — R um potencial continuo, defina
Cy(x,y) pondo
Cy(x,y) =sup sup S,f(ax) — S, f(ay). (4.3)

n>1 aeMn

Diremos que f satisfaz a condicao Walters se Cf(x,y) — 0 quando d(x,y) — 0.

C. W. 2: A proxima definigao é encontrada em [5] Diremos que uma fungao continua f : Q@ — R
satisfaz a condigao de Walters se ¢ > 0 existe n > 0 tal que

Vn>1VryeQ, d(r,y) <n=|S.f(x)—=S.f(y)] <e. (4.4)

C. W. 3: Dado um potencial f : 2 — R continuo, definimos a n-ésima variagao de f como

vary (f) = sup{[f(z) = f(Y)| 1 2,y € Q, 23 =y;, VO <i<n—1}
A proxima defingao ¢ dada em [50]. O potencial f : Q — R esta na classe de Walters quando

lim var,,,S,f = 0.
p—)OO

Prova de C. W. 1 = C. W. 2. Dado € > 0 existe § tal que dqo(z1,y1) < ¢ implica que
Cy(x1,y1) = sup sup S, f(ar1) — S, f(ay;) < e. (4.5)

n>1 acMn

Em particular, ponhamos 6 < 1/2. Agora seja n < 4§, se z,y € 2 s@o tais que d,(z,y) < 7
entao temos que x = ar;, y = ay; onde a € M". Em particular, pela definicao de d,, temos
que do(z1,y1) < n <9, portanto vale . Assim sendo, conluimos que V z,y € 2, Vn >1
com dn(z,y) <n, n <4, vale que |S,f(z) — S,f(y)| <e. O

Prova de C. W. 2 = C. W. 3. Comecemos com a seguinte observagao, dado n > 0 podemos
escolher p é suficientemente grande de tal modo que para todos z,y € {2, com x; = y; para
0 <i<n+p-—1, tenhamos d,(x,y) < n. De fato basta observar que temos a seguinte
estimativa,

d(x1, 1) < M

-1 = -1

dn(x7y) S dQ(axluayl) =
onde M = max, yeq do(z,y). Sendo assim, basta escolher p de modo que M/2°P~1 < 1.

Pois bem, dado € > 0 seja n > 0 proveniente da defini¢ao de condicao C.W.2, entao tome
p € N tal que para todos z,y € Q com z; =y;, i =0,...,n+p— 1, tenhamos d,(z,y) < n, dai
temos, por hipotese, que Vo, y € Q com x; = y;, 0<i<n+p—1, |S.f(x) = S.f(y) <e. O
exposto acima nos fornece que

Varn-‘rp(f) = sSup |Snf(x) - Snf(y)| <e.

z,yY€Q, Ti=y;
0<i<n+p—1

Tomando o sup em n e o limite quando p — oo segue o resultado. [

Prova de C. W. 3 = C. W. 1. A prova deste item reside em observar que tomando por
exemplo, § < 1/2P temos que dg(x,y) < § implica * = azy,y = ary, com a € MP. O Resultado
segue trivialmente desta observagao. ]
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Capitulo 5

O OPERADOR DE RUELLE E O
FORMALISMO DLR

O objetivo deste capitulo é ver como as medidas de Gibbs obtidas através do formalismo do
Operador de Ruelle, isto é, as automedidas do operador dual, se relacionam com as outras
nogoes de medidas de Gibbs provenientes do formalismo da Mecanica Estatistica. Abaixo
vamos relembrar as nogoes de medidas de Gibbs no sentido do limite termodinamico e medidas
de Gibbs no sentido do Formalismo DLR. Toda a discussao abaixo é fortemente inspirada em
[9]. Assim como nos capitulos anteriores, M, nosso espago de estados, ¢ um espago métrico onde
estamos considerando sobre M a sigma algebra de Borel. Lembrando que i denota uma medida
a-priori Boreliana sobre M. Como sempre 0 = M" munido da topologia produto. Denotaremos
por % a sigma algebra produto em (2.

5.1 MEDIDAS DE GIBBS DUAIS

Inspirados no formalismo de Ruelle somos motivados a definir o conceito de medidas de Gibbs-
Duais.

P

Defini¢ao 5.1.1. Seja f um potencial continuo. Dizemos que uma probabilidade v € M(Q) é
uma medida de Gibbs dual para f se existe um nimero real A > 0 tal que ZLfv = Av. Denotamos
o conjunto das medidas de Gibbs duais para f por G*(f).

Nos capitulo anterior foi mostrado no Lema que G*(f) é sempre nao vazio. Vimos
também que se o potencial f esta na classe de Walters o conjunto G*(f) é unitario, neste caso
se o potencial estiver normalizado a auto medida é shift invariante.

73



74 CAPITULO 5. O OPERADOR DE RUELLE E O FORMALISMO DLR

5.2 MEDIDAS DE GIBBS NO SENTIDO DLR E
INTERACOES NO LATICE N

Seja, ® = {®4}aen um potencial de interacao, ver o apendice [A] Lembre que o Hamiltoniano
associado a ¢ é dado por

Hy(z)= > @)

AeN, ANA,=9
Existem casos em que é razoavel assumir que o Hamiltoniano acima provém de algum potencial
continuo f ou seja H,(z) = f(z)+ f(ox) -+ f(c" 'z), ver por exemplo [6], [39], [48], e assim
o faremos. Associado a este Hamiltoniano temos a familia (h,,),en de fungoes dadas por

hn(x) = exp[—H, ()] (5.1)
cada h, é chamada de o fator de Boltzman. A proposi¢do abaixo mostra que (h;,),eny € uma
pré-modificacao, para relembrar a definicao veja
Proposicao 5.2.1. A familia de fun¢oes (hy)nen dadas por ¢ uma pré-modificacao.
Demonstragao. Precisamos mostrar que para quaisquer x,y € €2, n,r € N, com ¢"z = o"y,
que

b (2) M () = Py () B ()

escrevendo explicitamente, precisamos mostrar que

exp|—(Hu () + Hyyr(y))] = exp|—(Hpyr(7) + Hu(y))]

o que & equivalente a mostrar para quaisquer z,y € Q, n,r € N, com 0"z = o™y que
Hn(x) + Hn—l-r(y)) = Hn+r($) + Hn(y)]

Pois bem, note que

n+r—1 n+r—1

Huo(w) = Ha(w) = 3 f(o'2) o 3 f(07y) = Husrly) = Haly)

onx=0my j:n

donde segue o resultado. O

Considere a funcao de particao Z,, associada a h,, dada por

Zua) = [ expl-H,(an)ldu(a)

é 6bvio por continuidade e compacidade que Z,,(x) é finito para todo x € Q e todo n € N. Em
outras palavas f é um potencial u-admissivel. Segue entao da Proposicao a familia de
fungoes (h,/Z,)nen € uma p-modificagao (ver apéndice [Al defini¢ao (A.3.3) ). Isto significa que
a familia { K, },en como definida abaixo

K,(F,z) = an(x)/ exp|—H,(az)|1p(ax)du(a) (5.2)

n

¢ uma especificagao, a qual chamamos de especificagao Gibbssiana.
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Definicao 5.2.2 (Medidas de Gibbs no sentido DLR). Seja { K, }nen a especifica¢io Gibbssiana
associada ao potencial f construida acima. Definimos o conjunto das medidas de Gibbs no
sentido DLR. para o potencial f, denotado por GPLE(f), como sendo

{v e M(Q) : v(Flo"F)(y) = K,(F,y), para y,v-qtp V F € F#, ¥V n € N} (5.3)

Observacgao 5.2.3. Seja { K, }nen a especificacao Gibbssiana determinada pelo potencial con-
tinuo f. Entao, para qualquer funcao continua g : 2 — R, e qualquer z € Q fizado, temos
que

Kn-‘rr oK, = Kn+r-

Isso decorre das proposigoes (5.2.1) e (A.3.7) que garante { K, }nen ser uma especificagao e por
consequinte satisfazer as condi¢oes de consisténcia, veja Definicao .

5.3 MEDIDAS DE GIBBS NO LIMITE TERMODINAMICO

Considere a especifica¢do Gibbssiana { K, },en associada a um potencial continuo f € C(Q)
como definida em (5.2). Seja (y,) uma sequéncia em 2 e (K,(+,y,)) uma sequéncia de proba-
bilidades Borelianas em (2. Considere o conjunto

C = {K,(-,yn) :n €N, y, € Q} C M(Q),

segue da compacidade de M(2) que (K,(+, y,)) tem pelo menos uma subsequéncia (K, (-, Yn, ))
tal que y,, =y € Qe (K, (-, yn,)) — ¥ € M(Q2). Em particular o conjunto dos pontos de
acumulacao de € é nao vazio.

Definigao 5.3.1 (Medidas de Gibbs no Limite Termodinamico). Definimos o conjunto GT*(f)
como sendo o fecho da envoltéria convexa do conjunto dos pontos de acumula¢io de € em
M(Q). Um elemento em GTL(f) € dito uma medida de Gibbs no limite termodindmico.

5.4 g* C gTL C gDLR

O Objetivo desta segao ¢ mostrar que a medida de gibbs obtida atravéz do formalismo do
operador de Ruelle, no contexto de espaco de estados compactos, via os Teoremas (|2.3.4]) e
satisfazem as outras nogoes de medidas de Gibbs, a saber no¢oes ja definidas acima de
medidas de Gibbs no sentido do limite termodinamico e medidas de Gibbs no sentido DLR.

G (f) € G"(f)

No que segue provamos que a no¢ao medida de Gibbs proveniente do formalismo do operador
de Ruelle satisfaz a nogao de medida de Gibbs no sentido do limite Termodinamico

Proposigao 5.4.1. Para qualquer potencial f € W(Q) temos que G*(f) C GT(f).
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Demonstracao. Consideremos a especificagdo Gibbssiana { K, },en proveniente de um potencial
continuo f,

K,(F,x) =

/ ) 1r(ax) exp(—H,(azx))du(a),

Zn(x)
esta expressao pode ser reescrita em termos do formalismo do operador de Ruelle do seguinte
mode 27 (1) (" (@)
1 7 F o™ (x
K, (F,z) = / 1p(x)exp(—BHy(azx))du(a) = fn : (5.4)
Zn () Jagm 27 (1) (07 (x))

escrevendo de outro modo, temos que
1
Zp (1) (o™ ()

Se f & um potencial na classe de Walters, usando a expressio de S, f em termos de S, f, ver
(2-6). temos

KN(7I) = [("%f)*]n (50"(96))'

27 (1) ("(@) = X byl (@) 27 (7)o" @), (5.5)

onde A é o autovalor, hy a autofuncao do operador de Ruelle .Z; e f = f+log hy—log hyoo—log A
¢é o potencial normalizado associado a f. Portanto fixada uma fun¢ao continua ¢ temos para
todo n € N que

K, (¢.7) 27 () (0"(x)) L7 (35) (0" (x)) 56)
n\P, L) = = n n :
Athy(om(2) £7 () (07(x) L (5;) (0"(@))
o que implica para cada fungao continua ¢ € C(Q) e cada z € 2 fixados, que
lim K,(p.2) = vy() (5.7)
onde v é a automedida de Zf Provando que G*(f) c G*L. O

gTL C gDLR

No que vem provamos que a no¢ao de medida de Gibbs proveniente do formalismo do operador
de Ruelle coincide com a nocao de medida de Gibbs no sentido DLR.

Teorema 5.4.2. Para qualquer potencial continuo f temos a inclusao, GTE(f) C GPLE(f).

Demonstragdo. Suponha que K, (-, 2, ) — u, isto é, v € GTL(f). Como f é um potencial
continuo temos para qualquer funcao continua g :  — R que o mapa
y = K.(9,v)

é continuo. Usando a defini¢do de convergéncia fraca, as condigdes de consisténcia para {K,}
e a continuidade de g, respectivamente, temos

(vK,)g = klim K,, o K,g = lim K, g =v(g). (5.8)
—00 k—o0

Mostramos que v ¢ um ponto fixo para a especificagdo { K, }nen, invocando a Proposigao
concluimos que v € GPLE(f). O



Capitulo 6

DECAIMENTO DE CORRELACOES E
AUSENCIA DE BURACO ESPECTRAL

6.1 BURACO ESPECTRAL E DECAIMENTO DE CORRELACOES

Nesta secgao vamos seguir de perto a referéncia [2].

Definigao 6.1.1. Considere o espago de probabilidade (2, F,v). Seja o o shift a esquerda em
Q. Para cada ¢y e oy em L*(Q,v) definimos a fungao de correlagio Cy, ,, : Z — R pondo

Coor 2 (12) :/(<P10‘7n)902 d’/—/% dV/<P2 dv. (6.1)
Q Q Q

Teorema 6.1.2. Suponha que f € W () seja um potencial para o qual o operador de Ruelle £
tem a propriedade do buraco espectral. Considere a medida j1y = hyvy, onde vy € a automedida
dada pelo Teorema . Entdo a funcao de correlagio Cy, o, . (n) decai exponencialmente
rdpido. Mais precisamente, existem 0 <7 < 1 e C(T) > 0 tais que para todos @1, 02 € W(2) a
funcao de correlacao satisfaz:
Coor s (1)

/(901 0 0")p2 dyiy —/wlduf/ P2 d:“f' <G 7 (6.2)
Q Q Q

onde Cy = C(7)|lhsllo(Jq, [01]dvy)ll @2

Antes de provar o teorema vamos estabelecer dois lemas auxiliares.
Lema 6.1.3. A projegdo espectral 7y = mg, € dada por ms(p) = (fQ godl/f) “hy.
Demonstragao. Sabemos que os operadores 7y e £ comutam. Pelo Teorema de Ruelle

temos que
limy, 00 (1/A")Zf'0 = hy [, dvy uniformemente. Como 7y ¢ limitado temos que

— 0,
0

< lIml szfso iy [ oy

Wf(Anffw—hf/deVf)
0

7
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quando n — oo. Visto que my (A" L} p)) = A" Ll(p) = A"AT"mp () = 7ms(p) obtemos

(@) = 7y (hf/QSOde> Z/QSDde‘Wf(hf)I/Qsode'hf-

o seguinte lema sera bastante ttil no que segue
Lema 6.1.4. Sejam @1,y € W(Q) entio Lf (o1 00" -2+ hy) = 01 L7 (pahy).
Demonstrag¢io. A prova é um célculo corriqueiro. Seja x € Q e p € W(Q) entdo temos que

Zio(x) = [ym p(ar)e @) dy(a). Visto que @1 0 0™(az) = pi(z) Var, a€ M" eV x € Q
temos que

L2 (p1 0 0" pahy) (x) = / 10 ™ pahs(ax)eS @ dp(a)

n

—oi(o) [ (eahy)(an)e® )

Agora a prova do principal teorema desta sec¢ao.

Prova do Teorema [6.1.2, Como py = hydvy segue da definicao de funcao de correlacao que

/(9010(7”)902hf de—/solhf de/SOzhf dvy
Q Q Q

|Oso1,so2,uf (n)] =

Note que (ff‘)”uf = A}jvy portanto o lado direito da igualdade acima é igual a

‘/Q/\?ngf((%00”)902hf)de—/9901hf de/Qs@hf dvy

Usando o Lema [6.1.4] obtemos

Con oy ()] = / A0 (91 0 0" pahy )y — / iy / ol

= /¢1A}”3f(wzhf)de—/wlhfd’/f/s02hfd’/f
Q Q Q

/ P1 (Af"i”f (2hy) — hy / @zhfdvf) dvy
Q Q

[ttt 527 (s [ i)

IN

IN

0

Ou seja,

Coropas (M)] < ( [l duf) HAM (wzhf iy [ ety dvf)

0
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Estamos supondo que o espectro de £ : W(Q2) — W () consiste de um autovalor simples Ay >
0 e um subconjunto de um disco de raio estritamente menor que A;. Ponha 7 = sup{|z|; |z| <
1 and z- A\f € 0(Zf)}. A existéncia do buraco espectral garante que 7 < 1. Considere 7y
a projecao espectral associada ao autovalor Af, entao pela Proposigao , o raio espectral
associado ao operador .Z5(I — m¢) é exatamente 7 - Ay. Como [.Z}, 7¢] = 0, temos Vn € N que
(L (I —mp)]" = L7 (I —7y). Segue da formula do raio espectral que para cada escolha de
T > 7 existe ng = no(7) € N tal que para todo n > ng temos || Z7 (¢ —7,0)|| < AN37" @], Vo €
W (). Portanto existe uma constante C'(7) > 0 tal que para todo n > 1

£ (0 =m)| < CEONT el Vo e W(Q),

Usando o Lema e a conta superior acima na estimativa (6.4) obtemos

v ony ()] < ( / |so1|duf) CF sty | < CF) Iyl ( / |¢1|dvf) lall - 7.

]

Obs.: A seguir faremos algumas observacoes a respeito de duas afirmagoes que foram feitas na
demonstracao acima sem a devida explicacao. A saber foram as seguintes, 1. o raio espectral
associado ao operador £ (I — ;) é exatamente 7- Ay e a outra 2. [Ly(I —my)|" = L (I —7p).
Prova de 1. Para a primeira é suficiente observar que todo ponto do espectro de Z5(I — 7y)
pode ser obtido através de Ay aplicando-se uma rotagao e uma homotetia, ou seja, através da
multiplicacao de Ay por um nimero complexo z adequado.

Prova de 2. Para a segunda, usaremos o fato de 7y e £ comutarem,
LI —mp))* = & = Zmyl" = [y —mp )"
= [(I—mp) )" = — )" LF
= ([ —7mp) L) =2 —mp Lf
= Lf - Ly = L7 —my).

6.2 AUSENCIA DE BURACO ESPECTRAL NO
ESPACO DE WALTERS

Nesta secgao vamos apresentar o modelo de Ising de longo alcance no lattice N no contexto
do formalismo termodinamico. O objetivo é exibir explicitamente um potencial no espago de
Walters para o qual o operador de Ruelle nao tenha a propriedade do gap espectral. Ao longo
desta sec¢do vamos assumir que o espago métrico (M, d) é dado por ({—1,1},]+]), onde |- | é
a funcao valor absoluto e a probabilidade a priori ¢ a Bernoulli v = (1/2)[0;-1} + d413)-

ALGUNS POTENCIAIS NATURAIS EM MECANICA ESTATISTICA
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EXEMPLO 1. Fixe a > 1 e considere o potencial f : 2 — R dado por

@) == oo

n>2

Este potencial nao é y-Holder continuo para nenhum 0 < v < 1, veja [9].

Por outro lado, quando v > 2 o potencial f esta na classe de Walters. De fato , para qualquer
escolha de n,p € N temos que var,,( f(z) + f(o(z)) + ...+ f(e" 1 (x))) = (n+p) T + (n+
p—1)"2T + . +p " o que implica que

sup varap(f(x) + fo(@) + ... + f(0" 7 (2)))] ~ Zj’a“ ~p

logo f satisfaz a condigao de Walters (para lembrar defini¢ao de condigdo de Walters veja o
Capitulo 4).

EXEMPLO 2. Fixe a > 1 e considere o potencial f : 2 — R dado por
fx)=21+2 % +3 %23+ +n “xp+ -

E mostrado em [I0] que para 3/2 < a < 2 o potencial f ndo pertence & classe de Walters e
que para o > 2 temos que f esta na classe de Walters. Essa familia de potenciais, é bastante
interessante pois para certos valores de o é exibida uma descri¢ao bastante concreta das auto-
fungoes do operador de Ruelle associado. Para valores 3/2 < a < 2 as autofungoes obtidas séo
descontinuas. Para detalhes veja [10)].

DECAIMENTO SUPERPOLINOMIAL DE CORRELACOES
E AUSENCIA DO BURACO ESPECTRAL

A partir de agora fixe a > 1 e considere o potencial f : 2 — R dado por

f(x)z—Z%-

n>2

do Exemplo 1. Quando 1 < a < 2, Dyson [I4] provou que este modelo tem magnetizacao
espontanea para temperaturas suficientemente baixas. Este fato para estes modelos implica a
nao unicidade das medidas DLR-Gibbs nestas temperaturas e além disso a pressao nao pode
ser Fréchet-diferencidvel em um espaco de Banach adequado. Para a = 2 este resultado de
transigao de fase foi provado por Frélich e Spencer [18].

Como vimos no Exemplo 1, quando a > 2 o potencial f estd na classe de Walters. Por
este motivo, no que segue vamos assumir que o > 2. Neste caso mencionado na introducao o
potencial f pertence a um subespago de C'(€2) de dimensao infinita, como definido em [§] onde
a pressao ¢ Fréchet-analitica. Note que os célculos anteriores mostram que este espago nao
pode estar contido em nenhum espago de Hélder. Dentro do contexto da mecanica estatistica o
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potencial f é normalmente substituido/construido por/através de uma interagao absolutamente
somével & = (P 4)4en, dada por
LTy
CI)A(:L‘) = |n_m|a’
0, caso contrario.

se A={n,m} CNem#n;

onde, a notacao A € N ¢é usada para dizer que A é um subconjunto finito ou vazio de N. A
relagao entre o potencial f e a interagdo ¢ ¢é descrita de maneira detalhada em [9] e expressada
através da seguinte igualdade

Hy(r)= ) ®a(2)=f(z)+ flox) +...+ f(o" ). (6.5)

AeN
ANAR#£D

Abaixo, seguindo [9, 24], 40| construiremos uma medida de Gibbs no sentido DLR, ou medida
Gibbs-DLR para ser sucinto.

Fixe um potencial f, e uma condi¢cao de bordo, onde por conveniéncia vamos escolher como
sendo y = (1,1,...) € Q. Agora, tome qualquer ponto de acumulagao (com respeito a topologia
fraca) da sequéncia (1Y),eny em P (2, F), onde v¥ : F — [0,1] é a medida de probabilidade
definida para cada I’ € F pela seguinte expressao:

1
VI(F) = i Z 1p(z)exp(Hy(x)), onde ZY= Zexp(Hn(m)).
" e, ISION
o (2)=0"(y) o™ (z)=0"(y)

Quando a > 2 é um resultado bem conhecido que a sequéncia (1/¥),cy tem um tnico ponto de
acumulagao, o qual serda denotado por ry. Uma prova deste fato, famoso diga-se de passagem,
com um ferramental dos sistemas dinamicos, usando uma consequéncia do Teorema de Uni-
cidade de Dobrushin juntamente com o formalismo do operador de Ruelle é apresentada em
[9] Nosso proximo passo é construir uma medida de probabilidade vz sobre o espaco simbélico

= {1,112 = {—1,1}27C0 » {1 1}N de tal maneira que
n(F) = vp({—=1,1}20=0 B, YV Fe F. (6.6)
Fixemos as seguintes notagoes, Diag(Z x Z) = {(r,r) : v € Z} e M = Z x Z \ Diag(Z x Z).
Defina o subespago vetorial J C RM = {J;; € R: (i, /) € M} com sendo o conjunto dos pontos
em R satisfazendo sup;ez Y ey [Jij| < 00. Sejam Jz e Jy dois elementos de J definidos por
(Jz)ij = |i — 7|~ para todos (i,j) € M e (Jy)ij = (Jz)ij se i,j € Ncom i # j e (Jy)i;; = 0 caso
contrario. Para cada n € N e J € J definimos a fun¢ao 7, : Q2 x J — R pondo

J J
i=—n jEZL:jF#i

Para qualquer J € J fixadoeg=(...,1,1,1,...) € O definimos, de modo similar ao anterior,
uma medida de probabilidade v%7 tal que para cada Boreliano £ de 2 temos

(F) i E 1x(2) exp(44,(2,J)), onde 797 = E exp(H,(z,J)). (6.8)
" zeﬂ;zizl ZGQ;ZZ‘Z].
VieZ\{—n,...,n} VieZ\{—n,...,n}

Para cada n € N e z € () fixados, temos as seguintes identidades:
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1. %(Z, JN) :Hn(zl,ZQ,...);
2. ZiM = on+lzy.
3. 1{{_1’1}Zr‘|(—oo,0]><F}(Z) = 1F(217 29y« )

vamos abrir um parenteses para provar as identidades 1 e 2, a identidade 3 é evidente.

Prova de 1: Como (Jy);; = 0 para i < 0 ou j < 0 temos que

%(2, JN) = Z Z Jij ZZ'Zj == Z Z Jij ZiZj (69)

i=—n jEL:jH£i i=1 jEN:j#i

= Y Balz,zm, ) = Holz1, 22, ). (6.10)
AEN, ANAp#£D

Prova de 2: Pela identidade 1 temos

Zi = 3" exp(A(z, )= Y exp(Hu(z1,2,...) (6.11)
zEQ;zizl ZGQ;ZZ'=1
VieZ\{—n,...,n} VieZ\{—n,...,n}
como o hamiltoniano J%,(z, Jy) nao depende das coordenadas z_,, ...,z 1, 2, € temos 2"

escolhas de strings z_,, --- 21 - 29 segue o resultado. Usando as trés identidades acima temos

de modo imediato que

X 1
{1 I ) = oy Y Le(az ) exp(—Ha(a, 2, )

zefl;zizl
VieZ\{—n,...,n}

= vY(F) (6.12)

onde na identidade acima usamos novamente que o somando 1x(z1, 29, ...)exp(—H, (21, 22, . . .)
nao depende das coordenadas z_,, ..., 2_1, 2, € temos 2""! escolhas de strings z_,, - - - 21 - 2o.

Relembrando que o > 2, segue de resultados classicos sobre medidas de Gibbs-DLR que
a sequéncia (v97"), oy tem um tnico ponto de acumulagao, o qual chamaremos de v;. Da
igualdade anterior ¢ imediato que ¢ valido. De acordo com a definicio de v%”/  para
qualquer conjunto mensuravel Fe qualquer n € N fixados a fun(;ao J>J w97 (F ) é Fréchet-
analitica, visto que é a soma finita de funcdes analiticas. E facil verificar que para cada par
(7,7) € M fixado temos

A = Y eplha ) D) = Y e )
z€Q; z;=1 z€Q; z;=1
VieZ\{—n,...,n} Vi€Z\{—n,...,n}

Multiplicando e dividindo o lado direito da expressido acima por Z?7 e usando a defini¢ao da
integral de Lebesgue obtemos

0 . A
a7 — 79 Z}{’J/inzj dv?’(z).
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Através de céalculos similares, usando a regra da cadeia, obtemos, para qualquer funcao mensu-
ravel ¢ : Q — R, que

T =5 |z X venh ()

0Ji; " "
2€Q; z;=1

VieZ\{—n,...,n}

:/Q@D(Z) zizjdyg:J(z)_/§2¢(z) dvg"](z)/ﬁzizj i (). (6.13)

Antes de prosseguirmos vamos enunciar a desigualdade GKS-II, entretanto, somente na gene-
ralidade requerida nesta sec¢ao. Para contextos mais gerais ver [15] 26} 28], 30].

Teorema 6.2.1 (Desigualdade GKS-II |28, [30]). Fize n € N e {ny,ng,...,ng} um subconjunto
arbitrdrio de {—n,...,n}. Se J € [ satisfaz J;; = 0 para todos (i,7) € M, entdo

[ Zpy et Zng t R 7 dl/g"](z) — / Zny e Zny, dyg"](z) / 2+ % dl/g"](z) >0,
O O O

onde v3' denota a medida de probabilidade definida em (6.8).

De agora em diante usaremos ¢ para denotar a funcao ¢(z) = z;. Estritamente falando ¢ é
definida em € mas vamos por abuso de notacao usar () também para denotar a proje¢ao na
primeira coordenada de um elemento de ). Se JeJétal que jij > 0 para todos (i,j) € M
segue de (6.13]) e da desigualdade GKS-II que

0

I = 0.
8J,~j

J=J

v (o)

Esta desigualdade implica que o mapa J > J + 177 () é nao decrescente em cada coordenada
em J N [0,400)". Esta monotonicidade, juntamente com as desigualdades (Jy);; < (Jz2)ij
imediatamente implicam que

/Qw(z) v (z) g[g;(Z) i (2).

Q

Como ¢ é uma fungao simples tomando apenas valores —1 e 1 o lado esquerdo da expressao
acima se torna, usando a defini¢do da integral de Lebesgue e pela identidade (6.12)), igual a

/ o(2)dv?M () = I ({z e Q2 = 1)) =0 (2 € Q2 = —1)
O
=vi{zreQ: iz =1}) —v(r ez =—-1)

_ /Q o) v (z). (6.14)

Substituindo esta ultima expressao na desigualdade acima obtemos a seguinte desigualdade

/Q () d(x) < / o(2) dvi 2 (z). (6.15)

Q
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~ 17 . P .

Pode ser provado que v%/" — v e que v¥ — vy, ver [I5]. Observamos ainda que v é diferente de
vz, definida acima. Entao, usando a desigualdade acima, obtemos da definicao de convergéncia
fraca que

/ng(m) dvy(z) é/@gp(z) dv(z). (6.16)

Vamos provar que o lado esquerdo da desigualdade acima é nao negativo, para isso vamos
usar a desigualdade GKS-I. Novamente, alertamos que vamos enunciar o resultado apenas na
generalidade de que necessitamos. Uma formulagao consideravelmente mais geral pode ser
encontrada em [15] 26} 27].

Teorema 6.2.2 (GKS-I Inequality [27]). Fize um nimero natural n > 1 um subconjunto
{ni,n9,...,ng} C {-n,...,n} e J €J satisfazendo J;; > 0 para todos (i,j) € M. Seja v?’ a
medida de probabilidade definida em , entao

[ R AR dVg’J(Z> = 0.
Q
Aplicando a desigualdade GKS-I no lado esquerdo de ([6.14) obtemos que

Oﬁéwwm%Wdﬁéwwﬁﬂ@

Tomando o limite fraco, quando n — oo, sa segunda integral acima e usando (6.16)) segue que

ogéﬂwwww<éﬂaww.

Com «a > 2, existe um teorema garantindo que [, ¢ dv(z) = 0, veja [15]. Provamos portanto
que

/Q p(x) dvy(z) = 0. (6.17)

Para obter a conta inferior na qual estamos interessados, considere para cada n > 1 o elemento
JWntth e I dado por (JUmHH) =n~% se (4,5) = (1,n + 1) e (JIL"H),. = 0 caso contrério.
De maneira similar como procedemos anteriormente, obtemos usando a desigualdade GKS-II
novamente, a monotonicidade, coordenada a coordenada do mapa J > J +— v/%7(z,1121), sempre
que m > n, portanto concluimos que

[ Zapz vl (2) < / Znp1 21 dvl(2).
O Q

Note que o lado esquerdo acima pode ser calculado explicitamente como segue (e seu valor
independe de m)

-1
A,J{lm+1} Zn—l—lzl Zn—l—lzl

/zn+1zl dv? E E Zn+121 €xp( E g

QO

Zny1==x1 z1==%1 Zpy1==x1 z1==%1

~ 2exp(n™®) — 2exp(n™?)
~ 2exp(n=®) + 2exp(n—)

= tanh(n~?).



6.2. AUSENCIA DE BURACO ESPECTRAL NO ESPACO DE WALTERS 85

Por outro lado, usando a igualdade anterior e (6.12) temos para qualquer m > n que

tanh(n™) < / Zny121 AV (2) = / Tpp1xy dvl () = /(gp oo™)pdvy.
Q Q Q

Considerando a expansao de Taylor da tangente hiperboélica e tomando o limite fraco quando
m — 00, obtemos para alguma constante C' > 0 a seguinte desigualdade

/(SO o0")p dvy = tanh(n™%) > ¢
Q

" nl

Juntando a desigualdade anterior junto com (/6.17)) obtemos finalmente que

< < /(gp oo™ dvy — / gpdl/N/ wduy = Cy (). (6.18)
In|* = Ja 0 Q

Foi mostrado em [9] que duy = hydvy, onde vy e hy sao dados pelo Teorema , estao em
to GPLE(f). Os autores também mostram que para o > 2 o conjunto GPEE(f) ¢ unitéario e
portanto py = vy. Este fato juntamente com a continuidade de h¢ e as desigualdades anteriores
mostram que Cy, . (n) nao tem decaimento exponencial. Como ¢(x) = 7; estd na classe de
Walters segue do Teorema que £ nao tem a propriedade do buraco espectral.
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Apéndice A

O FORMALISMO DLR

A.1 PRELIMINARES

1. Seja S um conjunto enumeravel infinito e (E, &) um espago mensuravel qualquer. Nossos
exemplos favoritos serdo S = Z? e E = R.

2. Uma familia (0;);cs de variaveis aleatorias definidas em algum espago de probabilidade
(Q,.7, u) tomando valores em (F, &) é chamada um campo aleatdrio. O conjunto S é chamado
de conjunto de pardmetros e o espa¢o mensuravel (E, &) é chamado o o espaco de estados do
campo aleatoério.

3. De acordo com um principio basico de teoria da medida, toda a informacao a respeito de um
campo aleatério estd contido em sua distribuicao conjunta em E®. Portando podemos (e vamos)
assumir que cada campo aleatorio é dado em sua “versao candnica’. Isto é, vamos concordar
em fazer as seguintes escolhas especificas:

a. Q= E% = {(w)ies : wi € E} o conjunto de todas as configuragoes w de spins. Considerare-
mos em (2 a sigma algebra produto .# = &°. Denotaremos por o; : Q — E a projecao sobre a
i-ésima coordenada, isto é, o;(w) = w;.

b. Vamos introduzir notacoes para uso posterior. Para cada A C S denote por ox : Q — EA
a projegao sobre as coordenadas em A, isto é, op(w) = (w;)iea. Quando A C A C S vamos
abusar da notacdo e usaremos o mesmo simbolo o, para a projecio de E® sobre E*.

c. Sew € EM e ¢ € EAW a notagio wé € E2 ¢ definido pelas seguintes propriedades,
op(wl) =w e oan(w) =¢.

d. Considere o conjunto ./ = {A C S : 0 < |A| < oo} onde |A| denota a cardinalidade do
conjunto A. Por definigdo . é a menor sigma algebra contendo os cilindros

{opeAy={onc A, ANes, Ac&M)

87
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Para cada A C S podemos considerar a sigma algebra .#A de “todos os eventos ocorrendo em
A” gerada pelos eventos

{opeAy={on €A, A S ANCA Ac&)

Note que para cada A € .% a sigma algebra .#, é uma sub sigma algebra de .%#.

4. A seguir introduziremos notagoes gerais envolvendo medidas e niicleos de medidas.

a. Seja (X, Z7) um espago mensuravel. Denote por .Z (X, Z") o conjunto de todas as medidas
o-finitas p sobre o espaco (X, Z7) com u(X) > 0. Use Z(X, Z") para denotar o subconjunto
de (X, Z") formado pelas probabilidades sobre (X, 2Z").

b. Frequentemente usaremos a notagao u(f) = [ fdu para a integral de uma fun¢ao mensurével
f: X — R com respeito a uma medida p sobre (X, 2").

c. Se # é uma subsigma algebrade 2 e p € Z(X, Z") vamos escrever u( f|#) = E,(f|#) para
designar a p-esperanca condicional de f dado & sigma algebra 4. Em particular escreveremos
W(A|AB) = n(14|%) para denotar a probabilidade de um evento A dado A.

d. Seja f: X — R uma funcao mensuravel nao negativa, denotaremos por fu a medida com
densidade de Radon-Nikodym f com respeito a p, mais explicitamente

Fu(A) = u(f14) = /A fdu, Ae .

Se v é outra medida no espago mensuravel (X, Z") entdo a nota¢do v << pu significa que v é
absolutamente continua com relagao a pu.

5. Nucleos de medida e niicleos de probabilidade.

a. Seja (Y, %) um segundo espaco de medida. Uma funcao 7 : & x Y — [0,00] é dita um
nicleo de medida de (Y, %) para (X, Z") (ou mais sucintamente de % para Z°) quando tem
as seguintes propriedades

(i) m(-ly) € uma medida em (X, Z") para todo y € Y;
(ii) 7m(Al-) é # -mensuravel para todo A € 2

em particular quando 7(X|y) = 1 para todo y € Y dizemos que 7 é um nicleo de probabilidade
de (Y, %) para (X, Z)

b. Se ¢ é uma aplicagdo mensuravel de Y para X entao a func¢ao (A,y) — 14 0 ¢(y) é um
nucleo do probabilidade de % para 2 .

c. Um niicleo de probabilidade © de % para 2 associa naturalmente cada a medida de
w€ A (Y,?) uma medida um em # (X, 2") definida do seguinte modo

um(A) = /W(A|-)du = /W(A|:E)du(x), Ae 2.
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d. Seja f : X — R entao associamos naturalmente funcao 7f : ¥ — R dada por

ri(y) = / r(daly) f ()

desde que esteja bem definida.

e. Seja f: X — R uma fungao mensuravel positiva. Denote por f7 o nicleo de medida de %
para 2 dado por

fa(Al) = / r(dzl ) (2)1a.

f. Seja (Z, Z) é um terceiro espa¢o mensuravel. Entao definimos a composigao de dois nticleos
de probabilidade m, 7 de 2 para % e % para 2 respectivamente como sendo

m oma(Alz) = /ﬂl(dy|z)7r(A|y).

g. Seja % uma subsigma algebra de Z". Um ntcleo de probabilidade de & para 2~ é proprio
se
T(ANB|)=n(A|")-1p Aec X ,BeA.

Esta condigao claramente implica que 7(fg) = 7(f) - g sempre que f for 2" mensuravel e g for
uma funcao limitada Z-mensuravel.

Proposicao A.1.1. Seja m € um nicleo de probabilidade de % para Z . A propriedade de o
nicleo de probabilidade w ser proprio € equivalente a dizer que w(B|-) = 1p, B € A.

Demonstragcao. Sejam A € 2" e B € A, entao temos que

m(ANBl-) < min{r(A|),7(B|)}
= min{r(A]), 15} = 7(A]") - 15

usando o mesmo raciocinio verifica-se que 7(A \ B|-) < 7w(AJ-) - 1x\p. Agora, suponha por
absurdo que (AN B|-) < w(A]-) - 15, entdo teremos que

m(Al) =m(ANBJ-) + w(A\ B|-) <7(A[-) - 1p +7(A]-) - 1x\p = 7(A]")
o que é um absurdo. [
Proposicao A.1.2. Seja (X, Z°) um espago mensurdvel, B uma sub sigma dlgebra de 2", e
7w um nicleo de de probabilidade proprio de B para Z e p € P (X, Z"). Entao
w(A|B) =n(Al) p—qtp YAe X

se e somente se um = L.
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Demonstracao. De fato, suponha inicialmente que um = pu. Sejam A € 2 e B € A entao
temos que

W(AN B) = p(AN B) = /W(A A BJ)dp = / L (Al )dp = / (A])dp.

B

Reciprocamente suponha que u(A|%) = n(Al-) p—q.t.p YA € 2 entao temos que

u(A) = / (A B)dy = / T (Al)dpt = i (A).

A.2 ESPECIFICACOES

De acordo com nossas intengoes fisicas estamos interessados em campos aleatorios exibindo
um certo tipo de dependéncia em particular. Para especificar esse tipo de dependéncia nos
vamos fazer uma analogia com processos de de Markov: nés vamos olhar para as distribuic¢oes
condicionais de certas colegoes de spins quando os valores de todos os outros spins sao dados e
vamos requerer que quase certamente essas probabilidades sejam prescritas por certos ntcleos
de probabilidade. Entretanto, em contraste com as defini¢oes de cadeia de Markov nés nao
usaremos conceitos de futuro e passado, pois estes necessitam de uma ordem linear em S.
Ao invés disso usaremos um procedimento introduzido por Dobrushin, Lanford e Ruelle que
consiste em descrever as distribui¢oes condicionais de todas as colegdes finitas de spins. Ou
seja vamos olhar as distribui¢oes condicionais relativas as sigma algebras externas J, = Fg\a,
onde A percorre o conjunto . de todos os subconjuntos finitos de S. (Por definigdo J, é
a sigma algebra que contém toda a informagao sobre “as informagoes de bordo”) Tomando a
familia (73 )ac.» de sigmas algebras como base nos podemos proceder como no caso das cadeias
de Markov. Um tipo de dependéncia para um campo aleatorio é especificada por uma familia
v = (7a)aer de nucleos de probabilidade v, de (2, Z}) para (£2,.%). Dizemos que um campo
aleatorio p exibe o tipo de dependéncia especificado por v se satisfaz a seguinte condicao

WA L) =y (Al) pqt.p YVAe .F, VA e V. (A.1)

Em outras palavras esta condicao significa que para cada A finito o nicleo dado v, é uma
distribuigdo condicional regular de p relativa & sigma algebra 7. Suponha agora que temos
dada uma familia v como anteriormente. Suponha ainda v ainda é razéavel, no sentido de que
existe um campo aleatério que satisfaz entao v é obrigado a satisfazer duas condigoes. Com
efeito sejam A e A em ¥ com A C A, A e ¥ e B e, dados, entao pelas propriedades da
probabilidade condicional temos que

WANBJ) = wWANB|Ih) = wW(A|A) - 1 = m(Al) - 15, p-q.t.p
e que

Tam(Al) = p((AITN)|Ts) = w(Al ) = 1a(Al), p-q.t.p
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onde para obter a segunda igualdade usamos que Y5 C 7, e propriedades da esperancga con-
dicional. Entao temos que v, é “propria quase certamente'e vy, e ya sao “consistentes quase
certamente". Entretanto, queremos que v seja razoavel sem conhecer ou requerer previamente
nenhuma propriedade especial sobre o suporte dos campos aleatorios p satisfazendo[A Il Sendo
assim vamos requerer que as propriedades precedentes sao satisfeitas em todos os pontos ao
invés de p-q.t.p. Temos entao a seguinte definigao:

Definigao A.2.1. Uma especificagao com espaco de pardmetros S e espago de estados (E, &)
¢ uma familia v = (Ya)aes de nicleos de probabilidade proprios satisfazendo a condi¢ao de
consisténcia ya o Yo = ya sempre que A C A.

Os campos aleatérios no conjunto
G(v) ={ne27): WAlT) =mn(Al), patp, VAcF AeS}

sao ditos especificados por 7.

Observagao A.2.2. Note que uma especificacio v = (ya)aes sempre satisfaz a reciproca da
relagao de consisténcia Yo © ya = ya sempre que A C A. Isso decorre do fato de que y5 €
proprio e que In C Ty. Muais explicitamente temos que

aovalAl) = @ yalAl) ) =valA]) (1) =7a(A]) (A.2)
A mensuravel

onde usamos acima que yp € proprio e In C Ty.

Proposicao A.2.3. Seja v uma especificaciao e pp € M(QY). Entao pn € 9(7y) se e somente se
1y = i para todo A € .

Demonstragao. Corolario imediato da Proposigao [A.T.2] O

A.3 A\-ESPECIFICACOES

Jéa tendo introduzido a nogao de especificagao precisamos estabelecer que especifica¢oes existem.

Proposicao A.3.1. Seja A € P(E, &) dado. Defina

M(A]) =M x4

Ws\A

(A) =\ {€ € BN : wa\p € A}

onde @ # A C S, Ae F, weQ Entao cada \y € um nicleo de probabilidade préprio de
(Q, Tn) para (Q,.F) e para quaisquer A, A C S ndo vazios temos que Ax © Ay = Aaup. Temos
em particular que A = (Ay)acr € uma especificagdo que satisfaz 4 (\) = {AS}.

Demonstragao. Para cada w € € temos que Ay (A|w) é uma probabilidade pois é o produto

de duas probabilidades, \* e 5w5\ +- oeja [ uma fungao mensuravel limitada em (2, note que
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podemos escrever Q = E* x ES\A assim podemos pensar em f como uma funcio de duas
variaveis (£,7n). Entdo temos que

nf@) = [ Hen) W) X b lm) = [ ([ 7(6n) b ()N dE) = [ Flen) XM(a6)
onde para a segunda igualdade usamos o teorema de Fubinni. Segue também do teorema de

Fubinni que v, f é uma fungao mensuravel da segunda coordenada, mais precisamente, y5 f é
I mensuravel. Escolhendo em particular f = 14, A € %, temos que

WAl) = nla= /1A(§WS\A) AN dE) = M {€ € B - wan € A} (A.3)

concluimos que Ay é um ntucleo de probabilidade.

Precisamos mostrar que Ay é proprio. Sejam A € %, B € 7, entdo temos que

MANB) = / Lo (Ews ) ANdE) = / La(€wsa)Lp(Ews AN dE)  (A4)

— Tn6ws) [ Lalgumn)N () = 1a(w) - M(Al) (A5)
onde a peniltima igualdade se justifica pois sendo 1 uma fun¢ao Jx mensuravel ela deve ser

constante na variavel £. Portanto Ay é um ntucleo proprio. Agora sejam A, A C S nao vazios.
Temos para cada func¢ao mensuravel f e todo w € €2 que

AroMflw) = /(Mf) Aa(d€n|w) —/)\Af(&US\A) A2 (d€)
- / A3 (d) / F(n(€wsa)sua) X (dn) = / AS(d) / FnEanwsaon) N (dn)

Vv
ZA\A - mensuravel

. //\A\A(df)/f(an\AWS\AUA)AA(dn) = /f(ﬁfA\AWS\AuA)/\AUA(de)

= )\AuAf(w)-
O

Observagao A.3.2. Para qualquer medida A € A (E,&) vamos usar a nota¢io A = (Ay)pre.r
para denotar a familia de nicleos de medida Ay de Iy para F definida por

M(w) =M x 8

ws\AJ

Ae S we

Definigao A.3.3 (A-modificagoes, A-especificagoes). Seja A € 4 (E,&). Uma \- modificagao
¢ uma familia p = (pp)rer de fungoes mensurdveis p : Q@ — [0,00) tal que a familia p\ =
(padA)aer € uma especificagao. Uma \-especifica¢do é uma especificag¢ao y da forma v = pA
para alguma A-modificacio p. Uma N\-modificacio p ( e a A-especifica¢io associada pA) é
chamada positiva se py > 0 para todo A € 7.
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Observagao A.3.4. A sequir temos algumas observacoes a respeito do exposto acima. a. Cada
niucleo de probabilidade paAp € proprio pois Ay o €.

b. Pela observagao anterior uma familia (pp)acr de fungoes mensurdveis € uma A-modificagao
se e somente se 0s nicleos paAp sao normalizados, i.e, Axpx = 1, e consistente, i.e, para todo
A€ .F temos que

(Para) o (para)la = Aa(pa - Aa(pala)) = Aa(pala) = parala
para todos A, A € . com A C A.
c. Seja v = pA uma A-especificagao. Entao temos que
G(v) ={ne P(LF): p=pr(pAr) VA€ S},

de fato,
(ya)la = /u(dwmlf; z/u(dw)/AAA(dé“IM)pA(i)

= (#An)(Lapa) = pa(pAs)la
portanto pyy = p se e somente se = pa(uAp) para todo A € 7.

d. Seja v uma especificacao. Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para que 7y seja uma -
especificacio € que
Ya(-|w) << A (t|w), VA € .7, Yw € Q.

Em geral essa condi¢ao nao € suficiente para que v seja uma A especificagao. Isso acontece pois
as densidades pp provenientes do teorema de Radon Nikodym sao, a priori, apenas parcialmente
mensurdveis, no sequinte sentido, & — pa(§aws\a) € mensurdvel para todo w € § fizado.
Entretanto se a sigma dlgebra & € contavelmente gerada entdo um “ contrutive martingale
aproach"ao teorema de Radon Nikodym mostra que vy € uma A-espeficica¢ao sempre que vy for
absolutamente continuo com respeito a A no sentido definido acima.

Proposicao A.3.5. Seja A € #(E,&) e p = (pa)rer uma familia de fungdes mensurdveis
nao negativas em 2 com Aappy = 1. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) p € uma A-modificagao.
(b) Para todos A, A € . com A C A e todo w € Q temos Aa(-|w)-¢.t.p que
PA = PA - AAPA-
(¢) Para todo A, A € % com A C A, todo o € Q e Aaa(+|ar) quase todo w € §2 temos que

pa(§)pa(n) = pa(n)pa(§)

para A (-|w) X A (+|w) quase todo (&,m) € Q x Q.



94 APENDICE A. O FORMALISMO DLR

Demonstracao. Prova de (a) < (b): Note que p vai ser uma A-modificacdo se e somente se
pA satisfaz as condigoes de consisténcia, i.e, para todos A,A € ., A C A temos ya o0 yp =
(pada) o (para) = para = Ya. Seja f uma fungao mensuravel limitada em €2, temos entao que
pA é uma especificagao se e somente se

M(fpa) = vaf=va0mf =va(nf)

= Aa(Aafpa - pa)
agora usando que Aa = Aa o0 Ay temos que
Aa(fpa) = Aaoda(Aafpa - pa) = Aa(Aa(Aafpa -pa))
JA mens.

= Aa(Aafoa - Aapa ) = Aa(Aa(fpa - Aapa)
~——

A mens.

= Aa o A(fpa-Aapa) = Aa(fpa - Aapa)

portanto, temos do Teorema de Radon Nikodym que pA satisfaz as condi¢oes de consisténcia
se e somente se pa = pp - Appa para Aa quase todo ponto.

Prova de (b) = (¢): Seja a € €. Entao, (b) implica que
0 = Aallpa = pa - Aapal)(a)
= Aaw o Aa(lpa = pa - Aapal)(@)

= /)\A\A(dw|(1))\A<|PA — pa - Aapal)(w)

segue do exposto acima que para Aa\a quase todo w temos Ax(|pa — pa - Aapal) = 0, ou seja,
Aa\a quase todo w

PA = PA - Anpa
para A (-|w) quase todo ponto. Entao fixado w temos que pa(§) = pa(§) - Aapa(w), multipli-
cando ambos os membros por p,(7n) obtemos que

pa(€)pa(n) = pa(n)pa(§)Anpalw) = pa(€) pa(m)Anpalw) = pa(§)pa(n)

pa(n)

é claro que esse procedimento s6 vale para Ay (-|w) X A\x(-|w) quase todo (£,n) € Q x Q.

Prova de (c) = (b): Basta observar que Aaya © Ay = Aa e integrar em 7). O

PRE-MODIFICACOES.

Definigao A.3.6. Uma familia de func¢oes h = (ha)pesr de fungdes mensurdveis hy : Q —
[0,00) € dita uma pré-modificacdo se

ha(€)ha(n) = ha(§)ha(n)
para todos A, A € % com A C A e todos &,1 € 2 com {s\p = Ns\A-
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Proposicao A.3.7. Seja h uma pré-modificagao e A € M (E,&) tal que 0 < Ayhy < 0o para
todo A € . Entao p = (hy/Arha)res € uma A-modificagao.

Demonstracao. Visto que A\php temos que Zy-mensuravel e que Ayppy = 1, sendo assim p
também é uma pré-modificagdo. Agora note que para cada w € € fixado a medida A\p(-|w)
estd suportada no conjunto {§ € Q; &s\a = wy,, }, portanto Ay (+|w) x Ap(-|w) esta suportada
em {(£,n) € A x Q) : £oa = Ns\a = ws\at. O resultado segue diretamente do teorema
anterior. O]

Y

Observagao: A expressao “estd suportada em...” quer dizer que qualquer coisa fora do “su-

porte” tem medida 0.

Teorema A.3.8. Seja A\ € M (E,&) e suponha que v € uma espeficacio que tem a sequinte
propriedade: para cadat € S existe uma fungao mensurdvel pg; > 0 em €2 tal que v = pray Ay -
Entao existe uma A-modificagao p com v = p\, além disso v € unicamente determinada por
(pgiy)ies e A. Temos também que

G() = {Ane2Q.7) pyy=n Vie s} (A.6)
= {peZQ.7): p=rpuurg) Viest (A.7)

Demonstragao. Tendo em vista o a Observagao item (b) podemos considerar apenas as
medidas \ satisfazendo A(E) = 1. Para cada A € . vamos definir uma fungao mensuravel pa
em funcao dos (pg;)iea tal que

= pa(pAs) (A.8)

para toda pu € (0, F) satisfazendo pypy = p Vi € A. Isso prova o teorema, de fato, para
cada w € Q e cada i € A fixados temos que YA (-|w)yy = Ya(-|w) ( isso ocorre pois v é uma
especificagao e portanto satisfaz as equagdes de compatibilidade). Voltando com p = 5 (+|w)

em obtemos que
Talw) = pa(ya(-lw)An) = pada

para todo w € €. Portanto vy = paAa. Isso mostra que (1) p = (pa)ac.r € uma A modificacdo
ey = pA, (2) v é unicamente determinada por (pg})ies € A e (3) se p € P(Q,.F) ¢ tal que
WY@y = i para todo i € S entdo p = pa(pAs) = pwya para todo A € 7 e portanto p € ¥ (7).
Entao vamos proceder para a prova propriamente dita do teorema. Para definir os p¥ vamos
proceder por indugao em |A]. Entao sejam A € . a unido dois conjuntos disjuntos Ay, Ay € .7
para os quais pa, € pa, ja tenham sido construidas. Definimos

pa = pAl/)\Al (pAle21> se >‘A1 (IOAle;) <
A 1 caso contrario.

Entao 0 < py < o0, e pp € mensuravel. Para provar que p, tem as propriedades requeridas seja
pe Z(Q,.F) tal que pypy = p para todo @ € S. Pela hipotese de indugao p = py, (s, ). Seja
f > 0 uma funcao mensurével positiva. Entao temos que

,u)‘/\(f> = [AAUAS (f) = FL/\A2()‘A1 f) (pA2 Ay f) = piAn, (pAIp/_\gl)\Al f)
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usando que Ay, 0 Ay, = Ay, temos que

M) = s (- A (pacpr,)) = BAa, © Aa, (Pagpis An, f)

= MAA1 (AA1 (pl\1 ple )‘A1 f )) - N)‘Al ((/\A1 f) /\Al (pAl /)X;))

T, mens. T, mens.

= M/\A1()‘A1 (f : /\A1 (:0/\1:0/_\21)) = :U')‘Al © /\Al (f ’ )‘A1 (pAle;»
= A, (F - A (parpny)) = w(f - oy - Ani (parpa )

= u(for')

A.4 ESPECIFICACOES GIBBSSIANAS

A.4.1 POTENCIAIS

Definigao A.4.1 (Potenciais de intera¢ao). Um potencial de interagao (ou simplesmente po-
tencial) é uma familia de fungoes ® = (Pa)acy de fungoes P4 : Q — R com as seguintes
propriedades:

(a) Para cada A € .7 a fungao ®4 € Fx-mensurdvel;
(b) Para todo A € ¥ ew € Q a série

HR(w) = Z dy(w) existe.
AS, ANA£D

O valor Hf (w) ¢ chamado a energia total de w em A para ® e a fungao ¢ chamada Hy o
Hamiltoniano em A para ®. Denote por h$ o fator de Boltzman definido por
hi(w) = exp[~HY (w)].

Proposigao A.4.2. Para cada potencial ® a familia (h%)ac.r € 0 uma pré-modificagio positiva.

Demonstracao. Sejam A C A € . nao vazios. Precisamos mostrar que
HY(€) + Hx(n) = HA() + HY (1)

para todos £,n € 2 com {s\a = N5\, OU equivalentemente, que para todos §,n € {2 temos
HY(€) — HX(€) = HY () — Hx(n).

Basta provarmos entdo que Hy — Hx é 7, mensuravel, o que moralmente significa que Hy — H3
nao depende das coordenadas em €25\ x. Mas o que desejamos segue imediatamente da expressao

abaixo
H? —H? = > D4
ANA£D, ANA=2
lembrando que 9x C ;. O
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Funcao de particao. Seja A € Z(FE,&) uma medida a priori fixada. Diremos que um
potencial ® é A\-admissivel se

Z3(w) = M) = [ AN(de) expl- HY (€ )]
¢ finito para todo A € . e todo w € Q. A funcdo Z§ (w) é chamada a funcdo de partigio em
A para &, w (e \).
Para cada poténcial A-admissivel ® defina uma familia de fun¢oes em €2 do seguinte modo
pr="hy/Zy, NeS

segue da Proposicao que a familia p® = (p%)rcsr ¢ uma A-modificagao. Como essa
observacao em maos temos a seguinte definicao fundamental: Distribuigcao de Gibbs. Seja

® um potencial A admissivel, w € Q e A € .. Entao a medida de probabilidade
A= i(Alw) = pia(Alw)
= Zy(w)™ / XM (d€) exp[—HY (Ews\a)]1a(Ews\a)
em (Q,.%) é chamada distribuicao de Gibbs em A com condigdes de bordo wg\ s, potencial de
iteragao ® e medida a priori A\. A A-especificacio 7® = (v8)rc.r = p® A é chamada de a especifi-
cagao Gibbssiana para ® e X\. Cada campo aleatoério p € 4(P) = 4(7?) ¢ chamado uma medida

de Gibss ou um campo aleatorio de Gibss para ® e A. Em homenagem a Dobrushin, Lanford
e Ruelle uma medida de Gibss ¢ frequentemente chamada de um estado DLR. Transicao de

Fase. Diremos que um potencial ® exibe uma transicao de fase de # 4(P) > 1.

Os espacos 4. Um potencial ® é dito absolutamente somdvel se para todo ¢ € S temos que

2= Y [®all

A, Asi

é finito, onde || - || denota a norma do sup.

a. Esta condigao claramente implica a condigao (b) de um potencial.

b. Ela sempre implica que ¢ ¢ uniformemente convergente, no sentido de que, para todo
A e .S arede (Hfa A)Acs converge uniformemente para Hy, onde

o E
ACA, ANA#£D

Usaremos o simbolo 4 para denotar o espaco dos potenciais absolutamente somaveis. As
fungoes || - ||; em A sao semi-normas e definem uma topologia completamente metrizavel e
localmente convexa em 4, consequentemente 4 é um espaco de Frechet.
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A.5 (QUASILOCALIDADE

Vamos descrever quantidades macroscopicas e microscopicas. Diremos que uma fungao f : {2 —
R descreve um observavel macroscopico quando f é mensuravel com relagao a sigma dlgebra
caudal

y = ﬂ ﬁS\A-

Aes

A razao para esta interpretacdo é obvia: A .Z-mensurabilidade de uma funcao f significa
exatamente que o valor de f nao é afetado por nenhum comportamento em qualquer regiao
finita de spins. Um olhar ingénuo pode nos levar a acreditar que .7 = {&, Q2}. Mas ao contrario
< é muito rica. Um tipico exemplo de evento caudal é

lim |[A,|" E 0; existe e pertence a B
n—oo
i€hAn

onde B € & e (/) é uma sequéncia cofinal em .. A condigao de “propriedade” na defini¢ao de
especificacao implica que toda especificacao v preserva observaveis macroscopicos, no sentido
de que v, f = f sempre que A € . e f limitada .7-mensuravel. Em particular, v mapeia o
conjunto de todas as fungoes f 7 -mensuraveis em si mesmo. Agora queremos tornar preciso o
termo “quantidade microscopica”. E natural dizer que uma funcéo f : Q — R é uma quantidade
microscopica se f é arbitrariamente préoxima de fungoes que dependem somente de um ntmero
finito de coordenadas. Entretanto nao existe um significado canoénico do termo “proximo”. O
significado mais simples é “préximo na norma do sup”. Isto nos leva ao conceito de funcao
quasilocal.

Fungoes locais. Uma fungao real f :  — R é dita funcdo local se f é Fj-mensurédvel para
algum A € .. Para cada A € . escrevemos £ para denotar o conjunto de todas as fungoes
limitadas .%#;-mensuraveis. Escrevemos £ = (J,., £\ para denotar o espago de todas as
fungoes locais limitadas.

Funcgoes quasilocais. Uma fungao f : 2 — R ¢é dita uma func¢do quasilocal se existe uma
sequéncia (f,,) de fungbes locais tais que lim, o ||f, — f]| = 0, onde || - || é a norma do sup.
Denotaremos por .Z o conjunto de todas as funcoes quasilocais limitadas. Note que Z é o
fecho uniforme de .Z.

Observagoes:

a. Uma funcao mensuravel f é quasilocal se e somente se

lim — sup [f(§) — f(n)] = 0.

ACT € neuén=na

Proof. Suponhamos inicialmente que f é quasilocal. Dado € > 0 seja f), uma funcao local
Fa,,-mensuravel tal que || fa, — f|| < e. Temos da desigualdade triangular que

[£(&) = fm] < [f(&) = fan (O + 12, (&) = fan (M + [fa. (1) — £ ()]
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observe que quando &y, = 7, entao a parcela central do lado direito da desigualdade acima é
0 pelo fato de fy, ser %, -mensuravel. Portanto temos que

sup  [f(§) = f(n)] < sup  |f(§) = fa. O+ sup  [fa,(n) = f(n)]

EMEREA=NA, ENEREA=NA,, ENEQEA=NA,
< e+e¢

= 2e.

b. Suponha que E seja um espago métrico e d uma métrica em €2 que induz a topologia produto.
Entao cada funcao f : 2 — R é quasilocal.

Defini¢ao A.5.1. Diremos que uma especificagao vy € quasilocal quando para cada A € 7 e
f€ZL temos que yzf € L.

Obs: Para ver que uma especificacio v é quasilocal é suficiente verificar que va f € £ sempre
que f € L e A e Também é facil verificar que a especificacao independente é quasilocal.

Proposicao A.5.2. Seja A € #(FE,&) uma medida a priori. A sequintes afirmagoes sao

verdade:

(a) Suponha que v = pA é uma X\ especifica¢io. Se cada py € local, ou se X € finita e cada pa
€ quase local, entao v é quasilocal.

(b) Suponha que ® seja um potencial N\ admissivel tal que todos os hamiltonianos H® sao
quasilocais. Entio v* ¢ quasilocal.

(c) Suponha que E seja finito, A a medida de contagem e v uma especificagao quasilocal. Seja
p a unica \-modifica¢ao tal que v = p\. Entao py € £ para todo A € .7 .

A.6 O MODELO DE ISING: LIMITE TERMODINAMICO E FOR-
MALISMO DLR

A.6.1 MODELO DE ISING: FORMALISMO DLR

O Modelo de Ising é o arquétipo original das especificagoes Gibssianas, faremos aqui uma breve
introdugao sobre ele. Considere S = Z% e E = {0, 1} com medida a priori A = (1/2)dy+(1/2)d;.
Considere o potencial ® = ($4) 4.~ onde cada fungdo %4 mensuravel ¢4 é dada por
—J(i,j) - wiw; se A={i,j}
Dy(w) = —h(i) - w; se A={i}

0 caso contrario

o Hamiltoniano correspondente a volume finito A € ., com fungao de acoplamento J : 2 x€) —
(0,00) e campo magnético h : 2 — (0, 00) ¢ dado por

Hyw)= > @aw)=— Y Jyoio;— Y hiw;

AcS, ANA£D iVEA ieA
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Considere entao a distribuicao de Gibbs associada a esse potencial

A A2(Al) = paa(Al) (A9)

= 28 [ WM expl- H (s L€, (A0

Fixada uma condicao de contorno 7 = wg\a denote por py a distribuicdo de Gibbs descrita
acima.

Definigao A.6.1. Considere 2 = {0, I}Zd ordenado linearmente. Dizemos que uma medida
pwem Qp para A C Z2 finito satisfaz satisfaz a desiqualdade FKG se para todas funcoes f,g
limitadas F A mensurdveis nao decrescentes com respeito a ordem em Qp induzida da ordem de

Q) se
w(fg) > p(fu(g).

Teorema A.6.2 (Desigualdade FKG). Considere o modelo de Ising descrito no inicio desta
seccao. Entao qualquer distribuicao de Gibbs a volume finito para esta interacdo satisfaz a

desigualdade FKG.

Demonstragao. A prova é feita por indug¢ao no tamanho do volume de A. Como ja foi observado,
quando |A| = 1 este fato ¢é trivialmente verdade, isto é,

10y (F9) = 1]y (F) 1 (9)-
Agora assuma que a afirmacdo valha para um subconjunto finito arbitrario A C Z<¢. Tome

y € A° e considere A" = A U {y}. Vamos mostrar que a afirmacio ¢ verdadeira para qualquer
Y

[y € quaisquer fungoes f, g nao decrescentes .#,, mensuraveis. Note que, pelas equacoes de
compatibilidade temos
W(fg) = /u?y}(dé)u’l(fg) = > whwy =)k (f9) (A11)
my=+1
> Y ukwy = ny)wk (Hrk(9) (A.12)
ny==*1

onde usamos a hipotese de inducao. Visto que a soma sobre 7, satisfaz a desigualdade FFKG
trivialmente, precisamos apenas mostrar que pu}(f) ¢ uma fungdo monétona da variavel 7,
quando f é monétona. Suprimindo todas as variaveis com excegao de 7, esta tarefa se reduz
a mostrar que pf'(f(+1)) > uy'(f(—1)), vamos mostrar a afirmacio mais forte pi'(f(+1)) >
iy (f(+1)). Relembrando que 7, pode ser visto considerado como uma variével real temos que

Y zEA zEA

%M?\y(f("f'l)) = py <f(+1) Z Jzygy) — Y (Z Jzyay) pp (f(+1)) >0

onde a primeira igualdade provém da diferenciagao e a segunda desigualdade vale pois ) ., J.,0,
¢ uma funcao nao decrescente visto que todos os .J;, sao positivos, terminando o argumento. [
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A.6.2 MODELO DE ISIGN: LIMITE TERMODINAMICO

No capitulo 1 as medidas de Gibbs eram para nés medidas em conjuntos €2, finito. Nesta seccao
queremos estudar o modelo de Ising em todo o latice Z. As medidas de Gibbs serao probabili-
dades definidas no espaco de configuragoes 2 = {—1,1}%. Estas medias serao obtidas através
de limites fracos quando A 1 Z. Como sempre, estamos considerando em {—1,1} a topologia
discreta e em () a topologia produto. Segue do Teorema de Tychonov que €2 é compacto. Na-
turalmente, trabalharemos em ) com a sigma algebra de Borel #(€2). Denotaremos por 24 o
conjunto 7, ({—1,1}*). E consideraremos em {2, a sigma algebra induzida pela projecio 7 e
pela sigma 4lgebra em {—1,1}", a qual denotaremos por %, ().

A partir de agora vamos assumir que J = (J;;) é uma interagao ferromagnética somavel,
i.e, satisfaz sup;cy > jez Jij < 0o. Naturalmente, queremos definir Hamiltonianos H a “volume
finito", como foi definido no capitulo 1. De fato as definigbes sao bastante proximas, com
efeito os €2, definidos no capitulo 1 e nesta secgao sao moralmente o mesmo conjunto, pois
qualquer fungao f : © — R mensuravel com relagdo a sigma &lgebra %, (£2) ndo depende
das coordenadas fora de €25. A principal diferenga entre os dois contextos é que no presente
contexto, ao escolhermos uma configuragao em €2, necessariamente precisamos escolher uma
configuracao em )¢, a qual serd chamada de condi¢ao de contorno.

Para definir os Hamiltonianos a volume finito, vamos considerar apenas os intervalos simétri-
cos de inteiros A = [—m, m] N Z. Definiremos H, : Q@ — R de modo muito préximo ao capitulo
1, com a diferenca de que passaremos a levar em conta no Hamiltoniano as interagoes dos spins
em A com os spins em A°. Entao nosso procedimento seré, escoher uma condigao de contorno

71 e definir
HX,h(w> - Z {Z Jijwiwj — hijw; + Z Jijnjwi} . (A.13)

€A JEA JEAC
A medida de Gibbs a volume A e condigao de contorno 7 é definida como sendo a medida de
probabilidade MX, ., definida em PBr(2) que associa a cada w € (2, a seguinte probabilidade:

exp[—FHY ;,(w)]

pa s n({w}) = 77 (A.14)
A,B,h

onde ZZ s n(w) é um fator de normalizagao chamado fungao de partigao, definido por

Zlgn= Y exp[-BH],(w)]. (A.15)
WEQA W=
—n<i<n

Temos duas condigoes de contorno particularmente especiais que sao quando n; = (1,...,1...)
e quando 7 = (—1,...,—1,...). Nestes dois casos as medidas de Gibbs com condi¢ao de

contorno 7; e 7, dois sdo denotadas de maneira diferente, sao denotadas por pu} sh € Haph
respectivamente.

O LIMITE TERMODINAMICO

Podemos pensar em cada medida de Gibbs uj} 5, em M(,) como sendo uma medida em
M(Q). De fato podemos estender jij 5, naturalmente a medida iy 5, em M(Q2) definindo-se
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para cada A € ()
ﬁX,ﬂ,h(A) = N?\,B,huAﬁ[wGQ;wz‘:m, VieAC])- (A-16)

Por abuso de notagao denotaremos a extensao iy 5., Pelo mesmo simbolo wa s.n- Agora considere
o conjunto dos pontos de acumulagao, na topologia fraca, das medidas de Gibbs definidas acima

gﬁ(’),h ={peMQ);n= w—g.i%o,uxwﬁvh, n € Q}

onde {A,, }n.cz € uma sequéncia crescentes de intervalos simétricos em Z e n é uma condigao de
contorno qualquer. Pela compacidade do espago . (£)) segue que o conjunto g[?,h é nao vazio.
Finalmente definimos %3, como sendo o fecho da envoltéria convexo de ffﬂ({h. Qualquer medida
de probabilidade em %gh é dita uma medida de Gibbs a volume infinito.

PRESSAO MANGETIZAGAO E ENERGIA LIVRE

Assim como no capitulo 1 temos conceitos analogos de pressao, magnetizacao e energia live.
Para cada A intervalo simétrico finito, definimos as quantidades W} 5, e P{ 5, como segue

o 11ln ZXﬁ,h In ZX,B,h
= T ST a0 ABh = T A
Agh = T3 TA] g A

sao chamadas respectivamente de energia livre e pressao a volume finito. Considere a variavel

aleatoria que em cada configuracao w € 5 ¢ dada pela soma finita Sy (w) = Y .., w;. Definimos
a magnetizagao a volume finito A com condi¢ao de contorno 1 como sendo a quantidade

MX,B,h:/Q Sa(w)dpg .-
A

Temos entao o seguinte resultado:

Proposicao A.6.3. Os sequintes limites abaixo sempre existem

1z, - InZ{ ), My

independem da condi¢ao de contorno n e além disso temos a sequintes relagoes:

_ 098, h)
m(ﬂah) - _T,
para cada > 0 fizado, m(3,0) =0 e
m(8,4) = =22 > 0> (s, - = -2 gy

Demonstracao. Ver [I5] pagina 114, Lema IV.6.4 e pagina 105 Teorema IV.5.2. O
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Seja J = (J;;) uma interagdo ferromagnética somavel em Z. E consideremos o modelo de
Ising proveniente desta interacao para algum campo magnético constante de intensidade h,
entao defina o inverso da temperatura critica como sendo a quantidade

Be = sup{8 > 0:m(B,+) = 0},
que pode ser finita ou infinita.

Proposicao A.6.4. Seja J = (J;;) uma intera¢ao ferromagnética invariante por translagdao
somdvel em Z. Se Y, ., |k|J(k) < oo entio 5. = +oo. Além disso (B3,h) ¢ diferencidvel em
h=0em(B,+)=0=m(5,—).

Demonstragao. Ver [15] pagina 106 Teorema IV.5.3. O

Proposicao A.6.5. Seja J = (J;;) uma intera¢ao ferromagnética invariante por translagdao
somdvel em Z e suponha que , Y, ., |k|J(k) < co. Entdo as sequinte afirmagoes sao verdadeiras

(a) Para cada 8 > 0 os limite fracos ,u;h = w- limpyz /LXB € Mgy = w- limagz py 5, existem
e coincidem, i.e, fg, = u;h. Neste caso denotamos este limite fraco por pg .

(b) O limite fraco pgy € invariante por translagao, i.e, pelo shift. Além disso € o unico
elemento de 93 ,.

(¢) Em particular, quando h =0 temos que [ wodugo = m(5,0) = 0.

Demonstracao. Este teorema é um corolario da proposicao anterior e do Teorema IV.6.5 na
pagina 115 de [15]. O

A.6.3 DESIGUALDADES GKS-I E GKS-II PARA O MODELO DE ISING
Defini¢ao A.6.6. Dado um subconjunto A C A, considere a fungao o4 : Qy — {—1,1} definida
por oa(w) = [[ieq wi-

Teorema A.6.7 (Desigualdade GKS-I). Seja A C Z finito e considere o modelo de ising no
volume A com hamiltoniano

HA((A)) = — Z {Z Jijwiwj + hzwz}
ieh jen
onde J;; >0 e hy > 0. Entao para qualquer subconjunto nao vazio A C ), temos que

pa(oa) > 0.

Demonstra¢ao. Como a fungao de particao é uma soma de parcelas positivas, ou seja, Z, > 0,
basta mostrar que

Z oa(w)exp[—Hy(w)] > 0. (A.17)

weN
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Concentremonos no fator de Boltzman:

exp|— H el H exp[Ji;0,0/] (A.18)

IS JEA
expandindo em série e Taylor obtemos

Jijwiw; | (Jyjwiw;)® | (Jywiw;)®
1! 2! 3!

exp[Jijwiw;] =1+
Agora observe que como w; = +1,Vi € A temos que

k 2
Ji se k é par

(Jljwzwj) { JZ’;CUZW] se ]{ 6 impar. <A19>

Agrupando os termos de expoentes pares separadamente dos termos de expoentes impares
obtemos

exp[Jijwiw;] = cosh(J;;) + sinh(J;;)w;w; (A.20)
= COSh(JZ'j)[l + tanh(Jijwiwj)]. <A21>

Substituindo [A.20] em [A.18 obtemos a seguinte expressao para o fator de Boltzman

exp|—Hj (w) {H cosh(J;;)[1 + tanh(J;w;w,) } Heh i (A.22)

iEA

Portanto substituindo [A.22 em [A.17] obtemos

Z oa(w)exp[— Z H hiwi Hcosh ii)oa + tanh(J;;)wiw;o 4]

weN wENp iEA JEA

Desenvolvendo inicialmente os produtérios da expressao acima obtemos uma soma ) ¢y, FPr,
na qual cada termo é constituido de um produto envolvendo as variaveis de spin
iy L, Mim ehiwi

P =w" - w;

im

IS

e de um prefator da forma c,, envolvendo produtos de fun¢des hiperbélicas, ora cosh(.J;;), ora
cosh(J;;) tanh(.J;;). Sendo assim

ZUA( ) exp[— ZZcm -~ ZcmZP

weNp weENy m weNp

Observe que cada ¢, > 0, pois cosh(J;;) e tanh(J;;) o sdo para .J;; > 0, V i,j € A. Por outro
lado caso todos os expoentes n; que aparecem na expressao de P, sejam pares teremos que
P, = HZ.G A el e por conseguinte a soma das configuraces é positiva, pois

Z He’““i > 0.

wEQ iEA
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Entretanto, caso ocorra a existéncia de pelo menos um n; impar em FP,,, teremos que P,, =
Tl]' hvw. . ~ . o . . ~ .
w; Hie A €71 e por conseguinte a soma das configuracoes é positiva pois para hj nao negativo

temos

Z wjehj“f = 2sinh(h;).

wj==1
Segue dai. ]

Teorema A.6.8 (Desigualdade GKS-II). Seja A C Z finito e considere o modelo de ising no
volume A com hamiltoniano

Hy(w) = — Z {Z Jijwiw; + hiwz’}

ieA \jeA
onde J;; >0 e h; > 0. Entao para quaisquer A, B C A subconjuntos nao vazios temos que

pa(oaop) — pa(oa)pa(os) > 0.

Demonstrac¢ao. Considere o novo sistema definido em 2 x 2, cujo Hamiltoniano associado
Hy : Q) xQp — R édado por He(w,w) = Hp(w) + Hp(@). Considere ainda as fungdes wy, @4 :
Qa x Qp — {—1,1} Tais que wa(w, ) = o4(w) e @a(w, ) = o4(&). Denote por X" a medida
de Gibbs associada ao Hamiltoniano H,. Como o estabelecido acima temos uma reformulagao
da desigualdade desejada, mais precisamente, basta provar que g2 (wiwp — wap) > 0. De
fato, temos

pn(oaop) — palo)palos) = pRwawns) — 30N wa) > (@p) (A.23)
= ,uﬁmd(wAwB—wAwB) (A.24)

. . . , c o~ prod
onde a primeira igualdade provém de que pela definigdo de wa, temos pi °“(wa) = pa(oa)
e a segunda igualdade decorre da igualdade 2% (waip) = uX°(wa)u ! (@p). Defina para
cada i € A as fungdes X;,Y; : Qp x Qp — {—1,0,1} pondo X;(w, @) = (w; — @;)/V2 e

Yi(w, @) = (w; + @;)/v/2. Podemos reescrever em termos de X;,Y; do seguinte modo

pn(oa0p) — pa(oa)palop) = PR wawp — wadp) (A.25)
. X; + Y [y X, + Yi
€A i€EB i€EB

expandindo os produtoérios entre colchetes, todo termo com coeficiente negativo da expansao
do produtério a direita terd um equivalente positivo no produtorio & esquerda. Esses termos se
cancelarao restando apenas termos positivos de produtoérios de X;,Y; com 4,5 € B. Entao ao
expandirmos toda a expressao acima teremos uma soma de termos da forma

T Ty (A.27)

e’ jeD
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sendo assim se provarmos que qualquer termo da forma ¢ positivo a demonstracao es-
tard provada. Ponhamos X, = [[,c4 Xi Y = [[,cpYi, precisamos demonstrar entdo que

1Y (X 4Y,) > 0. Por defini¢do temos que
exp|—Ha(w, ©)]
Zy 7

PRNXAYA) = ) Xa(w, &)Yp(w, @)

w,WENA

note que, como Z,, a funcao de particao, é sempre positiva, basta estudarmos a expressao
Zw,wem Xa(w,0)Yp(w,w) exp[—Hz(w,®)]. Temos que

HQ(U.),(Z)) = HA(W) + HA((Z)) = — Z {Z Jijwiwj + hiwi —I— Z JU(Z)Z(I)] + h@,}

ieh (jea jEA

€A 1SN

= -y {Z 2755 Xi(w, 0) X (w, @) + Yi(w, @)Y (w, ®)] + hiV2Yi(w, w} .
ieA \jeA

Omitindo a dependéncia em w e @ temos a expressao mais enxuta para o Hamiltoniano Hy

Hy=-3" {Jij XX, + Y]] + h\/§Y} . (A.28)
ieA

Substituindo a expressao acima em exp[—Hz(w, @)], cancelando os sinais de de menos e fazendo

a expansao da exponencial em serie de Taylor, observamos que uRrOd(X 4Y4) se decompoe em

um somatorio de termos da forma X 4Yz(Hz)". Como o somatorio inicial é tomado w,w €

podemos alterar a ordem do somatoério, deixando em evidéncia os termos dependentes apenas
de w;, ;. O que sobra é produto de vérios somatoérios da forma
Y

m ~ n ~
S X (@)Y w, )
"Jiv‘:}ie{+771}
sendo m, n dois nameros inteiros nao negativos. Assim, basta provar que

S xreares- Y () (222) s

Wivwi€{+771} w17@i€{+a71}

Se m, n forem pares a desigualdade acima é trivialmente verdade. Caso contrério, m for impar,
os termos com w; = w; sao nulos, restando apenas, os termos com w #* @;, mas neste caso
w; + w; = 0, forcando que o somatoério acima seja nulo. O caso n impar é analogo, provando
entao o desejado. O]

Observagao A.6.9. Uma inspegao nas provas de GKS-1 e GKS II, mostra que as desigualdades
de correlagao sao vdlidas também para sistemas com Hamiltoniano do tipo

Hy, p(w) = — Z Z Jijwiw; + hiw;

1€y jEAnJrk
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Ou seja, se in, i € a medida de Gibbs associada ao Hamiltoniano acima, temos que € verdadeira
a desiqualdade abaixo

Finn ke (040B) = pin, k(T a) b, k(05) = 0.
Suponha que tenhamos a hipdtese adicional de que as constantes de acoplamento (J;;); jez além
de serem nao-negativas formam uma sequéncia tal que sup;cy ZjeZ |Jij| < oco. Entdo as de-

sigualdades GKS-1 e GKS-1I valem para limites termodindmicos de medidas de Gibbs com o
Hamiltoniano H,, dado por

Hn(W) = i {Z Ji]‘wiw]' + hzwl} (A29)

i=—n \ jEZ

e condigoes de contorno positiva e livre.
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Apéndice B

ALGUNS RESULTADOS ANALISE
E TEORIA ESPECTRAL

B.1 ANALITICIDADE EM ESPACOS DE BANACH

Definicao B.1.1. Sejam (X, |- ||x) e (Y. ]| - |ly) espagos de Banach e U um subconjunto aberto
de X. Para cada k € N, a funcio F' : U — Y € dita k-diferencidvel em x se para cada
j €{1,...,k}, existe a transformacao j-linear limitada D'F(z) : X7 — 'Y tal que

Dj_lF(I + Uj)(Ul, ...,Uj_l) - Dj_lF(J/’)(Ul, . Uj—l) = DjF(I)(’Ul, ciey Uj) + Oj(Uj)

on deo; : X =Y € tal que lim, ¢ ||o;(v)|ly/(||v]|x) = 0.

Dizemos que F' tem derivadas de todas as ordens em U, se para qualquer k£ € N, e qualquer
x € U, F é k-diferenciavel em x.

Definicao B.1.2. Sejam X e Y espacos de Banach e U um subconjunto aberto de X. Uma
funcao F : U —'Y € chamada analytica U, quando F tem deriwvadas de todas as ordens em U,
e para cada x € U existe uma vizinhanga aberta U, de x em U tal que para todos v € U, temos

que
o0

1 . :
F(x+v)— F(x) = ED]F(SC)UJ,
=1

onde DIF(x)vi = DIF(x)(v,...,v) e D'F(z) € j-esima derivada de F em .

Se F': U — Y é analitica em U, entao para cada n € N, a expansao de Taylor de ordem n é

D*F(z)v? N D3F(z)v? - D"F(x)v"

F(x +v) = F(x) + D'F(z)v + 6 n!

+ op11(v), (B.1)

onde 0,41(v) =72 (1/n!) DV F(x)v’ satisfaz lim, g [|on41(v)]ly/[Jv][% = 0.

109
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B.2 ALGUNS RESULTADOS DE ANALISE

Nesta se¢ao vamos enunciar alguns importantes teoremas de Analise que foram usados ao longo
do texto.

Teorema B.2.1 (Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonov). Seja E um espago de Banach
e F': E — E um mapa continuo. Seja C' C E um conjunto compacto, convexo e ndo vazio. Se
F(C) c C entao F tem pelo menos um ponto fixo em C.

O seguinte resultado é uma das poucas ferramentas concretas que se possui quando se deseja
invstigar compacidade no espago C(X,R) com X compacto.

Teorema B.2.2 (Arzela-Ascoli). Seja E C C(X,R) um subconjunto do espago das fungdes
continuas tomando valores em R, onde X € um espaco métrico compacto. A fim de que E
seja relativamente compacto na norma da convergéncia uniforme em C(X,R) € necessdrio e
suficiente que

(a) E seja equicontinuo;

(b) para cada x € X o conjunto E(x) ={f(z); f € E} seja limitado.

Existem varias versoes do Teorema de Riez Markov em diferentes contextos neste texto
usamos em alguns momentos a versao enunciada abaixo.

Teorema B.2.3 (Teorema da Representacao de Riez-Markov). Seja X um espago topoldgico
compacto e de Hausdorff. Para cada funcional linear positivo v definido sobre C'(X), existe
uma unica medida sinalada finita p sobre os Borelianos de X tal que

b(f) = /X fdu ¥ feC(X)

B.3 ELEMENTOS DE TEORIA ESPECTRAL

Nesta secao vamos enumerar alguns resultados cléssicos de Teoria Espectral bésica, para mais
detalhes sugerimos [33]. Seja X um espago de Banach e 7' : X — X um operadoe linear,
definimos o espectro do operador T' por

spec(T) = {\ € C; (M — T)~! ndo existe}.

O conjunto resolvente p(7') de T ¢ definido como o complemento do espectro spec(7). O
conjunto resolvente de um operador linear é um conjunto aberto pois seu complementar, o
espectro, ¢ compacto. O raio espectral do 1" é definido como r(T") = sup{|z—y|; z,y € spec(T)}.
O raio espectral tem a seguinte caracterizacao

r(T) = nmninfuTnn% = r}Lrgo||T"||%. (B.2)

Também ¢é conhecido que spec(T) C B(0,7(T)) e que spec(T') = spec(T*), onde T : X* — X*
denota o adjunto de 7.
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Definicao B.3.1. Seja T : X — X wum operador linear limitado e v uma curva de Jordan
retificavel contida em p(T'), entdo definimos a proejecao espectral mp © X — X do seguinte

modo )
mr=— [ (Al —=T) 'dX\.
27 J,
Observacao B.3.2. Se o interior de 7 esta contido no interior de p(T) entio mr = 0. Por
outro lado se spec(T) estd contido inteiramente no interiror de v entao wp = Id.

Proposicao B.3.3. Seja T : X — X é um operador linear limitado. Entao mp € uma projecao,
i€, ﬂ% = 7. Alémdo mais wp comuta com T.

Um subconjunto spec(7") o qual é simultaneamente aberto e fechado em spec(7") é chamado
conjunto espectral. Seja X(7T') C spec(T) um conjunto espectral, e v uma curva de Jordan
retificavle contida em p(7") contendo X(7") em seu interior. Denote por 7 yr) a projecao
espectral associada a T e 7, i.e.,

1
e = 5 / (M —T)td,
v

onde v é uma curva de Jordan retificivel qualquer envolvendo o conjunto espectral 3(7),
completamente contida em p(7T’) e tal que qualquer outro ponto do espectro esta fora de .

Denotamos Xx ) = mrsmX e Txr) = T|XE(T)'
Proposigao B.3.4. Seja X(T) um conjunto espectral de spec(T), entao spec(Txry) = 3(T).

Proposicao B.3.5. Sejam m,m : X — X projecoes sobre X, entao existe € > 0 tal que se
| — ma|| < € m e my tem o mesmo posto, i.e, dimm (X) = dim mo(X).
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