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Resumo

Neste trabalho, problemas de transicao de fase sao abordados para polime-
ros aleatorios em Z? com interacoes auto-repulsivas de longo alcance. Na
auséncia de drift e com interagoes com decaimento polinomial, o polimero
exibe transicao de um comportamento difusivo para balistico. Quando drifts
nao-nulos sao adicionados e interagoes positivas e invariantes por translacao
sao consideradas, o polimero apresenta um comportamento balistico.
Nossos resultados complementam alguns estudos anteriores sobre o as-

sunto e também obtivemos um Teorema do Limite Central para o modelo.

Palavras-chave: polimeros aleatérios auto-repulsivos; modelo de Ising; in-
teragoes de longo-alcance; transicao de fase difusiva-balistica; Teorema do

Limite Central.



Abstract

In this Ph.D. dissertation phase transition issues are addressed for random
polymers on Z? with long-range self-repulsive interactions. It is shown that,
in the absence of drift and with power law interactions, the polymer exhi-
bits transition from diffusive to a ballistic behavior. When non-null drifts
are added and positive translation invariant interactions are considered, the
polymer presents a ballistic behavior. Our results complement some previous
studies on the matter and we also derive a Central Limit Theorem for the

model.

Keywords: self-repelling random polymers; Ising model; long-range inte-

ractions; diffusive-ballistic phase transition; Central Limit Theorem.
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Introducao

Um dos temas comuns da Teoria de Probabilidade e Mecéanica Estatistica é
a descoberta de regularidade em meio ao caos. As leis da Teoria de Proba-
bilidade resumem o comportamento de sistemas estocasticos em termos de
alguns parametros como, por exemplo, a média e a variancia. Em Mecénica
Estatistica estudam-se propriedades macroscopicas de um sistema de parti-
culas a partir de uma distribui¢ao de probabilidade que é definida a partir
das interacoes entre as particulas que constituem o sistema.

Exemplos de sistemas fisicos importantes na area de Mecanica Estatis-
tica sao os modelos ferromagnéticos e modelos que representam polimeros.
Ambos serao explorados neste trabalho.

Um polimero, do ponto de vista quimico, é uma molécula constituida por
uma grande quantidade de monoémeros, unidos através de ligagoes quimicas
devido & multivaléncia dos atomos. Alguns exemplos sao proteinas, agiica-
res, borracha, sequéncia de DNA entre outros. Em Mecéanica Estatistica,
passeios aleatorios dependentes sao denominados polimeros aleatorios, e sao
representados na rede Euclidiana d-dimensional Z¢, d > 1, de forma que
podemos pensar nos monoémeros como sendo os vértices de um caminho em
7% e as ligagoes quimicas sendo os segmentos de reta (de comprimento 1 na
meétrica Euclideana) paralelos aos eixos coordenados que ligam dois pontos
imediatamente proximos.

O assunto principal desta tese é um modelo de polimero na rede bidi-
mensional Z2. Mais precisamente, seja Wy a colecao de passeios aleatorios

conexos de N passos em Z? dada por
WN = {S: (So,...,SN) : Sz S ZQ,SQ :O,HSZ‘Jrl —SZH = 1,VZ = 1,...,N},
sendo || - || a norma ¢'. Cada elemento S € Wy ¢ chamado de polimero.
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Figura 1: Polimero Aleatério em Z2

Note que podemos pensar em um polimero em Wy como um passeio em Z?
de N passos que inicia na origem e termina na posicao Sy. A funcao Hy,
denominada Hamiltoniano, associa uma energia para cada polimero S € Wy,
fornecendo informagoes de como o polimero interage com o meio e consigo

mesmo. Para o nosso modelo,

Hy(S)=— > Vig(Xi, X;) — (b, Sn), (1)
1<i<j<N
onde X; = S; — S;_1 corresponde ao i-ésimo passo, {Vij}fj:l C R sao nao-
negativos denominados interacoes, h € R? é um vetor fixado denominado
drift e {-,-) denota o produto interno usual em R
Seja [ um parametro positivo associado ao inverso da temperatura do
meio em que o polimero estd imerso. A probabilidade de cada S € Wy com

respeito ao inverso da temperatura 3 é dada por

P?(S) = P [_ﬁHN(S)], onde Z5 = Z exp [—FHN(5)],

B
ZN SeWn

é denominada medida de Gibbs associada ao par (Wy,Hy). Devido & ques-
toes de estabilidade, os polimeros com mais baixas energias tém maior pro-
babilidade de ocorréncia na natureza. Portanto o Hamiltoniano e a medida
de Gibbs de um polimero S sao inversamente proporcionais.

Ja que V;; > 0 e 8 > 0, um polimero S tem maior probabilidade de
ocorrer, segundo a medida de Gibbs definida acima, se ele satisfaz Hy(S5) <
Hy (S), para todo S € Wy.



Seja N € N fixado, e uy uma medida de probabilidade em Wy. Sejam

Hy) = Y pn(SHHN(S) e H(py)=— > un(S)logun(S),

SeWn SeWn
o valor esperado de Hy (com respeito a uy) e a entropia de Shannon de
i, respectivamente. Por argumentos simples de convexidade, podemos ob-
servar que a entropia de Shannon de uma medida de probabilidade atinge
seu valor maximo para medidas de probabilidade que atribuem mesmo peso
para todos os pontos do espago e seu valor minimo (zero) quando a medida
de probabilidade é uma medida tipo Delta concentrada em algum ponto. A
medida de Gibbs é a tnica medida de probabilidade em Wy que minimiza
a diferenca pn(Hy) — H(py). Esta minimalidade é precisamente a condigao
de equilibrio classica para um sistema fisico, com temperatura constante. O
principio variacional para sistemas finitos afirma que para qualquer medida

de probabilidade py em Wy vale a desigualdade

pn(Hy) = H(pun) > —log Zn,
onde Zn = Y gey, exp[—Hn(S5)], e a igualdade ocorre somente para a me-
dida de Gibbs Py(S) = (Zy) ! exp[—Hxy(S)], S € Wy. De fato, aplicando
a desigualdade de Jensen para a fungao convexa ¢(x) = xlog(z), podemos

escrever para qualquer uy,

pv (Hy) = H(pw) +log(Zn) = D p(S [ (5) 4 log(un(5)) + 10g(ZN)}

SeWn

e—HN(S)
= > un(S) [log(uN(S))—10g< Zn )}
= 3" () -log [1n(S)/Pw(S)]

SeWn

=Y Pn(S) - p(un(S)/Px(S))

SeW N

(Z Py (S) - un(S)/Bn(S ))

SeWnN

=p(1) =0.

Como ¢ é estritamente convexa, a igualdade é valida se, e somente se a fungao

S = un(S)/Py(S) é constante, o que implica em py = Py. Aplicamos o
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principio variacional para um sistema finito. O mesmo pode ser estendido
para sistemas fisicos infinitos (veja o Capitulo 15 em [13]).

Nosso principal interesse ao estudar o modelo de polimeros definido atra-
vés do Hamiltoniano Hy em (1] é avaliar a distancia média quadratica entre
as extremidades do polimero.

Caracciolo et al. ([4], 1994) introduziu um modelo de polimeros aleatérios

auto-repulsivo com Hamiltoniano em Wy dado por

Z Vij0s,.s; 5

0<i<j<N

onde go > 0 e as interagoes V;; = |i—j|~®. Para este modelo, foi conjecturado
que para dimensao 1 < d < 4 existe um expoente estritamente positivo
v = v(d, a) tal que a distancia média quadratica entre as extremidades do

polimero satisfaz o seguinte resultado assintotico

Ez, [ISnIP1 = D I1Sx(S) P (S) ~ N7,

SeWn

onde a medida de Gibbs Py é definida através do Hamiltoniano Hy. Baseado
em simulagoes e argumentos heuristicos, Madras et al. (|26], 1993) apresen-
taram a conjectura de que para 8 € (0, 00] a distdncia média quadratica do

modelo de polimeros com medidas de Gibbs Q]BV(S), cujo Hamiltoniano é

E 557;,53'7

0<i,j<N
i#]
é tal que
Egs (|[Sv|*) ~ DN?,  quando N — oo, (2)

onde D = D(f) > 0. Mais recentemente, H. Duminil-Copin e A. Hammond

[8] provaram que para § = oo, existe 1 < k < 2 tal que
Eys (|ISn|[?) ~ DN*, quando N — oc.
N

Nada se sabe sobre a conjectura para 3 € (0, 00).
Classifica-se um modelo de polimeros aleatorios com medida de Gibbs Py

definido sobre Wy de acordo com o comportamento assintotico da distancia



média quadratica determinando o expoente v > 0 para a qual o seguinte
limite existe, é positivo e finito
fim B, [Sw]7 = Jim < 3™ [[Sx]? B(s) 0
N—soo N7~ LN N—oco N7 N N,
SeEW N
Dizemos que o modelo de polimeros é difusivo se v = 1, superdifusivo se

1 < v <2 e balistico se v = 2.

Considerando o Hamiltoniano

Hy(S)=— > [i—j%— S|’ onde 3<a<4

0<i<j<N

Procacci et. al. (]J30], 2008) provaram a existéncia de constantes positivas
b1 < B tais que o modelo de polimeros apresenta uma transi¢ao de fase de
um regime difusivo (8 < ;) para um regime balistico (f > ;). No entanto
nao se estabeleceu o comportamento do modelo quando 3 € [f1, Bs].

A principal motivacao para este trabalho foi construir um modelo de poli-
meros aleatorios auto-repulsivo para o qual fosse possivel obter uma transicao
de fase difusiva-balistica genuina, ou seja, a existéncia de uma tnica cons-
tante positiva (. separando o modelo em dois regimes. Este resultado foi
obtido para o modelo de polimeros cujo Hamiltoniano ¢ dado em (Teo-
rema . A principal ferramenta para obtencao do resultado de transicao de
fase é a comparacao do modelo de polimeros com um modelo unidimensional
para sistemas ferromagnéticos, denominado modelo de Ising.

Notagoes diferentes serao usadas para o modelo de polimeros bidimensi-
onal e para o modelo de Ising unidimensional. Para o modelo de polimeros
bidimensional introduzido neste trabalho, utilizaremos as notagoes Wy, HY,,
IP’]BV’h e ]E[P%h para o espaco de configuragoes, Hamiltoniano, medida de Gibbs
e esperanca com respeito & medida de Gibbs Pjﬁ\;h, respectivamente, onde
B >0 & o inverso da temperatura e h € R? é o drift. Para o modelo de Ising
unidimensional usaremos as notacoes Xy, H’/{N, Pho e <>ﬁ£ para o espaco
de configuragoes, Hamiltoniano, medida de Gibbs e esperanca com respeito
a medida de Gibbs Pf}’vh, respectivamente, onde 5 > 0 é o inverso da tem-
peratura e h € R é denominado campo externo. A notacao para esperanca

matemética para o modelo de Ising nao ¢ habitual em Teoria de Probabili-



dade, mas é usual em referéncias para o estudo do modelo de Ising, portanto
sera utilizada também neste trabalho.

Certamente, o modelo de Ising é o sistema fisico mais estudado em Me-
canica Estatistica e possui uma vasta literatura. O Capitulo |1} é dedicado a
definicao do modelo de Ising unidimensional e a apresentagao de proprieda-
des e resultados cléssicos que serao importantes na obtencao de resultados
para o modelo de polimeros aleatérios bidimensional.

A relagao entre o modelo de polimeros e o modelo de Ising unidimensional
¢ apresentada no Capitulo 2. O Lema [A] permite escrever a medida de Gibbs
do modelo de polimeros em termos da medidas de Gibbs de dois modelos de
Ising independentes. Considerando-se drift nao-nulo, concluimos no Teorema
que para todo 5 € (0,00) o modelo é balistico e ndo ocorre transigao de
fase. Quando o drift h = 0 e as interagoes Vj; = [i — j| ™ com 1 < o < 2
o resultado de transi¢do de fase mencionado anteriormente (Teorema é
apresentado.

Além dos resultados para a distancia média quadratica, no Capitulo
provamos um Teorema do Limite Central para proje¢oes normalizadas do des-
locamento total dos polimeros. Este resultado é obtido usando-se o Teorema
de Lee-Yang aplicado ao modelo de Ising e a condicao de C*-regularidade de
Wu Liming [25].

Foram utilizadas duas enumeragoes distintas para os resultados apresen-
tados nesta tese. Resultados obtidos no desenvolvimento desta pesquisa sao
enumerados por letras maitisculas e os outros recebem enumeracao numeérica
de acordo com o capitulo e a se¢ao onde se encontram.

Os resultados originais obtidos nesta Tese de Doutorado foram aceitos

para publica¢do no Journal Statistical Physics em 2014, veja referéncia [6].



Capitulo 1

O Modelo de Ising

Unidimensional

1.1 Introducao

Macroscopicamente, um fma em barra é um dipolo magnético, formado por
um poélo norte e um poélo sul. A orientacao sul-norte do campo magnético
gerado espontaneamente no interior do ima pode ser representada por um
vetor chamado momento de dipolo magnético. Podemos imaginar que o ima
¢ constituido por dipolos magnéticos microscépicos que interagem entre si, e
a magnetizagao do ima seria a resultante de uma orientacao preferencial dos
momentos de dipolo magnéticos atdémicos.

Modelos ferromagnéticos foram desenvolvidos para representar, de forma
simplificada, a interagao de spins de elétrons em imas reais. Neste capitulo
apresentamos o modelo mais estudado de Mecanica Estatistica, o modelo de
Ising unidimensional ferromagnético.

Em 1920, um esboc¢o do modelo de Ising foi apresentado pela primeira
vez por Lenz, em [23], mas o modelo recebeu este nome em 1925 em [17],
quando seu aluno E. Ising concluiu em sua Tese de Doutorado, que nao
existe transi¢ao de fase no modelo unidimensional (de primeiros vizinhos),
e erroneamente extrapolou seu resultado para o modelo bidimensional. Em
1936, Rudolf Peierls com um argumento bastante engenhoso mostrou em [28]

que E. Ising estava errado e que o modelo de Ising tinha transicao de fase em



dimensao maior ou igual a dois. Desde entao o modelo de Ising d-dimensional
vem sendo estudado amplamente, destacando-se resultados relacionados a
transicao de fase.

Serao apresentados neste capitulo resultados classicos do modelo de Ising
unidimensional, que serao tteis na obtengao de resultados sobre o modelo de
polimeros aleatorios bidimensional definido no Capitulo [2|

Na Secao é definido o modelo de Ising unidimensional ferromagnético
com condicao externa livre, que é a principal ferramenta para o desenvol-
vimento dos resultados do modelo de polimeros bidimensional. Define-se
também o modelo de Ising com condicao externa. Desigualdades de espe-
ranca com respeito a medida de Gibbs do modelo de Ising sao apresentadas
na Segao [1.3] que serdo utilizadas para provar propriedades da magnetizacao
e energia livre, apresentadas na Se¢ao [1.4 A medida de Gibbs a volume
infinito é apresentada na Secao Por tltimo, o Teorema de Lee-Yang,
uma das principais ferramentas usadas para provar um Teorema do Limite

Central para o modelo de polimeros, é apresentado na Secao [1.6]

1.2 O Modelo de Ising Unidimensional

Definimos primeiramente o modelo de Ising ferromagnético a volume finito.
Considere Ay = {1,2,...,N}, onde N € N. Para cada ponto j € Ay
(que também seré chamado de sitio), esta associada uma variavel aleatoria
o;, chamada spin assumindo valores +1 (spin para cima) ou —1 (spin para
baixo). Considere o seguinte espago amostral que é chamado de espago de

configuragoes

ZN:{a:(al,UQ,...,UN): o, € {—1,+1}, Vizl,...,N}
= {1, +1}~.

Observacao 1.1. Usualmente, o modelo de Ising a volume finito é definido
para conjuntos de sitios simétricos {—N,...,N} C Z. A adaptagdo ao caso
Ay = {1,...,N} C N € adequada a necessidade deste trabalho e tem o
objetivo de tornar imediatas as aplicagoes dos resultados do modelo de Ising

untdimensional que serao utilizadas nos capitulos sequintes.



Associada a cada configuracao de spin ¢ € Xy, tem-se uma energia,

denominada Hamiltoniano, dada por

H} (o) Z V(j—i)oio; — Zhaj (1.1)

1<i<j<N

O parametro h, denominado campo externo, ¢ um nimero real que fornece
a forca de um campo magnético externo atuando em cada sitio 7 € Ay. O
termo —V (j —i)o;0, fornece a energia de interagao entre os spins nos sitios i e
j. Neste trabalho, a funcao V', denominada fun¢ao interagao sera considerada
nao-negativa. Sob o ponto de vista fenomenolégico, a interagao nao-negativa
favorece orientagoes iguais para os spins, descrevendo um comportamento
ferromagnético e é denominada portanto interacao ferromagnética. Consi-
deramos também que a interacao V' é somdvel, ou seja, Y, .y V (k) € finito.
Para excluir casos triviais, consideramos que V(j — i) > 0 para pelo menos
um par i, € Ay.

O modelo de Ising ferromagnético (ou seja, com interagao ferromagnética)
¢ definido através da medida Pho em (Xy, B(XN)), onde B(X ) representa

os borelianos de Yy, que atribui a cada o € Xy a probabilidade

exp (—BHJ, (0))
Zy (h)

PyMo) = (1.2)
O parametro (3 representa o inverso da temperatura 1/7" e é positivo. O fator
de normalizacao
Zy (h) =" exp (—BH}, (o)) (1.3)
oESN
é chamado funcao de parti¢cdo e a medida PAJ’Vh é chamada de medida de Gibbs
a volume finito em Ay.

A medida de Gibbs a volume finito em pode ser modificada por
uma configuracao fixada no exterior de Ay. Se considerarmos o experimento
fisico em que se fixa um spin externo w; € {—1,+1}, para cada sitio j €
N\ Ay, tem-se que w = (wyi1,wWN12, ... ) determina uma condigdo externa.
O modelo de Ising ferromagnético com condi¢ao externa w ¢é definido através

do Hamiltoniano

Hk; Z V(j—i)oioj — Z (h—i— Z V(j —i)wj.> o;. (1.4)

1<i<j<N i=1 j=N+1
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Cada wj, 7 € AY, interage com cada spin o0;, ¢ € Ay. Comparando os
Hamiltonianos em (L)) e (1.4), a condigao externa w modifica H}  alterando

o campo externo de h € R para o valor
hi=h+ Y V(j—ilw;, Vi€Ay. (1.5)

Como V é absolutamente somével, h; é bem definido para todo i € Ay.
Sistemas ferromagnéticos em que se tem auséncia de condi¢ao externa, como
em sao chamados de modelos ferromagnéticos com condi¢ao externa
livre.

A medida de Gibbs a volume finito com condi¢ao externa w, atribui a
cada o € Ay, a probabilidade em (X, ZB(Xn))

exp (—BHX’;(U))

7w o

PL() =

onde
232 = 3 exp (—BHL(0)) (1.7)
oc€EAN
é a respectiva funcao de partigao. Observe que o Hamiltoniano em (|1.4]) nao
apresenta os termos V(j — i)ww; e hw;. De fato, como h e cada w;, sdo
fixados, os respectivos termos se cancelam no numerador e denominador em
().

Duas escolhas de condigao externa w sao particularmente importantes,
aquelas em que w; = +1, Vj € N e, respectivamente, —1. Estas condi-
¢oes externas sao chamadas de mais e menos, respectivamente. As medidas
de Gibbs definidas por estas condi¢oes externas sao denotadas por Pf}’vh’Jr e

h,— .
pah. respectivamente.
AN ?

Definicao 1.1 (Alcance da Interagao).

Dizemos que uma funcao interacao V' possui alcance L se

L=inf{l:V(k)=0, Vk>I}

Vejamos alguns casos particulares do modelo de Ising unidimensional, que

também serao importantes:
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Exemplo 1.1 (Modelo de Ising de Primeiros Vizinhos).
Considere um niumero firo Vi > 0. Para cada 1 < i < j < N, defina a

fungao interagao

0, caso contrdrio,

% —i=1
vi-a={ g i

que acopla somente os sitios mais proximos. O modelo de Ising unidimen-
stonal em Ay com esta intera¢do € chamado de modelo de Ising de primei-

ros vizinhos e a respectiva medida de Gibbs a volume finito é denotada por
Pﬁ,h,nn
AN ‘

Exemplo 1.2 (Modelo de Ising de longo alcance).
Considere i,j € Ay tal que 1 < j. O modelo de Ising de longo alcance possui

interagao de alcance infinito dada por
V(j—i)=(—i) a>L

Erigimos que o expoente o seja maior do que um para que a interacao V seja

somdvel, ou seja, Y, .V (k) < o0.

Definicao 1.2 (Estados fundamentais).
As configuragoes o € XNy que mazimizam o medida de Gibbs em um mo-
delo (consequentemente minimizam o Hamiltoniano) sao chamadas de esta-

dos fundamentais do modelo.

Considere ot (respectivamente o~) a configuracao com o = +1 (respec-
tivamente o; = —1) para todo j € Ay. Para o modelo de Ising ferromagné-

tico e somével com condicao externa livre, é facil verificar que
e Para h > 0, o™ é o tnico estado fundamental;
e Para h <0, 0~ é o tnico estado fundamental;

e Seh =0,0" eo™ sao estados fundamentais. Serdo tinicos se a interacao
V for irredutivel em Ay, ou seja, se para cada par de sitios i < j em
Ay, V(j — i) > 0 ou existe uma sequéncia finita i = iy,i9,...,4, = j
em Ay tal que V(igy1 —ia) >0, Va=1,...r—1.
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1.3 Desigualdades de Momento

Nesta segao apresentaremos desigualdades de momento, que serao utilizadas
no estudo do modelo de Ising unidimensional. As desigualdades de momento
serao aplicadas também no Capitulo [2] auxiliando na obten¢ao de resultados
para o modelo de polimeros bidimensional, visto que este modelo pode ser
comparado com o modelo de Ising unidimensional, conforme sera apresentado
na Se¢ao 2.2

As desigualdades de momento nao se restrigem a medida de Gibbs do
modelo de Ising unidimensional, Pf}’vh’w, e serao apresentadas nesta se¢ao de
forma mais geral.

Seja A C N um subconjunto nao-vazio e finito, {Vj;}i jex nmeros reais
nao-negativos, e {h;}iea um conjunto de ntimeros reais. Para Xy = {0 =
(0i)ien : 0 € {—1,+1}, Vi € A}, considere a medida de probabilidade P em
(3a, B(2))) dada por

A esperanga com respeito a P sera denotada por () ou (-)p,. A medida
P se reduz a Pf}’f’w se A = Ay ={1,2,...,N}, V;; =BV(j—i)eh =
Bh+ 8372 v V(I —iw;, Vi € An.

Para B um subconjunto nao-vazio de A, definimos

o = H ;.
i€B

Para cada j € A, o valor esperado de cada func¢ao projecao m;(0) = o, seré
denotado por (o).

Em modelos ferromagnéticos, o estado de spins paralelos, ou seja, 0; = 0;
¢ mais provavel que o estado de spins antiparalelos 0; = —0o;, de modo que o
valor esperado para o produto o;0; ¢ nao-negativo. Este fato ¢ estabelecido
pela desigualdade GKS-1, apresentada no teorema a seguir. Considerando-se

o modelo de Ising, é esperado que a magnetizacao no sitio ¢ € Ay, calculada
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usando-se o valor médio do spin o;, aumente quando aumentamos a intensi-
dade do campo magnético externo aplicado. A desigualdade GKS-2 ¢é usada
para verificar esta monotonicidade. As desigualdades GKS-1 e GKS-2 foram
provadas por Griffiths em [I4], [I5] para correla¢do entre pares, contudo a

forma generalizada foi provada por Kelly e Sherman em [20)].

Teorema 1.1 (Desigualdade GKS-1).

Considere cada h; > 0. Entao, para qualquer B subconjunto nao-vazio de A,
<O’B> Z 0.

Demonstracao. Por definigao,

Como a funcao de particao Z é positiva, basta provar que

Z op-exp(—H (o)) = Z o H exp(Vi;0i0;) Hexp(hiai) > 0.

TEXA TEXA i,JEA iEA

Expandindo-se exp(V;;o;0;) em série de Taylor, temos

Z op-e HO) = Z 0B Hehi‘” H [cosh(V;;) + sinh(V};)0;0;]

oEXA oEXA LIS i,jJEN
= Z UBHehi‘” H cosh(V;;) [1 + tanh(V;;)o0,] (1.8)
sENN €A ijeA
=> > culn (1.9)
gEYA ™M

onde (|1.9) é obtida desenvolvendo os produtérios em ([1.8). Cada termo em

> Cm L, € constituido de um produto envolvendo as variaveis spins
o on1 n
Ly =0l o™ Hexp(hiai)
ieA
e cada termo ¢, é contituido pelo produto de fungoes hiperbdlicas, ora

cosh(V;;), ora cosh(V;)tanh(V;;) e independe das varidveis spins. Como

Vi; > 0, cada ¢,, > 0. Além disso, se L,, ¢ tal que todos os expoentes
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ny sao pares, entao L,, > 0. Caso haja em L,, pelo menos um expoente

impar, digamos n;, entao

Ly =0’ Hexp(hl-ai) =0 Hexp(hial-) = o, exp(h;o;) H exp(h;o;).
i€A i€A ieA\{j}

Efetuando-se a soma sobre todas as configuracoes o, o termo

Z ojexp(hjo;) = 2sinh(h;) > 0,

o;je{-1,+1}

pois h; > 0. Portanto a expressao em (|1.9) é ndo-negativa e consequente-
mente op -exp(—H (o)) > 0. O

TEYIA

Teorema 1.2 (Desigualdade GKS-2).
Considere cada h; > 0. Entao, para quaisquer A e B subconjuntos nao-vazios
de A,

(ca0p) — (oa){op) > 0.

Demonstracao. A prova se baseia em um argumento de acoplamento que
neste caso se reduz a construcao de um sistema de spins duplicados, definido
no espago de configuragoes X5 X X, que consiste em duas copias do sistema

original, que nao interagem entre si, cujo Hamiltoniano é dado por

H(o,p) = H(o) + H(p)
= - Z Vijloioj + pips) — Zhi[ai + pil- (1.10)

i,JEA ieA
Valores esperados com respeito a medida de Gibbs associada a este Hamil-

toniano serdo denotados por (-)2). Observe que

<‘7A>(2) = <,UA>(2) = (04),
<0AMB>(2) = (oa){pn) e
(oa0)® = (oa0p) = (paps) = (paps)®.
Entao
(2)
(oa0p) = (0a)(op) = (0a0p — gapp)® = <H i (H 0i — HM1>> .
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Definindo X; = (07 — p;)/v/2 e Y; = (0 + p1;) /v/2, podemos reescrever o lado
direito da expressao acima, obtendo

{(0a08) = (04){0B) =

me)mes) mess)])

(1.11)
Expandindo o produto []..5(Y; — X;)/ V2, qualquer termo com coefici-

ente negativo sera cancelado com o termo correspondente na expansao de
[Licp(Y: + Xi)/V/2, portanto o lado direito em ¢ a esperanca de um
polinémio em {X;} e {Y;} com coeficientes ndo-negativos. Para concluir a
demonstracao, basta provar que para h; > 0 e para quaisquer A e B subcon-

juntos nao-vazios de A, temos

(XaY5)® >0, onde Xy=][Xi e va=]]¥-

i€A i€EB
De fato,
1
(XaY)? = Y XaYp - exp(=H(o, 1) - . (1.12)

(0,n)€23

onde Z® & a funcdo de particdo com respeito ao Hamiltoniano H (o, 1) dado
em ([1.10)), que pode ser escrito em termos de {X;} e {Y;} da seguinte maneira
H(o,p) = = ) Vy[XiX; + VY] = V2 hYi.
i,JEA ieA
A nao-negatividade da funcao de particao é imediata. Expandindo a expo-
nencial dada em em série de Taylor e fatorando as somas resultantes
em somatorios sobre ¢ € A, a demonstracao se reduz a verificar que para cada

sitio 7 e para todos os inteiros nao-negativos m e n,

£ e T (R () e

(Uinufi)e{flfi’l}Q (Ui>“i)€{717+1}2

Como os spins assumem os valores —1 e 41, cada termo do somatorio é nulo,
se m e n sao positivos. Se ou m ou n sao nulos, os termos do somatério ou
sao poténcias de X; sozinhas ou de Y, que resultam em somatorios positivos
(se o expoente nao-nulo é par) ou nulos (se o expoente nao-nulo é fmpar).

Este argumento conclui a prova do teorema. ]
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A desigualdade a seguir foi provada por Griffiths, Hurst e Shermann em
[16]. A demonstracao ¢ semelhante a prova da desigualdade GKS-2 e consiste
em considerar um sistema de spins quadruplicado no espaco de configuracoes
¥4, com Hamiltoniano H (o, u,d, 1) = H(o) + H(p) + H(5) + H(j1).

Teorema 1.3 (Desigualdade GHS).

Considere cada h; > 0. Entao para sitios arbitrdrios i, j,k € A,

<(0z’ —(03)) - (05 = {05)) - (0% — <0k>)> =(oiojonr) — (oi)(oj0k) — (0;)(0ion)

— (or)(0i0j) + 2(0i)(0;)(o%)
<0

Observacgao 1.2. As trés desigualdades apresentadas acima requerem que
cada h; seja nao-negativo. Resultados andlogos sao obtidos para a hipotese

de cada h; nao-positivo.

Antes de enunciar a tltima desigualdade de momento, considere a seguinte

relacao de ordem parcial em >,:

Definicao 1.3.
Sejam o e ¢ configuragoes em Xp. Dizemos que o < ¢ se 0; < 7, Vj € A.
Uma fungao real f em X5 € dita ser nao-decrescente se f(o) < f(&) sempre

que 0 < 0.

A funcao projecao m;(0) = o;, para cada j € A é um exemplo de funcao

nao-decrescente, assim como f5(0) = [[,c5 5(1 + 07).

Teorema 1.4 (Desigualdade FKG).
Sejam [ e g funcoes reais nao-decrescentes em Y. FEntao, para qualquer

{hi}ien em R, a covaridncia de f e g é nao-negativa, ou seja,
(fg) = (f){g) = 0.
Em particular, se h; < h;, entdo (Finy < Py

Demonstracao. A prova da desigualdade de FKG pode ser encontrada em [11],

24] e também em todos os detalhes na referéncia [I0]. Vamos porém mostrar
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como usa-la para provar o segundo resultado da afirmacgao do teorema acima,
isto é, verificar que se h; < h;, entao (f)gn,} < (f){;l_}.
De fato, pensando agora em h; ndo como uma constante mas sim como

uma variavel real temos que OH/0h; = —o; e também

@h Z Zazexp )); (0;).

Desta forma segue que

) {Zf 7)exp[~H(o >Jé}

=(f" 0z‘> — (f){oi),

que é nao-negativo, ja que f e o; sdo nao-decrescentes. Portanto (f)n, ¢
uma funcao nao-decrescente de cada h;.

]

As desigualdades de momento apresentadas acima serao tteis para provar

propriedades importantes de esperancas com respeito a medida de Gibbs a
. - h ~ h

volume finito com condicao externa P,’i’v . Usaremos a notacao ()ﬁNW para

denotar essas esperancas.

Proposicao 1.1.

Considere a medida de Gibbs a volume finito com condi¢do externa w e campo
externo h;, definido em ((1.5)), onde i € Ay.

(a) Se cada h; > 0, entdo <ak>f’£’w > 0.

(b) Se cada h; > 0, entdo —<a >5h“’ > 0.

op
c) Se cada h; > 0 e cada w; = 1, para cada 7 € N, entao
S da h; >0 da wj =1, d A§ i
0 B,h,w 9 Bhw
9oy > > .
g Ty 2 0 e Graslaomin 2 0
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(d) Se cada h; > 0, entdo (al>ﬁ’£’w <0.

0
Oh;Oh;
9 w
(e) Para qualquer h;, 3_hz<gj>i£ > 0.

Demonstracao. Para simplificar a notagao, usaremos
(or) ™ = {ow), Hyl(o) = H(o), Z{(h)=Z e P{y“(o) = P(o).
(a) E imediato de GKS-1.

(b) Observe que

e ==Y Hio)ewl-SHE@) 5= —(H). (113
Entao,
500 =3 3 ovewi-piiol
=~ Y ouH(o)expl-5H(0)]
— Jez; o exp[—FH(0)] - g—g% (1.14)
Substituindo em , obtemos
5500 = = (ouH) + (o)D)
= Z V(i —1i)[{oroios) — (ok)(0io;)]
+ ) hil{okos) — (o) (02)). (1.15)
i€Ay

0
Aplicando a desigualdade GKS-2 em (|1.15)), obtemos — (o}) > 0, pois

op
h; > 0.
(¢) Tem-se que
0H (o)
GV(k;) = — Z 0,05 — Z w;o; (116)
1Si<j<N i€An JEN
j—i= j—i=
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1

E =—-_ Z (oi0j) — B Z w;i(o;). (1.17)
1<i<j<N i€An JENS
Jj—i=k j—i=k

Substituindo (1.16]) e na derivada abaixo, temos

S =B Y lowioy) = (i)

1<z<]<N
Jj—i=k
+8 Y. willee) — (o) (o]
iEAN,jEA?V
j—i=k
- 0 )
Se cada h; > 0, e cada w; > 0 entao () > 0, pela desigualdade
oV (k)

GKS-2. A demonstracao para V) (010,,) € andloga.

0? o
Shiom; 7V :5%(@@ — (1))

)

2

32 [(1050:) — (0105)(03) — (o) ({0104)
— (o){03)) — (o)) ({oj0:) — (0)(03))]
2 [(Ulajal (1) <U]UZ> (o 5)(0104)

— (03){0105) + 2(01){0;){o3)]

2

Se cada h; > 0, entao %8%(00 < 0, pela desigualdade GHS.

(©) 8‘?%

(0) = Bl(oio;) — (0i)(o;)] = 0, pela desigualdade FKG.

1.4 Magnetizacao e Energia Livre

Para cada o € ¥, considere o spin total



onde mj(0) = ;. O valor esperado de Sy, com respeito & medida Pf}’f’w
¢ uma funcao importante para o estudo do modelo de Ising unidimensio-
nal. Quando for importante explicitar a dependéncia de w em relacao a Ay,

escreveremos w(Ay).

Definigao 1.4.
A magnetiza¢io a volume finito com condi¢cao externa w € o valor médio do

spin total em An com respeito a medida Pf}’f’w

may (B, h,w) Z San (o Pﬁhw( ) = Z <U]>?\£7w’

oEXN JEAN

e € definida por

Bsh,w . B,h,w L

onde (-)\ . denota a esperanga com respeito a Py "". A magnetizagio a
, . , : L , h

volume finito com condicao externa livre, ou seja com respeito a medida Pj’i’v

serd denotada por ma (B, h).

Escreveremos a magnetizacao a volume finito como my (5, h, +) ou
may (B, h, —) quando a condigdo externa w for mais ou menos, respectiva-
mente.

Considerando o caso em que a condic¢ao externa ¢ livre, a medida de Gibbs

a volume finito satisfaz Pf}’v_h(a) = Pf}’f(—o), para todo ¢ € ¥y. Portanto
may (B, —h) = —mu (B, h), (1.18)
isto implica que no caso do campo externo nulo,
may(8,0) =0, V3>0. (1.19)

Além disso, a magnetizacao a volume finito é limitada pela cardinalidade do

conjunto Ay, ou seja,
[may (8, 1) Z‘ > 0Pl (o) ‘ < N. (1.20)
j=1 oceXn

Outras propriedades da magnetizacao a volume finito com condigao ex-

terna livre, sao enunciadas a seguir.

Proposigao 1.2 (Propriedades da Magnetizac¢ao a volume finito com condi-

¢ao externa livre).
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(a) Para cada B > 0 fizado, ma, (5, h) € uma fung¢io ndao-decrescente do

parametro h € R e € uma fungao nao-negativa e concava para h > 0.

(b) Para cada h > 0 fizado, ma, (B, h) é uma fungdo nao-negativa e nao-
decrescente como fungio de > 0 e de cada intera¢io V(k) > 0,
k € N.

Demonstracao.

(a) Vamos mostrar primeiro que my (3, h) > 0. Para isto tomamos h; = h
em para cada sitio ¢ € Ay. Dai segue do item (a) da Proposigao
[L.I] que

may(B,h) = D (ot > 0.

JEAN
Além disso, pelo item (d) da Proposic¢ao temos que ma, (B, h) &
concava para h > 0, pois

O*ma o)t
N — N <
Oh? Z Oh? -

JEAN

Para h real, aplicando o item (e) da Proposigao tem -se an;fLN >0,

portanto mp (3, h) é crescente em h.

(b) De acordo com os itens (b) e (¢) da Proposi¢ao respectivamente,
obtém-se que para h > 0,

8n@AN 67nAN

8 = oV (k)

> 0.

Definicao 1.5.

A energia livre a volume finito com condi¢ao externa w € definida por
1 8w
fAN<ﬁ7 h7 (.U) = _E log ZAN (h)7

onde ZA;“V"(h) é a fungao de particao definida em (1.7). A energia livre a vo-
lume finito com condigao externa livre € dada por fa, (B, h) = —% log ZEN (h),

para ZﬁN(h) definido em (|1.3)).
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A magnetizagao a volume finito com condigao externa w, pode ser ob-
tida derivando com respeito a h a energia livre a volume finito com mesma

condicao externa

COfay(Bhow)  10Z57(h) 1
oh B  0Oh Zf;f(h)

=3 3 s (BHEO)

j=1 cexy

=ma, (8, h,w).

Esta relagao permite que a existéncia do limite quando /N tende a infinito
da magnetizacao a volume finito e propriedades importantes sejam apresen-
tadas em termos do limite da energia livre a volume finito. Uma propriedade
importante da energia livre a volume finito é que para qualquer sequéncia de
condi¢des externas em A%, o limite limy_o - fay (8, b, w(Ay)) coincide com
o limite limpy_. % fay (B, h), ou seja, esta quantidade independe da condigao

externa.

Lema 1.1.
Para qualquer 5 > 0, h real

(a) Existe o limite

F(B.) = Jim - fan(8,h).

(b) Para qualquer sequéncia de condigoes externas {w(An)},

F(8) = Jim - fa (B, b w(Ax)),

ou seja, o limite existe, € independente da escolha da condigcao externa
{w(AN)} e coincide com o limite para a energia livre a volume finito com

condicao externa livre.
Demonstracao.
(a) Note que a fungao de parti¢do definida em (|1.3)) satisfaz

Zy (h) < 23, (h)Z}

AN_Mm

(h), V1< M < N. (1.21)
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Assim segue de ((1.21)) que {—log Z,, }nen € uma sequéncia subaditiva,

ou seja,

log Z, (h) <logZy (h)+logZy  (h),¥1<M <N,

N—]W(

e como fa (B, h) = —%log ZfN(h) segue que

1 1
F(B,h) = lim ~far(8,h) = — sup ~ fay (8, h) existe em (o0, od].
N—oo N Nen N
Como inf ey, Hﬁ: < C'N onde C' é uma constante finita, entao oo pode

ser excluido dos valores limitantes.

A prova deste item pode ser obtida como aplicacdo da seguinte desi-
gualdade: para qualquer medida de probabilidade ; em um espago € e

funcgoes f, g : 0 — R limitadas em €2, temos

log / e/ dj — log / 69du‘ < sup | () — g(w)|
QO e} e

(veja [10], pagina 54). Em nosso caso, se olhamos para Zy como uma
integral de Lebesgue com respeito a medida de contagem em >, norma-
lizada obtemos diretamente da desigualdade acima que

1 1 hw h

N |fAN(ﬁ7 h,bd) - fAN(Ba h)’ < N HHAN - HANHOO '
Como f(f3, h) existe, é suficiente provar que o lado direito da desigualdade
acima tende a zero quando N tende a infinito. Dado € > 0, existe N. tal

que Y, n. V(k) < e. Para qualquer o € Xy,

1o 1 1 o
= Hﬁ;v(a)—ﬂkm)‘ <Y vi-i<— Y V(G-i)te
N N N
ZEAN ZEAN
JEAS, JEAS
j_iSNs

Como Z V(j—1i) < r}claNX(V(k)) - N2, a demonstragdo esta com-
iGAN,jEA?\, €
j_iSNs

pleta.
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O Lema [I.T] garante que é suficiente definir o limite da energia livre a

volume finito para o caso em que a condi¢ao externa é livre.

Definicao 1.6.
Sejam fa (B, h) € fay(B,h,w) a energia livre a volume finito com condigao
externa livre e condi¢ao externa w, respectivamente. A energia livre € definida

por
.1
F(8,h) = Jim < fay(8,h) (1.22)
1
= 1\}1_13(10 NfAN (57 ha W(AN)) >
para qualquer sequéncia de condigao externa {w(Ayn)}.

O limite da magnetizacao a volume finito herda a propriedade da energia
livre, ou seja também independe da sequéncia de condi¢ao externa e coincide
com o limite com condigao externa livre. Este é um fato muito importante e

sua prova pode ser vista em [10, p. 114].

Definicao 1.7.
Considere a magnetizagio a volume finito com condigao externa livre. A

magnetizacao € definida pelo limite

m(5,h) = Jim —ma, (3, h).

As propriedades da magnetizacao a volume finito apresentadas em (|1.18]),

(1.19) , (1.20) e na Proposigao se estendem de maneira natural para a

magnetizacao:
o m(f,—h) = —m(B, h);
e m(3,00)=0, Vpg>0;
o Im(3,h) < 1

e Para cada 8 > 0, m(f3,h) é uma fun¢ao nao-decrescente de h real e é

nao-negativa e concava de h > 0;

e Para cada h > 0, m(f3, h) é uma fungao nao-negativa e nao-decrescente

de 5 > 0 e de cada interagao V' (k), k € N.
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Proposicao 1.3 (Propriedades de magnetizacao e energia livre).

(a) Para cada B >0, f(5,h) é uma fun¢do concava e par de h real. Além

disso é continuamente diferencidavel para h # 0.

(b) Para >0 eh # 0, a magnetizagao m(5,h) = limy_,o %mAN(ﬁ, h,w)

existe e € independente da escolha da condi¢ao externa w.
(¢) Para todo f >0 eh#0, m(B,h)=—0f(5,h)/0h.

Demonstragao. (a) Concavidade é preservada por limites pontuais. Portanto
a concavidade de f(f, h) é consequéncia da concavidade de fa, (5, h,w), para

qualquer condigao externa w, que por sua vez ¢ equivalente a desigualdade
ZX (hn + (1= Nha) < (25, (h)* - (25, (h2))',

para quaisquer hy # ho reais e 0 < A < 1. Mas a desigualdade acima é uma

simples aplicagao da desigualdade de Holder as fungoes exp(SAhy D icAy T)
e exp(B(1 — Nhs Syen, 75)-

(b) Como visto acima a energia livre f(/3,-) ¢ uma fungao par pois HX£(0'> =
Hy (—0). Além do mais a energia livre a volume finito esté relacionada
com a magnetizacao a volume finito pela derivada com respeito a h, ou

equivalentemente

1 I

T = F1y(8:0) = = [ ma(B5)as.

Se passarmos ao limite quando N — oo, o lado esquerdo se torna f(8,h) —
f(B,0). Para o lado direito precisamos de uma analise mais refinada. Na
igualdade acima, considere h > 0. Ja que 0 < my,(8,h) < N usando
um argumento tipo diagonal de Cantor, podemos afirmar que existe uma
subsequencia Al de Ay tal que m(8,h) = limy, 4y ma, (8, h) existe para
qualquer namero racional A > 0 e além do mais é uma fungao concava de h >
0. Usando a propriedade de concavidade desta funcao, temos imediatamente
que m(f, h) existe para todo h > 0 e é concava, e portanto continua para

h > 0. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

h
£(8.h) — £(8,0) = — / m(B. 5)ds.
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Figura 1.1: Esbogo do grafico da magnetizagao para alguns valores de g > 0.

que prova que f(S,h) é uma fun¢do continuamente diferenciavel de h >
0 e que Of(B,h)/Oh = —m(B,h). A mesma demonstragao é valida para
h < 0. Como fa,(B,h,w) ¢ uma fungao concava de h real e para h # 0
Of(B,h)/Oh = —m(5, h) existe, tem-se que lim, o ma, (5, h,wAx) existe

para toda sequéncia {Ax}n_o00 €

__]-afAN(Ba haw(AN)> _ﬁ
N oh N—oo  Oh

mAN(ﬁahaw(AN» = (ﬁv h) = m(ﬁv h)

Portanto o limite ¢ independente da escolha da condigao externa {w(Ay)}.
[l

A energia livre f(/3,h) ndo ¢ necessariamente diferenciavel em h = 0. A
nao-existéncia de df(5,0)/0h esta relacionada ao fato de o sistema perma-
necer magnetizado depois que o campo externo é removido.

O modelo é dito ter magnetizacao espontanea quando o efeito de alinhamento
construido na medida de Gibbs a volume finito permanece no limite quando
Axn T N. De forma mais precisa, definimos a magnetizagao espontanea como

se segue.

Definicao 1.8.

O modelo de Ising unidimensional é dito ter magnetiza¢io espontdnea se

m(B3,+) := lim m(p5, h) > 0.

h—0t
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O inverso da temperatura critica é definido por

Be =sup{fB > 0:m(B,+) = 0}.
Teorema 1.5 (Propriedades da Magnetizagao Espontanea).

(a) Para cada >0, existem os limites

m(B,+) = lim m(p,h), m(B,—) = lim m(B,h)

h—0t h—0—

e m(B,—) = —m(B,+). Além disso, m(5,4+) € uma fun¢ao nao-

negativa e nao-decrescente de 5 > 0.

(b) Para cada 5 > 0, temos que

0

(6,0)

0

m(f,=) < m(B,0)=0 < m(B,+). (1.23)

Portanto, a magnetizagao espontinea ocorre em 3 > 0 se, e somente
se, f(B,h) é nao diferencidvel em h =0, ou seja, m(/3,+) > 0.

Demonstracao.
Como f(B,h) é concava para h real e diferenciavel para h # 0, df/0h é

nao-crescente para h # 0. Além disso,

m(B,+) = lim m(B,h) = — lim af(B,h)

h—0t+ h—0t oh

existe e ¢ igual a derivada a direita de —f em h = 0, que denotamos por
df(5,0)/0hT. O mesmo ¢é valido para m(3,—). Para cada h > 0, m(j3,h)
¢ uma fun¢ao nao-negativa e nao-decrescente de 8 > 0, portanto as mesmas
propriedades sdo validas para m(f3,4). Como f(S,h) é diferenciavel em
h = 0 se, e somente se, df(3,0)/0h™ = 0f(5,0)/0h~, a magnetizagao ocorre

em [ se, e somente se, f(f,h) é ndo diferenciavel em h = 0. O
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De acordo com a parte (b) do Teorema , a magnetizacao espontanea
corresponde a uma descontinuidade na derivada de primeira ordem 9f/0h.

Este fato é denominado de transicao de fase de primeira ordem.

Exemplo 1.3 (Matriz de Transferéncia).
Verifiguemos que o modelo de Ising de primeiros vizinhos, apresentado no
exemplo nao possui transi¢cao de fase de primeira ordem. A demonstra-
¢ao € feita através do uso de wma matriz, chamada de matriz de transferéncia
do modelo.

Por simplicidade, considere o modelo de Ising de primeiros vizinhos com

cadeia periodica fechada, ou seja,

01,02,...,0N,ON+1 = O1.

E facil ver que no limite quando N — oo, obtém-se o mesmo resultado para
cadeta nao-periodica.

A funcao de particao do modelo €

N N
Z" =) exp (ﬁvl > 0O+ BhY an>
=1

oEXN n=1 n
N 8
= Z H exp | V10,001 + 7(% +0n11) | - (1.24)
O'EEN n=1

Definindo L(0y,, 0,41) = €Xp (BVlanonH + %(an + onﬂ)) e substituindo em

, temos
N
Zf;\};,nn = Z H L(O-nv Un+1)

ceXy n=1

- Z Z Z L(oy,09) - L(0g,03) -+ L(oy,01)  (1.25)

on=*xlony_1=%1 o1==%1

A matriz de transferéncia (2 x 2) é definida por

L(1,1 L(1,—1 B(Vi+h) ,—BWV1
po (BLD L= e ‘ . (1.26)
L(—=1,1) L(-1,-1) e~ fih)
Os autovalores da matriz L, dada em (1.26)), sdo as raizes do polinémio

caracteristico
ct i im0
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ou seja,
A2 — e (eﬁh + e_ﬁh) + (62BV1 — 6—2BV1) = 0.

Portanto, os autovalores de L sao
Ay = % [eﬂvl (eﬁh + e‘ﬁh) +2 (625‘/1 sinh?(Bh) + 6_26‘/1)1/2}
= ™1 cosh(Bh) + (> sinh?(Bh) + e2P"1) /2 (1.27)
Analisando o primeiro somatdrio em , que depende de oy, temos que

Z L(O'N_l, O'N)L(O'N, O'N_l) :L(O'N_l, 1)L(1, O'N_l)

on==*1
—|— L(O'N_l7 —1)L(—1, UN—l)
=L (on_1,01),

onde L® (on_1,01) € o elemento (on_1,01) da matriz L?. Utilizando recur-
sivamente o mesmo argumento, obtém-se

Z//f;\lfl,nn = Z L(N)(01701)

o1==%1
= trago(L™))
=AY+ Y, (1.28)

onde Ay e A_ sao respectivamente o maior e menor autovalor de L, dados

em (1.27)). De acordo com (1.28)), podemos escrever a energia livre do modelo
de primeiros vizinhos em termos dos autovalores de L,
1

P == tim (1080 +3))

- s (0 () )}

= —% log(A+).

Deriwando a energia livre com respeito a h, obtemos que a magnetizagao
do modelo de Ising de primeiros vizinhos é

_ afm (8, h) = sinh(5h)

nn /B, h _J .
) Oh \/SinhQ(ﬁh) + e~4V1

(1.29)
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Como sinh(0) = 0, m™(5,h) se anula quando h = 0, para todo B > 0.
Portanto nao ocorre transi¢ao de fase de primeira ordem no modelo de Ising

de primeiros vizinhos, ou seja, 5. = 00.

A auséncia de transi¢do de fase verificada no Exemplo [I.3] para o modelo
de Ising de primeiros vizinhos, também ocorre para qualquer modelo de Ising
unidimensional com interagao de alcance finito. O Teorema a seguir apresenta

condicoes suficientes sobre a interagao para que se tenha transicao de fase.

Teorema 1.6.
Seja V' uma interacao somdvel e ferromagnética em N e defina o numero

Vo = > ren V(K). Entao valem os sequintes resultados:
(a) B. € bem definido e V' < . < 0o. Em particular, B, > 0.
(b) Be =00 se )y, .nEV(k) <oo
(c) Be<ooseV >0eV(k)~k™, paral < o <2.

(d) Para 0 < B < f., f(B,h) € diferencidvel em h =0 e m(5,+) = 0.
Para 8 > B, a diferenciabilidade falha e ocorre a magnetiza¢ao espon-

tanea:

m(B8,—) <0< m(B,+). (1.30)
Referéncias das Demonstragoes.

(a) Pearce [27] provou este resultado através de comparagao com outro mo-

delo ferromagnético unidimensional, denominado modelo de Curie-Weiss.

(b) E uma consequéncia dos resultados apresentados por Sakai em [33] e

Bricmont et al em [2].

(c) Segue de [9] que . é finito se V' é positivo e V (k) ~ |k|~®, para algum
1 < a < 2eem [12] foi provado o caso em que V (k) = k2.

(d) Para 0 < 8 < f3,, m(B3,+) é igual a 0 e portanto f(8,h) é diferenciavel
em h = 0. Para > (., m(8,+) ¢ positiva e ([1.30) segue de (|1.23]).
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1.5 Medida de Gibbs a Volume Infinito

Até o momento, o modelo de Ising unidimensional foi apresentado em ter-
mos da medida de Gibbs a volume finito, que sao medidas de probabili-
dade em Yy = {—1,+1}*¥ onde Ay = {1,2,..., N}. Estudaremos agora
a medida de Gibbs a volume infinito, ou seja, no espago de configuracao
¥ = {—1,+1}. Estas medidas sao obtidas através de limites fracos de me-
didas de Gibbs a volume finito. Primeiramente, estendemos cada medida de
Gibbs a volume finito Pho para uma medida de probabilidade em (£, #(Y)).
Seja
By, ={oc€¥:0;=uwj, paracada je€ Ay}

e my a projecao de ¥ em Xy, ou seja, (my(0)); = 0y, parai € Ay. A extensao
I_Di’z’w da medida de Gibbs a volume finito ¢ definida para cada A € (%)

por

Prt(A) = PP (mn (AN BY))

= ). P

oETN (AﬁBX’N )

)

Como o suporte de ?i}ﬁ “éo conjunto BY , a extensao é compativel com
a condicao externa.

Seja € (X) o espago das fungoes reais limitadas e continuas em > com a
norma do supremo. Se f é uma funcao em %(X) tal que o valor de f(o)
depende apenas de uma quantidade finita de coordenadas de o, digamos

Tiys Oigy -+ - 04, € Ay € um intervalo contendo os sitios iy,1s,...,%., entao

a restrigdo de f para as coordenadas {0;,i € Ay} define uma fungao em
% (Xn). Denotaremos a restrigdo de f pelo mesmo simbolo f. Se o = 7y (),

como € Xy ed €, entdao f(o) = f(7) e
_ﬁvhvw w
[ 1P = [ s

s SN

De agora em diante, denotaremos a extensao Fi’z’w pelo mesmo simbolo
Pf}’vh’w usado para a medida original.
Sejam .#(¥) o conjunto das medidas de probabilidade em (X, #(X)).
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Definigao 1.9. Seja {Py,N =1,2,...} uma sequéncia de medidas de pro-
babilidade em A (X). Dizemos que uma medida de probabilidade P € 4 (X)
¢ o limite fraco de {Py, N = 1,2,...}, denotado por P =w-limy_,o, Py, se
para toda f € €(X)
lim / flo)dPy = / f(o)dP.

) b

N—oo

Se um limite fraco P existe, entao é tinico. Se definirmos em Y a métrica
lo =5l =) loy = 5,127,
jEN
(2, ]].]]) € um espago métrico compacto e .Z (¥) também é compacto com res-
peito a convergéncia fraca, portanto qualquer sequéncia de medidas de Gibbs
a volume finito { Py, A 1+ N} com condicao externa arbitraria {w(A)} pos-
sui subsequéncia convergente {Pf}h’w(/\l)}. E natural investigar a dependén-
cia dos limites em relacao a escolha de condi¢oes externas. Para diferentes

valores de [ e h, situagoes distintas ocorrem:

e cxiste um tnico limite fraco, independente da escolha da condicao ex-

terna e o limite é invariante por translagao;

e O limite fraco depende da escolha da condic¢ao externa e pode ou nao

ser invariante por translacao, termo que seré definido adiante.

Considere o conjunto de limites

0 _ . N 1 ﬁvhuw(A,)
%B,h—{PGJ/Z(Z).P—W—}&I&PA/ },

onde {A’'} é uma sequéncia crescente de subconjuntos de N cuja uniao é N e
w(A") é uma condigdo externa para A’. Definimos ¢3; como sendo o fecho
da envoltoéria convexa de %g hs OU seja, é o fecho com respeito & convergéncia

fraca do conjunto de combinagoes convexas

k k
{Pe%(E)P:Z)‘jP]’ >\j>O,Z)\jzleIDj€§f£h}.
j=1

j=1
Cada medida em %3, ¢ chamada uma medida de Gibbs a volume infinito.

Quando ¥, possui mais de uma medida, dizemos que ocorre uma transicao

de fase de primeira ordem.
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Definigao 1.10. Seja T : ¥ — X o shift, definido por T(o); = 041, para
j € N. Uma medida de probabilidade P em (¥, #(X)) € dita ser invariante
por translagao, se o shift T preserva P, ou seja, P(B) = P(T~Y(B)), para
todo B € #A(¥).

Denotamos por #s(X) o conjunto das medidas de probabilidade invari-

antes por translagao em B(X).

Cada medida de Gibbs a volume infinito que ¢é invariante por translacao

é chamada de uma fase.

Definigao 1.11. Seja {Py, N =1,2,...} uma sequéncia de medidas de pro-
babilidade em (3, Z(X)). Um subconjunto £ de € (X) € chamado de classe
determinante de convergéncia se a existéncia do limite limy_ o fz fdPx para
cada f € L implica que { Py, N = 1,2, ...} converge fracamente para alguma
medida de probabilidade P.

Como ¥ é compacto, o proprio €' (X) é uma classe determinante de con-
vergéncia. Outro exemplo conhecido é o subconjunto formado por todas as
fungdes p(o) = [[;c5 i, se B € N ¢ finito e nao vazio e p(o) = 1, se B ¢é
vazio. Serd importante para a prova da existéncia da medida de Gibbs a

volume infinito uma variacao desta classe determinante de convergéncia.

Lema 1.2.

Para B um subconjunto finito e nao vazio de N, defina

1
fB(0) = H§(1 +o;) e fplo)=1, se B=0.
i€EB
O subconjunto de € (%) formado por todas as fungées fp € uma classe deter-

minante de convergéncia.

Escreveremos <>§11Vw para a esperanca com respeito a medida de Gibbs

Pf}’f’“’. O Lemarelaciona m(B,h), m(5,+) e m(5, —) com as quantidades

(o3)PMF e (o)™~ definidas por
. ’h, h,— . ’h’

(o) = Jim (o) 0" e (o) = Tim (o) 0,

/B’h?:t

e mostra também que os niumeros reais (o;) sao na verdade médias com

respeito as medidas P#M,
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Lema 1.3.

Seja V' uma interagao ferromagnética e somdvel em N.

(a) Para >0 eh#0

()P = m(B,h) = 2L (8, ) = (o).

~oh
(b) Para >0 ¢eh=0,
0
()" = m(B,+) = 5 L(5.0) 2 0
(090 = m(p,-) =~ 16,0 <0

e pelo item (a) do Teorema 1.5, (0:)?0F = —(0,)%%~. A magnetizacio

espontdnea ocorre em 3 se, e somente se {0;)?%T = m(3,+) > 0.

Para provar que os limites fracos P?+ = w- A}im Pf}’f’Jr e PP =
— 00

w- lim Pf}’vh’_ existem, basta provar que para qualquer conjunto finito e nao
N—o00

B:h,+
A

v e limNﬁoo(fB)ﬁ’]ﬁ’_ existem. O Te-

vazio B C N, os limites limy_,(f5)
orema garante a existéncia de P?™*t e PPh~ e relaciona a ocorréncia
de transicao de fase de primeira ordem com a existéncia de magnetizacao

espontanea.

Teorema 1.7.

Seja V' uma interagao ferromagnética somdvel em N.

(a) Para cada >0, e h real, os limites fracos

PPt = - lim PP e PP = lim PYT
N—o00 N N—o00 N

existem e sao invariantes por translagao. Portanto sy e 95 N Ms

840 NAO VAZL08S.

(b) PP+ ¢ igual a PP~ se, e somente se g—i(ﬁ,h) existe. Para estes
valores de 3 e h, definimos PP = pPh+ = phh—,

(c) Se %(ﬁ, h) existe, entio PP" ¢ a tinica medida em 93y, e portanto em

Gsp N Mg, ou seja, nao ocorre transicao de fase de primeira ordem.
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(d) Para 8 > B., PP0* % PPO~. De fato,

/ o, dPPYT = m(B,+) > 0,
=

/O’idp’g’o’ = m(ﬁ, —) < 0.
P

Entao para > B. e h = 0 uma transicao de fase de primeira ordem

ocorre.

(e) Para 8> B., a interse¢ao Gso N Ms(X) contém todas as combinagoes

APPOF (1= NP o< A< L

Demonstracao.

(a) Basta provar que os limites (fz)?"+ = lim (fg)3"" e (fp)Ph~ =
N—o00 N

3 ﬁ7h’7 3
]\}1_13100<fB>AN existem.

Para B um subconjunto nao vazio e finito de N, escolha um inteiro N (B),
tal que B C Ay, VN > N(B). Entao fp é nao-decrescente em Xy,
sempre que N < N(B). A desigualdade FKG garante que ( j‘“B)ﬁ’IgHr é
uma sequéncia nao-decrescente e ( f B}f’jj’f é uma sequéncia nao-crescente,
quando N — oo, que garante a existéncia dos limites. De fato, para h;,
definido em (1.5 o campo externo h pode ser escolhido como sendo de-
pendente do sitio 4, e sera denotado por h;. Se h; tende a oo, entdo h;
tende a oco. Escolha N' > N > N(B), entao Ay C Apns. Fazendo h;
tender a oo, para cada i € Ay \ Ay, a desigualdade FKG implica que
<f3>i’£’+ < (f3>§’]}vl’+. Analogamente, prova-se que <f3>i’£’_ > (fBﬁ’]}vl’_.
Além disso, (fpr)?" = limN%oo<fB+k>/ﬂ\’fv“+ também existe, para qual-
quer k € N. Como a intera¢ao V' (j —i) é invariante por translacao, entao

<fB+k>i}}VLfk = (fB)i’va’Jr. Passando ao limite quando N — oo,

(T = lim (Foa)iich = lm (a3l = ()"

lim = lim
N—o00 N—o0

Portanto os limites fracos P?"* e P#M~ existem e sdo invariantes por

translacao.
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(b)

(e)

Se%(ﬁ,h)existe,entéoﬁ>0eh7é00u0<ﬂ<66eh:O. Em

ambos os casos, o Lema [I.3] garante que

(o) = T ()3 = m(B,h) = 4 (3, h)
= lim (o) = (i)

Uma propriedade da classe determinante de convergéncia é que para

qualquer B C N finito e nao vazio,
0 < (fp)?"" = (fp)""" < IB|- ((0)®"" = (0:)""7),

ou seja, (fg)?*"+ = (fp)?"~ para qualquer B (veja [10], pagina 120).
Portanto P+ = pph—

Suponha que PPht = PAM= para quaisquer h real e B > 0. Se h # 0,
entdo 2L (3, h) existe pelo item (a) do Lema|l.1} Se h = 0, entdo

(0i)"0F = lim [ oydPyO" = / o, dPPOF
%

N—o0 E

= / O-idPBV()y— — ]_lm O-defj\(}_ — <0.7:>B,07—'
x

N=oo Jx
Pelo item (b) do Lema , segue que %(ﬁ, 0) existe.
Para qualquer intervalo Ay contendo B, e qualquer condi¢ao externa w,
(fo)ae™ < (fBYan” < (fB)an™

Potanto, se PA+ = pPAh= = PAh entdo os conjuntos ¥, e Y5 N Ms

posstuem uma tnica medida P?".

Para g > S, %(ﬁ, 0) ndo existe. Entao (o;)?%* # (5;)%%~ que implica
em PPO+ =£ PBO~ Portanto do item (b) do Lema

0070 = [ Pl = [ 6Pt < m(s 4) > 0.
» P

N—o0
O mesmo argumento ¢ valido para (o;)*0~

Como 950N .#s(X) é convexo, entdo contém todas as medidas AP?0+ +
(1-MNPPO= 0< A< 1.
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]

O resultado a seguir serd importante no desenvolvimento de um dos re-

sultados do Capitulo[2] Sua demonstragdo se encontra em [21].

Lema 1.4. Sejam > (., h = 0 e interacao V positiva, invariante por

translacdo e somdvel. A medida de Gibbs a volume infinito P?° € tal que

1
PO — 5 [PPO+ 4 PP
Em particular,
)50 =

% [(o5)?0" + (o5)07], (1.31)

para qualquer B C N, ndo-vazio e finito.

(0B

1.6 Teorema de Lee-Yang

Em 1952, Lee e Yang propuseram uma teoria para anélise do fendmeno de
transicao de fase baseada na localizacao dos zeros da funcao de particao
ZfN (h) como uma fungao de h complexo. No trabalho [22], eles provaram
que certos polinomios p de grau N (chamados polinomio de Lee-Yang) em
uma variavel complexa z tem todas suas raizes no circulo unitério |z| = 1.

Ao identificar a funcao de particao do modelo de Ising unidimensional
como um polinémio de Lee-Yang, prova-se que todas os zeros de ZfN(h),
se encontram no eixo imaginario de h. Consequentemente, a energia livre
f(B,h), definida em [1.22] ¢ uma funcdo analitica de h, quando a parte real
de h é nao-nula.

Esta segao foi baseada nos trabalhos [5], [7] e [31], com as devidas adap-
tagoes para o modelo de Ising unidimensional abordado neste trabalho e tem
o objetivo de provar a analicitidade da energia livre f(3,h) e a convergén-
cia uniforme do seu limite. Estes resultados serao apresentados no Teorema
1.9, que seré utilizado posteriormente na demonstragao do Teorema [C] que
estabelece um Teorema do Limite Central para o modelo de polimeros bidi-

mensional definido no Capitulo [2]

Definigao 1.12 (Polinomio de Lee-Yang).
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Seja (S,S") uma particio de Ay = {1,2,...,N} e |S| a cardinalidade do
conjunto S. A fung¢ado py : C — C é um polindmio de Lee-Yang se

pn(z) = Z 28! H H Aij, (1.32)

SeP(AN) €S jes’

onde {A;;}ijeny sG0 niumeros complexos tais que para todo i e j,

{ 1Ayl <1,
Aij =

i3
Se S =10 ou S"=0 convencionamos que [[;cs [1;cq Aij = 1.

Exemplo 1.4.

Os polinomios de Lee-Yang de grau 1, 2 e 8 sao, respectivamente

p(z)= 14z

pa(z) = 1+ 2(A1p + App) + 22

pa(2) = 1+ 2(A1pAsz + AgAss + Az Ass)
+ 2%(A13 Ao + A1a Aoy + A1pArs)
+ 28

No caso geral, polinomios de Lee-Yang de grau N sao fungoes multiva-
riadas. Apresentamos na Definigao [I.12] a particularizagdo da defini¢ao de
polindémio de Lee-Yang, por ser suficiente para a aplicacao neste trabalho. O
mesmo ocorre para o Teorema de Lee-Yang enunciado abaixo, onde se consi-
derou somente o caso univariado de polindmio de Lee-Yang. A demonstracao
do Teorema de Lee-Yang pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.8 (Teorema de Lee-Yang).

Se um polinomio de Lee-Yang € tal que py(z) =0, entao |z| = 1.

Corolario 1.1.
Considere ZfN(h) a funcao de particao do modelo de Ising unidimensional
com condi¢ao externa livre, definida em ((1.3). Se ZfN(h) =0, entao h = 0.

Para provar o Corolario , basta escrever a funcao de partigao ZfN (h)
como um polinémio de Lee-Yang e aplicar o Teorema [1.§|
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Sem perda de generalidade, a prova do Corolario [I.1] pode ser feita para

a funcao de particao

N
Z3,(h) =) exp (5 > V(i-i)owo;—1)+hY (0 - 1).) .

oehn 1<i<j<N j=1
De fato, temos que ZfN(h) = exp [6 (Zl§i<j§N V(ij—1i)+ Nh)] ZfN(h),
ou seja, ZfN(h) = 0 se, e somente se, ZfN (h) = 0. O motivo de trabalharmos

com ZfN(h) ao invés de Zsz(h) é a maior facilidade em escrevé-lo como

polinémio de Lee-Yang.

Demonstragao do Coroldrio [1.1]
Reescreva

Z3,(h) = > Fi(0)Fy(o)

onde

Para cada 0 = (0;)ieay C 2, defina S, = {i : 0, = =1} C P(An), 0 que

determina uma bijegao entre Xy e P(Ay). Observe que

-2, sei €S,
g; — 1 =
0, c.c.

Portanto, Fy(o) = exp (—28h|S,|). Observe ainda que

0, sei,j € S,oui,jeAny—.5,,
O'l'O'j—lz 9
-2, c.c..

Defina
Ay = Ay — 1, se i,j.ES.g ou i,j€AN—S5,,
exp(—2BV(j — 1)), cc.
o que permite concluir que Fy(0) = [[;cq, [1jen, g, Aij- Portanto ZfN(h) é

um polinémio de Lee-Yang.
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Pelo Colério se ZfN(h) = 0 entao |z| = exp(—26h) = 1. Como [ > 0,
entao h = 0. [
Os dois resultados enunciados a seguir serao utilizados na prova da ana-
liticidade da energia livre e da convergéncia uniforme de seu limite. Ambos
sao resultados cléssicos de Anélise Complexa. As demonstragoes podem ser

encontradas em [35].

Lema 1.5 (Teorema de Vitali). Seja {gn}F-; uma sequéncia de fungoes

analiticas em uma regiago D C C tal que
lgn(2)| < M, para todo 2 € D e N € N

e suponha que gyn(2) tenda a um limite em um conjunto com ponto de acu-
mulag¢ao no interior de D. Entao, gn(z) converge uniformemente com limite
em qualquer regiao limitada por um contorno no interior de D. O limite €

portanto uma func¢ao analitica de z.

Lema 1.6 (Teorema de Hurwitz). Seja gn(z) uma sequéncia de fungoes
analiticas numa regiago D C C, limitada por uma curva fechada simples e
gn(2) g g(z) uniformemente em D, onde g nao € identicamente nula.
Considere zy um ponto no interior de D. FEntao, zy € um zero de g se, e

somente se, € um zero de infinitas fungoes da sequéncia {gn}.

Teorema 1.9. Considere o modelo de Ising unidimensional com interagao

V' somdavel. A energia livre

1 1
f(B.h) = -3 (jgig;o v log me))

existe e € analitica ¥ h € C tal que Re(h) # 0. Além disso a convergéncia

do limite actma € localmente uniforme em h.

Demonstragao. A existéncia da energia livre foi provada no Lema [[.I} Co-

mecemos a demonstragao provando que

1
NlongN(h) <log2+ B(V + |hl|), (1.33)
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Figura 1.2: Regiao D

onde V =32 V(k). De fato,

%longN(h) < %log{ Z exp |8 < Z V(j—i)oio; + ZZI |h|ai>]}

1<i<j<N

el 3 ool (3 i)

1<i<j<N

< %log {2¥ exp BN(V + |n])}
=log2+ B(V + |hl).

Pelo Corolario , segue que ZfN(h) nao possui zeros se Re(h) > 0,
portanto para qualquer regidao D simplesmente conexa contida em {z € C :
Re(z) > 0} podemos encontrar um ramo do logaritmo complexo em D tal
que a seguinte fungao é analitica em D:

ore (8. = [23,)] "

1
= exp [N log ZfN (h)] .
De acordo com a desigualdade ([1.33]),
gan (B, 1) < 2exp (B(V + |h])). (1.34)

Considere agora que D é uma regiao limitada e simplesmente conexa no

plano complexo h, tal que D contém em seu interior um segmento do eixo

42



real positivo, denotado por Zp (veja Figura 1.2). Entao

9(67 h) = ]\}i_l;ICl)OgAN(ﬁa h) = A}i_rgoexp (_ﬁf/\N(ﬁv h’))

existe no segmento Zp, pois o Lema [I.T] garante a existéncia da energia livre
f(B,h), para todo B > 0 e h real ndo-nulo. Além disso, da desigualdade
(1.34]), existe uma constante E(D, [3) tal que

gax (B, h) < E(D, () para todo h € De N € N.

Pelo Corolario , para cada N na sequéncia {ZfN}j’\?zl, nenhum zero de
Z [ﬁ\N, e consequentemente de gy ,,, ocorre em D. A fungao g pode ser estendida
a uma fungao analitica para h € D e portanto analitica no segmento do
eixo real Zp. Temos portanto que em qualquer regiao limitada D' C D, a
sequéncia {ga, (5, h)}%¥_, definida por continuacdo analitica através do eixo
real positivo em D, converge uniformimente para g(f3, h).

De fato, a sequéncia de fungoes analiticas {ga, (5, h)}¥_; € limitada em
D e converge em uma por¢ao do eixo em que h é real, contido em D. Pelo
Lema , a sequéncia {ga, (0, h)}%¥_; converge para uma fungao analitica no
interior de D e converge uniformemente em D', que podemos considerar como
simplesmente conexo. Pelo Lema (1.6 o limite g nao tem zeros no interior de

D. Consequentemente,

log (9(8,h)) = —=Bf(B,h)

é analitica no interior de D e limitada em D’, logo a energia livre também o
¢é. Além disso, a convergéncia localmente uniforme de gy, (5, h) para g(5, h)
garante a convergéncia localmente uniforme da energia livre f(3, h).

O
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Capitulo 2

Distancia Média Quadratica no

Modelo de Polimeros

2.1 Introducao

Estudaremos neste trabalho um modelo de polimeros representado na rede
bidimensional Z? como passeios aleatérios em que os mondmeros sao os vér-
tices do passeio e as ligacoes quimicas sao representadas pelas arestas.

No Capitulo (1] foram apresentados conceitos importantes e classicos so-
bre o modelo de Ising unidimensional. O modelo de polimeros bidimensional
sera estudado em termos de dois modelos de Ising unidimensionais indepen-
dentes e identicamente distribuidos. Esta relagao permitiu a obtencao de
resultados importantes para o modelo de polimeros bidimensional que serao
apresentados neste capitulo e no Capitulo

Mais especificamente, este capitulo visa compreender a configuragao es-
pacial do polimero. Estudaremos uma versao simplificada deste problema,
através da analise da distancia entre as extremidades do polimero em funcao
de seu comprimento (ou seja, do nimero de mondémeros que constituem o
polimero), denominada distancia média quadratica.

A Secao[2.2]¢ dedicada a definigao do modelo de polimeros bidimensional,
e a relagao entre este modelo e o modelo de Ising unidimensional sera apre-
sentada na Secao 2.3l Analisando a distdncia média quadratica do modelo

de polimeros, verificaram-se duas situagoes distintas. No caso em que o mo-
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delo apresenta um drift nao-nulo, ou seja, uma direcao fixada favorecendo a
orientagao para o crescimento do polimero, o modelo apresenta um compor-
tamento alongado (esticado), independente da temparatura do meio em que
o polimero esté imerso, conforme apresentado na Se¢ao[2.4] Quando o drift é
nulo, o modelo apresenta dois regimes distintos, dependendo da temperatura
do meio. Provamos na Segao que uma mudanga abrupta ocorre em um
ponto critico §.. De fato, se o inverso da temperatura [ > (., o modelo é
mais "espalhado"e viaja no espaco com taxa N2 e se 8 < 3. o modelo de

polimeros é mais "enrolado", ja que a taxa é V.

2.2 0O Modelo de Polimeros Aleatéorios Bidi-

mensional

O modelo de polimeros bidimensional definido neste capitulo é o principal
objeto de estudo deste trabalho. Cada polimero serd modelado como um
subconjunto conexo de Z?, onde os monémeros (cada molécula que constitui
o polimero) sdo os vértices e as ligagdes quimicas conectando os mondmeros
sao as arestas do caminho. Mais precisamente, para cada N € N considere o

espaco amostral dado por
WN = {S = (So,Sl,...,SN) : SZ € Z2,So =0e ”SiJrl — SzHl = 1},

onde || - ||; denota a norma em /.

T

Figura 2.1: Polimero Aleatério em Wig
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Para cada polimero S € Wy, considere X; = S; — S;_1 0 i-ésimo passo do
polimero aleatorio, ou seja, X; € {de;, ey}, onde e; = (1,0) e eo = (0, 1).

A energia de cada polimero é dada pelo Hamiltoniano

Y. V-1 (X X;) — (b, Sw) (2.1)

1<i<j<N
onde V(j —1i) € R, sdo interagoes nao-negativas (denominadas ferromagné-
ticas) e somaveis (3, V (k) < 00), (-,-) € o produto interno usual, h € R?
é um vetor fixado chamado de drift.
A probabilidade de um polimero S € Wy com respeito ao inverso da

temperatura, 8 > 0, é dada pela seguinte expressao

Py (S) = exp (—BHZ™(S
WS) = g g e (—HH))
1
= —3 exp[ ( Z V(j—1) (X, X;) + <h,SN)>], (2.2)
ZN(h) 1<i<j<N
onde Z?\,(h) é o fator de normalizagao, chamado de func¢ao de parti¢cdo, dada
por
Zyh)= ) exp [ﬁ( D V=) (X Xp) + (b, SN>> (2.3)
SeWy 1<i<j<N

Os estados fundamentais para o modelo de polimeros bidimensional, ou
seja, os polimeros mais provaveis, sdo os que minimizam o Hamiltoniano (2.1)).
Observe que o termo —(X;, X;) é minimo quando X; = X}, favorecendo uma
configuragao geométrica de alinhamento dos polimeros. O termo —(h, Sy) =
— Zf\il (h, X;) ¢ minimo quando cada X; tem a mesma direcao e sentido que
o drift h. Os estados fundamentais serao portanto os polimeros alinhados na
dire¢ao do drift. O modelo de polimeros bidimensional é dito auto-repulsivo
pois o Hamiltoniano (2.1)) ndo favorece auto-intersegdes nos polimeros.

Uma quantidade que permite avaliar geometricamente o quanto a auto-
repulsividade causa um espalhamento no polimero é a distancia média qua-

dratica, definida por

EX"(ISnI®l = D ISn(S)IPPE"(S). (2.4)

SeWn
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Nosso principal interesse neste capitulo consiste em estudar o comporta-
mento assintotico da distancia média quadratica para N grande, como funcao
do inverso da temperatura (3, do drift h e das interagdes V (j — 7).

Usaremos as seguintes nomenclaturas para o modelo de polimeros:

Definigao 2.1. Fizados 3> 0 e h € R?, se existe v > 0 tal que o limite

) 1
Jim W]E’?v’h[HSNHZ]

existe, € positivo e finito, dizemos que este modelo de polimeros € difusivo,
se v =1, superdifusivo, se 1 < vy < 2 e balistico, se v = 2.

Exemplo 2.1. Considere o passeio aleatdrio simples e simétrico (SRW) em
72, ou seja, o caminho conexo {Sy 1}, definido por

N
So =0, SN:ZXk, para N € N,

k=1

onde { Xy }ren € uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d’s assumindo va-

lores em 72, com distribuicao marginal

, sex€Z?ellz]] =1

o |

P(X;=x)=

0, caso contrdrio.
O passeio aleatorio simples e simétrico € difusivo. De fato,
N N N
IE(||SN||2) =E <2Xi7ZXj> = Z E{Xi, X;)
i=1 j=1 ij=1

N
=N+ Y E(X;,X;)=N.

i#j=1

A mesma demonstracio € vdlida para SRW em Z%, para d € N, onde
PXy=z)=1/2sexecZe|z]|=1.
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|8 <8

Figura 2.2: Representacao do modelo de polimeros na auséncia de drift, de
acordo com o Teorema [B| Para 5 = 0 o modelo coincide com o SRW e ¢é
difusivo; quando 0 < 8 < . o modelo é difusivo e quando 8 > . o modelo

é balistico.

Por fornecer uma informagao relevante sobre o comportamento de mode-
los de polimeros aleatoérios, a distancia média quadratica foi utilizada para
a analise da distribuicao espacial de outros modelos em outras referéncias.
Em alguns casos apenas conjecturas foram apresentadas. Madras e Slade
(]26], 1993) consideraram o modelo de polimeros em Wy com Hamiltoniano
e medida de Gibbs

Ewa:25m,%@:%m¢ﬂww.(m
i#]

O Hamiltoniano em conta o numero total de auto-intersecoes do po-
limero de tamanho NN, ocorrendo uma penalidade para cada uma delas e o
modelo é portanto auto-repulsivo. Observe que para § = 0, o modelo é o
SRW e portanto ¢ difusivo (conforme o exemplo . Para o outro extremo,
ou seja, quando [ = oo, o modelo é o passeio aleatorio auto-evitante, onde
QY consiste na distribuicao uniforme para polimeros de comprimento N sem
auto-intersecao. Baseado em simulagoes e argumentos heuristicos Madras
e Slade conjecturaram em|26] que o modelo é superdifusivo, para qualquer
B € (0,00]. Mais especificamente, a distancia média quadratica do modelo
de polimeros dado em é tal que

EQ%(H‘S’NHQ) ~ DN%, quando N — oo,
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onde D = D(f) > 0. Um avango no estudo deste modelo foi obtido recen-
temente por Hugo Duminil e Hammond ([8], 2013), provando que o modelo
apresenta comportamento sub-balistico quando 5 = oo (caso auto-evitante).

Caracciolo , Parisi e Pelissetto ([4], 1994) introduziram um modelo de

polimeros aleatérios auto-repulsivo, com Hamiltoniano em Wy dado por

Hx(S)=g0 Y, V(i—ds.s,
0<i<j<N
onde go > 0 e as iteragoes V(j — i) = |t — j|~* e conjecturaram a existéncia
de um expoente estritamente positivo v = y(d, @) tal que a distancia média

quadratica satisfaz o resultado assintético

Ez, [ISnIP1 = D IISx PP (S) ~ eN7,

SeWn

onde a medida de Gibbs Py é dada pelo Hamiltoniano Hy.

Para o modelo de polimeros bidimensional, definido pelo Hamiltoniano
(2.1)), obtivemos dois resultados de acordo com a classificacao da distancia
média quadratica, a saber, Teorema [A] e Teorema [B] que serao apresentados
nas secoes e [2.5] respectivamente. Antes de apresenta-los, discutiremos
na proxima se¢ao a relagao entre o modelo de polimeros bidimensional e o

modelo de Ising unidimensional.

2.3 Relacao entre o Modelo de Ising e o Modelo

de Polimeros

Uma ferramenta essencial para a demonstracao dos resultados deste trabalho
é a comparacao entre o modelo de polimeros bidimensional e duas copias
independentes do modelo de Ising unidimensional com condi¢ao de fronteira
livre. Esta técnica foi introduzida por M. Suzuki [34] em 1967, para o modelo
de Potts. A mesma técnica foi utilizada por Procacci, Sanchis e Scoppola,
em [30], para o estudo da distancia média quadratica do modelo de polimeros

bidimensional com Hamiltoniano

Hy(S)=— > [i—j IS —S|* onde 3<a<4

0<i<j<N
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Foi provado em [30] a existéncia de constantes positivas 51 # 2 que compro-
vam uma transi¢ao de fase de um regime difusivo (8 < ;) para um regime
balistico (5 > /).

O objetivo principal desta Tese de Doutorado foi introduzir um modelo
de polimeros bidimensional para o qual fosse possivel obter uma transicao
de fase difusiva-balistica genuina, ou seja, a existéncia de um tnico [, se-
parando o modelo em dois regimes distintos. O resultado de transicao de
fase sera apresentado no Teorema [Bl O ponto critico f., para a transigao
difusiva-balistica coincide com o ponto critico para a transicao de fase de
primeira ordem do modelo de Ising unidimensional, apresentado no item (c)
do Teorema [L.6

Apresentaremos nesta secao trés lemas com comparagoes entre os mode-
los. O Lema [A] para as medidas de Gibbs, que é a esséncia da comparagao
entre os modelos, como consequéncia, foram obtidos o Lema [B] para a dis-

tancia média quadratica, e o Lema [C] para a funcao de partigao.

Lema A. Para e; = (1,0), eo = (0,1) e h € R?, defina hy = (h,e; —e3) e
he = (h,e; + e3). Dado um polimero S € Wy, existem unicos o e G em Xy,
tais que

5 m Sha, o
PY"(S) = Py (o) - PRy (5). (2.6)

Demonstracgao.

Considere T : R? — R? a rotagdo por um angulo de 7/4 no sentido anti-
horario. Dado S = (Sy, S1,...,5v) € Wy, cada passo X; = S; — 5,1 €
{zey, £es}, logo cada vetor TX; pode ser escrito como

€2

€1 -
TXZ :O'i——i‘O'Z‘—, 2.7
NN (2.7)
onde o; e &; sdo v.a.‘s i.i.d.‘s assumindo valores {—1,1},Vi=1,..., N.
Definindo-se o := (01,...,0n) € 6 := (71,...,0xN), € facil ver que existe

uma correspondéncia biunivoca entre o par ordenado (¢,6) e o polimero S €
Wy
Denotando T'(S) = (T'Sy, T'S1, ..., T'Sy), provaremos o resultado com um

passo intermediério, ou seja,

o Sho,
PIM(S) = PYTN(TS) = P (o) i (3)]] (2.8)

!Consideramos a medida de Gibbs }P’Jﬁv’Th definida para polimeros em T (W y).
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A primeira igualdade em (2.8]) é obtida diretamente pela substituigao de
(Xi, X;) por (T'X;, TX;) e (h,Sy) por (T'h,T'Sy), ja que o produto interno
¢é invariante por rotacao.

Para provar a segunda igualdade em ([2.8)), observe que

-

(Th,TSy) = [oi<Th, e1) +6:(Th , 62>]

=1

[oi(h, T e;) + a;(h, T"ey)]

I
Sl Sl
] =

=1

[Uz'(h , €1 — €2> + 5i<h , €1+ €2>]

I
N —
=

1

s
I

[Oihl + 5’1}12] s

I
N —
)=

1

1

onde 7™ é o operador adjunto de 7. Sabendo ainda que (T'X; ,TX;) =

1 ~ o~
5(0i0; + 6:65), temos,

PyN(TS) =
> exp [5 ( > V(i—i)-(TX;,TX;) + (Th, TSN>>]
SeWy 1<i<j<N
3 N
exXp 5 ( V(] — i)(O'in + 515]) + Z(Uihl + &lh2)>
- 1<i<j<N i=1
= ; ~
Z exp 5 ( ZV(] - i)(diﬂj + 5'15'3) + Z(O’ihl + &Zhg))
0,0€EXN 1<i<j<N =1
B B
= P (0)PE)" ().
que conclui a verificagdo de (2.8)) e a demonstragao do lema. O

A técnica utilizada no Lema [A] ndo se aplica para o modelo de polimeros
tridimensional. De fato, analisando a transfirmacgao linear dada em (22.7)), a
base canonica de R? possui 6 elementos enquanto que 3 copias independentes

do modelo de Ising unidimensional fornecem 8 combinacoes distintas.
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Lema B. Sejam hy = (h,e; — e3) e hy = (h,e1 + e3). Entao,

N 8

1 5,h1 5 hy
EX (Il SwI*) = 3 > [@‘%‘)XN +{oi0i)in | (2.9)

1,7=1

onde (crpﬁi’f; € o valor esperado de o;0; com respeito a medida de Gibbs do

. L. . .o~ . h
modelo de Ising unidimensional com condi¢ao externa livre, Pf}’v.

Demonstracgao.

Observe que

N N
1 .
<SN,SN> = <TSN,TSN> = Z(TXZ,TXJ> = 5 Z(O’i()'j + O'Z‘O'j)-
1,j=1 1,j=1

Entao, utilizando a igualdade acima e o Lema[A] temos

ER(ISxI?) = Y ISwIPPR™(S)

SeWnN

N
1 - g,hl %,hz ~
=2 2 2 5@ +aa) P ()P (6)

cEX N GEXN 1,]j=1
N
1 Z Sh Z.h
. o~ \20 1 T~ \2’ 2
- 5 <O-7'O-.]>AN + <0-7'O-.7>AN ?
ij=1

concluindo assim a demonstragao.

Lema C.
Considere Z%(h) a funcao de particao do modelo de polimeros aleatorios,
definido em ([2.3)) e ZKN(h) a fungao de particao do modelo de Ising unidi-

mensional com condi¢ao externa livre, definido em (1.3). Entao
Zie(h) = Z30 () - 252 (o). (2.10)

Demonstracao.
A demonstragao deste lema é uma consequéncia das igualdades obtidas du-

rante a demonstragao do Lema [A]
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Como o produto interno é invariante por rotagao, entao, para a transfor-

magao 1" definida em ([2.7)), temos que
Zj(h) =) "exp [ﬁ ( S V(—i)(TX;, TX;) + <Th,TSN>>] . (2.11)
SeEWy 1<i<j<N

Na demonstragao do Lemal Vimos que (Th,TSy) = 3 SN [oihy + Giha] @
(TX; ,TX;) = +(0y0;+0,0;). Substituindo ambos os resultados na igualdade

acima e separando os somatoérios, temos que

N
8 h) = Z Z expg ( ZV (7 —i)(0i0; + 6:5,) +Z oihy + G;hs) )
=1

TEXN GEXN 1<i<j<N
- Y e ( St (o >) S exp ( e )
TEXN cEXN
2 /2
o () - 2307 (h),
provando-se assim o resultado. O

2.4 Auséncia de Transicao de Fase

No estudo do modelo de Ising unidimensional, vimos que nao ocorre uma
transicao de fase com respeito a descontinuidade da magnetizacao quando o
campo externo h é nao-nulo. O modelo de polimeros bidimensional herda
esta propriedade do modelo de Ising unidimensional e nao possui transicao
de fase difusiva-balistica, quando o drift h é nao-nulo. O ponto central para
o comportamento semelhante entre os dois modelos sao os resultados apre-
sentados na Se¢ao mais especificamente, o Lema [B]

O Teorema [A] garante que para qualquer 5 > 0, o modelo de polimeros
bidimensional apresenta comportamento balistico, ou seja, uma configuracao

espacial esticada na diregao do drift h # 0.

Teorema A.
Considere a fungao interacao V ferromagnética e somdvel e f > 0. Se h € R?
¢ tal que hy = (h,e; —e3) > 0 e hy = (h,e; + e2) > 0, entdo existe uma
constante positiva C(3, h) tal que

h
EX"[lISw ]

C(B,h) < e
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Mazs precisamente,

1 _ sinh?(2h)
C(B.h) = Z'heﬁf}u}{smh?(gh)+e—2ﬁv<1> ‘

Demonstracao.
. h A . .
Considere ()i a esperanca com respeito a medida de Gibbs do modelo
N,
de Ising de primeiros vizinhos com condi¢ao externa livre, apresentado no

Exemplo [I.T Temos que

A (3 S (1o 7 I (o T U (2.12)

An,nn Aynon = Anon = An *
A desigualdade a esquerda em segue da desigualdade FKG, apresen-
tada no Teorema [1.4] e a desigualdade a direita é consequéncia da correlacao
entre spins ser monoétona nao-decrescente com respeito a interacao V', con-
forme apresentado no item (c) da Proposicao [L.1]
No Exemplo [I.3] mostramos que a magnetizagdo do modelo de Ising de

primeiros vizinhos é tal que

sinh(SBh)
\/SinhQ(Bh) + e—46V(1)

De acordo com o limite acima, para os campos externos h; e ho, dado

lim (o))" = m"™(8,h) =

N—oo Anynn

e > 0, existem Ny, Ny € N| tais que
<O_i>ﬂ,hn _ mnn(ﬁ, hn)

An,nn

<e, para N>N, e n=1,2.

Tomando Ny = max{Ni, N2} e ¢ suficientemente pequeno, temos que
1 h
—- min m"™(f,h) < min o) ara N > Nj.
2 he{hl,hg} (/6 ) he{hl,h2}< Z>AN’nn p - 0
Multiplicando os termos correspondentes da desigualdade acima e apli-
cando a desigualdade (2.12)), obtemos

1 8\ S o
. : nn - h < : 5 2 2
4 hG?’”ﬁ%z} |:m (2 7 )] o heﬁ?}w}@- >ANﬁm <U]>AN’7m

< i T
< min - {oi3)

1 B
=3 [(Uzﬂj)XNl + (0i0i) R,
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Finalmente, utilizando o Lema [B], temos

N
1 S h Sh
h s ;2
EXP (1SN %] = 3 § [<0i0j>KN +(0ioj) R ]

,j=1

N 2
1

> min |[m™ é, h
4 = he{hi,ha} 2

N2 2
=— min [m™ é, h ,
4 he{h1 ,hg} 2

que conclui a prova do teorema. O

2.5 Transicao de fase: h=0

Nesta secao consideraremos o drift h = 0 e a funcao interacao V' tal que
1

V-1 = —

(U —i)e

Considerando-se o modelo de Ising com a interacao de longo alcance como

em (2.13) e campo externo h = 0, o resultado apresentado no item (c) do

Teorema [1.6] garante a existéncia de uma constante 5. < oo tal que a mag-

, para 1 <a<2. (2.13)

netizagao espontanea do modelo de Ising unidimensional satisfaz

=0, sef<f,

m(f,+) { >0, sef > 0.,

ou seja, o modelo apresenta uma transicao de fase de primeira ordem. No
Teorema [B] prova-se uma transi¢ao de fase difusiva-balistica para o modelo de
polimeros bidimensional em que temperatura inversa critica coincide com [3,
em que ocorre a transicao de fase de primeira ordem do modelo de Ising. A
demonstragao do Teorema B|também utiliza o Lemal[Ble garante que o modelo
de polimeros bidimensional apresenta comportamento difusivo quando § <
B. e esta descricao se altera instantaneamente quando § > [, exibindo
comportamento balistico.

Um resultado da mesma natureza foi provado em [30]. Considerando o

modelo de polimeros bidimensional

Hy(S)=— D [i—j IS~ 8> onde 3<a<4,

0<i<j<N
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provou-se a existéncia de constantes positivas §; # [ tais que ocorre uma
transicao de fase, apresentando um comportamento difusivo quando § < [3;
e um comportamento balistico, quando S > [, porém nao foi possivel de-
terminar o comportamento do modelo para § € [f;,82]. Os autores nao
descartaram inclusive a possibilidade do modelo ser superdifusivo neste in-
tervalo. O resultado de transigao de fase difusiva-balistica para o modelo de
polimeros considerado neste trabalho é mais completa, ja que ficou provada
a existéncia de uma tnica constante [, separando o modelo em dois regimes,
sendo difusivo, para 0 < # < f3. e balistico para 5 > (.. O ponto (5. em que
ocorre a mudanga de comportamento do modelo de polimeros coincide com
o ponto (. em que ocorre a transicao de fase de primeira ordem no modelo
de Ising unidimensional, ou seja, o infimo dos valores de [ para os quais a
magnetizagao espontanea ¢é positiva, considerando-se também a interagao de
longo alcance como em ([2.13)) e o campo externo nulo, conforme provado em
[9] e [12]. A unicidade do ponto de transigao de fase caracteriza o Teorema
como um resultado de transicao de fase genuino, segundo a literatura na
area.

O resultado a seguir, provado em [I], serd utilizado na demonstracao do

Teorema [Bl

Lema 2.1. Considere o modelo de Ising ferromagnético com interacdao inva-

riante por translacdo, ou seja, Vi; =V (j — 1), satisfazendo
V(n) - |n|® — k, (2.14)

onde k € uma constante positiva e finita e s > 1, sempre que a magnetizacao
espontanea m(B3,+) € nula. Entdo, a correlagio entre spins do modelo de

Ising unidimensional a volume infinito satisfaz
/
CO) gy < T
lj — il j — il
onde C() >0 e C'(S) < 0.

Teorema B.
Considere o modelo de polimeros aleatorios definido em Wy e V(j —i) dado
por (2.13) com 1 < a < 2 fizrado. Se h = 0, entao existe 5. € (0,00) e
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nimeros positivos, m(,+), K(a, B) tais que

S5, 4) < EROIISKIP < 1, VBE (Btoo)  (215)
‘ 1
1< SEXISNIP] < K(a.8), VB €(0.5) (2.16)
Demonstracgao.

O lado direito da desigualdade (2.15)) é imediato. Verifiquemos entao a de-

sigualdade & esquerda. Considerando-se a interagao V' de longo alcance com

1 <a <2, oitem (c) do Teorema garante a existéncia de uma constante

nao-trivial . tal que o modelo de Ising de longo alcance com acoplamento

V(j — 1), tem magnetizacao espontanea m(S3,+) > 0, para todo 8 > f,.
Pelo Lema [I.4] tem-se que

1 _
(00,0 = 5| (010,)"" +{010,)7°]. (217)

onde (-)A0F = limN_m(-)ﬁ’fV]’i e os valores esperados sdo com respeito & me-
dida de Gibbs do modelo de Ising unidimensional com condicao externa +1,

respectivamente. Entao, utilizando a desigualdade FKG em (2.17)) obtém-se
1 _ _
(0:0,)° 2 5[ (@7 (@) + (070 (o)™

=m*(3,+), (2.18)

onde (2.18)) segue de m(83,+) = (0;)?%F = —(5,)%%~, conforme o item (b)
do Lema
Como (crmﬁﬁ’}?f 1 {0;0;)70, existe Ny € N tal que para todo N > Ny,

1
70 5
(oio)h0 > §<0i0j>6 ‘,

que implica, juntamente com o Lema [B|, na prova da desigualdade ([2.15)),
pois

N
EXUNSNI = 3 (oio)7?

ij=1
1 N
,0
> B Z <UZUJ>B
i,j=1
1
> §m2(5,+)N2, VN > Ny,



sempre que 3 > (..

Vejamos agora a prova do comportamento difusivo do modelo em al-
tas temperaturas (0 < § < [(.). Primeiramente, provaremos que existem
constantes positivas 0 < C(8) < (B) < 400 tais que a func¢do bivariada
<0'in>§]\[ com condigao de fronteira livre é limitada uniformemente em Ay

COoImo se segue:

C(8) 0 C'(B)
i — gl i — ]
O lado direito da desigualdade ¢ uma aplicacao do Lema De
fato, <aiaj)§’]8 1 {0,0;)70 e considerando 0 < 8 < f3., a magnetizagao espon-
tanea m(3, +) é nula, segundo o item (d) do Teorema [1.6]e a condi¢ao (2.14)
no Lema ¢ satisfeita para s = a € (1, 2], para a constante k = 1.

O lado esquerdo em (2.19) é uma consequéncia da monotonicidade da

para 0 < 8 < .. (2.19)

correlacdo com respeito & interacao (Proposicao [1.1} item (c)). Com efeito,
para cada par de sitios i < j € Ay, considere o modelo de Ising com sitios

em Ay, cuja interacao

l—k)y™¢, se k=i e l=7y
szz{( ) j

0, caso contrario,

ou seja, a interacgao s6 acopla os sitios ¢ e j e se anula para todos os outros
o BO . . . .
sitios. Se ()}, s ¢ a esperanga com respeito ao modelo de Ising com interagao

Jri, entao , pelo item (c) da Proposigao temos

,0 ,0
(i) > (oi0)RY

- ¥ Seoen(25) | Z Sew(725:)
oi=+10,+1 i =l oi=%10;+1 ]

_ 2exp(Bli — 4% — 2exp(=Bli — 4|~
2exp(Bli — j1=) + 2exp(~Bli — =)

_ 8
- ()
S tanh S, ' 15}

N 50 (] - Z')O“
A desigualdade ([2.20)) é consequéncia da concavidade da fungao tanh(f3) (veja
Figura 2.3)

-1

VO0<p<pe. (2.20)
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tanh(p)

T ()] SR ‘

B 8

Figura 2.3: tanh g é concava para § > 0

Considerando-se C(8) = (tanh(8.) - §)/Be, o lado esquerdo de (2.19)
também esta provado.
Reescrevendo-se a distancia média quadréatica em termos da correlagao

do modelo de Ising, conforme apresentado no Lema [B], temos que

N
E?\é’O[HSNHQ] = Z<0-10-]>§0 = N+ Z 2<0Z0]>§0
i,j=1 1<i<j<N

Utilizando-se as desigualdades em (2.19)), obtém-se, V 0 < 5 < f,,

N+Z

1<z<]<N

< BRUSMY < N+ Y S ﬁi. (2.21)

JI“

Sabendo que 1 < 37, .oy ﬁ < N((«), onde ¢ ¢ a funcao Zeta de
Riemann, subtituindo em (2.21)), tem-se

N < N+20(8) < EX°lISxIP] < N+2N¢(a)C'(8), ¥ 0<B< B

Dividindo cada termo da desigualdade acima por N, conclui-se a demonstra-

¢ao da desigualdade ([2.16)), onde K(«, 5) = 1 + 2¢(a)C"(B). ]
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Capitulo 3

Teorema do Limite Central para o

Modelo de Polimeros

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar um Teorema do Limite Central para o
modelo de polimeros bidimensional definido através do Hamiltoniano ([2.1]).

Resultados em [25] estabelecem que sob hipotese de C?-regularidade, que
sera definida na Segao uma familia de fung¢oes { Py }3_, possui compor-
tamento assintoticamente Gaussiano.

Para obter o Teorema do Limite Central desejado, é necessario identificar
a sequéncia {Py}%_, com as medidas de Gibbs {P3"}%_,, adequadamente
definidas no mesmo espago mensuravel. Na Segao [3.3] definimos o modelo de
polimeros a volume finito com condigao externa e em seguida definimos as ex-
tensoes de cada uma das medidas de Gibbs para o mesmo espago mensuravel.
A verificacao da condicao de C%-regularidade para o modelo de polimeros é
feita na Secao (3.4 e o método utilizado consiste em escrever o funcional pres-
sao do modelo de polimeros bidimensional em termos da energia livre do
modelo de Ising. Os resultados apresentados na Sec¢ao sao essenciais para

a provar o teorema assintotico desejado.
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3.2 Condicao de Regularidade

Teoremas centrais de limite surgem de necessidades em estudos estatisti-
cos. Um dos objetivos do trabalho [25] é estabelecer um Teorema do Limite
Central para variaveis aleatorias dependentes, especialmente para aqueles

decorrentes de processos de Markov e de sistemas de mecénica estatistica.

Definigao 3.1 (condi¢do de C?*-regularidade). Dizemos que uma sequéncia
de medidas de probabilidade {Pn}35_; em (R, B(R)) satisfaz a condigao de
C?-reqularidade, se existir o limite

U(t) = lim Uy(t)

N—oo

1
= lim —log/exp(t:vN)dPN(x),
N Uk

N—o0

e para alguma vizinhanga [—0,0] de zero, temos que W(-) < oo e

Ui (t) e U”(t) uniformemente em [—4, ).
O resultado a seguir afirma que a C?-regularidade implica em um Teorema
do Limite Central. Sob a hipotese de C*-regularidade, os resultados em [25]

permitem a obtencao do seguinte Teorema do Limite Central:

Teorema 3.1. Seja vy(A) = Py(x;[x — m(N)]VN € A), onde m(N) =
Jp xdPy(z) = Wy (0). Se {Pyx}nooo € C*-reqular, entio {vN}3_; converge

fracamente para a distribui¢ao normal N (0, 9" (0)).

A questao que nos resta ¢ checar a condicao de C?-regularidade para o
modelo de polimeros. Para isto, usaremos novamente uma identidade entre
o modelo de polimeros ¢ o modelo de Ising, o Teorema [I.9] que é uma con-
sequéncia do Teorema de Lee-Yang e resultados cléssicos de teoria de fungoes
analiticas.

Dados 3 positivo, v,h € R? e t € R, considere o funcional pressao

WOR(t,v) = lim TPt v)
—00

N—oo

~ lim %log /W eplft(Sn V] RS, (3)
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Nao podemos verificar diretamente a condicao de C%-regularidade para a
familia de medidas {P%"}%_,, pois cada probabilidade est4 definida em um
espaco mensuravel diferente. A extensao das medidas exige alguns detalhes
que serao apresentados na proxima secao. Um fato interessante é que o

funcional pressao definido sobre as extensoes coincidira com (3.1)).

3.3 O Modelo de Polimeros com Condicao Ex-

terna

Para obter o Teorema do Limite Central para o modelo de polimeros bidimen-
sional, serd necessario que todas as medidas de probabilidade na sequéncia
{P]g\;h}j’vozl estejam definidas no mesmo espaco mensuravel. A principio, para
cada N € N, a medida P3" esta definida no espaco (Wy, Z(Wy)). O cami-
nho natural seria portanto considerar para cada N € N a extensao da medida
IP”]BV’h no espago (W, Z(W)), onde

W:{S:(So,sl,...)ISiEZQ,SU:OG HSZ+1_S/LH1:1}

Para que as extensoes sejam bem definidas, precisamos considerar o mo-
delo de polimeros com condigao externa, e em seguida estender cada medida,
assim como foi feito com o modelo de Ising unidimensional no Capitulo [I}

Para facilitar a definicao do modelo de polimeros com condi¢ao externa,
vamos redefinir de maneira conveniente cada espago de configuracoes Wy .
Para cada S = (Sy, S1,...,5n), seja X; = S; — S;_1 € {*eq, tex} o0 i-ésimo
passo do polimero, onde i = 1, ..., N. Existe portanto uma relacao biunivoca

entre o espago de configuracoes Wy e o espago

W}k\f = {X = (Xl,Xz,...,XN) : Xz S {iGl,ieg},Vi = ]_,,N}
= {:I:el,:I:eQ}AN,

onde Ay ={1,2,...,N}. Fixando uma configuragao Y; € {+e;, tes}, para
cada j € A = N\ Ay, temos que Y = (Y1, Yy, ... ) determina uma con-

dicao externa. O modelo de polimeros bidimensional com condi¢ao externa
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Y é definido através do Hamiltoniano

N
HyY (X) = — E: Vi (X0, X;) }: (h, X;) 4-}2 }: Vi (X5, Y;)
=1

1<i<j<N i=1 j=N+1

=— > VX, X))

1<i<j<N i=1

Mz

onde h; = h + 37 . Vi;¥;. O modelo de polimeros definido através do
Hamiltoniano ¢ o modelo com condigao externa livre, que equivale a
Y; =0, Vj € AY.

Para cada X € W}, a medida da Gibbs do modelo de polimeros com

condicao externa Y é definida por

exp (—ﬁHg’Y (X))
27 (n)

P (X) =

?

onde ZJBV’Y(h) ¢ a respectiva funcao de particao, dada por

Zy (h) = ) exp[ ( VG —i) (X XG) + <i,sN>>]. (3.2)

XeWy 1<i<j<N

Os resultados de comparacao entre o modelo de Ising e o modelo de
polimeros, apresentados na Secao [2.3, consideram ambos os modelos com
condicao externa livre. Podem ser obtidos resultados de comparacao analogos
quando ambos os modelos possuem condigao externa. Para o interesse deste

capitulo, apresentaremos o seguinte resultado:

Lema D. Considere Z3Y (h) a fun¢io de particio definida em (3.2) e Zf::(h)
a fungao de parti¢cao definida em (L.7). Dados hy = (h,e; — e3) e hy =
(h,e1 + es), para cada condi¢ao externa Y fizada, existem unicas condigoes

externas w e @ para o modelo de Ising tais que
BY 5w =
Ly (h) = Zg (h1) - Z3 ) (hs). (3.3)

Demonstragao. Seguiremos as idéias da prova do Lema[C] Aplicando a trans-
formagao T" dada em (2.7) em X = (X1,..., Xx) e também para a condigao
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externa fixada Y = (Y11, YNy, ... ), obtemos

€2 .
TX—U, + 00—, VieAy
\/_ \/_
TY. RS Ve A

onde o0; e g; sao variaveis aleatorias independentes assumindo valores em
{—1,41}, e w; e w; assumem valores em {—1,+1} dependendo da condigao

externa fixada Y. Observe que
1
Assim como na demonstragdo do Lema [A] verifica-se que
8 hyw 8 hot
P (5) = B (TS) = P (0) P9,

Portanto, a funcao de particao se reescreve como

Zﬁ/ﬂ’(h) _ Zexp [ < Z V(j—1) TX“TX> (Thi,TSN>>]

XeWy 1<i<j<N

= Z exp g( ZV(] — i)(O’Z'O'j -+ 5'15'j> + Z(Uz‘hl + 5’1}12)

0,6€SN 1<i<j<N i—1
N [e’e)
B0 v<j—z~><aiwj+aiwj>)
i=1 j=N+1
B “ B he
= Zexp <—§HXN Zexp —§HXN( )
TEXN GEXN

B, 8%
= Zg (ha) - Z§  (ha),
provando assim o resultado. O]

Para definir a extensio de P%™" para uma medida em (W*, 2(W*)),
onde W* = {+e;, Tes}, é necessario que a medida de Gibbs seja compativel

com a condigao externa Y. Considere entao
By, ={XeW': X; =Y, paracada j€ AL}
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e Ty a projecao de W* em W%, ou seja, (7TN<X>)Z. = X;, para cada i € Ay.
Para cada A € ZA(W*), a extensao @’}F}V’h’y da medida de Gibbs P3™ ¢
definida por

_67h7Y

Py (A) = PE™ (an(ANBY)) = > PIM(X).

Xenn (AﬂB}(N>

Temos agora que a familia de medidas {Rﬁv’h’y}})\?zl esta definida no mesmo
espago mensuravel (W*, Z(W*)), para qualquer N. Entao, o funcional pres-

sao com condi¢ao externa é

TARY (¢ v) = lim UMY (t,v)

N—o0
1 _
— lim — log / explBt(Sy, V)] dPAT (X).  (3.4)
N—>OON *

3.4 Teorema do Limite Central

Para obter o Teorema do Limite Central para o modelo de polimeros bidimen-
sional, basta provar que a sequéncia de medidas de probabilidade {F?\}h’y}?vozl
no espago mensuravel (W* Z(W*)), satisfaz a condigao de C?-regularidade
apresentada na Defini¢ao [3.1] aplicando-se o Teorema [3.1]

Para cada v € R?, a funcio FY(X) = + 3N (X;,v) = L(Sn,v) &
continua e s6 depende das N primeiras coordenadas de X € W*. Entao, a
integral sobre Fﬁ,’h’y em coincide com a integral sobre IP’]BV’h’Y e podemos

escrever

1
VY (1 v) = Jim - log /W explBt{Sy, V)] AP (X),

N—oo 5
1 75 (h — tv)
= lim —1 N - 7
Novao N og( Z’?\,’Y(h)
. 1
= lim — [log <Z]5\;Y(h—tv)> —log (Z@Y(h)ﬂ. (3.5)

A partir da equacdo (3.5, podemos escrever o funcional pressao WAV
em termos da funcao de parti¢do do modelo de Ising, aplicando o Lema [D]

Consequentemente, ™Y pode ser escrita em termos da energia livre f(3, h)
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do modelo de Ising, que independe da condi¢ao externa, conforme foi provado
no Lema [I.I] O funcional pressdo herda esta propriedade da enegia livre e

também independe da condicao externa Y.

Lema E. Para qualquer 3 > 0, h, v € R?> et € R, o funcional pressao
UARY () existe, independe da condicdo externa Y e coincide com WP (t, v)

dado em (3.1)). Em particular, para vi = (v,e1 —e2) e vg = (v, €1+€3), temos
WORY (¢, v) = WY 62 —t;) — f(§,h)], (3.6

onde f(B,h) € a energia livre, definida em (1.22).

Demonstracao.

N—oo

UARY (¢ v) = lim L g 27 (hy —t log 72 (hy —
) N gLy, v1) + log An (2 Ua)
ﬁ,w E@
oy 237 () — 08 2 1)

Pela definicao da energia livre, temos

TR (1 y) __52{ tvi,w)—f(g,hi,@)]

:—ﬁZ [f(g,hi—tvi> —f(gvhi)]'

O Lema garante que f(/3,h) existe para quaisquer 5 > 0 e h real, e
independe da condigdo externa. Entdo o funcional pressao WAPY (¢, v) existe,
para qualquer 3 positivo, h, v € R? et € R e também independe da condicao
externa Y. Além disso, desenvolvendo de maneira analoga o limite W/B(¢, v)
dado em (3.1) e utilizando o Lema , este valor também coincide com a

expressao em termos da energia livre dada em (3.6]). ]

O Lema [E| garante que é suficiente provar a condicao de C%-regularidade
para o funcional pressdo WPP(t,v) definido para a familia {P2"}%_,. O
item (a) da Proposigao |1.3| garante que f(/3,h) é continuamente diferenciavel
para h # 0. Entdo, a expressao (3.6 garante que ¥#B(¢, v) é continuamente
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diferenciavel em ¢, para hy—tv; # 0 e ho—tvy # 0, e portanto é continuamente
diferenciavel em uma vizinhanca de t = 0, desde que hq, hy # 0. Para concluir
a verificacao da hipotese de C?-regularidade, resta provar que existem as
derivadas de segunda ordem com respeito at =0 e

82 h N—oo 82
—u? t,v) = 0P ),
uniformemente, em alguma vizinhanca de t=0. Isto sera uma consequéncia

dos dois resultados seguintes

Lema F. O funcional pressio V"2, v) é analitico Vz € C tal que Re(z) #
hi/vi, para i = 1,2. Além disso, a convergéncia de WP"(z, v) é localmente

uniforme em z.

Demonstrag¢ao. Considerando que z é um niimero complexo, para decompor
h ~ .o~ .
\IfjﬁV (z,v) em termos da func¢do de partigdo do modelo de Ising, usaremos as

seguintes identidades em [19]:

log(zw) = log z + log w + 2mik(log z + log w)
log(z/w) = log z 4+ logw + 2mik(log z — log w)

onde log denota o ramo principal do logaritmo e

1, se —3rm <y< —m,

0 se —m<y<m

Kz +1iy) = ’ -
( v) -1, sem <y <3m,

—n, se (2n— 1) <y < (2n+ 1)7.
O funcional pressao W7 (z,v) ¢ dado por

UOB (2, v) = lim WP (2 v)

N—o0
=—B[f (5.0 —201) + f (5. ha — zv2) — (5, h1) — [ (5. h2)]
o
+ ]\;er(l)o %Z [IC (log Zf]/f(hl + zv;1) + log Zf]/\?(hg + zvg)>

+ K (logZﬁ,(h + zv))} :
== Bf (5= z01) + f (5,02 = 205) = f (5. 1) = £ (5 h2) ]
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Pelo Teorema[L.9] f(8, h) é analitica Vh € C tal que Re(h) # 0, portanto
UAR(2 v) & analitica em 2 sempre que Re(hy + 2v1) # 0 e Re(hy + 2vy) #
0, ou seja, Re(z) # %, para ¢ = 1,2. O Teorema estabelece ainda a

convergéncia localmente uniforme em z. n

Lema 3.1. Se a sequéncia de fungoes complexas
Uy(z) =5 0(2),

uniformemente na regiGo D C C e cada fungao na sequéncia {Vy(2)}3_,
€ analitica em D, entao para qualquer inteiro positivo k, a sequéncia de

derivadas de ordem k
v (2) B3 u(2),

uniformemente nas partes compactas da regiao D.

Demonstragio. Seja B(a,r)CD. Existe um nimero R > 7 tal que B(a, R) C
D. Se v é a circunferéncia |z — a| = r, entao a férmula integral de Cauchy

permite escrever

W) W) = o [ gy,

para z € B(a,r). Usando a estimativa de Cauchy,

E!MyR

(k) k
U (2) —0W(2)] < [

para |z —a| <, (3.7)
onde My = sup{|¥y(w) — ¥(w)| : |w —a| = R}. Como ¥y Y22 entdo
limy_ oo My = 0. Entao, segue de que \IJE\];) — U®) yniformemente em
B(a,r). Agora, se K C D é um compacto arbitrario e 0 < r < d(K,9D),
entao existem ay, ..., a, € K tais que K C U}, B(a;,r). Como \I’%’C) — ¢
uniformemente em cada B(aj;,7), a convergéncia ¢ uniforme em K.

]

Obtemos portanto o seguinte Teorema do Limite Central para o modelo

de polimeros.
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Teorema C. Considere que as interagoes sao ferromagnéticas, invariantes
por translagio e somaveis, ou seja, Vij = V(i —j|) >0 e >,y V(i) < o0,
Considere ainda h € R? tais que hy = (h,e; — e3) e hy = (h,e; + e3) e um
vetor fivado v € R? onde vy = (v,e; — e3) e vy = (v, €1 + €3).

Se h;/v; # 0, para i = 1,2 entao

2
3(Sn.v) — B (S v)] o N (o, %wvhm,v)) ,

-

D . L .
onde "= " indica convergéncia em distribuicao.

Demonstracdo. A existéncia do funcional pressao W7 (¢, v) esta provada no
LemalE] Trocando a variavel real ¢ pela variavél complexa z € C, expressamos
o funcional pressao em termos da energia livre a volume finito do modelo de
Ising unidimensional e concluimos através do Lema[F] que o funcional pressao
é analitico em z, tal que Re(z) # h;/v; para i = 1,2. Como h;/v; # 0, para
cada i = 1,2, entao o funcional pressao é analitico em uma vizinhanca de z,
tal que Re(z) = 0. Além disso,

TRz, v) Voge UMY (2), localmente uniformemente em 2.

O Lema garante que as derivadas de \IIJBV’h(z, v) convergem uniformemente
nos subconjuntos compactos da vizinhanga de z, tal que Re(z) = 0. Temos

portanto que a condicao de C%-regularidade é satisfeita e obtemos um com-

portamento Gaussiano para o modelo de polimeros, de acordo com o Teorema

Observe que

Suire -5

ot ot

1
Nlog /W ) exp[Bt(Sy, v)]dPP(S)

B(Sn,v) exp[Bt(Sw, v)] dPR"(S)

Wy

/W explBt(Sy, v)] dPI(S)

==
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Derivando novamente com respeito a t,

L[ @Sy eslsusy, v )

82 8,h
@\PN7 (t, V) =

=

/ explBE(Sy, v)] dPER(S)

W

B(S, V) exp[Bt(Sy, v)] dPR(S)

— | P (3.8)
/W explBt(Sw, v)] dPEM(S)

Fazendo t = 0 em (3.8]), obtém-se

SEV 0w = | [ (Bl i) - ( WNmsN,vaf%h(S)) ]
1

N

1

= BEMB(Sy,v) — ES" (8(sn,v))]

= {Efv’h (B(Sx,v))? — (E%“(MSN,WY ]

onde Eﬁ,’h ¢ o valor esperado, definido em ({2.4]). Concluimos portanto que

[5(5v.3) B3 (35w, w)] 0 (0. 00 ).

1
VN o2
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