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Instrucoes. A lista deve ser entregue individualmente. As respostas devem ser manuscritas
em letra legivel. INao serao aceitas listas entregues em formato digital e ou impressas.
Respostas sem justificativas serao desconsideradas. As justificativas devem ser completas,
escritas de maneira clara, organizada e baseadas apenas nos resultados apresentados até a
ultima aula.

Questoes

1. (1 pt) A familia de aplicagoes introduzida neste exercicio desempenha um papel im-
portante na Andlise Complexa. Esta aplicagoes, comumente chamadas de fatores de
Blaschke, irao reaparecer diversas vezes a frente no curso.

a) Sejam z,w € C satisfazendo zZw # 1. Prove que

se |z <1 e |w| <1, entdo

b) se pelo menos um dos nimeros complexos z, w pertence a D = {z € C: |z| = 1},
e também ¢ satisfeita a relagao Zw # 1, entao temos

=1

w— 2
1—wz

c) FixeweD={ze€C:|z| <1} e considere o conjunto U =C\ {z € C: Zw # 1}
e a funcao F': U — C dada por

Mostre que

cl) mostre que F' manda o disco unitério D nele mesmo, isto é, F/(D) C D e que
a restrigdo F|p = f define uma aplica¢ao holomorfa em todo disco D

c2) mostre F' mapeia 0 em w e vice-versa, isto é, F'(0) = w e F(w) = 0;

¢3) mostre que F envia o bordo do disco unitario nele mesmo, isto é, F'(0D) C 0D

c4) mostre que restricdo de F' ao disco unitario, F|p = f induz uma bijegao
f :ID — D holomorfa. Dica: Calcule f o f.

2. (1 pt) Seja w € C um nimero complexo fixado. Considere a representagao polar de
w = pe? onde p > 0e 6 € [0,27). Seja n € N um nimero natural fixado. Obtenha,
representada em coordenadas polares, todas as solugoes da equagao algébrica 2" = w.



3. (1 pt) Seja U C C um aberto (ndo necessariamente conexo) e f : U — C uma funcao
holomorfa. Prove que sob qualquer uma das seguintes hipdteses:

a)
b)

c)

Re(f) é identicamente constante;
Im(f) é identicamente constante;

| f| é identicamente constante;

podemos concluir que f = K, onde K € C é uma constante.

4. (1 pt) Seja f : B(z9, R) — C a fungao definida pela série de poténcias,dada abaixo, em
seu disco de convergéncia (assuma que o raio de convergéncia desta série de poténcias
é estritamente positivo, isto é, R > 0)

a)

)

f(z) =) an(z—2)",  Vz€B(2,R)={2€C:|z—z| <R}
n=0

mostre que a sequéncia das reduzidas da série acima convergem uniformemente
nas partes compactas para f. Ou seja, para cada n € N, considere a funcao
Sy : B(z0, R) = C dada por S,,(z) = ap+a1(z—20)+as(z—20)*+. . .+ an(z—20)".
Mostre que

Snm—oo>f

unif.
compact.

Sejam f : B(zg, R) — C uma funcdo holomorfa e {g,},en uma sequéncia de
fungoes holomorfas definidas sobre B(zy, R), que converge uniformemente nas
partes compactas de B(zp, R) para uma funcao g : B(zg, R) — C, isto ¢,

Mostre que se v é um circulo centrado em zj e raio r < R, entao todas as integrais
que aparecem abaixo existem e valem as seguintes igualdades

/ fw)g(w) dw = / flw) lim g,(w)dw = lim | f(w)g,(w) dw.

n—oo n—oo

Para cada z € B(zy, R) fixado podemos encontrar um circulo vy centrado em z e
de raio p > 0, envolvendo z, com v C D(zg, R) e satisfazendo

Z — Z
0 <1

) Yw € 7.
w — 2y

Sob as condigoes do item ¢) mostre que as integrais que aparecem abaixo existem
e usando os itens a) e b) que vale a seguinte igualdade:

(00 P s

n=0

Use os itens anteriores para provar o Teorema 4.4 (analiticidade das fungdes ho-
lomorfas) do livro do texto.

5. (1 pt) Enuncie e demonstre o Teorema de Morera.



