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Questoes

1. (1/2 pt) Prove a validade da Férmula de Jensen para fun¢oes holomorfas definidas
em D C C, usando os chamados fatores de Blaschke

a—z
z) = .
Yal2) 1—az
Para isto olhe para funcoes do tipo
z
D>z 1) ,
onde zi, ..., z, sao niumeros complexos escolhidos apropriadamente.

2. (1/2 pt) Usando a Férmula de produto para a fungdo z —— sen(z), calculada em
z = /2, mostre a validade da chamada Férmula de Wallis

7r_2-2 4.4 2m - 2m

2 1-3 3.5 @2m—-1)-2m+1) "

3. (1 pt) Estabelega as seguintes propriedades de produtos infinitos:

a) Seja {a, fnen uma sequéncia em C tal que Y7 |a,| < +00 e a, # —1, para todo
00 N ’ ~
n € N. Mostre que [[>",(1+a,) converge para algum nimero complexo nao-nulo
se, e somente se, » - a, Converge;

b) Encontre um exemplo de uma sequéncia de nimeros complexos {a, }nen tal que

> > | ay converge, mas [ [~ (1 + a,) diverge;

¢) Encontre um exemplo de uma sequéncia {a, },en de nimeros complexos tal que
[[;2,(1 +ay,) converge, mas a série >~ a, diverge.



4. (1/2 pt) Usando o Teorema da Fatoracao de Hadamard decomponha como produtos
as seguintes funcoes inteiras:

a) f(z) =e =1
b) g(z) = cos(nz).

Respostas:

f(Z)—eXP(>ZH<1+4n;2) e H( 2n+1>>

5. (1/2 pt) Demostre o Pequeno Teorema de Picard. Se f : C — C é uma fungao inteira
de ordem de crescimento finita e f omite dois pontos do plano complexo, entao f é
uma funcao constante.

(Dica: Mostre que se f omite um ponto a € C, entdao g(z) = f(z) — a é da forma
g(z) = exp(P(2)), onde z — P(z) é uma funcao polinomial).

6. (1/2 pt) Mostre que a equagao e* — z = 0, possui infinitas solugoes em C.
(Dica: use o Teorema de Fatoracao de Hadamard.)

7. (1/2 pt) Prove que para todo s € C tal que Re(s) > 1 temos:

(Dica: mostre que a fungao 1/(e* — 1) pode ser representada pela série >~ e~ ")

8. (1 pt) Use o exercicio anterior para obter uma outra prova de que a fungao zeta de
Riemann inicialmente definida como {s € C : Re(s) > 1} 3 s — ((s) = > 2 n~*°
admite uma continuagao analitica a todo C\ {1}. Além do mais, o ponto s = 1 é um
polo simples da funcao zeta de Riemann e res((,1) = 1.

Para isto use o seguinte roteiro: primeiro passo. Observe que segue do exercicio anterior
que para todo s € C satisfazendo Re(s) > 1, temos a seguinte igualdade:

1 1 Is—l 1 oo ]35_1
= d dx.
() F(s)/o et —1 x+F(s)/I er 1
Segundo passo. Mostre que a segunda parcela do lado direito da igualdade acima define

uma funcao inteira. Terceiro passo. Mostre que a primeira parcela satisfaz a seguinte
identidade:

1 [t a! S By,
dr =
I‘(s)/o v 1" mzzom!(s—i-m—l)’

onde B,, denota o m-ésimo niimero de Bernoulli que é definido pela seguinte funcao
geradora

Note que By = 1 e ja que z/(e* — 1)) é holomorfa em D(0,27), entdo temos pelo
Férmula do Raio de Convergeéncia e pelo Teorema da Férmula Integral de Cauchy que

1

B,\™ 1
lim sup = —.
m—00 m' 2



