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Questoes

1. (1 pt) Seja U C C um aberto simplesmente conexo, préprio () C U C C). Seja
f : U — U um biholomorfismo. Mostre que se f possui dois pontos fixos distintos,
entdao f(z) = z, para todo z € U, isto é, f é a fungao identidade em U.

2. (1 pt) Suponha que U e V sejam conformalmente equivalentes. Prove que se U
¢é simplesmente conexo, entao V' também é simplesmente conexo. Na verdade, esta
conclusao permanece valida, mesmo que U e V sejam meramente homeomorfos.

3. (1 pt) Fixe R > 0. Mostre que se f : D(0, R) — C é uma fungao holomorfa arbitraria
satisfazendo para todo z € D(0, R) a desigualdade |f(z)| < M, para alguma constante
M > 0, entao

1) = 1(0)
M2 =T0)/(2)

(Dica: Use o Lema de Schwarz.)
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4. (1 pt ) A pseudo-distancia hiperbdlica. Dados z,w € D definimos

Z—w

p(z,w) =

1 —wz
a) mostre que se f: D — D é uma fungao holomorfa, entao

p(f(2), f(w)) < plz,w),  Yz,w € D.

(Dica: considere a aplicagao conforme ¢, (2) = (2 —a)/(1 —@z) e aplique o Lema
de Schwarz & aplicacao ¥, o f o ¥,".)

b) prove que
FE
L—f(z)]* = 1—z*

Este resultado é conhecido como Lema de Schwarz-Pick.

Vz € D.




5. (1 pt) Este exercicio vai ajudar a interpretar o Lema de Schwarz-Pick como uma
versao infinitesimal de alguns resultados interessantes conectando Andlise Complexa e
Geometria.

Para cada nimero complexo z € D fixado e para cada w € D, defina ||w||, da seguinte
forma:

|wi
1— |2
A ideia aqui é pensar em w como um vetor tangente, ao espago, no ponto z e ||w||,
como o “comprimento hiperbdlico” de w, em z. Note que para cada w fixado, seu
comprimento hiperbdlico cresce para infinito a medida que o ponto z se aproxima
do bordo do disco. As vezes, nos referimos a quantidade ||wl||, como uma descri¢ao
infinitesimal da métrica hiperbdlica em . A razao desta interpretagao ficara mais
clara no exercicios que seguem.

lwll- =

Agora, vamos passar da nogao de “comprimento hiperbélico” (infinitesimal), de
vetores tangentes, para para uma nocao de distancia hiperbdlica global entre dois
pontos de D, por meio de um processo de integracao.

a) Dados z1, 2o € D, definimos a distancia hiperbdlica entre eles pela expressao

1
Aoz = int [ IOl dt,
0

onde o infimo acima é tomado sobre todas as curvas suaves v : [0,1] — D, unindo
zZ1 & 2.

Mostre que a aplicagdo d : D x D — [0, 400) define uma distancia em D.
Em seguida, usando o Lema de Schwarz-Pick, mostre que se f : D — D é uma
funcao holomorfa, entao

d(f(21), f(z2)) < d(21, 22).

Conclua que fungoes holomorfas de D em D sao contragoes fracas.
b) prove que qualquer biholomorfismo do disco unitério aberto define, na verdade,
uma aplicagao isométrica (com respeito, & métrica hiperbélica), isto é,
d(f(z1), f(22)) = d(z1, 22), Vz,w e D.
Reciprocamente, mostre que se ¢ : D — D é uma isometria, com respeito a
métrica hiperbdlica, entao ¢ ou » define uma biholomorfismo de D em D.

¢) Dados dois pontos z1, 29 € D, mostre que existe um biholomorfismo ¢ tal que
©(z1) =0 e ¢(z) = s, para algum s € [0, 1).

d) Prove que a distancia hiperbdlica entre 0 e s € [0,1) é dada por

1 1
d(0,s) = §1n<1tz).

e) Encontre uma férmula para descrever a distancia hiperbdlica entre quaisquer dois
pontos em D.



