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Questões

1. (1 pt) Seja U ⊂ C um aberto simplesmente conexo, próprio (∅ ( U ( C). Seja
f : U → U um biholomorfismo. Mostre que se f possui dois pontos fixos distintos,
então f(z) = z, para todo z ∈ U , isto é, f é a função identidade em U .

2. (1 pt) Suponha que U e V sejam conformalmente equivalentes. Prove que se U
é simplesmente conexo, então V também é simplesmente conexo. Na verdade, esta
conclusão permanece válida, mesmo que U e V sejam meramente homeomorfos.

3. (1 pt) Fixe R > 0. Mostre que se f : D(0, R)→ C é uma função holomorfa arbitrária
satisfazendo para todo z ∈ D(0, R) a desigualdade |f(z)| 6M , para alguma constante
M > 0, então ∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

M2 − f(0)f(z)

∣∣∣∣∣ 6 |z|
MR

.

(Dica: Use o Lema de Schwarz.)

4. (1 pt ) A pseudo-distância hiperbólica. Dados z, w ∈ D definimos

ρ(z, w) ≡
∣∣∣∣ z − w1− wz

∣∣∣∣ (1)

a) mostre que se f : D→ D é uma função holomorfa, então

ρ(f(z), f(w)) 6 ρ(z, w), ∀z, w ∈ D.

(Dica: considere a aplicação conforme ψα(z) = (z−α)/(1−αz) e aplique o Lema
de Schwarz à aplicação ψf(w) ◦ f ◦ ψ−1w .)

b) prove que
|f ′(z)|

1− |f(z)|2
6

1

1− |z|2
, ∀z ∈ D.

Este resultado é conhecido como Lema de Schwarz-Pick.
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5. (1 pt) Este exerćıcio vai ajudar a interpretar o Lema de Schwarz-Pick como uma
versão infinitesimal de alguns resultados interessantes conectando Análise Complexa e
Geometria.

Para cada número complexo z ∈ D fixado e para cada w ∈ D, defina ‖w‖z da seguinte
forma:

‖w‖z ≡
|w|

1− |z|2
.

A ideia aqui é pensar em w como um vetor tangente, ao espaço, no ponto z e ‖w‖z
como o “comprimento hiperbólico” de w, em z. Note que para cada w fixado, seu
comprimento hiperbólico cresce para infinito a medida que o ponto z se aproxima
do bordo do disco. As vezes, nos referimos à quantidade ‖w‖z como uma descrição
infinitesimal da métrica hiperbólica em D. A razão desta interpretação ficará mais
clara no exerćıcios que seguem.

Agora, vamos passar da noção de “comprimento hiperbólico” (infinitesimal), de
vetores tangentes, para para uma noção de distância hiperbólica global entre dois
pontos de D, por meio de um processo de integração.

a) Dados z1, z2 ∈ D, definimos a distância hiperbólica entre eles pela expressão

d(z1, z2) ≡ inf
γ

∫ 1

0

‖γ′(t)‖γ(t) dt,

onde o ı́nfimo acima é tomado sobre todas as curvas suaves γ : [0, 1]→ D, unindo
z1 à z2.

Mostre que a aplicação d : D × D → [0,+∞) define uma distância em D.
Em seguida, usando o Lema de Schwarz-Pick, mostre que se f : D → D é uma
função holomorfa, então

d(f(z1), f(z2)) 6 d(z1, z2).

Conclua que funções holomorfas de D em D são contrações fracas.

b) prove que qualquer biholomorfismo do disco unitário aberto define, na verdade,
uma aplicação isométrica (com respeito, à métrica hiperbólica), isto é,

d(f(z1), f(z2)) = d(z1, z2), ∀z, w ∈ D.

Reciprocamente, mostre que se ϕ : D → D é uma isometria, com respeito a
métrica hiperbólica, então ϕ ou ϕ define uma biholomorfismo de D em D.

c) Dados dois pontos z1, z2 ∈ D, mostre que existe um biholomorfismo ϕ tal que
ϕ(z1) = 0 e ϕ(z2) = s, para algum s ∈ [0, 1).

d) Prove que a distância hiperbólica entre 0 e s ∈ [0, 1) é dada por

d(0, s) =
1

2
ln

(
1 + s

1− s

)
.

e) Encontre uma fórmula para descrever a distância hiperbólica entre quaisquer dois
pontos em D.
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