‘I = Universidade de Brasilia

Departamento de Matematica

Lista 7 - Introducao a Teoria de Medida e Integracao

Turma 01 - 01/2024
Abril de 2024

1 Regularidade de Medidas em Espacos Métricos

Ex. 1. Sejam (X, d) um espago métrico e F' C X um subconjunto fechado. Mostre que a
funcao f : X — R dada por

(&) = d(z.F) = inf d(a.y).

¢ uma funcgao continua.
Dica: mostre que se {z,},eny uma sequéncia arbitraria de pontos de X tal que z, — x,
quando n — oo, entao f(x,) — f(zo), quando n — co.

Ex. 2. Seja (X,d) um espago métrico arbitrario. Mostre que todo subconjunto fechado
F C X é um Gj e que todo subconjunto aberto A C X é um Fy,.
Dica. Olhe para os conjuntos da forma {z € X : d(z,F) < 1} e use o Ex.1.

Definicao 1. Sejam (X, d) um espago métrico, Zx a o-algebra de Borel de X e p uma
medida sobre os borelianos de X. Dizemos que um boreliano B C X é u-regular se

w(B) =sup{u(F) : F C Be F éum fechado}
= inf{u(A) : BC Ae A éum aberto}.

Se todo boreliano de X é p-regular, entao dizemos que p é regular.

Ex.3. Seja (X, d) um espago métrico e u uma medida definida na o-algebra de Borel de X,
isto é, Ax e satisfazendo pu(X) = 1. Mostre que um boreliano B € %Ay é p-regular se, e
somente se, para todo € > 0 dado, existem um aberto A, e um fechado F tais que:

a) F. C B C A
b) u(A:\ Fo) <e.



Ex. 4. Sejam (X, d) um espago métrico e p uma medida definida na o-algebra de Borel de
X, satisfazendo pu(X) = 1. Mostre que a colegao

KX ={B e Bx : B é p-regular}

contém os conjuntos & e X e além do mais, é fechada para complementos.

Ex. 5. Sob as mesmas hipéteses do Ex.4, mostre que a colecao #Z é fechada para unioes
enumeraveis.

Dica: use o Ex.3 item b) para argumentar que existem abertos e fechados {A, }nen €
{Fo.c }nen, respectivamente, tais que p(A, .\ Fl.c) < 57, para todo n € N. Em seguida, para
tratar a uniao enumeravel de fechados use a continuidade da medida.

Ex. 6. Sob as mesmas hipotese do Ex.4, mostre que a colecao # contém todos os fechados
de (X, d).

Dica: use o Ex.2, em particular, que todo fechado é um Gy e a continuidade da medida p.

Ex.7. Use Ex.4, Ex.5 e Ex.6 e conclua que: se (X, d) é um espago métrico e p é uma medida
definida em Bx e tal que u(X) =1, entao u é regular.

Ex.8. O Teorema 1.18 da referéncia [1] pode ser obtido como caso particular do Ex.7, onde
X =R e d é a métrica usual da reta?
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