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Mobdulo 1



Semana 1

“You know also that the beginning is the most
important part of any work”

—Plato’s Republic

1.1 Introducao

O conjunto dos ntimeros complexos C pode ser construido de diversas maneiras.
Algumas destas construgoes adotam abordagens puramente algébricas, enquanto
outras sao um pouco mais geométricas. O objetivo desta secao é apresentar trés
alternativas para se construir o conjunto dos nimeros complexos.

Sem duvida, entre todas as construgoes conhecidas a mais simples (porém abs-
trata) é aquela que introduz o conjunto dos niimero complexos como um conjunto
abstrato de simbolos munido de duas operagoes binérias (soma e produto). Seus
elementos sao simplesmente simbolos da forma a + ib, onde a e b podem ser quais-
quer numeros reais e a letra “¢” é simplesmente um simbolo especial que seréd
chamado de unidade imaginaria. Por exemplo, 1 4 im é um elemento deste con-
junto. Mas como nada foi dito ainda sobre as operagoes algébricas, por enquanto
o simbolo 1 + im s6 tem o significado de ser um amontoado 4 caracteres escritos
numa ordem especial. Em particular, nesta notagao, apesar de sugerir, o simbolo
“47 ainda nao tem significado de uma soma e nem o simbolo i7 de um produto.
Poderiamos prosseguir com a brincadeira (sem graga e aparentemente sem sentido)
de listar mais elementos deste conjunto, escrevendo por exemplo simbolos como
7413 ou % + 19 e assim por diante. Claramente, nada de interessante apareceria
disto e muito menos claro ainda seria qual a relagao deste conjunto com a ideia
intuitiva de que ja temos do que sejam numeros.

As responsaveis por estabelecer a relagao entre o conjunto dos simbolos da
forma a + ib e a ideia de ntmeros sao as operacoes algébricas de soma e produto
definidas abaixo:

e (a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)
o (a+1ib)-(c+1id) = (ac— bd) +i(ad + bc).

Vamos ver agora um pouco do porqué a introducao destas operagoes da vida
a notagao que usamos para apresentar o conjunto C. Primeiro observe que se
identificamos um elemento da forma a + ¢0 com o nimero real a, entao podemos
pensar que as operacoes definidas acima sao extensoes das operacgoes usuais de
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soma e produto de nimeros reais. Isto é, a soma dos nimeros complexos identi-
ficados com os ntameros reais a e ¢ é dada por (a +i0) + (¢ 4+ i0) = (a + ¢) +i0
e portanto identificada com o ntmero real a + ¢. Analogamente, o produto dos
numeros complexos identificados com os niimeros reais a e ¢, é dado pela expressao
(a+10) - (¢4 10) = ac + 0 que por sua vez ¢ identificada com o namero real ac.

Da forma como foram definidas as operagoes em C somos levados naturalmente
a identificar a unidade imaginéaria ¢ com o nimero complexo 0 + ¢1. Consequen-
temente, temos a relagao i = i-i = (0+41)- (0 +4l) = —1 4 0i = —1. Desta
simples observagao podemos concluir que existe pelo menos um ntmero complexo
z = a+ib € C que resolve a equagao 2% + 1 = 0. Este fato enfatiza a importancia
da unidade imaginaria dentro do conjunto C, ja que nao existe nenhum nimero
real x tal que 22+ 1 = 0. Seguindo, vemos que a definicao de produto nos permite
interpretar o simbolo ib em a + ¢b como um produto da unidade imaginaria pelo
numero real b. Para isto usamos primeiros as identificacoes mencionadas acima,
em seguida que ¢-b = (0+41)(b+0i) = 0+4b e por ultimo identificamos 0+ ib com
ib obtendo a interpretacao desejada. O leitor mais atento deve ter observado que
até este momento fomos cuidadosos com a ordem dos termos da nossa notacao.
Vamos voltar a este assunto mais a frente.

Com o exposto até aqui j4 podemos imaginar como proceder para extrair as
demais propriedades algébricas bésicas dos ntimeros complexos. Por outro lado,
uma boa parcela dos leitores deve ter ficado com a sensacao de que esta é uma
construcao muito abstrata e um tanto quanto artificial. Para remediar isto, vamos
apresentar, em seguida, outra construcao de carater também algébrico, porém feita
a partir de objetos mateméaticos bem mais familiares, matrizes!

Antes de prosseguir observamos que independentemente de como seja cons-
truido o conjunto dos ntimeros complexos nele sempre devem existir trés elementos
muito especiais:

e uma unidade imaginaria, tradicionalmente denotada por ;

e um elemento neutro para a operacao de produto, frequentemente denotado
por 1 ou 1;

e um elemento neutro para a operacao de soma, frequentemente denotado pelo
simbolo 0.

Além do mais, é fundamental, em qualquer que seja a construcao, que a seguinte
propriedade seja valida:

(P1) - o quadrado da unidade imaginaria (quadrado com rela¢ao ao produto defi-
nido) somado ao elemento neutro do produto de ser igual ao elemento neutro da
soma.

A fim de apresentar uma nova construcao do conjunto dos nimeros complexos
satisfazendo a propriedade (P1) vamos explorar o espago de matrizes. A exposi¢ao
feita aqui é semelhante & apresentada na referéncia [Soal6|. A principio esta estra-
tégia poderia soar um pouco estranha, mas a verdade é que o conjunto de matrizes
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com suas operagoes usuais ¢ uma das poucas estruturas algébricas fora da lista N,
Z, Q e R que conhecemos quando estamos comecando a estudar matematica.

Como ja mencionamos, certos espacos de matrizes ja possuem estruturas na-
turais de soma e produto e assim parte das tarefas da construgao (que consiste em
apresentar as propriedades algébricas) ja estariam realizadas. Por questao de sim-
plicidade, é mais prudente iniciar nossa exploracao pelo mundo das matrizes 2 x 2
com entradas reais. E claro que mais simples ainda seria comecar pelas matrizes
1 x 1 com entradas reais, porém este espaco com suas operagoes usuais é idéntico
(do ponto de vista algébrico) ao conjunto dos numeros reais. Desta forma nao
seria possivel escolher nenhum elemento dentro deste conjunto para fazer o papel
da unidade imaginaria de forma que a propriedade (P1), nele, fosse satisfeita.

Denote por Myy2(R) o conjunto de todas as matrizes 2 X 2 com entradas re-
ais. Vamos adotar as notacoes 1 e 0 para denotar, respectivamente, as matrizes:
identidade e nula em M ,o(R). Isto é,

(Y e

Lembre-se que 1 é o elemento neutro da operagao usual de produto em M2 (R) e 0
¢é o elemento neutro da soma, neste conjunto. Portanto, perguntar se a propriedade

(P1) é satisfeita em Myyo(R) é equivalente a perguntar se existe alguma matriz
X € Myyo(R) satisfazendo

X-X+1=0 equivalentemente X?4+1=0.

Se tal matriz existir ela é candidata natural para representar a unidade imaginaria.
Para resolver a equagao acima, precisamos verificar se existem z,y, z,w € R

tais que
AR AN 1 0y (00
z w zZ w 01/ \0 0/

Com um pouco de paciéncia e utilizando o velho método de tentativa e erro,
descobrimos rapidamente que o problema acima admite a solucao x =0, y = —1,
z =1ew = 0. Desta forma temos um candidato a unidade imaginaria, que
respeitando a tradicao sera denotado por

@:(2 —01>.

Apesar da propriedade (P1) ser satisfeita em Myyo(R), ndo podemos usar o
espaco como um todo para construir o conjunto C. Uma das razoes, que nao
mencionamos anteriormente, é que independentemente de como construimos C a
operacao de produto deve ser comutativa. Por outro lado, é bem conhecido que
a operagao de produto em Myyo(R) nao é comutativa. Apesar desta nossa ten-
tativa inicial ter sido frustrada rapidamente por esta obstrucao, restaria ainda a
esperanga de se prosseguir com a constru¢ao considerando um subconjunto pro-
prio de Muy5(R) em que a operagao de produto fosse comutativa. Adotando esta
estratégia a primeira coisa que viria em mente é restringir nossa atencao apenas
ao subconjunto das matrizes diagonais em My,(R), pois sabemos que a multi-
plicacao de matrizes restritas a este subconjunto é certamente comutativa. Mas,
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infelizmente, isto nos causaria outro problema. A candidata & unidade imaginaria,
construida acima, nao é um elemento do conjunto das matrizes diagonais. Ja que a
candidata a unidade imaginéria proposta acima foi construida pelo método de erro
e tentativa, poderfamos voltar a equacao X2 4+ 1 = 0 e verificar se seria possivel
encontrar uma matriz diagonal em My, o(R) que resolvesse este problema. Apos
alguns poucos calculos descobririamos que nenhuma matriz diagonal em My, (R)
pode ser uma solugao desta equacao.

Para continuar nossa busca precisamos investigar se existem outros subconjun-
tos de May2(R) que além de possuir a nossa ja construida unidade imaginaria seja
tal que a operacao de produto restrita a ele é comutativa. Isto nos leva natural-
mente a considerar a seguinte pergunta.

Pergunta. Existe algum subconjunto de ¢ C My (R) possuindo a nossa can-
didata & unidade imaginaria e também satisfazendo a seguinte propriedade: para
quaisquer A, B € € temos A-B=B-A?

Uma maneira de atacar este problema é comecar construindo uma colecao
matrizes, a mais simples possivel, de forma que todos os elementos deste conjunto
comutem entre si e também com a matriz

@:((1’ —01).

Para isto vamos usar o fato bem conhecido de que a matriz identidade 1 comuta
com qualquer matriz e em particular com a matriz i. Na verdade, para todo a € R

a 0
al =
comuta com a matriz 7. De forma mais geral, dados quaisquer a,b € R temos que
as matrizes
a 0 0 —b
al = e bi =
(0 a) (b 0 )

comutam.

Antes de prosseguir aproveitamos para observar que este € um bom momento
para falarmos sobre a operagao de soma, que permaneceu por um tempo esquecida
da nossa discussao. O que queremos dizer é que em qualquer construgao de C a
soma de quaisquer dois elementos deste conjunto deve também ser um elemento

deste conjunto. Desta forma nossa construgao dos nimeros complexos precisa
possuir o elemento

) a 0 0 —-b a —b
e (0 00 (0= (2 7).

Isto nos motiva a propor o seguinte conjunto de Myyo(R) como uma construcao
do conjunto dos niimeros complexos

c={(2 H)uver)

Varias propriedades exigidas de uma construcao do conjunto dos niimeros com-
plexos ja foram verificadas para este conjunto. Seguindo nossas nota¢oes uma ma-
triz arbitraria pertencente ao nosso conjunto C pode ser escrita como al + bi onde
a,beR.

temos que a matriz
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Uma outra propriedade importante que ainda nao mencionamos sobre a cons-
trucao de C é que todo elemento nao-nulo deve possuir um inverso multiplicativo.
Isto é, para todo al + bi em C deve existir um elemento ¢l + di em C tal que
(al 4 bi) - (c1 + di) = 1. O inverso multiplicativo de al + bi é normalmente
denotado por (al + bi)~'.

Apesar da nossa construcao nao ter levado isto em conta, esta propriedade
sera valida. Para verificar este fato, vamos comecar recordando que uma matriz
A € Myy2(R) possui uma inversa se, e somente se, det(A) # 0. No nosso caso
temos

. a —b 9 19
det(al + bi) = det (b a) =a”+0b".
Portanto, se a ou b for nao-nulo entao existe a inversa de al + bi. Como estamos
trabalhando com matrizes 2 x 2, conhecemos explicitamente a forma de sua inversa.
Mais precisamente, nos casos em que a ou b sao nao-nulos o inverso multiplicativo
de al + b sempre existe e é dado por

-1
o fa =B\ 1 (a4 b\ a b
(all + bi) _(b a) _a2+bQ(—b a)_a2+b2]l+a2+b2l’

o que permite verificar imediatamente que a matrix (al + bi)~! est4 no nosso
conjunto C.

Resta ainda mostrar que o produto entre duas matrizes do conjunto definido
acima resulta em outra matriz que também pertence a este conjunto e que elas
comutam entre si. De fato, dados dois elementos arbitrarios (a1 + bi) e (¢l + di)
do nosso conjunto C, temos que

orem-esan=(30) (5 )
(i )
= (ac — bd)1 + (ad + be)i.

Procedendo das mesma maneira podemos verificar que

orem-esan =3 0) (3 )
- (Ccl _cd> (Z _ab> = (el +di) - (al + bi).

Este argumento conclui a nossa construgao do conjunto do ntimeros complexos.
Antes de passar para a proxima construcao que terda um carater mais geométrico
observamos que se, por um abuso de notagao, omitimos o simbolo 1 da notacao
al + b, entao ficamos com simplesmente com a + ib. Este pequeno abuso de
notacgao tornaria a notacao dos elementos desta nova construcao praticamente
indistinguivel daquela usada na construcao apresentada no inicio deste capitulo.
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1.2 O Corpo dos Niumeros Complexos

“The sweeping development of mathematics during
the last two centuries is due in large part to the
introduction of complex numbers; paradoxically, this
18 based on the seemingly absurd notion that there
are numbers whose squares are negative”

—E. Borel, 1952

Nesta secao vamos apresentar a prometida construcao geométrica dos niimeros
complexos C e em seguida vamos apresentar a definicao do que é uma estrutura
algébrica chamada de corpo.

O carater geométrico presente nesta nossa proxima construcao vem do fato que
de agora vamos pensar o conjunto C como sendo o conjunto de todos os pontos do
espago Euclideano bi-dimensional R? = {(x,y) : ,y € R}. Desta forma um ponto
z € C é representado por z = (x,y) e portanto podemos pensar que os pontos
de C sao vetores. Agora precisamos definir as operagoes de soma e produto entre
estes elementos. A soma é definida como sendo a soma usual de vetores, isto é, se
z = (a,b) e w = (c,d) entdo z +w = (a + ¢,b+ d). A multiplica¢do, por sua vez,
é definida da seguinte maneira z - w = (ac — bd, ad + be).

Desta forma o elemento neutro da operagao de soma é dado pelo vetor (0,0)
que denotaremos simplesmente por 0. J& o neutro da multiplicacao sera o vetor
(1,0), que denotaremos por 1. Por ultimo verificamos que a unidade imaginaria
é representada pelo vetor (0,1), que também sera denotado simplesmente por i.
Desta forma um nimero complexo z = (a,b) pode ser escrito como al + ib, onde
ib representa simplesmente a multiplicagao do escalar b pelo vetor (0, 1). Podemos
novamente abusar da notagao e omitir como na construgao anterior o simbolo 1 e
assim escrever um niimero complexo simplesmente na forma a + b.

Antes de continuar é importante entender a diferenca do significado da notacao
a + 1b nos trés contextos discutidos até agora:

e na primeira construgdo a + b significava apenas uma concatenagao de 4
caracteres;

- . . —b
e na segunda construgao a + b representava a matriz (Z a ) € Mo (R);

e nesta terceira construgao a + ib representa o vetor (a,b) € R?.

Afinal de contas o que ha de comum nesta trés construgoes? Existem entao
trés conjuntos distintos de ntimeros complexos? Ou melhor o que é “0” conjunto
dos ntimeros complexos?

A resposta para a primeira pergunta esta ligada ao conceito de corpo.

Definicao 1.1 (Corpo). Um conjunto nao-vazio € munido de duas operagoes
bindrias, digamos “+” e “7 € chamado de corpo se as sequintes propriedades sao
satisfeitas. Dados z, 21, z3, 23 € € temos:
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(1) comutatividade: z1 + 20 = 20+ 21 €  z1-29 = 29+ 21;
(2) associatividade: (214 22)+23 = 21+ (22+23) e z1-(22-23) = (21-22) - 23;
(3) distributividade: zy - (22 + 23) = 21 - 20 + 21 - 235

4) elemento neutro para operacao “+7: isto €, existe um elemento em € deno-
p P
tado por 0 satisfazendo 0+ z = z;

(5) elemento neutro para operagao “”:

por 1 satisfazendo 1 -z = z;

isto €, existe um elemento em € denotado

(6) todo elemento z € € possui um simétrico para operag¢ao “+”, denotado por
(—2), tal que z+ (—z) = 0;

(7) todo elemento z € € diferente do elemento 0 possui um inverso para opera¢ao

“7 ou seja existe um elemento denotado por z7! tal que z - 271 = 1.

A operacao “+7 que aparece na defini¢ao acima é em muitos contextos cha-
mada de soma e a operacao “” é chamada de produto. A tltima, por sua vez, é
até frequentemente omitida. Um corpo é entdao um conjunto % munido de duas
operagoes binarias “+” e “-” de forma que as condi¢oes de (1) a (7) da defini¢do
acima sao satisfeitas. Desta maneira um corpo deve ser entendido como o trio
ordenado (%, +,-). Quando nao houver perigo de confusdo com rela¢do a quem
sao as operagoOes binarias, vamos denota-lo simplesmente por .

Seguimos agora com resposta para a segunda pergunta. A rigor a resposta é
afirmativa ja que os conjuntos em cada uma das trés construgoes apresentadas sao
completamente distintos. Por outro lado, estas trés estruturas algébricas tém algo
em comum que fazem com que do ponto de vista algébrica elas sejam indistinguiveis
entre si. Isto é expresso de maneira precisa pela ideia de isomorfismo de corpos.

Definicao 1.2 (Isomorfismos de Corpos). Dizemos os dois corpos (€,+,:) e
(2,®,®) sao isomorfos se eziste uma bijecio ¢ : € — P tal que ¢ e sua in-
versa ¢~ preservam as operacoes bindrias. Isto €, para todos v,y € € eu,v € P
temos que:

e plxty)=p@)Dely) e @l y) =)o ey);
e v udv)=p N u)+ov) e P Huov) =9 (u) 9 (v).

E possivel mostrar que as trés construcoes apresentadas nestas notas definem
trés corpos distintos e além do mais que estes trés corpos sao dois-a-dois isomorfos,
no sentido da definicao dada acima.

Agora estamos prontos para responder a tltima pergunta. O que é o conjunto
dos numeros complexos? Neste texto o conjunto dos ntimeros complexos C seréd
definido como o conjunto apresentado na primeira construcdo. E claro pelos co-
mentarios anteriores que nao hé diferenca de pensar nos pontos de C como vetores
de R? ou mesmo como matrizes 2 x 2. Estes pontos de vista vao ajudar a compre-
ender melhor os problemas a serem estudados. Para exemplificar isto, observamos
que é mais facil entender o significado da operacao da soma z + w pensando nos



SEMANA 1. 9

pontos z e w sendo vetores. E mais facil lembrar como funciona o produto z - w
pensando na representacao matricial da segunda construcao. E por ultimo é mais
facil fazer manipulagoes algébricas usando a primeira construgao. Muito prova-
velmente em pouco tempo o leitor deve notar que estara trabalhando com as trés
construgoes/representacoes simultaneamente, sem perceber!

No restante desta secao faremos alguns calculos simples para nos familiarizar-
mos com as operagoes com numeros complexos. Comegamos observando que para
efetuar o produto de z = x; +iy; e w = x9 + 1y, basta usar as propriedades
distributiva e comutativa juntamente com a identidade i = —1 como segue:

z-w = (21 + Y1) - (T2 + iY2) = 2122 + Triys + Y122 + Y11y
= 2122 + iT1Y2 + iT2y1 + Y1 Y2
= 2129 + i(T1Y2 + Toy1) — Y112
= 1172 — Y1y2 + i(T1Y2 + Tay1).

Em particular, temos
(z +iy)(z —iy) = 2> +y* (1.1)

Esta igualdade ¢é bastante tutil para ajudar a expressar quocientes de ntimeros
complexos. O seguinte exemplo ilustra este fato. Para reduzir

(5 +im) + (=1 + 44)
V3 +4i

a forma x + iy, primeiro simplificamos o numerador:

(5 +im) 4+ (=1 4+ 44) _4+i(7r+4).

V3 +4i V34

Proximo passo consiste em observar que a expressao acima permanece inalterada
se a multiplicamos e dividimos pelo nimero complexo /3 — 4i

Ati(r+4) 4d+i(m+4) V3—4i
V3+4i VB+4i V3-4i
(44 i(m 4+ 4))(V/3 — 4i)
3442
(4v/3 + 47 4 16) + i(v/37 + 44/3 — 16)

19
(4V/3 + 47 +16) (V37 +4v/3 - 16)
— + 7 .
25 19
Observe que uma identidade anédloga a (l.1) pode ser obtida considerando
0 caso mais geral em que os numeros reais x e y sao substituidos por ntimeros
complexos arbitrarios z e w, isto é,

(z +iw) - (z —iw) = 2% —izw + w* + jwz = 2> + w’.

Entretanto, neste caso mais geral, nao é possivel assegurar que o lado direito da
igualdade acima seja um nimero positivo. Alids é muito simples construir diversos
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exemplos que este resultado é inclusive um nimero negativo! Sugerimos que o leitor
pense neste instante em um exemplo, para nao cair na armadilha de pensar em 22
como um numero positivo.

Vamos encerrar esta secao chamando atencao para duas propriedades impor-
tantissimas ligadas a estrutura algébrica de corpo que o conjunto dos ntimeros
complexos possui.

Um fato bem conhecido sobre os niimeros reais é que se z,y € R sao tais
que z -y = 0 entao x = 0 ou y = 0. No conjunto dos niimeros complexos esta
propriedade permanece valida. Ja que a operacao de produto em C é bastante
peculiar esta generalizacao requer entao uma prova.

Proposicao 1.3. Sejam z = a+1b e w = ¢+ id nimeros complexos. Se z-w = 0
entao z =0 ou w = 0.

Demonstragao. Primeiro observamos que o produto de qualquer niimero com-
plexo por zero é sempre zero. Portanto se multiplicamos ambos os lados da igual-
dade z - w = 0 pelo nimero complexo (a — ib)(c — id) ficamos com

z-w-(a—1ib)(c—1id) =0-(a —ib)(c —id) = 0.

Lembrando da identidade (z + iy)(x — iy) = 2? 4+ y* podemos verificar que o lado
esquerdo da igualdade acima é dado por
z-w- (a—1b)(c—id) = (a+ib)(c+ id)(a — ib)(c + id)

= (a +1b)(a — ib)(c + id)(c + id)

= (a® + *)(* + d).
Substituindo esta expressao na igualdade anterior concluimos que (a? + b*)(c? +
d?) = 0. Mas agora temos um produto de dois ntimeros reais igual zero. Portanto
pelo menos um dos fatores deve ser zero. Se for o primeiro, entao a? + b*> = 0 mas
entao a =0 e b= 0 logo z=a+ ib=0. No outro caso o argumento é analogo. m

A afirmacao da proposi¢ao acima é na verdade vélida para um corpo qualquer.
Explorando a estrutura de corpo somos conduzidos inclusive a apresentar uma
prova bem mais simples deste fato, usando uma ideia semelhante aquela empregada
na prova acima. Basta observar que se ¥ é um corpo e u,v € % sao tais que
u-v = 0, entao ou temos u = v = 0 ou um deles é diferente de zero. Digamos
u # 0. Como estamos em um corpo e u # 0 entao exite o inverso multiplicativo de
u, isto ¢ u~t. Multiplicando ambos lados da equacao u-v = 0 por v~ ! ficamos com
u™l-u-v =0-u"t. Simplificando as expressoes em ambos os lados concluimos que
v = 0. No caso v # 0 podemos usar argumentagao semelhante ja que a operagao
de produto é comutativa, o que permitiria trocar a ordem dos produtos e chegar
a conclusao que u = 0. Este é exemplo muito interessante em que considerar a
estrutura abstrata inspira a escrita de provas mais simples.

A outra propriedade que queremos destacar é que diferentemente do conjunto
dos ntimeros reais o conjunto dos nimeros complexos nao admite uma relacao de
ordem compativel com a relagao de ordem da reta. Vamos elaborar um pouco sobre
isto. Em R sabemos que dados dois niimeros distintos e y uma das seguintes
alternativas sempre é valida. Ou x < y ou y < x. Deste fato segue que o quadrado
de qualquer nimero real nao-nulo é sempre positivo. Desta observacao podemos
concluir que nao existe nenhuma relagao de ordem em C compativel com a relagcao
de ordem da reta ja que 12 = —1.
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1.3 Mobdulo, Conjugado, Partes Real e Imaginaria

Seja z € C da forma z = x + iy, onde x e y sao reais. Chamamos x de parte
real de z e y de parte imaginaria de z e nos referimos a elas usando as seguintes
notagoes * = Re(z) e y = Im(z). Pensando no nimero complexo z como um
ponto de R?, os niimeros reais Re(z) e Im(z) representam as coordenadas de z. O
subconjunto de todos os pontos de C que satisfazem Im(z) = 0 é chamado as vezes
de eixo real e pensando em C como R? este conjunto entdo seria correspondente ao
eixo x. Definimos também o eixo imaginario como sendo o conjunto dos niimeros
complexos satisfazendo Re(z) = 0.

A nocao de distancia em C sera definida de maneira semelhante a R?. Primeiro
definimos 0 médulo de um nimero complexo z = x+iy como sendo |z| = /22 + y2.
Note que o modulo de z é exatamente a norma Euclideana do vetor de coordenadas
(z,y). Em seguida, dados z,w € C definimos a distancia entre eles como sendo
|z—w|. Da observacao anterior, segue que se pensamos que z e w sao pontos de R?
entdo |z — w| representa exatamente a distancia Euclidiana entre este dois pontos.
Feita esta observagao podemos concluir imediatamente que vale a desigualdade
triangular também é valida em C, isto é,

|z +w| <|z| +|w|, Vz,weC.

De maneira geral, podemos dizer que conceito de médulo importa para o con-
junto dos numeros complexos toda a geometria Euclidiana. Sendo assim é natural
imaginar que novas relagoes geométricas devam surgir da estrutura de produto pre-
sente em C. Para explorar estas possibilidades vamos introduzir mais um conceito
fundamental sobre ntimeros complexos.

Definigao 1.4. O conjugado de um nuimero complexo z = x + iy € definido por
Z=x—1y.

wy |C

Figura 1.1: Os numeros complexos z e w representados no plano Euclidiano com seus respectivos conjugados.

Como ilustrado na Figura (1.1, Z pode ser interpretado geometricamente como
sendo a reflexao de z em torno do eixo real.

Além do mais, podemos por meio da conjugagao estabelecer uma forte relagao
entre produto (4lgebra) e o norma (geometria) em C que ¢ dada pela identidade

2z = (z +iy)(z —iy) = 2° +y* = |2~ (1.2)
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Abaixo vamos explorar o poder desta conexao apresentando uma prova da
importantissima desigualdade triangular usando majoritariamente a estrutura al-
gébrica de C. Antes, serda conveniente apresentar algumas outras identidades que
seguem diretamente das defini¢oes de conjugado e modulo e algumas de suas con-
sequéncias.

Para todo z,w € C com z = x + iy as seguintes identidades sao validas:

(L1) & = Re(z) = L(= + 2);

(12) y =Tm(z) = 5(z - 2);

(I.3) z esta no eixo real, se e somente se, z = Z;
(I4) z =

(L5) z+w =%+ w;

(L6) zvw =7 -w;

(L7) [zw] = [2]|wl];

(L.8) se w # 0 entao ’%‘ = %,

(19) [2] = |2].

Observamos que (1.7)-(1.9) sao consequéncias de (I1.6). A prova destas identi-
dades podem ser feitas de diversas maneiras. Abaixo mostramos um argumento
simples que fornece, por exemplo, (I.7) sem a necessidade de se trabalhar explici-
tamente das coordenadas dos niimeros complexos z e w.

Para obter (I.7) a partir de (I.6) basta proceder da seguinte maneira. Pri-
meiro usamos a identidade para o nimero complexo zw e logo em seguida a
identidade (1.6) para obter

|zw|? = 2wz = 2wZW = ZZww = |z|*|w]?.

Para finalizar basta tomar raiz-quadrada de ambos os lados da igualdade acima e
lembrar que se x e y sao nimeros reais nao-negativos, entao /Ty = \/E\/ﬂ

Proposicao 1.5. Para todos z,w € C temos:
i) |z +w* = |z]* + 2Re(zw) + |w|?;
i) |z — w|? = |2|? — 2Re(2w) + |w|?;
i) 2+ 0l + |2 — wf? = 2|2 + fu]?).

Demonstragao. Primeiro vamos mostar que a igualdade enunciada no item i)
é verdadeira para todo z,w € C.
Note que segue da igualdade (|1.2) que

lz4+w)? = (z +w)(z+w) = (2 +w)(Z+ D)

=2Z+ 2w+ wz + ww.
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Usando (1.6) e (I.4) temos que 2w = zw = zw = wz. O que mostra que a
segunda e a terceira parcelas do lado direito da igualdade acima sao conjugados
uma da outra e vice-versa. Aplicando a identidade (I.1) ao nimero complexo 2 e
em seguida usando a observagao feita no inicio deste paragrafo podemos concluir
que 2Re(2w) = 2w + zw = 2w + wz. Usando esta igualdade na expressao que
obtivemos acima para |z + w|? e lembrando que 2z = |z|* concluimos finalmente
que
|z +w|? = 2Z + 20 + wZ + ww = |2|* + 2Re(2W) + |wl|?.

A prova de ii) é consequéncia imediata do item i). De fato, basta substituir w
por —w, aplicar (1.6) depois (I.3) para verificar que

Re(zm) =Re(z(-1w) = Re(zm@) = —Re(zw)

e observar que |w| = | — w].
Para provar o item iii) basta somar lado-a-lado os dois itens anteriores. ]

Precisamos estabelecer mais dois fatos antes de apresentarmos a nossa pro-
metida prova puramente algébrica da desigualdade triangular. Este fatos sao na
verdade estimativas das partes real e imaginéaria de um ntimero complexo. Apesar
da prova destas estimativas serem bastante simples, elas serao muito tteis por todo
o texto.

Lema 1.6. Para qualquer z € C temos
—[z] <Re(z) <4
—|z| < Im(z) < |z].

Demonstragao. Esta prova é baseada em alguns fatos simples sobre niimeros
reais que serao recordados neste momento. O primeiro deles é o seguinte: se x e y
sdo quaisquer nimeros reais satisfazendo |z| < |y|, entao —|y| < < |y|. Outros
fatos importantes que vamos utilizar sao:

e a fungao raiz-quadrada ¢ uma funcao mondtona nao-decrescente, isto €, para
todo 0 < = <y temos /z < \/¥; @

o Va2 =|z|.

J& que para quaisquer z,y € R temos sempre x
segue dos fatos citados acima que

o = V2 <V eyl = ViR <Vt

Ja que qualquer niimero complexo z pode sempre ser escrito da seguinte forma
z = Re(z) +ilm(z), temos da defini¢do de modulo de um nimero complexo e das
desigualdades acima para z = Re(z) e y = Im(z) que

2 2

< 22492 e também y? < 224y

[Re(2)] < V/(Re(2))? + (Im(2))? = ||

[Im(2)] < V/(Re(2))? + (Im(2))? = ||
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Destas duas desigualdades e da observagao sobre niimeros reais feita no primeiro
pardgrafo desta prova, temos que

]
Apos estes longos preparativos, agora temos tudo pronto para finalmente apre-
sentar nossa prova algébrica para a desigualdade triangular.

Teorema 1.7 (Desigualdade Triangular). Para todo z,w € C temos
|z 4+ w| < |2| + |w].
Demonstragao. Sejam z,w € C. Pelo item ¢) da Proposigao temos
|z +w|* = |z|* + 2Re(2w) + |w|.

Pelo Lema [1.6] (1.6) e (1.9) temos que Re(zw) < |2w| = || |w| = || |w|. Usando
esta desigualdade na igualdade acima ficamos com

|z +w]?* = |2]> 4+ 2Re(20) + |w]? < |2]* + 2|z| |w| + |w]?.

Observando agora que o lado direito da desigualdade acima é um quadrado perfeito
ficamos com
|2+ w]? <[22+ 202] Jw] + [w]* = (J2] + w])*.

Para finalizar basta lembrar que se x e y sdo nimeros reais nao-negativos e 2% < y?,
entao temos x < y. [

1.4 Representacao Polar e as Raizes da Unidade

A principal ideia desta secao é que se pensamos em um numero complexo como um
vetor em R? entao podemos descrevé-lo por suas coordenadas polares. Por causa
da Forumla de De Moivre (que serd apresentada abaixo) veremos que este tipo de
descricao sera extremamente ttil para trabalharmos sem dificuldades com potén-
cias de um nimero complexo z. Assim poderemos obter expressoes matematicas
sucintas para 2", qualquer que seja n € N.

Nesta se¢ao serd mais conveniente considerar um ntmero complexo z = x + 1y
como um ponto no espago Euclidiano R? de coordenadas (z,%). Lembre-se que
todo ponto (z,y) € R? nao-nulo admite uma representagao tinica em coordenadas
polares (r,6), com 0 < r e 0 < 6 < 27. Em coordenadas polares a coordenada r
do ponto (z,y) é dada pela norma deste vetor, isto &, r = ||(z,y)|| = V22 + y? e a
coordenada 6 ¢é o angulo determinado pelo segmento reta que une o ponto a origem
e 0 semi-eixo positivo dos x, medido em radianos e no sentido anti-horario. As
coordenadas cartesianas e polares estao relacionadas pelas seguintes expressoes:

Tz =1rcosf

y =rsenf
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A
) R2
(z,y)
<
rsen
6 .
0 rcos 0 x

Figura 1.2: A descricdo em coordenadas polares de um namero complexo z = x + iy.

Dai segue que qualquer niimero complexo nao-nulo z = x + iy pode ser es-
crito como z = r(cosf + isenf), onde r = |z| = /2% + y?. Esta é chamada de
representacao ou forma polar do nimero complexo z. O angulo 6 da forma polar
é chamado de um argumento de z. J& que as fungoes seno e cosseno sao fungoes
periddicas de periodo 27 é natural pensar no angulo 6 4+ 2k7, com k € Z, como
também sendo um argumento de z. Para evitar este tipo de multiplicidade na
determinacao de um argumento é que restringimos acima as medidas de angulos
ao intervalo [0,27). Desta maneira, cada nimero complexo nao-nulo tem um ar-
gumento definido de forma tnica. Mais a frente quando estivermos trabalhando
com as funcgoes exponencial e logaritmo complexo vamos discutir em detalhes o
conceito de ramo do argumento.

Exemplificando, o ntimero complexo z = 1 + 1i é identificado com o ponto
(1,1) € R? que tem norma ||(1,1)|| = v/2 e esta localizado na bissetriz do primeiro
quadrante sendo assim representado em coordenadas polares por x = /2 cos(m/4) e
y = v/2sen(m/4). Portanto a representacao polar de z = v/2(cos(m/4)+isen(r /4)).

Vamos ver agora como fica a representagao polar de um produto de dois ni-
meros complexos. Sejam z,w € C cujas representacoes polares sao dadas por

z =r(cosf +isend)
w = s(cos B+ isen f3).

Para obter a representacao polar de zw basta efetuar o produto destes dois niimeros
em suas representagoes polares e usar as féormulas bem conhecidas para seno e
cosseno da soma de dois angulos como segue:

zw = r(cosf + isen f)s(cos 5 + isen f3)

= r5((cosfcos B — senfsen 3) + i(cos O sen B + send cos 3))
= rs(cos(0 + B) + isen(d + B)). (1.3)

E muito importante observar que 6 4+ § nio é necessariamente um argumento
de zw, no sentido de que este dngulo pode estar fora do intervalo [0,27). Isto
poderia acontecer se os argumentos de z e w fossem, por exemplo, ambos maiores
que 7. Veja o exemplo da figura abaixo:
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Figura 1.3: Um argumento do produto zw

No exemplo da figura acima temos
z = |z|(cos(3m/4) + isen(3w/4))
w = |w|(cos(37/2) + isen(3mw/2)).
Aplicando a férmula que deduzimos acima, ficamos com
2w = |z||w|(cos(97/4) 4 i sen(9m/4)).

Note que tudo esta correto, mas como o angulo que nossa féormula para o produto
fornece resulta em um valor maior que 27 quem de fato representara o argumento
do produto zw, no intervalo anteriormente especificado [0, 27), serd o angulo 7/4,
como mostrado na figura acima.

Este exemplo alerta para o fato de que, em geral, nao é verdade que um ar-
gumento de um produto zw ¢é igual a soma dos argumentos de z e w. Porém a
menos de multiplos inteiros de 27 isto é de fato verdadeiro. Mais a frente, quando
apresentarmos a definicao de ramo do argumento, de um nimero complexo z, que
sera denotado por arg(z), poderemos escrever esta ultima observagao de modo
mais sucinto através da notacao abaixo

arg(zw) = arg(z) + arg(w) (mod 27),

onde para qualquer o € R o simbolo o (mod 27) denota o tnico angulo 0 € [0, 27)
com a propriedade que existe um tnico inteiro k tal que 0 + 2k7 = «.
Tomando w = z em ((1.3) obtemos

2* = 1*(cos(20) + isen(26)).
Esta igualdade sugere que as potencias sucessivas z admite a seguinte representagao

2" =1r"(cos(nf) + isen(nf)), Vn e N.
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Esta afirmacao ¢ de fato verdadeira e pode ser facilmente obtida procedendo uma
inducao formal em n e usando a identidade (1.3). Esta identidade é conhecida
como Férmula de De Moivre. Vamos usé-la no que segue para extrair raizes de
um namero complexo nao-nulo arbitrario.

Seja w um numero complexo nao-nulo. Uma raiz n-ésima (ou de ordem n) de
w é um nimero complexo z satisfazendo a equacao

5 = w.

Para procurar uma raiz n-ésima de w vamos reescrever a equagao acima usando
coordenadas polares. Sejam [ € [0,27) um argumento de w e s = |w| a norma de
w. Vamos escrever z em coordenadas como z = r(cosf + isend). Pela Formula
de De Moivre temos que 2" = r"(cos(nf) + i sen(nf)). Portanto

M=w <<= 1"(cos(nf)+ isen(nd)) = s(cos B+ isenf3). (1.4)

Tomando modulo dos dois lados da ultima igualdade acima, usando (1.7), s > 0,
r >0 e que |cosa+ isena| = 1 para qualquer a € R temos que

7™ (cos(nb) + isen(nd))| = |s(cos 8 + isen f)|
¥

™| cos(nd) + isen(nh))| = s|(cos 5 + isen J3)|

4
= S.

Portanto r = /s e isto implica que qualquer solugao z da equagao 2™ = w ¢é tal
que |z| = /s. Ja que s > 0 e r™ = s podemos concluir de que o argumento 6
de qualquer solucao da equagao satisfaz cos(nf)+isen(nf) = cos f+isen 3. Ja que
dois niimeros complexos sao iguais se e somente se suas partes real e imaginaria
coincidem, podemos afirmar que 6 é solucao do sistema nao-linear

{cos(n@) = cosf3
sen(nd) = sen(f).

Usando que as fungoes seno e cosseno sao fungoes periddicas de periodo 27 con-
cluimos que para cada k € Z fixado o angulo 0 = 6(k, ) satisfazendo a igualdade
nf = B+ 2km é uma solugao do sistema acima. Para representar z em coordenadas
polares é preciso escolher dentre todas estas solugoes apenas aquelas que satisfa-
zem a condigao 6 € [0,27). Desta forma s6 nos interessa os valores de k para os
quais temos

2%k
0< 2T on (1.5)
n n

Lembrando que § € [0, 27) temos que

2
o<l (1.6)
n n
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Usando a primeira desigualdade que aparece em ((1.5) e em seguida a segunda
desigualdade em (|1.6) obtemos a seguinte as seguintes desigualdades

2tk B 2w 2tk 27w

R = e

< k<1l — k>-1.
n n n n n

Ja que k tem que ser um numero inteiro entao k£ deve ser escolhido de forma que
k> 0.

Usando agora a segunda desigualdade em e a primeira desigualdade em
temos que

2k 2k
é+—7r<27r — —7T<27T—é<27r = 2km<2nmt = k <n.
n n n n

Juntando esta restricao com a anterior podemos ver que devemos escolher £ €
{0,1,2,...,n—1}.
Desta forma cada um dos niimeros complexos

n

Zk:%(COS<§+%TW>+iSGD<§+%—W>>, 0<k<<n—1 (1.7)

¢ uma solugao de 2" = w. Como esta equagao admite no maximo n solugoes e a
lista acima possui exatamente n elementos concluimos finalmente que os niimeros
{z0,21,...,2n_1} sdo todas as solugdes possiveis desta equagao.

Um caso particular muito importante é o caso em que w = 1. Neste caso as
solugoes da equagao 2" = 1 sao chamadas de raizes n-ésimas da unidade. Para
w =1, temos s =1 e f = 0. Logo formula das raizes n-ésimas obtida acima se

reduz a ok ok
zk:cos<—7r)+isen(—7r), 0<k<n—-1.
n n

Este conjunto é chamado do conjunto das raizes n-ésimas da unidade. Ele pode
ser também descrito, gracas a Formula de De Moivre, de uma maneira ainda mais
sucinta, isto ¢, como um conjunto de poténcias sucessivas do nimero complexo
w=2z =istoé {l,w,w? ... w1}

A titulo de exemplo vamos calcular as raizes cibicas e quarta da unidade.
Primeiro as raizes ctubicas da unidade. Usando a férmula deduzida acima temos
que as raizes cibicas da unidade sao dadas por {1,w,w?}, onde

o , o 1 V3
W = COS (?) + 28en <?> = —5 —1—27

e pela Formula de De Moivre

s <47r> : <47r) 1B
wi=cos|—)t+wsen|{—)=—=—1—.
3 3 2 2
Para calcular as raizes quartas da unidade basta proceder como acima, mas

observando que agora o conjunto é dado por {1,w,w? w*}, com w neste caso dado

por
B <27r> iy (277) .
w = cos 1 7 sen 1 = 1.

Logo w? =i? = —1 e w? = —i.
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|

w = cos (%) +isen(ZF) w = cos (%")+isen(%”) w? W= cos (ZV’J) +iscn(%’)

B
4

w

Figura 1.4: Primeira figura representa as raizes ctibicas da unidade, a segunda as raizes quartas da unidade, e a
altima o caso geral das raizes n-ésimas da unidade.

Para finalizar esta secao observamos que as raizes n-ésimas da unidade deter-
mina o conjunto de vértices de um poligono regular n lados inscrito no circulo de
centro zero e raio um, como mostrado na Figura [T.4]



Apéndice

Esta secao é baseada em um dos volumes da fantastica colegao de livros de Analise
escritas por Barry Simon. Fora o exemplo que é totalmente desenvolvido aqui as
demais informagcoes seguem de perto a exposi¢ao de Barry Simon e podem ser
encontradas no Capitulo 1 da referéncia [Sim15].

1.A Observacoes Histoéricas

O uso de expressoes como “‘imaginario” e “complexo” atestam que o processo de
aceitacao dos nimeros complexos foi bastante dificil. Podemos pensar que, dada
a formula para solugoes da equagao quadratica, que raizes quadradas de niimeros
negativos tivessem um passado muito antigo. Muitos imaginam que a motivagao
para se introduzir nimeros complexos tenha vindo de tempos antigos e de pessoas
que se sentiam desconfortaveis com o fato de equacoes como 22 + 1 = 0 nao
ter solugao. A verdade é que os nimeros complexo vieram mesmo do estudo de
equagoes cubicas, da forma
3 —ax —b=0.

Em 1515, Scipione del Ferro (1465-1526) deduziu que

2b2 /0? ad

era uma solucao desta cubica, mas nunca publicou sua descoberta. O mais intri-
gante e que mesmo em casos onde

— - — <0 (1.9)

a solucao de del Ferro fornecia, depois de simplificada, um nimero real como
solugao da cubica!

Um caso muito particular mas que ilustra bem como deve ter sido desafiante
para del Ferro entender o que estava acontecendo é o caso em que tomamos b = 2
e a = 3+{/2. Estes valores foram escolhidos para fazer com que a expressao do lado
esquerdo da desigualdade (1.9 seja exatamente —1 e portanto

v= 1+ Y0+ Y- YD)

O que obviamente era uma expressao que del Ferro, na época, deveria considerar
muito intrigante, principalmente porque o nimero x que aparece acima (apesar

20
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desta representagao complexa) é na realidade um nimero real! Vamos provar este
fato abaixo, porém, usando ferramentas do século XX.

Primeiro precisamos fazer uma escolha para ¢/(—1). A escolha mais natural
hoje em dia é definir este nimero como sendo uma das duas solugoes distintas da
equacao 22 = —1. Na secao anterior vimos como calcular as raizes desta equacao
e que elas sao dadas por z = 7 e z = —i. A simetria presente na expressao
de del Ferro fard com que o valor x seja o mesmo para qualquer uma das duas

escolhas ¢/(—1) =i ou ¢/(—1) = —i. Por simplicidade vamos tomar /(—1) = i.

Substituindo na expressao acima ficamos com

r=v1+i1+v1—1i.

Raciocinando de maneira analoga, podemos definir v/1 + ¢ como sendo (na notagao
da secdo anterior) a solucao zy da equagao 2® = 1+ i. Para isto basta escrever
1+ em coordenadas polares 1414 = v/2(cos /4 +isenn/4) e usar a formula dada
para 2, obtendo a seguinte expressao:

7r s

V1+i= (\/5)% (cos (E) + isen (E)>
Repetimos o mesmo procedimento para +/1 —i. Novamente, para encontrar a
solucdo 2 da equacio 2° = 1 —i primeiro escrevemos 1 —i em coordenadas polares
1—i = +/2(cos(7m/4) +isen(7r/4)). Depois aplicamos a férmula para z, e temos
que

T T
VI—i=(V2)s (cos (E) +isen (E)>
J& que os senos que aparecem nas duas expressoes em destaque acima, quando

somados, se anulam e os cossenos tém o mesmo valor descobrimos que

;1::2\‘/5008(;—2) = 2v/2- 1;\/\5/5 = 1—1\—3/%/5

Com esta raiz em maos é simples descobrir quais sao as outras duas, basta
aplicar o algoritmo da divisao de polindmios e em seguida a Formula de Bhaskara.
Feito isto descobrimos que todas as suas raizes sao reais e dadas por

1++/3 ; 1-+3

= , r=—V4 e z= .
V2 V2

A férmula de del Ferro foi publicada em um livro de Girolamo Cardano
(1501-1576) em 1545. Apesar do livro de Cardano ter exemplos onde b? /4—a® /27 <
0 ele nunca aplicou a férmula neste casos!

Vinte e sete anos mais tarde, Rafael Bombelli (1526-1572) publicou um livro
que continha instrugdes do que viria a ser no futuro as regras da aritmética no
conjunto dos nimeros complexo e as usou para encontrar raizes reais de ctbicas a
partir da formula de del Ferro. A publicacao chave para deslanchar a teoria dos
numeros complexos foi o trabalho de Wallis e Euler que apareceram por volta de
1748. Em particular, nesta época Euler esclarece como deveriam ser entendidas
as raizes da unidade. Usando suas técnicas ele mostra que era uma formula
que na verdade representa nao apenas uma, mas em diversos casos varias das

X
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raizes da cubica. Mesmo apods estas grandes descobertas ainda foram necessarios
mais cem anos para a comunidade matematica aceitar completamente os ntimeros
complexos. Assim muito do trabalho de Cauchy (que é um dos pais fundadores da
teria do célculo integral e diferencial de fung¢ées complexas) foi realizado em uma
atmosfera em que mesmo o préprio Cauchy nao se sentia muito confortavel.

O ponto de vista geométrico dos niimeros complexos, como pontos do plano
Euclidiano, foi introduzido por Jean-Robert Argand(1768-1822) e Caspar Wessel
(1745-1818) e defendida por Gauss. Argand e Wessel ndo eram matematicos pro-
fissionais. Wessel era um agrimensor e apresentou sua interpretacao geométrica
para a Académia Real Dinamarquesa em 1797. Em seguida, em 1799 seu trabalho
foi publicado e pouco depois esquecido e nao teve nenhum impacto. Mais tarde
a abordagem geométrica foi redesenvolvida por dois matematicos dinamarqueses
Sophus Christian Juel e o famoso Sophus Lie.

Argand era um contador e livreiro, e em 1806 publicou por conta propria seu
trabalho em um livro que apareceu sem o seu nome! Em 1813 um matematico
Francés, Jacques Francais, publicou um artigo que dava sequéncia ao trabalho de
Argand, onde ele solicitou que o autor do misterioso livro se revelasse. Desta forma
Argand recebeu reconhecimento por seu trabalho e figuras geométricas como as da
Figura sao frequentemente chamadas de diagramas de Argand.



Lista 1

1. Reduza a forma z + iy

a) (1 —5i)% — 4i;
b) —i(—141)+2;
c) (3+14)(1—114);
Q) (V2—iv5) (V5 +iv2);
2. Novamente reduza a forma x + iy
3— 41
a) 5
2+50
1443’
(22
1+4 '

z— 7t

b)

c)
d)

3. Facga o esbogo e identifique os seguintes conjuntos

— )
Z—Z1l

a) |z = |z —2I;

|2 = [z = 1;

Im

)
)

d) Re(z) =Im(z — 1);
) z—1)=|z+1];
)

2| =z = 1I;
4. Usando a primeira desigualdade triangular, mostre que ||z1]| — |za|| < |21 — 23]
5. Deduza a desigualdade |21 + 22 + 23| < |21] + |22] + |23].

| 1]
= [lza| — |zl

21
Z9 + z3

6. Mostre que, se zo # —z3 entao

7. Resolva as equacgoes
a) z—z=1;
b) z +7i = 2+ i;
c)z+2z2=1—1.

23
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

Mostre que |z; + 22| < |1 + Z122|, desde que |z1| < 1 e |z] < 1.

. Encontre todas as solugoes das equacgoes

a) 22 =1—1iV3;

b) 2° = —1;
c) ¥ =1;
d) 2" = —(1+1).

Seja P(x) = az?+bz+c um polindmio de grau 2 com coeficientes reais e suponha
que A = b* — 4ac < 0. Entao as solugoes da equacao P(z) = 0 sdo nameros
complexos com parte imaginaria nao nula. Se z; e z5 sao estas solugoes, mostre
que z; = Z3. Mais geralmente, se P(x) = a,2" + a, 12" '+ ... + a1z + ag &
um polinémio de grau n > 0 arbitrario, com coeficientes reais, e se z, € C é tal
que P(zp) = 0, ent@o tem-se que P(zZ5) = 0.

Considere a equacao az?>+bz+c =0, onde a,b e ¢c € C. Deduza uma expressao
para suas raizes.

1—z"

Deduza a formula 1 + 2+ 22+ ...+ 2" 1 = - :
—z

se z # 1.

Use o exercicio anterior para mostrar que se w # 1, satisfaz a equagao w™ = 1,
entdo 1 +w+w?+ ...+ w1 =0.

Demonstre a féormula De Moivre

(cos @ +isend)™ = cosnb + isennd.

Usa o exercicio anterior para mostrar que
a) cos 20 = cos? § — sen? 0);

b) sen 26 = 2 sen 6 cos 0;

c) cos 30 = cos® @ — 3 cos b sen? b;

d) sen 30 = 3cos? 6 sen ) — sen® 0.

Use o exercicio anterior para deduzir expressoes para sen 46 e cos46.

Calcule (2 +1)(3 4 ¢) e deduza a igualdade

s ) 1 + arct 1
— = ar - I — .
1 arctan B arctan 3

Calcule (5 —1)*(1 + i) e deduza a igualdade

T 1 1
— =4arctan | - | — arctan | — | .
4 (5> (239)

Mostre que trés pontos a,b e ¢ no plano complexo sao colineares, se e somente
se,

1 a

det |1 b

1 ¢

=0.

ol oI gl
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20. Uma maneira de definir uma ordem “<” em um corpo % consiste um dar um
subconjunto €+ de € tal que:

i)sex,y€e € entaoxr+y € €7 exy € € (o conjunto €+ é chamado de
conjunto dos nimeros positivos);

ii) dado x € ¥ entdao apenas uma das possibilidades se verifica: ou x € €,
our=0o0u-—x€ E".

Em seguida dizemos que x < y se e somente se y —x € €*. Note que segue
das propriedades i) e ii) que o quadrado de qualquer elemento ndo-nulo de € é
um elemento do subconjunto dos positivos. De fato, se x € €* entdao 22 € €~
por i). Por outro lado, se —x € ¢ entao (—z)? = (—x)(—z) = 2? € €T, por i)
novamente. Conclua que o corpo C nao pode admitir nenhuma ordem do tipo
definido acima.



Semana 2

“Talk with M. Hermaite. He never evokes a concrete image, yet you soon
perceive that: the more abstract entities are to him like living creatures.”

—Henri Poincare

2.1 Nocoes de Topologia no Plano Complexo

Nesta secao vamos apresentar de forma mais simples possivel alguns conceitos
topologicos necessarios para desenvolvimento da teoria de fungoes continuas e de-
rivaveis de uma variavel complexa. A abordagem adotada aqui nao é a mais geral
possivel, como feita em livros de topologia, mas sim baseada nos textos sobre Es-
pacos Métricos. Uma boa referéncia para uma exposi¢ao mais completa sobre os
aspectos métricos e a topologia de C é o Capitulo II da referéncia [Con78|. A van-
tagem desta abordagem é que a grande maioria dos conceitos topologicos podem
ser apresentados usando sequéncias.

2.1.1 Convergéncia de Sequéncias de Niimeros Complexos

Dizemos que uma sequéncia {z1, 2s, . . .}, notagao (z,)nen, de ntimeros complexos
converge para um numero complexo w € C se

lim |z, —w| =0 e escrevemos lim z, = w.

n—oo n—oo
Em alguma ocasioes vamos optar também por uma das seguintes notagoes alter-
nativas para nos referir ao limite acima:

e 2, — w, quando n — o0;

oz, % w

Observamos que esta nogao de convergéncia nao ¢ nova, ja que o moédulo em
C coincide com a distancia Euclidiana em R?. Isto quer dizer que olhando para z,
e w como pontos de R? a condicao |z, — w| — 0 se traduz no fato que a distancia
entre os elementos da sequéncia z,, e w em R? fica arbitrariamente pequena quando
n tende a infinito.

Para os mais aficionados pelas defini¢coes matematicamente rigorosas a nog¢ao
de convergéncia apresentada acima pode se definida como segue.

26
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Definigao 2.1 (Limite de uma sequéncia). Dizemos que uma sequéncia de ni-
meros complexos (z,)nen converge para um nimero complexo w € C se para cada
€ > 0 dado, existe Ny € N (que pode depender de €) tal que para todo n = Ny
temos |z, —w| < ¢.

Figura 2.1.1: Defini¢do de limite de uma sequéncia. Neste figura podemos ver que para € > 0 escolhido, todos os
elementos da sequéncia (zn)nen cujos indices sdo maiores ou iguais a um certo Np, sdo tais que a distancia deles
a w é menor do que €.

Uma observacao importante. J& que o objetivo deste texto é ser um texto
introdutorio a teoria de fungoes de uma variavel complexa, vamos evitar ao ma-
ximo trabalhar com a defini¢ao rigorosa de limite dada acima. Em alguns poucos
casos, em que isto nao for possivel, fornecemos figuras ilustrando os argumentos
ou conceitos de forma que o leitor seja capaz de absolver boa parte das ideias
envolvidas.

Lema 2.2. Seja (z,)nen € uma sequéncia em C. A sequéncia z, — w, quando
n — 00, se e somente se, as sequéncias de numeros reais (Re(z,))nen € (Im(2y,))nen
convergem, quando n — co. Além do mais,

lim Re(z,) = Re(w) e lim Im(z,) = Im(w).

n—oo n—0o0

Demonstracao. A prova deste lema é uma simples aplicagdo do Lema [I.6] da
Desigualdade Triangular (Teorema e da identidade (1.7) (pagina [12)).

Primeiro assumimos que z, — w, quando n — oco. Neste caso, temos que

‘( lim Re(zn)> — Re(w)‘ =

n—o0

lim (Re(z,) — Re(w))

n—o0 ‘

= lim |Re(z,) — Re(w)|

n—oo

= lim [Re(z, —w)|

< lim |z, —w| =0,

n—oo
onde na terceira igualdade usamos que para todo z, w € C temos Re(z) — Re(w) =
Re(z — w). Analogamente provamos a convergéncia da sequéncia das partes ima-
ginarias.
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Reciprocamente, vamos supor que Re(z,) — a e Im(z,) — b, quando n — oc.
Seja w = a + ib. Entao para todo n € N temos a seguinte desigualdade

|z — w| = |Re(z,) + iIm(z,) — (a + ib)|
= |(Re(z,) — a) +i(Im(z,) — b)|
< [(Re(zn) — a)| + [i(Im(z,) — b)]|

< |Re(z,) — al + [Im(z,) — b).

Portanto tomando o limite em ambos os lados verificamos que

lim |z, —w| < lim |Re(z,) —a|+ lim |Im(z,) —b] = 0.
n—oo n—oQ n—oo

]

Uma grande de dificuldade que enfrentamos para trabalhar com o conceito de

limite é que, em geral, nao é facil determinar o ponto para onde nossa sequéncia

converge, mesmo sabendo a prior: que ela é convergente. Por esta razao é conve-

niente ter em maos outras condig¢oes equivalente para facilitar nossa tarefa. Uma

das mais famosas e utilizadas caracterizagoes de convergéncia é a de sequéncias de
Cauchy.

Definigao 2.3. Dizemos que uma sequéncia (z,)nen € uma sequéncia de Cauchy
se para todo € > 0 dado existe Ny € N tal que para todo m,n > Ny temos

|2n — 2m| < €.

:C 21 29
A D
mm T ZNny—
. .. ZNo—1
.
, ==X
- ~
a < e K .
¢ ° \ N
1 \
1 4 ZNO" \
' )z \
1 m IE h
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N \
\\\ //, II
e Vi
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Figura 2.1.2: Sequéncia de Cauchy. Segundo a defini¢do para uma sequéncia ser uma sequéncia de Cauchy dado
e > 0 é possivel encontrar um indice Np tal que se m e n sdo ambos maiores ou iguais a N entao a distancia
entre zn € zm € no maximo €. Em outras palavras, para indices suficientemente grandes os todos os elementos
estardo e-proximos um dos outros.

Um fato muito importante sobre o conjunto dos ntmeros reais é que ele mu-
nido de suas operagoes usuais forma um corpo ordenado e completo. O adjetivo
completo, significa que toda sequéncia de Cauchy de ntimeros reais é convergente
e vice-versa. Como consequéncia de R ser completo e do Lema [I.6] segue que C
também é completo. De fato, seja (z,),eny uma sequéncia de Cauchy em C. Nosso
primeiro passo é mostrar que podemos aplicar o Lema para mostrar que as
sequéncias de numeros reais (Re(z,))nen € (Im(z,))nen sdo sequéncias de Cauchy

em R. Ja que (2, )neny uma sequéncia de Cauchy em C, sabemos que para qualquer
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e > 0, existe um Ny € N tal que para todo n,m > Ny temos |z, — z,,| < e. Pelo
Lema [1.6] temos entao que

|Re(zn) — Re(zm)| = |Re(zn — 2m)| < |20 — 2m| < €
ITm(z,) — Im(2,,,)| = Im(2,, — 20)| < |20 — 2| < &.

Mostrando que as partes real e imaginaria da sequéncia (z,),en 880 ambas sequén-
cias de Cauchy. Como R é completo entao cada uma destas sequéncias é conver-
gente, isto é, existem x,y € R tais que

xr = nh_}r{)lo Re(z,) e Y= nh_)r{.lo Im(z,).

Ainda resta mostrar que z, converge para z = x + iy, quando n — oo. Mas para
basta aplicar o Lema [2.2]

2.1.2 Topologia no Plano Complexo

Vamos voltar nossa atencao agora para alguns conceitos topologicos que serao
necessarios para o desenvolvimento do nosso estudo. A maioria das conceitos deve
ser razoavelmente familiar para a maioria dos estudantes de calculo e portanto nao
serao muito novos e podem ser visto apenas como os antigos mas apresentados em
um novo vocabulério.

Dado um ponto z € C e r > 0 definimos o disco aberto de centro z e raio r,
notagao D(z,r), como sendo o conjunto de todos os nimeros complexos que estao
a distancia no méaximo r de z, isto é, D(z,r) = {w € C: |z — w| < r}. Definimos
o disco fechado de centro z e raio r, notacdo D(z,r), como sendo o conjunto de
todos os nimeros complexos que estao a distancia menor ou igual a r do niimero
complexo z, isto &, D(z,7) = {w € C : [w — 2| < r}. A fronteira de ambos D(z, )
e D(z,r) é definida como sendo o conjunto de todos os pontos do plano complexo
que estdo a distancia exatamente r do ponto z, isto, {w € C: |w — z| = r}. Este
conjunto sera denotado, em geral, por dD(z, ), mas caso seja conveniente também
podemos denota-lo por D(z,r). Como o disco aberto de centro zero e raio um
ird desempenhar um papel de destaque neste texto, vamos reservar uma notagao
especial para este conjunto. Ao invés de usar a notagdo D(0,1) vamos nos referir
a este disco pela notagao D, isto ¢ D = {w € C : |w| < 1}. O conjunto D também
serd chamado as vezes de disco unitario.

C C _ C /\OD(Z.V‘)

Figura 2.1.3: Os dicos abertos e fechados de centro z e raio r > 0 e a fronteira destes discos.

Dado um conjunto U C C vamos dizer que z € U é um ponto interior de U se
existe algum 7 > 0 tal que o disco aberto D(z, 1) esteja inteiramente contido em U
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ou em outras palavras D(z,r) C U. O conjunto de todos os pontos interiores de U
sera denotado por int(U) e chamado de interior de U. Dizemos que um conjunto
U c C é um conjunto aberto se todo ponto z € U é um ponto interior de U.
Equivalentemente, um subconjunto U C C é aberto se, e somente se, int(U) = U.

Figura 2.1.4: Nesta figura z representa um ponto interior de um subconjunto U C C.

Observe que esta definicao de conjunto aberto do plano complexo é totalmente
semelhante a definicao de conjunto aberto em R?. E conveniente usar a convencao
que o conjunto vazio é um conjunto aberto. Observamos que existem diversos
subconjuntos B C C com interior vazio, isto &, int(B) =. Mesmo assim é sempre
verdade que int(B) é um conjunto aberto, qualquer que seja B C C.

Um conjunto F' C V ¢é dito conjunto fechado se seu complementar F*¢ =
C\F ={z€C:z¢ F} ¢um conjunto aberto. Ja que convencionamos que o
conjunto vazio é aberto e ja que todo o plano complexo C também é um conjunto
aberto, entao o complementar do vazio que ¢ igual a todo plano complexo C é um
conjunto fechado; bem como o complementar de C que é igual ao conjunto vazio
também é um conjunto fechado. Podemos mostrar que os tinicos subconjuntos de
C que sao simultaneamente abertos e fechados sao apenas: () (conjunto vazio) e C.

Um fato muito importante sobre os conjuntos fechados de C é que eles podem
ser completamente caracterizados por sequéncias. Para isto precisamos de mais
uma definicao. Um ponto z € C é chamado de ponto de acumulagao de um
subconjunto B C C se existe uma sequéncia (z,)nen tal que para todo n € N
temos: z, € B e 2z, — z, quando n — o0.

Um ponto z € B é chamado de ponto isolado se existe algum r > 0 de forma
que D(z,7)N B = {z}. Ou seja um ponto z de um conjunto B é um ponto isolado
se existe um disco de centro em z e raio r > 0 tal que o tinico ponto de B que esta
dentro deste disco aberto é o proprio ponto z.

Proposicao 2.4. Um subconjunto nao-vazio I C C € um conjunto fechado se, e
somente se, todo ponto de acumulacao de F' pertence a F.

J& que o complementar de um conjunto fechado é um conjunto aberto segue
da proposicao acima que os conjuntos abertos também podem ser completamente
caracterizados por sequéncias.

O fecho de um subconjunto arbitrario B C C é definido como sendo a uniao
de todos os pontos de acumulagao do conjunto B. O fecho de B é denotado por
B. Note que se B # (), entdao B # (. Além do mais qualquer que seja B C C
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_________
- ~.
-,

U

Fecho

pos ~

oUu

Figura 2.1.5: A esquerda um subconjunto U do plano complexo. A direita o fecho e em baixo a fronteira de U.

Esta figura também destaca que OU = 9U.

temos sempre B C B. O leitor é convidado a verificar que o fecho do disco aberto
de centro z e raio r > 0 é exatamente o disco fechado de centro z e raio r.

Dado um subconjunto arbitrario B C C definimos a fronteira de B como
sendo o conjunto B = B \ int(B). Em outras palavras, B ¢ o conjunto for-
mado por todos os pontos do fecho de B que nao pertencem ao interior de B.
Convidamos o leitor a pensar em exemplos de subconjuntos de C que possuem
fronteira vazia. Note que as defini¢oes de fronteira de discos (abertos e fechados)
dada anteriormente coincidem com a nogao de fronteira definida neste parégrafo.

Um subconjunto B C C é chamado de conjunto limitado se existe algum
namero real (finito) » > 0 tal que B C D(0,r), isto é, B ¢ limitado se ele esta
inteiramente contido em um disco de raio r > 0. Alternativamente, B é limitado
se existe r > 0 tal que para todo z € B temos que |z|] < r. Se B C C ¢é um
conjunto limitado, entao definimo o didmetro de B como sendo o niimero real

diam(B) = sup |z — w|,
z,weB

onde “sup” denota o supremo do conjunto de todas as distancias |z — w| com z e
w variando por todo conjunto B. A tnica propriedade que vamos precisar nesta
secao sobre supremo é que se z e w sao dois pontos arbitrarios em B entao a

seguinte desigualdade é satisfeita

|z — w| < diam(B).

Veja o Apéndice[2.A] para maiores detalhes sobre a definigao precisa e propriedades

basicas de supremos.
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Finalmente estamos prontos para apresentar uma das nogoes mais importantes
desta secao que é a nocao de compacidade. Dizemos que um subconjunto K C C é
um conjunto compacto se K é ao mesmo tempo um conjunto fechado e limitado.

Existe uma caracterizacao, muito importante, dos compactos de C em termos
de sequéncias. Para enunciarmos este resultado precisamos antes da definicao do
que é uma subsequéncia.

Uma subsequéncia de uma sequéncia (z,)nen = {21, 22, 23, . . .} de ntmeros
complexo é simplesmente uma sequéncia (z,, )xen construida selecionando-se da
sequéncia original somente os elementos de indice 1 < n; < ny < ng < ..., onde
(ng)ken pode ser escolhida como sendo qualquer sequéncia infinita estritamente
crescente de ntmeros naturais.

Por exemplo, {zy, 27, 239, 2100, - - -} € um exemplo de uma subsequéncia da sequén-
cia {z1, 29, 23, 24, .. . }. Neste exemplo ny = 4,ny = 7,n3 = 39,n4 = 100 e assim
por diante. Em geral, qualquer funcao estritamente crescente f : N — N de-
termina uma subsequéncia e vice-versa. Mais precisamente, dada uma sequéncia
(zn)nen = {21, 22, 23, . . .} a subsequéncia determinada por f é definida como sendo
a sequéncia {zfx), 2f(2), 2f(3), - - -}- Esta subsequéncia é denotada por (2f())nen-
Apesar de ser bastante clara e sugestiva, esta notagdo é menos usada que a no-
tac@o anterior (z,, )ken. Mas elas podem ser encaradas do mesmo ponto de vista
pensando que ny = f(k), para todo k € N, para alguma funcdo f : N — N es-
tritamente crescente. Um fato importante de se observar é que, vista como um
conjunto, uma subsequéncia deve ser sempre um subconjunto da sequéncia ori-
ginal, isto €, (zn, )ken = {Zn1s Zny---} C {#1,22,...} = (#n)nen. Uma grande
vantagem da notacdo (z,, )ken € que se quisermos considerar uma subsequéncia
desta subsequéncia, basta modificar a notacao acrescentando mais um subindice
ficando, por exemplo, com (anp )pen, onde fica subentendido que ky < ko < ks ...

e { Ny Ny - ..} C {n1,na, ...}

Teorema 2.5. Um conjunto K C C € compacto se, e somente se, toda sequéncia
(zn)nen contida em K, possui alguma subsequéncia que converge para algum ponto
pertencente a K.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que se K é compacto entao qualquer
sequéncia (z,)nen contida em K, possui alguma subsequéncia convergente. Para
isto vamos considerar as seguintes duas sequéncias de ntimeros reais associadas a
(zn)ner dadas por

x, = Re(z,) e Yo = Im(z,).

Ja que estamos assumindo que K é compacto e (z,,)nen esta contida em K, entdo K
¢ limitado. Assim existe r > 0 tal que |z,| < r. Aplicando o Lema [1.6| concluimos
que |z,| < re|y,| <r, para todo n € N. Agora usamos o fato que toda sequéncia
de ntimeros reais limitada, possui uma subsequéncia convergente. Logo existe uma
subsequéncia (x,, Jren tal que z,, — x quando k — oo. Agora olhamos para
a subsequéncia (y,, Jren. J& que ela é uma subsequéncia de (y,)nen entao ela é
limita. Portanto podemos garantir que ela possui uma subsequéncia (ynkp )pen tal
que Yn, — Y, quando p — oco. Note que Tn,, — T, quando p — oo uma vez que
qualquer subsequéncia de uma sequéncia convergente também é convergente e o
limite é o mesmo. Para finalizar esta parte da prova vamos mostrar que (anp>p€N
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converge para z = x + iy, quando p — oo. De fato, pela desigualdade triangular
temos que

lim |z, —z
k%oo| Tkp

= lim [Re(zn,, ) + tIm(zn, ) — (z + 1y)|

k—o0

= kgglo |'rnkp + iynkp - (‘T + Zy)|

= lim |an,, +iyn,, — (z +iy)|
= lim |(zn,, = 2) +i(Yn,, — )|
< lim [(n,, — )| + lim {(yn,, — )| =0.

Vamos mostrar agora que se K tem a propriedade de que qualquer sequéncia
em K possui subsequéncia que converge para um ponto em K, entao K ¢é limitado
e fechado.

Suponha por absurdo que K nao é limitado. Entao para cada n € N existe
zn € K tal que n < |z,|. Logo qualquer subsequéncia (z,, )ren satisfaz ny, < |z,,|
e portanto nao converge o que é um absurdo.

Resta mostrar que K é fechado. Pela Proposigao sabemos que isto é equi-
valente a mostrar que K possui todos seus pontos de acumulacio, isto é, K = K.
Seja z € K. Entdo pela definicio do fecho de K, podemos afirmar que existe uma
sequéncia (z,)nen tal que z, € K para todo n € N e além do mais z, — z. Ja que
a sequéncia (z,),en € convergente, qualquer de suas subsequéncias também con-
vergem e para o mesmo limite, que no caso é z. Da propriedade do nosso conjunto
K existe pelo menos uma subsequéncia (z,, )xeny que converge para um ponto de
K, mas como acabamos de mencionar o limite desta subsequéncia é exatamente z
e portanto pela nossa hipotese, este deve ser um ponto de K. O que mostra que
todo ponto de K é também um ponto de K, isto é, K C K. Mas por outro lado,
sabemos que a inclusdo reversa K C K é sempre valida para qualquer conjunto.
Logo K = K e portanto K ¢é fechado e isto encerra a prova do teorema. [

Outra propriedade importante sobre conjuntos compactos, que seré usada na
prova do importante Teorema de Cauchy-Goursat, é enunciada no teorema abaixo.

Teorema 2.6 (Teorema de Cantor). Para cada n € N seja K,, C C um conjunto
compacto nao-vazio. Suponha que K, D K, e diam(K,) — 0, quando n — 0.
Entao existe um wnico ponto z € C tal que z € K, para todo n € N, ou seja,

oo
zZ € ﬂ K,.
n=1

Demonstragao. Ja que para cadan € N estamos assumindo que K, é nao-vazio,
entdo existe algum z, € K,. Como diam(K,) — 0 temos que a sequéncia (z,)nen
¢ uma sequéncia de Cauchy.

De fato, ja que diam(K,) — 0 sabemos que para qualquer € > 0 vai existir
existe Vy € N tal que se n > Ny entdo diam(K,,) < . Por hipotese, para qualquer
J = Ny temos Ky, D K, e portanto os pontos z, e z,, pertencem a Ky,. Desta
observagao e da definigdo de supremo segue que |z, — z,| < diam(K,) < ¢ para
todo m,n > Ny mostrando assim que (z,)nen € uma sequéncia de Cauchy. Como
C é completo. Sabemos que existe z € C tal que z, — 2z, quando n — oco. Como
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Figura 2.1.6: A construcdo da sequéncia (zn)nen-

para cada n € N temos que K, é compacto e {z,,2,.1,...} € uma sequéncia
em K,. Entao z = lim,_, %, também pertence a K,,. Portanto N°°, K, ¢é nao-
vazio. Para mostrar que z é o tinico ponto que pertence a esta intersecao infinita
argumentamos por absurdo. Suponha que exista 2’ € N7 K,, com 2’ # z. Entao
|z — z| > 0. Por outro lado, como z, 2’ € K,, para todo n € N logo

0< |z — 72| < diam(K,), Vn € N

o que é um absurdo ja que lim,,_,,, diam(K,) = 0. n

2.1.3 Conjuntos Conexos e Dominios

A ultima nocao de topologia que vamos precisar é a de conexidade. Um conjunto
B C C é dito conexo se nao é possivel encontrar dois subconjuntos do plano
complexo U e V abertos, disjuntos (U NV = ()), ndo-vazios e tais que:

e BNU # (;
e BNV #£0; e
e BCVUU.

Esta definicao de conexidade, formaliza, em um grande ntimero de casos, a
ideia do que seria um subconjunto do plano complexo formado por apenas um
“pedago”. Excetuando alguns casos patologicos como, por exemplo, o do conjunto
mostrado na Figura 2.2.4] podemos pensar em um conjunto conexo como sendo
realmente um conjunto formado por um tnico “pedaco”. Este é o caso quando o
conjunto em questao ¢ um dominio.

Na figura abaixo temos um exemplo simples de um conjunto B que nao é
conexo. As vezes, nos referimos a tais conjuntos como desconexos.
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C

Figura 2.1.7: Exemplo de um conjunto B conexo. No lado esquerdo da figura temos um exemplo de um conjunto
conexo B. No lado direito, podemos ver que o B nédo pode ser separado por abertos U e V nao-vazios, disjuntos,
ambos interceptando B, e que cobrem B (B C U U V). Informalmente, vemos que B nao pode ser separado em
dois pedagos (em que cada pedaco é um conjunto aberto).

Um subconjunto U C C que é ao mesmo tempo aberto e conexo, seréd chamado
de dominio. Na proxima secao vamos mostrar que um dominio U C C por ser
caracterizado pelos caminhos existente nele.

2.2 Caminhos no Plano Complexo

Definigao 2.7 (Caminho Suave). Seja I = [a,b] C R um intervalo nao degene-
rado, 1sto é, a < b. Um caminho suave em C é uma aplicacao v : I — C possuindo
derivada continua em todos os pontos de 1.

Antes de prosseguir devemos fazer algumas observagoes sobre a defini¢ao acima.
Primeira observacao é que a condicao de diferenciabilidade imposta nesta defini-
¢ao, deve ser entendida da seguinte forma. Para cada t € I lembre-se que podemos
escrever Y(t) = Re(v(t)) + ilm(y(¢)). As fungoes t — Re(y(t)) e t — Im(~(¢))
definem duas fungoes reais chamadas de coordenadas do caminho . Por simpli-
cidade, vamos denoté-las por z(t) = Re(y(t)) e y(t) = Im(v(¢)). Finalmente, a
condicao de suavidade é que as fungoes coordenadas sejam derivaveis e que suas
derivadas t — 2/(t) e t — y/(t) sejam fungbes continuas para todo a <t < b
e nos pontos t = a e t = b exigimos que os seguintes limites laterais existam e
satisfacam as seguintes igualdades:

lim 2'(t) = 2'(a) = lim z(a+h) —x(a)

t—a™t h—0t h

lim ¢/(t) = 2/(b) = lim b+ h) —2(h)

t—a™t h—0— h

E claro que poderiamos também enunciar a condicio de suavidade diretamente
para ~ sem ter que apelar para suas fungoes coordenadas. Para isto tomariamos,
para cada t no intervalo aberto (a,b)

V(t+h) — ()

/ N
7 () = lim
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C C

~

Figura 2.1.8: Exemplo de um conjunto B que é desconexo. O conjunto B, formado pela unido dos pontos
pertencentes as duas regides pintadas na cor cinza escuro, no lado esquerdo da figura acima, é um exemplo de
um conjunto que nado é conexo. A direita mostramos como é possivel separar B por abertos U e V disjuntos
nao-vazios que: ambos interceptam Bj; e o cobrem.

e similarmente,

: . la+h)—~(a) : . y(b+h) —~(b)
o= jig TEEREHD o )= g TR

Em seguida, exigiriamos que 7/(t) variasse continuamente em [a, b]. Esta defini¢ao
seria mais elegante, mas para torna-la completamente precisa seria necessario antes
atentarmos para um detalhe, ainda nao falamos o que é continuidade de fungoes a
valores em C. Muito provavelmente o leitor ja deva estar imaginando que isto sera
feito com a base na definicao de continuidade de funcoes tomando valores em R?,
j& que na secao passada todos os conceitos topologicos em C foram construidos em
analogia aos de R2.

Considerando entdao o caminho v, como uma funcao tomando valores em R?
temos para cada a <t < b a seguinte igualdade

/(1) = tim PRI iy o m), 4 ) — (0. 000)
. x(t+h)—x(t) y(t+h)—y(t)
_E%( h ’ h )

= (2'(t), y'(1)).
Voltando para o plano complexo temos
V'(t) = 2'(t) +iy'(¢).
De maneira analoga, estendemos a igualdade para os pontos t =a e t = b.

Se v : I — C & um caminho suave em C o ponto y(a) é chamado de ponto
inicial e v(b) ponto terminal do caminho 7. O conjunto imagem do caminho -,
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isto é, o conjunto y(I) C C é chamado de curva no plano complexo determinada
por v. Em muitas situagoes abusamos da notagao e chamamos a curva determinada
por 7 de caminho v. Quando y(a) = v(b) dizemos que v ¢ um caminho fechado
ou alternativamente que v é um curva fechada.

Exemplo 2.8. O segmento de reta em C unindo os pontos quaisquer fixados z; =
T, + 1Y € 29 = To + 1Yy pode ser visto como um caminho suave representado pela
fungao «y : [0,1] — C dada por

Y(t) = 21+ t(z0 — 21) = (1 = )@y + two) +i((1 — t)ys + tyo).

Exemplo 2.9. A fronteira de um disco de centro z = x + iy e raio r > 0, isto €,
0D(z,r) pode ser vista como a imagem do caminho v : [0,27] — C dado por

v(0) = z +r(cosf +isend) = (x + rcos) +i(y + rsenb).

Da maneira como introduzimos o conceito de um caminho 7 : [a,b] — C,
temos automaticamente uma maneira de definir sua orientacao. Intuitivamente, a
orientagao ¢ dada pelo percurso do caminho a medida que o parametro ¢ cresce
de a para b. Assim dizemos que o caminho 7 esté orientado do ponto inicial (a)
para o ponto terminal v(b).

Definimos também o caminho reverso do 7 : [a,b] — C pela aplicacao v~ :
la,b] — C dada por

v (t)=~(a+b—1t), paratodot € [a,b)]. (2.1)

Note que as curvas ¥([a,b]) e v~ ([a,b]) associadas & ambos ~ e seu reverso, sao
exatamente as mesmas, mas do ponto de vista de caminhos temos que o ponto
inicial de um é o ponto terminal do outro e vice-versa.

A A

C C
4B, : —
0l A
F- ' yh=qor
- XJ
a b

Figura 2.2.1: Um caminho suave « : [a,b] — C e seu reverso v~ ! = vyor, onde r(t) = a + b — t. Note que r envia

a em b e vice-versa, revertendo assim a orientagdo do intervalo [a, b] e consequentemente o caminho ~.
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Exemplificamos agora como obter os caminhos reversos dos caminhos definidos
no exemplos dados acima. No Exemplo 2.8/ temos v(t) = 21 + (22 — 21), t € [0, 1].
Para obter a expressao de y~! basta aplicar a férmula coma=0eb=1
obtendo assim y7'(¢) = z; + (1 —t)(29 — 21). No caso do caminho do Exemplo
temos y(0) = z+r(cosf+isend), t € [0,27]. Agora aplicamos a formula (2.1) com
a =0 e b= 27 obtendo portanto v *(f) = z + r(cos(2m — 0) + isen(2m — b)), t €
[0, 27].

Definigao 2.10 (Caminho suave por partes). Um caminho suave por partes em
C € uma cole¢ao finita de caminhos suaves vy : [a1,b1] — C, 72 : [a2,bs] — C,

s Yt an, bn] — C, satisfazendo para cada 1 < i < n— 1 as sequintes relagées
%i(bi) = Vit1(@iv1)-

Sera conveniente usar a notagao 7y * 7o * ... * 7, para denotar um caminho
suave por partes 7 como na definicao acima. Analogamente, tal caminho suave
por partes ¢ dito fechado se v1(a1) = ¥, (b,). Como no caso de caminhos suaves,
o ponto 7yi(a;) é chamado de ponto inicial e o ponto v,(b,) é chamado de ponto
terminal.

Por exemplo, podemos ver um poligono de 6 lados cujos vértices sao os pontos

21,22, . .., 26 € C mostrados na Figura[2.2.2] como um caminho v = 3 %9 %. . . % .
22
Z3
?1
26 Z4
Z5

Figura 2.2.2: O poligono determinado pelo caminho suave por partes v =y * ... * yg

onde para cada 1 < 7 < 6 temos

N(t) =21 +t(22 — 21), te€][0,1];
’)/Q(t) = 2y + t(Zg — ZQ), te [0, 1],

Y6(t) = 2 +t<z; — %), te[0.1].

Em muitas situagoes ¢ mais conveniente ter os caminhos v;’s de v = 71 * ¥ *
... %7, parametrizados de forma que seus dominios sejam intervalos “consecutivos”,
isto é, seus pontos de bordo satisfazem

ap<bi=ay<by=a3<...<b,_1=a, <b,.

Mais conveniente ainda é poder trabalhar com caminhos cujos intervalos de defi-
nigao formem uma colegao consecutiva de n subintervalos do intervalo [0, 1].
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Dado um caminho suave por partes v = 71 % 75 % ... % 7y, podemos associar
a ele um novo caminho suave por partes que serd chamado de normalizado.
Para fazer isto, primeiro dividimos o intervalo [0, 1] em n subintervalos de mesmo

comprimento
1 1 2 —1
{0,—},{—,—1,...{” ,1]_
n nn n

Em seguida, para cada 1 < j < n, vamos definir uma aplica¢do bijetiva (afim)
r; [ —1/n,j/n] = [a;,b;] que mapeia o subintervalo [j — 1/n,j/n] no intervalo
laj, b;]. Esta bijegao é dada por

r(t) = n(b; —a;)t — j(bj —a;) + b, te€ [—,—

Estas aplicacoes 7;’s sao muitas vezes chamadas de re-parametrizagoes. Agora
consideramos os caminhos y; o7; com 1 < j < n. Entao ¢é facil ver que y;jor; é
um caminho suave em C e além do mais o ponto final de ~;_; or;_; coincide com
o ponto inicial de «y; or;. Desta maneira o caminho v pode ser visto como definido
no intervalo [0, 1].

Dizemos que um caminho suave por partes (normalizado como acima) é sim-
ples, se aplicacao 7 : [0, 1] — C que o define é injetiva, exceto possivelmente pelos
pontos t = 0 e t = 1. Mais precisamente, y(s) # () para0 < s <t < leé
permitido y(0) = v(1). Do ponto de vista geométrico, um caminho simples repre-
senta uma curva no plano sem auto-intersecao, exceto possivelmente pelos pontos
inicial e terminal.

Ja temos todos terreno preparado para introduzir uma classe de curvas que
serao de enorme importancia no estudo de integracao no plano complexo.

Definigao 2.11 (Curva de Jordan). Uma curva de Jordan suave por partes é a
imagem de um caminho suave por partes, fechado e simples.

~

\ ]V

Figura 2.2.3: Caminhos fechados suaves por partes. O caminho da esquerda esta associado a uma curva de Jordan.
A curva a direita ndo é uma curva de Jordan pois ela possui um ponto de auto-intersegao.

Um dos resultados mais importantes sobre curvas de Jordan é um teorema
devido a Jordan. Ele afirma que uma curva de Jordan suave por partes v divide
o plano R? em exatamente dois abertos disjuntos, um deles limitado e o outro
ilimitado, sendo 7 a fronteira comum entre estes dois abertos. Esse resultado,
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embora de facil intuicao é de demostracao bastante elaborada. Atualmente existem
varios textos que provam este teorema. O leitor interessado pode encontrar uma
prova deste teorema um pouco mais moderna e bem detalhada no Apéndice B da
referéncia [SS03)].

Definigao 2.12. O comprimento de um caminho suave v : |[a,b] — C € definido
como sendo o niumero real

() = / () dt.

Se v € um caminho suave por partes da forma v = v * Yo % ... %7y, entao definimos
o comprimento de vy como sendo ((y) = L(y1) + ...+ (7).

Exemplo 2.13. Se 7 : [0,27] — C € o caminho dado por () = z + r(cosf +
isenf), com 0 < 6 < 2w temos que

v(0) = die[z + r(cosf + isenf)] = r(—senf + icosb).

Portanto |y (0)| =r e assim

2T 2
l(y) = / |7 (6)| db = 7"/ df = 27r.
0 0

Pensando em um caminho v : [a,b] — C como uma fungao descrevendo a
posi¢ao de uma particula no instante ¢ o namero ¢(y) pode ser interpretado como
a distancia total percorrida pela particula durante o intervalo de tempo [a,b].
Portanto se ela se percorre varias vezes certos trechos da curva determinada por
v o resultado da distancia percorrida pode ser maior que o comprimento da curva
em si. Se no exemplo anterior substituimos o dominio de v pelo intervalo [0, 4]
vamos verificar que o novo comprimento deste caminho sera duas vezes maior que
o comprimento encontrado no exemplo anterior. Isto se deve ao fato de que neste
novo caminho percorremos o circulo de centro z e raio r duas vezes.

2.2.1 Conjuntos Conexos e Conexidade por Caminhos

Introduzimos na Subsegao [2.1.3] o conceito de conexidade e de dominio no plano
complexo. Vamos encerrar esta secao falando novamente sobre dominios e suas
relagoes com o conceito de caminho, visto nesta secao.

Definigao 2.14 (Conexidade por Caminhos). Um subconjunto B C C ¢é dito
conexo por caminhos se dados quaisquer z,w € B existe um caminho suave por
partes v : [0,1] = C tal que v([0,1]) C B, v(0) = z e y(1) = w.

Proposicao 2.15. Se U C C é um conjunto conexo por caminhos entao U é
conexo.

Apesar de ser bastante intuitiva a afirmacao da proposicao acima, sua prova
pode ser um pouco desafiante para o leitor menos experiente. Uma maneira de
provar esta proposicao é por absurdo. Supomos que U admite uma cisao nao-
trivial, isto é, existem abertos disjuntos Vi, V5, nao-vazios tais que V3 UV, = U.
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Ja que ambos V] e V5 sao nao-vazios podemos escolher z € Vi e w € V5. Como
estamos assumindo que U é conexo por caminhos, entao deve existir um caminho
suave por partes 7 : [0,1] — C tal que ([0,1]) C U. Préximo passo seria mostra
que esta ultima inclusao implica que V; NV, # () o que é absurdo. Esta parte é
a parte mais elaborada deste argumento. Os detalhes serao apresentados em uma
série de exercicios guiados no final desta secao.

Devemos advertir que, em geral, a reciproca da proposi¢ao acima ¢é falsa.

o
e

1
2

=

1
1

S|=

Figura 2.2.4: O Pente Infinito

O “pente infinito” é um exemplo classico de subconjunto conexo do plano que
nao é conexo por caminho. O pente infinito é o subconjunto & do plano complexo,
composto pelo ponto (0,1) € C unido com os seguintes segmentos de reta: o
segmento unindo o ponto (0, 0) ao ponto (1,0) (base do pente); e para cada n € N,
o segmento unindo o ponto (1/n,0) a (1/n,1) (os “dentes’do pente), veja a Figura
224

A parte mais delicada de mostrar a conexidade do pente esta relacionada a
ideia intuitiva de que pente parece ter dois “pedacos” um contendo a “base” e os
“dentes” do pente; e outro contendo o ponto (0, 1). Isto porque ndo existe nenhum
“dente” unindo o ponto (0,0) da base do pente ao ponto (0, 1).

Por outro lado, como sugere a figura acima, é impossivel encontrar abertos
disjuntos nao-vazios U e V tais que &2 C UUV e (0,1) € U e ZNV # (). De fato,
se existissem tais conjuntos existiria uma bola aberta centrada em (0, 1) com raio
positivo, mas esta boa necessariamente interceptaria infinitos “dentes” evitando
assim que o ponto (0,1) e os demais pontos do pente possam ser separados por
abertos.

Vamos mostrar a seguir um resultado muito importante sobre a relagao de
conexidade e de conexidade por caminhos. Ele afirma que se UC é um conjunto
aberto e conexo entao quaisquer par de pontos em U podem ser ligados por um
caminho, suave por partes, inteiramente contido em U e vice-versa.

Alertamos o leitor menos experiente que a prova deste teorema pode ser omitida
numa primeira leitura e que as ideias envolvidas nela nao sao usadas no restante
do texto.

Teorema 2.16. Seja U é um subconjunto aberto de C. Entao U € conexo se, e
somente se, U € conexo por caminhos.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que se U é um aberto conexo, entao U
é conexo por caminhos. De fato, primeiro para cada z € U seja 6y (z) o conjunto
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de todos os pontos w € U tais que z e w podem ser unidos por um caminho suave
por partes inteiramente contido em U, isto é,

Cu(z) = {we U:

existe um caminho suave por partes 7 : [0,1] — C
tal que 7((0,1]) C U, (0) = = e 7(1) = w

Desta forma mostrar que U é conexo por caminho se reduz a mostrar que dado
qualquer z € U, entao temos que %y (z) = U, uma vez que esta igualdade signifi-
caria que se escolhemos qualquer ponto w € U, entao somos capazes de encontrar
um caminho, completamente contido em U, ligando z a w.

Para mostrar que a igualdade acima ¢é valida vamos mostrar primeiro que para
qualquer z € U dado que %p(z) é um subconjunto aberto do plano complexo.
Observe que independentemente da escolha de z € U o conjunto %y (z) é nao-
vazio j4 que caminho constante liga z a si mesmo. Continuando, para verificar
%u(z) ¢ aberto tomamos um ponto w arbitrario em %y(z). Como %y(z) ¢ sempre
um subconjunto de U entao w é um ponto de U, logo existe algum r > 0 tal
que D(w,r) C U. Vamos mostrar que todos os pontos deste disco estdo também
contidos em %y (z). Feito isto podemos concluir que w é um ponto interior de
%u(z). Para mostrar isto basta observar que pela definicdo de %y (2) que existe
algum caminho v, : [0,1] — C totalmente contido em U unindo z a w. Por outro
lado, dado um ponto arbitrario w’ € D(w,r) temos que o caminho 7, : [1,2] — C
dado por ¥(t) = w + (t — 1)(w’ — w), cuja curva associada ¢ o segmento de
reta unindo w a w' é também um caminho totalmente contido em D(w,r) C U.
Logo 71 * 72 ¢ um caminho suave por partes totalmente contido em U unindo z
a w'. O que mostra que w' € %y (z). Como w' foi escolhido arbitrariamente em
D(w,r) temos que todo este disco esta contido em %y(z) o que implica que w é
um ponto interior de 6 (z). Ja que w também foi escolhido arbitrariamente em
%u(z) concluimos que este conjunto é aberto, pois todos seus pontos sdo pontos
interiores.

Suponha, por absurdo, que V = U\ %y (2) é um conjunto nao-vazio. Seja z’ um
ponto qualquer de V. Observe que 61/(2') é disjunto de 61/ (2), pois se existisse um
ponto 2" € €y (z) N 6y (2) existiria um caminho ~; suave por partes totalmente
contido em U unindo z a z” e da mesma forma existiria um caminho 7, suave
por partes totalmente contido em U unindo z” a z’. Mas entdo 7y, * 7, seria um
caminho suave por partes totalmente contido em U unindo z a 2z’ o que contraria
a definigdo de V. Além de termos 6y (z) N 6y (2') = () também temos que

V=] )

Z'eV

é um conjunto aberto, ja que ele é dado como uma uniao de conjuntos abertos.
Desta forma temos U = % (z)UV é uma uniao de dois abertos nao-vazios disjuntos
o que é um absurdo, ja que estamos assumindo que U é conexo. Esta contradicao
vem do fato de termos assumido que %y (z) # U. Assim concluimos que todo
aberto conexo de C é conexo por caminhos.

Agora vamos provar a reciproca, isto é, se U C C é conexo por caminhos
entao U é conexo. Para isto, seja U um subconjunto de C conexo por caminhos.
Suponha, por absurdo, que U = V; U V5, onde V] e V, sao abertos nao-vazios e
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disjuntos. Escolha arbitrariamente z; € Vj e 25 € V5. Por hipotese, existe algum
caminho suave por partes 7 : [0, 1] — C totalmente contido em U unindo z; = v(0)
a zo = y(1). Como 7 esta totalmente contida em U para todo t € [0, 1] temos que
v(t) € ViU Vs Ja que y(0) = 2, V3 e V, sdo abertos e v : [0,1] — C é uma
aplicagao continua entao o niimero

t* = sup {7(t) € Vi}
t€(0,1]

pertence ao intervalo aberto (0,1) C R. Vamos mostrar a seguir que v(t*) € dVs.
De fato, para qualquer € > 0 o disco D(y(t*), ) intercepta V; e V° bem como V5
e V. Para provar isto usamos a continuidade de « para verificar que para todo
e > 0 existe § > 0 tal que se [t — t*| < J ent@o |y(t) — v(t*)] < e. Em outras
palavras para todo ¢ suficientemente proximo de t* temos (t) € D(y(t*),e). Em
seguida, observamos que pela definicao de t* para qualquer ¢ fixado satisfazendo
t* <t <1 temos v(t) € Vo. Se além desta condigdo impomos que [t — t*| < ¢
temos que este mesmo ponto Y(t) € D(y(t*),e), pelas escolhas de £ e 4. Destas
duas observagoes segue que a interse¢ao D(v(t*),e) NV, é ndo-vazia. Por outro
lado, como t* é o supremo dos t’s tais que (t) € V; sabemos que existe uma
sequéncia (t,)nen tal que para todo n € N temos 0 < t,, < t*, t,, — t* e y(t,) € V4,
para todo n € N. Pela definicao de convergéncia de sequéncias existe Ny € N
tal que se n > Ny entdo |t,, — t*| < 6. Por esta tltima condigao ser verdadeira
segue que para qualquer n > Ny temos 7(t,) € D(v(t*),e). Pela defini¢ao de t,
temos que 7(t,) € Vi como V) e V; s@o disjuntos temos que 7y(t,) € V5 e portanto
também ¢é ndo vazia a intersegdo D(v(t*),e) N V. Destes argumentos podemos
concluir que para todo € > 0 dado que

D(y(#), )N Ve £0 e D(y(t),e) NV £ 0.

e finalmente que y(t*) € 0V,. Mas isto é um absurdo porque como V3 é aberto
sabemos que qualquer ponto de sua fronteira esta no seu complemento, mas como
v estd completamente contido em U e também temos U = V; UV, entao segue que
v(t*) esta necessariamente em V;. Mas como V) é aberto existe algum r > 0 tal
que D(y(t*),r) C V4. Tomando qualquer £ > 0 tal que € < r concluiriamos que o
disco D(~(t*),e) C D(~(t*),r) C V4 mas como D(y(t*),e) NVa # () entao teriamos
ViNVy # 0 o que é um absurdo.

2.3 Limites e Continuidade de funcoes em R?

Nesta secao revisamos alguns conceitos basicos sobre limites e continuidade de
funcoes definidas em subconjuntos de R? e tomando valores em R2. Os conceitos
topologicos considerados nesta secao sao definidos de maneira anédloga aos das
secoes anteriores usando a identificacao natural de C com R?.

Vamos nos restringir a aplicagoes definidas em conjuntos cujo o interior é nao-
vazio. Para facilitar o leitor pode ter em mente conjuntos de R? correspondentes
aos discos abertos de raio positivo ou conjuntos como D(z,r)\ {z} (o disco aberto
de centro z e raio r exceto o ponto z). Como a estrutura de produto complexo
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nao tera nenhuma relevancia nesta se¢ao vamos conduzir as discussoes usando a
notagao usual (z,y) de vetores no plano. Ja que esta se¢ao tem carater de revisao
para manter semelhanga com os textos de Calculo em R™, vamos usar a linguagem
e notagao de norma de vetor no lugar de falar do médulo de um niimero complexo.

O primeiro conceito que vamos recordar ¢ o conceito de limite. Seja A C R?
um conjunto de interior nao-vazio. Vamos dizer que um vetor (a,b) € R? é o limite
de uma funcdo f : A € R? = R? quando (x,y) — (20,0) € A se o vetor f(z,y)
fica arbitrariamente proximo do vetor (a,b), quando (z,y) ficar arbitrariamente
proximo de (z,yo). Para denotar este fato usamos a notagao

o) ooy | (T = (@:0)

O problema com esta descri¢ao intuitiva de limite é que nela nao temos um
significa preciso do que é “arbitrariamente proximo”. Para remediar este problema
vamos apresentar abaixo a definicao formal de limite e depois mostrar algumas
outras formas equivalente dela.

No que segue usamos a notagao || - || para denotar a norma Euclidiana de um

vetor em R?, isto é,
(@, y)ll = vVa* + y>

Definigao 2.17. Seja A C R? tal que interior de A € ndo vazio e f : A — R?
uma fungdo. Dizemos que f tem limite quando (z,y) tende a (xg,10) € A (fecho
de A) se existe um vetor (a,b) € R? tal que para todo € > 0 dado existe um & > 0
tal que para todo ponto (x,y) € A satisfazendo 0 < ||(x,y) — (2o, yo)|| < § temos
| f(z,y) — (a,b)|| < e. Usamos a notagao

lim f(ZE, y) = (CL, b),

(z,y)—(x0,y0)

para indicar que o ponto (a,b) € R? € o limite da funcao f quando (z,y) tende a
(an yO) .

Uma observagao importante a cerca desta definicao é que nao é necessario para
falar de limite que o ponto (z¢,yo) esteja no dominio da fungao f, isto é, nao é
necessario que a func¢ao f esteja definida no ponto (zg,yo). Na verdade, basta
que ela esteja definida em pontos suficientemente proximos deste ponto, o que de
maneira mais precisa significa dizer que (2o, o) ¢ um ponto do fecho do dominio
de f que poderia nao estar no dominio da fungao f. Este é inclusive um dos casos
mais interessantes quando estamos falando de limites.

Lembramos que cada funcao f: A C R? — R? ¢ determinada por suas funcgoes
coordenadas, isto ¢, existem funcoes reais u: A CR? - Rewv: A CR? = R tais
que para todo (z,y) € A temos f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)). Além do mais podemos
verificar que existe o limite

lim  f(z,y) = (a,b),

(z,y)—(x0,Y0)

se e somente se,

lim  u(x,y) =a e lim  o(z,y) =0b,
(z,y)—(z0,y0) () (z,y)—(0,y0) (@)
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onde a definicao destes limites acima sao feitas de maneira analoga a Defini¢ao
2.17 mas substituindo onde aparece || f(z,y) — (a,b)| < & por |u(z,y) —a| <c e
|v(x,y) — b|] < €, respectivamente.

Uma fungao f pode ter limite quando (x,y) tende a um ponto (z, yo), 0 ponto
(20, Yo) pode ser um ponto do dominio de f, mas a imagem do ponto (zo, yo) pela
funcao f pode nao coincidir com este limite. Este é o caso do seguinte exemplo.

Seja f : R? — R? a funcao dada por

_ (070)7 se (xay)#mao);

Entao podemos verificar que

lim  f(x,y) = (0,0), porém  lim f(x,y)# f(0,0).

(z,y)—(0,0) (#,y)—(0,0)

Fungoes que, ao contrario destas do exemplo, tém a propriedade de que para
qualquer ponto de seu dominio (zg,yy) temos

lim  f(x,y) = f(w0, %)

(#,y)=(20,0)

sao chamadas de fungoes continuas. Tais fungoes possuem uma série de proprie-
dades muito especiais e formam um classe de fungoes razoavelmente grande, onde
uma teoria rica de resultados interessantes pode ser desenvolvida.

Definicao 2.18. Sejam A C R? um aberto e f : A — R? uma funcao. Dizemos
que [ é continua em um ponto (xg,yo) € A se

lim  f(z,y) = f(xo,%0)-

(z,y)—(w0,y0)
Se f € continua em todos os pontos de A, dizemos que f € continua em A.

A continuidade de um certo ponto de vista é uma propriedade de regularidade
muito importante. Outra classe de fung¢oes com propriedades muito interessantes
também ¢é a classe das fungoes que admitem derivadas parciais.

Definicao 2.19. Sejam A C R? um aberto e f : A — R? uma funcao. Dizemos
que f tem derivada parcial em relagdo a x no ponto (o, yo) € A se existe o sequinte

limite
lim f(xo+ h,yo) — f(wo, yo)7
h—0 h

Analogamente, f tem derivada parcial em relagio a y no ponto (xg,yo) € A se
existe o sequinte limite
S0, Yo + k) — f (2o, o)

Hm h '

Caso existam as derivadas parciais em relacao a = e y elas sao denotadas por,
respectivamente, por

%f(foayo) € (%f(xo’yo)-
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Observamos que estas duas derivadas parciais sao vetores em R2. Se u e v sao as
coordenadas de f entao as derivadas parciais acima sao dadas por

0 0 0
%f(xoyyo) = (%u(‘x())y())v %U(xo,yo))

0 0 0
a—yf(i’fo,yo) = (a—yu(ﬂfmyo)a a—yv(930>yo)) :

Se as derivadas parciais de f em relagdo a x ey existem em todos os pontos
de A, podemos definir duas novas funcoes definidas em A e tomando em R? como
segue:

(2.9) — = flz,y) e (x,y)Ha%f(x,y)-

ox
Caso estas aplicagoes sejam continuas em A, vamos dizer que f é uma aplicacao

de classe C! em A. Note que a funcao f = (u,v) ¢ de classe C' em A se, e somente
se, as seguintes funcgoes

0 0 0 0
%u(x,y), 8_yu(x7y)7 %U(ﬁ,y) € a_yv(x7y)

sao continuas em A.

Exemplo 2.20. A fungio f:R*\ {(0,0)} dada por

_ —Y x
f<x7y)_ (x2+y27x2+y2>

¢ uma funcao de classe C' em A, jd que suas derivadas parciais sao dadas por

0 B 2xy y? — 22
300 = (G T )

0 -t —2zy )
5o = (g )

2.4 Integrais de Linha e o Teorema de Green

Nesta secao vamos recordar um dos resultados mais importante sobre integrais
de linha em R? que é o Teorema de Green. As integrais de linha serdo usadas
para desenvolvermos a teoria de integracao no plano complexo. Embora a integral
complexa nao seja exatamente igual a integral de linha, que sera definida a seguir,
elas se relacionam. E importante explorar estas relacoes para podermos aplicar o
Teorema de Green para provar um dos resultados mais importantes sobre integra-
¢ao complexa, que serao discutidos neste texto. Por esta razao vamos dedicar esta
secao ao Teorema de Green.

Esta secao esté organizada da seguinte maneira. Primeiro recordamos algumas
defini¢oes e conceitos basicos e em seguida apresentamos uma prova elementar do
Teorema de Green, valida em situagoes bastante gerais.
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Para simplificar os enunciados das defini¢oes e teoremas desta segao, vamos
assumir que daqui por diante A C R? sempre denotard um dominio (aberto e
conexo) e que f : A — R? é uma fungao de classe C* em A e dada em coordenadas

por f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Definigao 2.21 (Integral de Linha). Seja 7y : [a,b] — C um caminho suave intei-
ramente contido em A. Definimos a integral de f ao longo de v (ou integral de
linha de f ao longo de v) pela sequinte expressao

lfz/ab<f07(t),v’(t)>dt,

onde (-,-) denota o produto interno canénico de R?.

Apresentamos a definicao de integral de linha sem especifica-la a partir de coor-
denadas por motivos de comparagao com a integral complexa que sera introduzida
mais a frente.

De qualquer forma é muito importante ter em mente como se escreve esta
integral em coordenadas. Portanto, se v(t) = (z(t),y(t)) entao temos

/ f= / (f o~ (t). 7/ (1)) d
_ / w(a(t), y(6)'(t) dt + / o(a(t), y(O)y/ (1) dt. (2.2)

Note que esta identidade também revela que a integral de f ao longo de v estéa
bem definida para classe de fungoes e caminhos que estamos considerando neste
texto ja que as fungoes u, v, ' e y' s@o fungoes continuas e [a,b] é um intervalo de
comprimento finito da reta.

Esta identidade também sugere a introducao da seguinte notacao alternativa
para integral de linha de f ao longo de ~

/sz/wudx—i—/vvdy, (2.3)

onde o significado preciso das primeira e segunda parcelas do lado direito acima
sao dados pelas parcelas que aparecem em , respectivamente.

Observamos que a definicao estende-se naturalmente para o caso de caminhos
suaves por partes. Mais precisamente, se 7; % ... * 7, é um caminho suave por
partes em A, entao definimos a integral de linha de f ao longo de v pela seguinte

expressao
/ fz/f—i-—i—/f
Y1k K Yn 71 Tn

Em geral, é mais pratico adotar notagoes um pouco mais curtas para denotar a
integral de linha acima. Por exemplo, para simplificar a expressao no lado esquerdo
da definicao acima. chamamos de y o caminho suave por partes v *. . .*x7,. Quanto
ao lado direito podemos usar a notacao de somatoério. Desta forma a definicao pode
ser reescrita em uma notagao mais condensada como segue

[~x]r
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Exemplo 2.22. Seja A =R?\ {(0,0)} e f: A — R? dada por

_ Y X
f(l',y) - (l‘2+y27$2+y2) .

Entao a integral de f ao longo do caminho suave 7y : [0,27] — C definido em
coordenadas por y(t) = (cost,sent) é dada por

[r-] o). (1) dt

/27r —sent cost ( . Ny
= : , (—sent,cos
0 sen?t + cos?t’ sen?t + cos?t

27
= / sen’t + cos®t dt = 2.
0

Exemplo 2.23. Neste ezemplo consideramos A = R? e vy *yo%v5 7, 0 caminho
suave por partes, onde

1) =(0,1), 0<t <L
Y(t) = (t,1), 0 <t < 1
v3(t) = (1,1), 0 <t < 1;
() = (,0), 0<t<1

Note que a curva associada a y1*7ya%y5 %7, € justamente 9([0,1]x [0, 1]) orientado
no sentido hordrio.

Seja f : R* — R? dada por f(x,y) = (2* — y?, 2xy). Entdo a integral de linha
de f ao longo de vy *y2 x5 *7, € dada por

/ . f:/0 <f071(t),vi(t)>dt+/0 (f o ya(t), v4(t)) dt
+ /0 (forys (1) (3) (1)) dt + /0 (f oy (1), (2 )/ () dt.

Observe que

n(t) = (0,1), fom(t) = (=t%,0), m(t) = (0,1)

7(t) = (t,1), fon(t)=(t*—1,2t), 7(t) = (1,0)

7 () = (1,1 1), fons(t)=(2t—t*,2—2t), (73 )'(8) = (0, =1)

7 (1) = (1=1¢,0), foug(t)=(1—-2t+1%0), (74)'(t) = (=1,0).
Portanto

1 1 1
/ fZ/(tz—l)dt+/(2t—2)dt+/(—t2+2t—1)dt
VI*Y2H Y3 *Yy 0 0 0
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Lembramos que as integrais de linha sao sensiveis a orientacao do caminho
de forma que se invertemos a orientacao do caminho entao mudamos o sinal da

integral, como mostrado abaixo
L4
v 2l

Esta relacao pode ser facilmente deduzida da férmula de mudanca de varidveis
para integrais como segue. Seja v : [a, b] — R? um caminho suave. Como ja vimos
anteriormente v~ : [a,b] — R? é dado por yor(t), onde r(t) = a + b —t.

b
[ 1= [tero6yma
b

~ [Wrerenn. g

a

(7 o)1) dt
- / O ), 7 (r(E)r (1) dt
= [t @ d (2.4)

Lembramos agora a féormula de mudanca de variaveis. Se g : R — R é uma fungao
continua e r : R — R é uma fung¢ao derivavel. Entao

b r(b)
[ seowa= [ ga

(a)

Tomando ¢g(t) = (f(v(t)),7(t)) e aplicando a féormula de mudangas de variaveis
no lado direito de ([2.4]) ficamos com

- / FOHE), A (1)) dt

/s

Antes de enunciarmos o Teorema de Green vamos lembrar a defini¢ao de com-
patibilidade entre uma regiao e sua fronteira.
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Definigao 2.24. Suponha que U C R? é um dominio e sejaV-C U um subconjunto
compacto, cuja fronteira consiste de um numero finito de curvas de Jordan suaves
por partes e tal que V\OV € um dominio. Para cada uma dessas curvas, adotamos
o sentido de percurso para o qual o interior de V' estd sempre a esquerda quando
a percorremos. Nestas condigcoes dizemos que V e OV tém sentido compativel.

Esta nocao seréd empregada diversas vezes ao longo do texto e recomendamos
que o leitor a tenha em mente.

Exemplo 2.25. Seja U =R? ¢ V = D(0,7), cuja a fronteira é o conjunto OV =
0D(0,7). Para que V' e OV tenham orientag¢io compativel OV deve ser percorrida
no sentido anti-hordrio como mostra a figura abaixo.

Exemplo 2.26. Neste ezemplo tomamo novamente U = R? e V' como mostrado
na figura abaizo. Para que OV = 1 * o 3 tenham orientacao compativel com V'
estas curvas devem ser percorridas como mostrado no figura, isto €, v, no sentido
anti-hordrio; e vy, e 3 no sentido hordrio.

Teorema 2.27 (Teorema de Green). Sejam U C R? um dominio e f : U — R?
uma aplicacao de classe C*. Seja V. C U um subconjunto satisfazendo

e IV é compacto;

o OV =~ %x...x7, € formada por uma quantidade finita de curvas de Jordan
suaves por partes;

o V\ OV éum dominio;

Suponha que V e OV tém orientacao compativel e que f em coordenadas € escrita
como f(z,y) = (u(z,y), v(z,y)), entio

/av // (_”“/ aay (z ,y)) dxdy.

Demonstragao. A prova deste teorema como enunciada exige ferramental mais
sofisticado do que temos disponivel neste momento. Entretanto podemos apresen-
tar uma prova simples e ilustrativa para o caso em que o conjunto V' pode ser
descrito como uma regiao que é simultaneamente verticalmente e horizontalmente
simples, ou seja,

<y < ao fungo
v {(l‘;?ﬁ cRY:a<z<h gl(‘x) y 92(:75), onde gie go sao fungoes }
cujos graficos sao curvas suaves por partes

(&

cujos graficos sao curvas suaves por partes

<z < a 0O
v — {(:c,y) ER?:c<y<d hi(z) < z < ha(x), onde hie hy sdo fungoes } 7

respectivamente.
Lembrando ({2.3) podemos decompor a integral de linha de f ao longo de 0V

como segue
/ f= / udx + / vdy.
oV oV oV
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A estratégia para provar o Teorema de Green serd primeiramente olhar para V'
como um conjunto verticalmente simples e deduzir a seguinte igualdade

[ wie= [ Lt riniy o

Em seguida, olhamos para V' como um conjunto horizontalmente simples e mos-

tramos que
/ vdy = // 2U(:L’ y) dxdy (2.6)
v y Oz . .

Apos obtidas as duas igualdades acima basta somé-las para finalizar a prova.

Para executar a primeira parte da nossa estratégia vamos olhar para V' como
uma regiao verticalmente simples. Para escrever sua fronteira como um caminho
suave por partes consideramos os seguinte caminhos suaves:

() = (t, 91(¢)), a<t<bh
Ya(t) = (b, 1), g1(b) <t < go(b);
Y3(t) = (t, 92(1)), a<t<b
v4(t) = (a, ), 91(b) <t < g2(b);

Para que a regiao V' e sua fronteira tenham orientacao compativel devemos ter
OV =71 % y9 %73 %y, e portanto

/ udmz/udm+/udm+/
ov oGt Y2 o

3

udx—l—/ udx.
.

4

Ja que v4(t) = (0,1) e (v,)'(t) = (0,—1) a segunda e quarta integrais, do lado
direito da igualdade, acima sao nulas. Assim ficamos com

/ udx:/udx—l—/ udx
ov 1 V3

3

_ / ult, g1 (1)) di — / ult, ga(t)) dt
b
- / [u(t, g1 (8)) — ult, ga(t))] dt. (2.7)

Observe que para cada t fixado entre a e b podemos usar o teorema fundamental
do célculo para representar

g1(t) g2(t)

0 0
8_yu(t7 y) dy - / 8_yu(t7 y) dy

g1(2)

u(t, g1 (t)) — u(t, go(t)) = /

g2(t)

Substituindo esta expressao no lado direito de (2.7)) e usando o Teorema de Fubini
(que afirma que a integral dupla coincide com a integral iterada) ficamos com

[y i = [ o0 it ey
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g2(t
// u(t,y) dydt
0
= — —u(x,y)dzdy,
//vay( y) dzdy

o que encerra a prova de ([2.5)).
Passamos agora para a prova de (2.6). Agora vamos olhar para V como uma

regiao horizontalmente simples. Neste caso sua fronteira podera ser descrita por
meio das seguintes curvas suaves

n(t) = (t,¢), hi(c) < t < halc);
V2(t) = (ha(t),1), c<t<d;
73(t) = (1, d), hi(d) < t < hy(d);
Ya(t) = (ha(1),1), c<t<d;

Agora
/ vdy:/ vdy+/ vdy+/ vdy+/ vdy.
ov " 72 V3 Ya
Ja que v{(t) = (1,0) e (v3)(t) = (—1,0) podemos verificar que a primeira e
terceira integrais no lado direito da igualdade acima sao nulas e que a seguinte
igualdade ¢ valida

/ vdy:/vdy—ir/ vdy.
oV V2 Y4

4

:/dv(hg(t),t)dt—/dv(hl(t),t)dt
= [ Tothalt). 1) = o(hu(0), 1) .

Analogamente ao caso anterior, para qualquer t fixado entre ¢ e d podemos aplicar
o Teorema Fundamental do Calculo para representar

ha(t)

w(ha(), ) — (b (1), ) :/h o, 1) da.

1(t)

Substituindo a expressao acima no lado direito da igualdade anterior e em seguida
aplicando novamente o Teorema de Fubini concluimos que

hg(t
/ 'Udy—/ / v(x,t) dedt = // v(z,y) dedy,
ov hi(t) 0x

o que prova (2.6). Somando (2.5 e (2.6) membro-a-membro encerramos finalmente
a prova do Teorema de Green. [

Exemplo 2.28. Vamos usar o Teorema do Green para re-obter o resultado calcu-
lado no Exemplo . Naquele exemplo a fungdo f estava definida em todo R? que
na terminologia do nosso enunciado do Teorema de Green corresponde ao dominio
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U. Observe também que a funcao f daquele exemplo € de classe C*. Agora, o
compacto V' do enunciado do Teorema de Green € o conjunto V = [0,1] x [0, 1].
Como sabemos sua fronteira € composta por quatro caminhos suaves. E claro que
V\OV é um dominio. Um outro detalhe importante é que a integral de f ao longo
da fronteira de V' no Exemplo [2.25 considerava OV orientada no sentido hordrio.
Mas note que com esta orientacao V e OV nao estao compativelmente orientados.
Logo para aplicar o Teorema de Green precisamos mudar a orientacio de OV con-
siderada naquele exemplo. Entao para re-obter o valor da integral de linha daquele
exemplo, basta aplicar o Teorema de Green e depois mudar o sinal do resultado
obtido aqus.
Lembramos que f(x,y) = (u(z,y),v(z,y)) = (22 — y?, 22y) e portanto

0 0 0

0
_— = —— 2 — 2 = — _ = — =
ayU(x,y) 9 (= —y7) 2y e axv(ﬂr,y) 520 = 2.

Considerando OV orientado no sentido anti-hordrio temos pelo Teorema de Green

que
1 1 1
/ f:// 2y—(—2y)dxdy:/ / 4yd1:dy:/ 4y dy = 2.
v [0,1]x[0,1] o Jo 0



Apéndice

Neste apéndice relacionamos alguns tépicos e resultados que nao sao normalmente
apresentados em um curso introdutério de célculo em uma variavel complexa.
Em geral, os topicos tratados aqui costumam ser discutido em detalhes e mais
profundidade em quaisquer bons livros de Anélise Real e Complexa. Ao leitor
interessado recomendamos a referéncia [Abb15].

2.A  Supremo e Infimo de Subconjuntos da Reta

Um conjunto B C R ¢é dito limitado superiormente, se existe um niimero ¢ € R tal
que b < ¢ para todo b € B. O nimero ¢ é chamado de uma cota superior de B.
Analogamente, um conjunto B ¢ dito limitado inferiormente, se existe um nimero
a € R tal que a < b para todo b € B. Neste caso o nimero a é chamado de cota
inferior de B.

Definigao 2.29 (Supremo). Dizemos que um nimero real s € a menor cota supe-
rior de um conjunto B limitado superiormente se satisfaz as sequintes condigoes:

i) s € uma cota superior de B;
it) se s’ € qualquer outra cota superior de B entdo s < .

O numero s que € menor cota superior de um conjunto B € denotado por sup(B)
e chamado de supremo do conjunto B.

Quando o conjunto B nao é limitado superiormente, ele nao possui nenhuma
cota superior e nestes casos definimos sup(B) = +o0.

O conjunto dos ntmeros reais goza da seguinte propriedade: qualquer subcon-
junto limitado de R possui um supremo.

Na secao anterior nés trabalhamos com supremo. L& o conjunto B era um
conjunto de nimeros reais da forma B = {|w — z| € R : w,z € U} para algum
UcC.

O conceito de supremo generaliza o conceito de maximo. Por exemplo, se B é

um conjunto finito digamos B = {by,bs,...,b,} podemos sempre encontrar pelo
menos um indice j € {1,...,n} tal que b; < b; paratodoi € {1,...,n}. Neste caso
o elemento b; é chamado de méaximo de B, e denotado por b; = max{by,...,b;}.

Em alguns casos, muito especiais de conjuntos infinitos B, também podemos encon-
trar um elemento s € B tal que b < s para todo b € B e similarmente escrevemos
s = max(B). Note que em ambos os casos o maximo de B e o supremo de B
coincidem. E muito dificil e desconfortével trabalhar com o méximo, porque ele,

o4
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em geral, pode nao existir mesmo para conjuntos limitados superiormente. Este
é, por exemplo, o caso do conjunto B dado pelo intervalo aberto (0,1) C R. Por
outro lado, como comentado acima, se B for limitado entao ele sempre tera um
supremo. Desta forma para falar de supremo nao precisamos nunca nos preocupar-
mos de antemao com praticamente nenhuma caracteristica particular do conjunto
B. Este conforto, no entanto, é obtido as custas do supremo em muitos casos nao
ser um elemento do proprio conjunto B e por isto alguns cuidados especiais devem
ser tomados se for necesséario garantir que sup(B) € B.

Uma das propriedades fundamentais e que sera necesséaria em algumas partes do
texto é que o supremo pode ser caracterizado também por sequéncias, no seguinte
sentido. Dado um conjunto B C R limitado, sempre existe uma sequéncia (b, )nen
de elementos em B tal que b,, — sup(B), quando n — co. Esta sequéncia pode ser
tomada inclusive de forma que ela seja monétona nao-decrescente, isto €, b, < b, 41
para todo n € N.

Analogamente, definimos o conceito de infimo de um conjunto limitado inferi-
ormente.

Defini¢ao 2.30 (Infimo). Dizemos que um nimero real | é a maior cota inferior
de um conjunto B limitado inferiormente se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i) | € uma cota inferior de B;
it) sel' é qualquer outra cota inferior de B entao I’ < 1.

O niamero | que € a maior cota inferior de um conjunto B é denotado por inf(B)
e chamado de infimo do conjunto B.

linf(B) sup(B)
~ — s l >

~ ~—
Cotas inferiores \ T / Cotas superiores

Figura 2.A.1: O supremo e o infimo de um conjunto B limitado, representados pelo pontos indicados em vermelho.
A direita indicamos os conjunto de todas as cotas superiores de B e a esquerda o conjunto de todas as cotas
inferiores de B.

Dado um conjunto B C R defina o conjunto —B = {—b € R : b € B}. Entao
podemos verificar que se B é um conjunto limitado (superiormente e inferiormente)
entao temos a seguinte igualdade

inf(B) = —sup(—B).

Desta forma as propriedades do infimo de conjuntos limitados podem ser obtidas
por meio das propriedades do supremo e vice-versa. Esta equacao poderia ter sido
usada como defini¢ao de infimo. Apesar disto ter a vantagem de tornar a exposicao
mais curta, esta maneira acaba sendo pouco intuitiva para iniciantes. Além do mais
conceitos introduzidos por negacgao de negacao tendem a gerar bastante confusoes.
Observamos que se levamos em conta as convengoes listadas abaixo:
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e se B ndo é limitado superiormente sup(B) = 400;

e se B nao é limitado inferiormente inf(B) = —o0;

e supl) = —oc;

e inf() = +o0.
entdo a igualdade inf(B) = —sup(—B), passa a ser valida para qualquer subcon-
junto B C R.

Por questao de conveniéncia relacionamos abaixo algumas propriedades do su-
premo e infimo que inevitavelmente serao usadas no texto. Antes, precisamos de
algumas definigoes preliminares. A prova da validade das relagoes seguintes podem
ser encontradas, por exemplo, em [Rud76].

Dados subconjuntos nao-vazios arbitrarios A e B contidos em R definimos
e A+ B={a+beR:ac Aebec B};
e A-C={a-beR:a€ Aebe B};
o k-A={k-acR:aec A}
Teorema 2.31. Sejam A, B C R.
1. Se A C B entao sup(A) < sup(B);
2. Se A C B entao inf(B) < inf(A);

3. Se B € limitado superiormente, entao dado € > 0 ewiste b € B tal que
sup(B) < b+ ¢;

4. Se B € limitado inferiormente, entao dado € > 0 existe b € B tal que
b—e < inf(B).

Se A e B sao limitados superiormente entao sup(A+ B) = sup(A) +sup(B).
Se A e B sdo limitados inferiormente entdo inf(A + B) = inf(A) + inf(B).
Se k>0 e A limitado inferiormente entao inf(k - A) = kinf(A).

Se k>0 e A limitado superiormente entdo sup(k - A) = ksup(A).

AT R T S

Se k <0 e A limitado superiormente entao inf(k - A) = ksup(A).
10. Se k <0 e A limitado inferiormente entao sup(k - A) = kinf(A).
11. Se A,B C [0,+00) entdo inf(A - B) = inf(A) - inf(B);

12. Se A, B C [0, +00) entdo sup(A-B) = sup(A)-sup(B), caso um dos conjuntos
nao seja limitado superiormente esta iqualdade pode ser apenas 400 = +00.
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1. Neste exercicio zg ¢ um niimero complexo arbitrério fixado. Esboce os conjuntos
abaixo, diga se sao fechados, abertos ou nenhum deles, esboce sua fronteira, diga
quais sao dominios e quais sao limitados:

a) Re(z) > Re(z);
b) Im(zp) > Re(2);
c) Re(z?) > 1;
d) Im(zz9) > 0;
e) |z — 20| < |2 — 20l;
£) |z = 20| < |z = Z;
g) 1 <[z —7%| <3;
h) Im(2%) < 1.

2. Para cada um dos conjuntos abaixo sua fronteira é descrita por uma curva suave
por partes. Esboce o conjunto, sua fronteira e dé uma aplicacao que a descreva
a) V={ze€C:|z|] <1, Re(z) > 1/2};
b)V={2e€C:1/2<|z] <1, Re(z) >0}
c) V={2€C:1/3<|z] <1, Re(z) > Im(z) > 0}.

3. Calcule a [, ov /> onde V' & cada um dos conjuntos do exercicio anterior (V' e a
OV tem orientagao compativel) e a funcao f é dada por

0 Jo) = (i s )

x2_|_y2’x2_{_y2

) ) = (ot )

x2+y2’x2+y2

4. Calcule fav x"dy e fav y"dzr,onden >1eV é dado por
a) o quadrado [0, 1] x [0, 1];
b)odiscoD={z€C:|z| < 1};
levando em conta que V' e 0V estao compativelmente orientados.

5. Seja V' como enunciado do Teorema de Green. Mostre que a area de V' é dada

por
/ xdy.
ov

6. Use o exercicio anterior para calcular a area de
2
a) V= {(r,y) eR*: 5 + 5 <1}
b)V={(r,y) eR?:1<2?—y?<9, 1 <ay<4}.

o7
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7. Calcule

a) / (x2 - y2) dr 4+ 2xy dy ;
v

b) / 2rydr + (y*> — 2°) dy ,
ov

onde V é

a) o retangulo delimitado pelas retas y =z, y = -z + 4,y =x 4+ 2,y = —x;

b) {(z,y) € R? : 1 < 22 —y> <9, 1 < ay < 4} (V e JV tem fronteira
compativel).

8. Calcule .
y T —

——dr+ ———— dy,

/av<x—1>2+y2 T Y

onde V & a regiao limitada pelos circulos 2 +y? =3 e (r —1)2+¢y> =9 (V e
OV tem fronteira compativel).

9. Calcule

/ %y J 3 d
S — 'T e — s
ov (2% +4?)? @+ 22 Y

. e~ . . . 2 2 . . . L.
onde V' ¢é a regiao interior a elipse - + % = 1 orientada no sentido anti-horario.



Semana 3

“At the basis of the distance concept lies, for example, the
concept of a convergent point sequence and their defined limits,
and one can, choosing these ideas as those fundamental to the
point set theory, eliminate the notions of distance ... Thirdly,
we can associate with each point of the set certain parts of the
space called neighborhoods, and these can again be made
building stones of the theory with the elimination of the
distance concept. Here the view of a set is in consideration of
the association between elements and subsets.”

—F. Hausdorff, 1949

3.1 Limites, Continuidade de Funcoes Complexas

Uma fungao complexa ¢ uma fungao f : U C C — C definida em algum sub-
conjunto U C C e tomando valores em C que associa cada ponto z € U um
nimero complexo f(z). Podemos também descrever tais fungoes usando coorde-
nadas, isto é, para z = x + iy € U temos f(z) = f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y),
onde u(x,y) = Re(f(x +1iy)) = e v(z,y) = Im(f(z + iy)).

Por exemplo, a funcio f : C — C dada por f(z) = 2% pode ser descrita em
coordenadas por f(z + iy) = (x + iy)? = 2% — y? + 2izy. Em geral, é prudente
evitar trabalhar com coordenadas. Mas isto nao quer dizer que nao devemos
usa-las, mas sim avaliar cuidadosamente se uso delas facilitara ou viabilizara o
estudo do problema. Um dos resultados mais importantes da proxima secao as
chamadas Condigoes de Cauchy-Riemann, fornecem um exemplo importante de
como a descricao de uma funcao complexa em termos de suas coordenadas pode
ser poderosa.

A nocao de limite associado a uma funcao f : A € C — C consiste sim-
plesmente numa tradugao da Definigao [2.17] Por questdo de simplicidade, como
na secao anterior, vamos considera apenas fungoes definidas em algum conjunto
A C C cujo o interior é nao-vazio.

Definigao 3.1. Sejam A C C um conjunto cujo interior é nao-vazio, f : A — C
uma fungdo e zg € A. Dizemos que um nimero complexo wy € o limite de f(z)
quando z tende a zy se, dado qualquer € > 0 € possivel encontrar 6 > 0 tal que se

z€Ael<|z— 2| <6 entdo temos |f(z) —wy| < €. O limite serd denotado por
Z—20

lim f(z) = wy ou f(z) —— wy.

Z—20

99
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E comum referir-se ao fato de que f(2) 27205 wy, dizendo simplesmente que
f(2) converge para wy, quando z tende a 2.

A intuicao deste conceito de limite é totalmente analoga a de limite de fungoes
em R?. Ou seja, dado qualquer € > 0 podemos encontrar um & = d(g, 2g) tal que
todo ponto z que esta d-proximo de zy é enviado por f e-proximo de wy.

Exemplo 3.2. Seja f : C — C dada por f(z) = 2% Seja zo = i. Entao, sequndo
a defini¢ao acima temos

lim f(z) = —1.

2—i
De fato, dado € > 0, tome § = \/1+e — 1. Desta forma, sempre que tomamos z
tal que |z — (—1i)| < 0, temos

2 = (=D ="+ 1] = |(z +i)(z — )| = [z +1| - [« — i

< (W14+e—-1)z—i

(V1+e—1)|z+i—2i
(V1+e—1)(z+i| + |2
(Vi+te-DWVl+e-1+42)
( )
(
€

VANV/AN

Vite-1)(V/I+e+1)

1+¢)*—12

Uma propriedade muito importante e naturalmente esperada de qualquer de-
finicao de limite é que o mesmo seja tnico. Neste caso é simples verificar a unici-
dade do limite, basta aplicar a desigualdade triangular como segue. Se f(z) — wo,
quando z — zg e f(z) = wy, quando z — zp, entdo dado £ > 0 sabemos que existe
d > 0tal que se 0 < |z — 2| < d entdo |f(z) —wo| < e/2e|f(z) —wi| < e/2. Logo
wo — wi| = [wo — f(2) + f(2) —wi| <[f(2) —wo| + |f(2) —wi| <e/2+¢e/2=¢.
Para a desigualdade acima ser valida para todo € é necessario que |wy — wy| = 0,
0 que queriamos demonstrar.

O limite de uma fun¢ao complexa pode ser expresso também em termos de suas
coordenadas. Em outras palavras, uma fungao complexa tem limite se, e somente
se, suas partes real e imaginaria tém limite. Mais precisamente, se escrevemos
f(z) = u(z,y) + w(z,y), onde z = x + 1y e se existe o limite lim,_,,, f(z) = wy,
onde 2y = xg + 1Yy € Wy = Uy + 1V, entao temos

lim  w(x,y) =u e lim  wv(z,y) = vp.
By U Y) = o )y V(T Y) = Vo

Para verificar que ambas igualdades vamos aplicar o Lema que garante
u(z,y) —uol <[f(2) —wo| e |u(z,y) —vo| <|f(2) —wol.

Assim, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se z € A e |z — 2| < § (ou ||(z,y) —
(x0,%0)]| < ), entao |f(z) — wg| < €. Logo segue das tltimas duas desigualdades
que |u(z,y) —up| < € e |v(x,y) — vg| < € 0 que prova a afirmacao sobre os limites
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das funcgoes coordenadas u e v. A reciproca pode ser provada de forma analoga
simplesmente substituindo o argumento do Lema|l.6| pela desigualdade triangular.
As propriedades do limite de uma func¢ao complexa sao analogas as do limite
de funcoes reais, ja que tudo que sao usadas em ambas defini¢coes sao as estruturas
de distancia (que na reta é definida pelo valor absoluto e no plano complexo pela
norma) e de corpo. Relacionamos abaixo algumas das mais bésicas e tteis:

Lema 3.3. Seja A C C conjunto de interior nao-vazio, f : A — C uma fun¢ao
complexa e zy € A. Suponha

lim f(z) = wy.

Z—20
Entao existe algum r > 0 tal que f é limitada no conjunto V(A,r) ={z€ A:0<
|z — 20| < 1}, isto €, existe uma constante M (que pode depender de zy e 1) tal que

|f(2)] < M para todo z € V(A,r).

Demonstracao. Pela definigdo de limite, dado ¢ = 1 existe § > 0 tal que
para todo z € A com 0 < |z — z9| < 0, temos |f(z) — wy| < 1. Pela segunda
desigualdade triangular segue que |f(z)| — |wo| < |f(2) — wp| < 1, 0 que implica
que |f(z)] < 1+ |wp|. Para finalizar a prova basta tomar M =1+ |wp| er =0. m

Proposicao 3.4. Sejam A C C conjunto de interior nao-vazio, fi,f» + A — C
duas fungoes complexas e zy € A. Se

lim fi(z) = w e lim fo(2) = wsy
Z—rZ20 Z—rZ20

entao

1. lim ¢fi(z) = ¢ lim fi(2) = cwy, onde ¢ € uma constante complexa;
Z—20 220

2. lim (fi(2) + f2(2)) = lim fi(2) + lim fo(2) = wy +wy;

3. 1m (fi(2) fo(2) = I fi(2) - Timn fo(2) = wy - wy;

zZ—20 zZ—20

1 1

4. sewy # 0 entao lim .
==z fi(z)  w
Demonstracao. Vamos provar os itens 2 e 3. A prova dos itens restantes é
semelhante.
Prova do item 2. Pela defini¢ao de limite, dado € > 0 existem 41, 9o > 0 tais que
se |z — 2o < d1 entao | fi(z) —wi| < /2 e se |z — zy| < 0y entdo | fa(z) —ws| < /2.
Portanto, se |z — zo| < § = min{dy,d2} temos da desigualdade triangular que

3

5

€
[1(2) + fa(2) = (w1 + w2)| S [f12) = w] +[fal2) —wa| < 5+
mostrando que fi(z) + fa(2) 0wy 4wy
Prova do item 3. Pela definigao de limite dado € > 0 sabemos que existe d; > 0
tal que se |z — zo| < 01, entdo |f1(2) —w1| < £/2|ws|. Pelo Lema [3.3]existem d5 > 0
e uma constante M > 0 tal que se |z — zy| < 09, entdo |fi(z)] < M. Também
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pela definigao de limite podemos encontrar d3 > 0 tal que se |z — 2| < 3 entao
| f2(2) — we| < €/2M. Aplicando a desigualdade triangular temos

|f1(2) fa(2) — wiws| = [ f1(2) fa(2) — fr(2)wz + fi(2)we — wyws|
< f1(2) f2(2) = fi(2)ws] + [ fi(2)wz — wiwy|
|f1(2)\ | fa(2) — w2\ + wa| [ f1(2) — wi|

+ Jws

Z—20

Mostrando assim que fi(z2) - fo(2) ——— wy - wo. "
De maneira semelhante as fun¢oes de R"2 definimos o conceito de continuidade.

<M

Defini¢ao 3.5 (Funcdo Continua). Sejam A C C um aberto e f : A — C uma
fungao. Dizemos que f € continua em zy € A se

lim f(2) = f(z).

Z—rZ0
Se f € continua em todo ponto zy € A, dizemos que f é continua em A.

Note que a continuidade de uma funcao complexa é equivalente a continuidade
de suas fungoes coordenadas. Isto é, f : A — C é continua se, e somente se, as
fungoes z — Re(z) e z — Im(z) sdo continuas em A.

Podemos também verificar diretamente & partir da definicao que f : C — C
dada por f(z) = Z é uma fungado continua em C. Usando a proposi¢do anterior
podemos também verificar facilmente que a funcao g : C* — C dada por g(z) = 1/z
é continua em C*.

A seguir vamos mostrar que uma versao da Proposigao [3.4] para o caso de
fungoes continuas. Além disto vamos incluir nesta nova proposicao uma afirmacgao
sobre a continuidade de composi¢oes e para isto vamos relembrar o conceito de
composicao de fungdes. Sejam A, B C C conjuntos abertos, f : B—Ceg: A— C
fungoes tais que g(A) C B. Sob estas condigdes podemos definir a fungao composta
fog:A— C pelaexpressao fog(z) = f(g(z)), para cada z € A.

Proposicao 3.6. Sejam A, B C C abertose fi: B—C, fo: B—-Ceg: A—C
fungoes complexas tais que g(A) C B. Suponha que f1 e fo sdo continuas em
20 € B e que fi € continua em g(z1), onde zy € A. Entao

1. sao continuas em zg € B as fungoes:
® Cf1 B — C,'

b f1+f2:B_>(C;
[ ) fl'fQZB—>(C.

1
2. se f1(z0) # 0 entdo a fungdao A :B\{z € B: fi(z) =0} = C € continua
1
em zo;

3. a funcao fiog: A — C € continua em z.
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Demonstracao. As provas dos itens I e 2 sao idénticas aos respectivos itens da
Proposicao por isto faremos apenas a prova do item $. Dado € > 0 segue da
continuidade de f; no ponto g(z1), que existe d; > 0 tal que se |w — g(z1)| < &
entao |fi(w) — fi(g(z1))| < e. Pela continuidade de g em z; podemos encontrar
dy > 0 tal que se |z — z1| < d3 entao |g(z) — g(21)| < d1. Assim, tomando 0 = d;
temos que se se |z — 21| < ¢ entdo |fi1(g(2)) — fi(g(z1))| < e. "

3.2 A Derivada Complexa

Nesta secao vamos definir a derivada complexa de uma funcao f : A ¢ C —
C. Para facilitar vamos trabalhar apenas com funcoes definidas em subconjuntos
abertos de C. A nogao de derivada complexa é uma nogao que diferencia o calculo
de variaveis reais e complexas. A partir dela veremos surgir uma teoria de célculo
diferencial completamente nova e rica de propriedades interessantes. As novidades
oriundas desta nova no¢ao de derivada fazem desta, uma teoria extremamente tutil
em diversas aplicagoes em matematica pura e aplicada, fisica, engenharia e muitas
outras areas.

Definigao 3.7. Sejam A C C um aberto e f: A — C uma fung¢ao. Dizemos que
f tem deriwada no sentido complexo em zy € A se existe o sequinte limite

220 Z— 2
A diferenca marcante aqui é que apesar da derivada ser definida como no caso de
fungoes reais, pelo limite de quocientes de Newton, agora o quociente de Newton
¢ tomado no sentido da divisao de ntmeros complexos. Esta que parece uma
pequena diferenca teré consequéncias fantasticas!
Observamos que analogamente ao caso de fungoes reais a derivada complexa
pode também ser obtida pelo seguinte limite

f(z0 + 1) — f(z0)
- :

f/(Zo) = lim

h—0

Abaixo analisamos a existéncia da derivada complexa de duas fun¢oes bastante
simples e importantes neste texto.

Exemplo 3.8. A funcao f : C — C tem derivada complexa em qualquer zy € C,
além do mais f'(z0) = 2z9. Para verificar este fato, basta observar que

_ 2 _ 2 _
g FG) = F0) o o)) g
Z—r 20 z — ZO Z—20 2 — ZO Z—rZ0 z — ZO Z—rZ0

O proximo exemplo mostra como a derivada complexa pode ser radicalmente
diferente da derivada no sentido real.

Exemplo 3.9. Considere a funcio f : C — C dada por f(z) = Z, para todo
z € C. Entao nao existe nenhum ponto do plano complexo onde esta func¢ao tenha
derivada.
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Para verificar este fato vamos considerar zg um ponto arbitrdrio fixado e o
quociente de Newton

f(z) = flzo) Z—-70

Z— 2 z— 2
% 2% (F-%)
_z—zo'Z—z_o_ |z — 202
=zt i(y —w))?

(2 —m0)? 4 (y — )?

(7 = w0)* = (y = yo)* + 2i(x — x0)(y — ¥o)
(z —20)* + (y — )? '
Agora vamos fazer z se aprorimar de zy por retas paralelas aos eixos coordenados
que passando por zg.
Primeiro consideramos z da forma z = t+1iyg, ondet € R. Neste caso obtemos,
das identidades acima, para t # xo a sequinte igualdade

f(t+iyo) — f(z0)  (t —x0)* = (yo — yo)* + 2i(t — o) (3o — ¥o)

(t+iy) —20 (t — 0)% + (Yo — Yo)?
_ (t — )* 9
(t — xp)? i

Por outro lado, se consideramos z da forma z = xog+it, ondet € R temos para

t?’éyo

flao+1it) — fz0) (w0 — 20)” — (t — y0)* + 2i(zo — x0)(t — yo)
(zo + it) — 20 (w0 — @0)* + (£ — 50)?
o (t=w)® 1
(t —y0)? '
Como os limite quando z tende a zy do quociente de Newton ao longo destes dois
caminhos € distinto seque que nao pode existir a derivada de f no ponto zy. Mas
ja que zy € arbitrdrio, concluimos que esta funcao nao tem derivada em nenhum
ponto do plano complezo.

O exemplo acima, mostra como o conceito de derivada complexa é novo. Além
do mais ele mostra que em C é muito simples construir um fungao que é continua
em todos pontos mas nao é derivavel em ponto algum. Existem func¢oes com pro-
priedades semelhantes definidas da reta na reta, mas sao muito mais complicadas
de serem construidas.

Proposigao 3.10. Sejam A C C um aberto e f : A — C uma fun¢ao derivdvel
em zg € A. Entao f € continua em zg.

Demonstragao. Basta observar que
Jim (£(2) = £(20)) = Jim (£() = fz0) =
i (o T2 = S)
2—20 Z— 20

=0- f/<Zo) =0.

zZ— 20
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Proposigao 3.11. Sejam A C C um aberto, f e g funcoes diferencidveis em
zo € A. Entao temos

1. (¢f)(20) = cf'(20), para qualquer constante ¢ € C;

(
2. (f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20);
8. (f-9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20);

t(3) =2 e e 20

i , o) — f'(20)9(20) — f(20)g'(20)
" (9) 0 9(z0)?

Demonstragao. A prova dos itens 1, 2 e 8 sao semelhantes a das proposicoes
anteriores. Por isto vamos apresentar somente a prova dos itens 4 e .

Para provar 4 primeiro observamos que podemos reescrever o quociente de
Newton de 1/f como segue ja que f(zo) # 0.

1 1 f(z0) = f(2)

fz) fl=)  f)f(n) 1 f(z) = f(20)

Z— 2 Z— 2 f(2)f(20) Z— 2

» se g(z0) # 0.

Y

Como estamos assumindo que f é derivavel em zy segue da Proposicao que f
é continua em zy. Desta forma podemos tomar o limite, quando z tende a zy na
expressao a direita da igualdade acima obtendo

B
f(z)  fla) 1 f(2) = fl20) _ [(%0)

zllil;o zZ— 2 zlﬁnzlo f(2)f(z0) z—= 2 o f(20)?*

A prova do item 5. Ja que estamos assumindo que g é derivavel em 2y e também
g(z0) # 0 podemos aplicar os itens 3 e 4 para concluir que

(5) o = (1 ;) (20) = (o) + /0 (g) ()

_ f(=) ; 9'(20)

=gtz TP gy

_ f'(20)9(20) — f(20)g' (20)
g(20)2 '

Teorema 3.12 (Regra da Cadeia). Sejam A, B abertos de C e f : B — C e
g: A — C fungoes tais que g(A) C B. Se g € derivavel em zy e f € derivdvel em

f(g(20)), entdo
(f29)(20) = ['(9(20))9'(20)-
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Demonstracao. Defina a fungao h : B — C como segue

F) = F920)) o W o e £ o an):
hw) =<4 w—g(z0) F'(9(20)), 7 9(20);

0, se w = g(2p)-

Observe que h estd bem definida em B e é continua em g(zy) uma vez que f, por
hipotese, é derivavel em g(zp). Como também é continuidade g em zp, temos

lim (h o g)(2) = h(g(z)) = 0. (3.1)

Z—20

Para todo w € B temos a seguinte igualdade (valida também para w = g(z))

f(w) = f(g(z0)) = (h(w) + ['(9(20))) (w — g(2)).

Substituindo w por g(z) na identidade acima e dividindo ambos os lados por z — 2
obtemos:
flg(2)) — flg(z 9(2) — g(=

Z— 20 zZ — 20

Lembrando de (3.1) podemos concluir da expressao do lado direito da igualdade
acima que existe a derivada de f o g em zy e temos

(Fog)(z0) = lim LW = [l9(z0))

Z—20 z — ZO

— lim (h(g(2)) + /'(g(z0))) IEL = 9(20)

z2—20 Z—2p

= f/(g(zo))9,(20)~

3.3 As Condicoes de Cauchy-Riemann

Nesta secao vamos analisar algumas das consequéncias da existéncia da derivada
complexa. Em particular, estaremos interessados nas propriedades fungoes coor-
denadas de uma funcao que tem derivada complexa em uma certa regiao do plano
complexo. Um dos resultados principais sao as condi¢oes de Cauchy-Riemann e
sua reciproca enunciados na sequéncia.

Proposicao 3.13 (Condigoes de Cauchy-Riemann). Seja A C C um aberto, zg =
xot+iyo € Ae f: A— C uma fungao da forma f(x +iy) = u(x,y) + v(z,y)
derwdvel em zy. Entdo

0 0 0 0
%U(@"o;yo) = a—yv(ﬂ?oayo) € %U(ﬂfmyo) = —8—yu(3?073/0)-
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Demonstragao. Primeiro passo é expressar em coordenadas o quociente de
Newton de f como segue:

f(2) = f(z0)  ulz,y) —ulzo, yo) +i(v(z,y) — v(T0,%0))

Z— 2 x—xo+i(y — yo)

(v(z,
(
u(z,y) — ulzo, yo) +i(v(z,y) — v(zo,Y0)) =Ty — i(y — vo)
x — 20 + (Y — Yo) x — 20 — (Y — Yo)
i

_ u(z,y) — u(xo, yo) +i(v(z,y) — v(zo, Yo))
(x — 20)* + (¥ — v0)?

(=20 —i(y — o))

_ (u(z,y) — u(wo, yo))(x — o) + (v(@,y) — v(T0, %)) (Y — Yo)
(. —20)* + (¥ — %0)?
Lot y) = vl yo)) (@ — o) — (ulz, y) — ul@o, 40))(y — Yo)
(x —20)* + (¥ — v0)?
J& que estamos assumindo que f é diferenciavel em zy o limite, quando z — zg,
do quociente de Newton acima existe e é independente do caminho. Desta forma

podemos tomé-lo ao longo dos segmentos de reta passando por z, e paralelos aos
eixos coordenados.

Tomando o limite, na igualdade acima, quando z — 2y ao longo da reta t + iy,
com t — xg obtemos

1N f(t +iyo) — f(z0)
fz0) = tliglo t +iyo — (zo + iyo)

(u(t, yo) — u(wo, yo))(t — o) + (v(t,y0) — v(x0,Y0)) (Yo — Yo)

= lim
i (=0 + (o — P
4 lim (v(t,y0) — v(xo, yo))(t — o) — (u(t, yo) — u(zo,Y0))(Yo — Yo)
=0 (t —20)%+ (Yo — ¥0)?
_ im u(t, yo) — u(zo, yo) 4 lim v(t, yo) — v(T0, Yo)
t—xo t— ity t—xo t— Zo

= 2 (a0, 0) + (0, 30)
= 8xu Zo, Yo Zax“ Zo, Yo)-

Repetindo o procedimento acima, mas agora fazendo z tender a zy pela reta
To + 1t, com t — o temos

ooy e flo+it) — f(20)
f(ZO)_tILIiIO a:0+it—(:1:0+iy0)

(u(xo, ) — u(xo,y0)) (€0 — o) + (v(t,50) — (%0, ¥0)) (¢ — Yo)

= lim
=0 (o — 10)? + (t — y0)?
i lim (v(zo,t) — v(wo, Yo0)) (w0 — o) — (w0, t) — ulT0,0))(t — Yo)
t—yo (o — 0)% + (t — yo)?

t) — t -
— lim v(xo,t) — (0, Yo) — i lim u(t, yo) — u(xo, Yo)
t—=yo t— Yo t—xo t— Yo
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= a_yv(l’o,yo) - ia_yu(l’oayo)-
Dos dois ultimos conjuntos de igualdades segue o resultado. [
Uma maneira muito pratica de lembrar das condigoes de Cauchy-Riemann con-
sistem em lembrar que f vista como funcao de R? em R? tem derivada total repre-
sentada por sua matriz Jacobiana (matriz dos gradientes das fungoes coordenadas)
2 x 2 como mostrado abaixo:

0 0
%U(l’o, ’yo) a—yu(l’o, yo)

Df(l'o’ 3/0) = 9 9
%U(%,yo) a—yv(ﬂfo»yo)

Desta forma para que este Jacobiano represente um nimero complexo e necessario

que ele seja da forma
a b
—b a

o que se traduz precisamente nas condi¢oes de Cauchy-Riemann.

Como vimos acima as condi¢oes de Cauchy-Riemann sao necessarias para que
f seja derivavel em um ponto zy em seu dominio. Mas o exemplo abaixo mostra
que elas podem, em geral, nao ser suficientes para garantir a existéncia da derivada
complexa

Exemplo 3.14. A funcao f: C — C dada por

0, sexy=0;

flz+iy) = {1 se xy # 0.

satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann em zy = 0, pois as derivadas parciais das
fungooes coordenadas u e v sao nulas na origem. Porém ela nao pode ter derivada
complexa na origem jd que ela nao € nem mesmo continua neste ponto.

Uma condicao razoavelmente geral que a garante a existéncia da derivada com-
plexa de uma funcao f satisfazendo as condi¢oes de Cauchy-Riemann seré dada na
proxima proposicao. Mas para prova-la vamos precisar do seguinte lema auxiliar

Lema 3.15. Sejam A C R? aberto e F': A — R uma funcgdo admitindo derivadas
parciais continuas em (xg,yo) € A. Entdo temos

Floy) = Floow) = (o = ) (- Flawm) + Ho =0y =) (32)

+ (¥ — %) (%F(%, Yo) + K (v — 0,y — yo)) ;o (3.3)

onde

lim  H(z —z0,y —4) =0 e lim H(z =20,y —4) = 0.

(@,y)=(20,y0) (@,y)=(20,y0)



SEMANA 3. 69

Demonstracao. A prova deste lema é baseada no Teorema do Valor Médio para
fungoes definidas na reta. Vamos considerar x = g+ h e y = yop + k. Como A é
aberto existe § > 0 tal que se ||(h, k)| < 0 entao (zo + h,yo + k) € A.

Note que

F(xzo+ h,yo + k) — F(z0,%0) = F(2o + h,yo + k) — F(x0,y0 + k)
+ F(zo,y0 + k) — F(x0,10)- (3.4)

Aplicando o Teorema do Valor Médio a primeira diferenga, do lado direito da
igualdade acima, podemos garantir que existe 0 <t < 1 tal que

F(zo+h,yo+ k) — F k
(o + WO*% (%0, 40 + ):%F(xo—Fth,yo—Fk)-

Como estamos assumindo que as derivadas parciais de F' sao continuas, temos que
a diferenga que aparece abaixo tende a zero, quando (h, k) — (0,0)

0 0
H(h, k) = —F(xo +th,yo + k) — =—F (20, ¥o).

Ox Ox
Isolando o termo 2 F(zo + th,yo + k) na igualdade acima e o substituindo na
igualdade anterior, obtemos a seguinte identidade
0
F(zo+ h,yo+ k) — F(zo,y0 + k) = h (%F(xo, yo) + H(h, k;)) : (3.5)

Similarmente, temos para a segunda diferenca em (3.4) podemos mostrar que
existe 0 < t’ < 1 tal que

F(zo,yo + k) — F(xo,y0) _ 9
v = %F([Eo, Yo —+ t/k')
Pela continuidade das derivadas parciais temos

0 0
K(h k) = a_yF(OCo,?/o +t'k) — a_yF(xo;yo)

tende a zero quando (h, k) — (0,0). Procedendo de maneira analoga obtemos

0
F(zo,y0 + k) — F(zo,y0) = k <%F(x0,y0) + K (h, k)) : (3.6)
Para encerrar a prova basta somar as igualdades (3.5)) e (3.6]). [

Proposicao 3.16. Sejam A C C um aberto e f : A — C uma fung¢ao compleza
dada por f(x +1y) = u(x,y) + iv(z,y), admitindo derivadas parciais

0 0 0 0
%U(%y)a a_yu(xay)7 %U<'T7y)7 a_yv<$,y)7

em todos os pontos de algum disco D(zg,r) C A e continuas em zy = xo + iyo. Se
as Condigoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zy entao f possui derivada em
20. Além do mais, temos que f'(zy) pode ser descrita de duas formas alternativas:

, 0 0
f(20) = %U(%’yo) + Za—xU(Q?o,Z/O)

ou
, 0 0
f(z0) = a—yv(ﬁoayo) — 18—yu($0,y0)‘
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Demonstragao. Uma das ideias principais desta prova é escrever a fungao f em
termos de suas coordenadas e em seguida usar o Lema [3.15
Para cada z € A temos

f(2) = f(z0) = u(z,y) — u(wo, o) + i(v(z,y) — v(20,%0))
= (v — 20) ((%U(xo; Yo) + Hi(x — 20,y — yo))

+ (¥ — %) <8%u(x0’ Yo) + Ki(z — @0,y — yo)>

, 0
+ z(x — {L'()) (%v(xo, yo) + H2($ —Zo,Y — yo))

) 0
+i(y — o) (a—yv(%, Yo) + Ka(x — 20,y — yo)) -

Usando as condi¢oes de Cauchy-Riemann podemos reescrever a igualdade acima
como segue

f(z) = f(20) = (2 — 2) (%U(zo,yo) + i%“(l'myo))
+ (Hy(r — 20,y — yo) + iHy(x — 20,y — Y0)) (T — T0)
+ (K1 (z — 20,y — yo) + 1Ko (2 — 20,y — %0)) (¥ — 0)-

Proximo passo é dividir ambos os lados da igualdade acima por z — zg, ficando
com a seguinte identidade

M = 2u(LEO, yo) + iﬁv(x(% yo)

Z— 20 ox ox
. T — Xo
+(H1(I—wo,y—yo)+1H2($—$o,y—yo))z p,
— 20
. Y — Yo
+(K1($—9€o,y—yo)+ZK2($—$0,y—yo))Z o (3.7)
— 20

Pelo Lema [1.6] temos para todo z # z
T — g Y—%
Z— 20

< L

<1 e

Z— 20

Estas duas estimativas junto com o fato que as quatro fungoes Hi, Hy, K; e Ko
tendem a zero quando z — 2y implicam em
r — T

lim (Hy(x — 2o,y — yo) + iHa(x — 20,y — yo)) =0
Z—20 Z— 20
e
_ . Tr—x
lim (K (z — 20,y — Yo) + 1 K2(x — 0,y — Yo)) © =0

2—20 Z— 2
Usando estes dois limites e a igualdade (3.7) podemos finalmente verificar que
existe o limite

J) = o) _ D 0

f'(20) = lim = %u(%,yo) + ia—xv(ﬂﬁoayo)-

z2—20 Z— 2
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Exemplo 3.17. Uma aplicagio direta da Proposicao mostra que a funcao
f(2) = 2Z sd possui derivada na origem. De fato, neste caso temos f(x + iy) =
T+ 2+ 9% logo u(x,y) = 2> +y? e v(z,y) =0 para todo x + iy € C. Logo

0 0 0 0
axU(ﬂf,y) z, ayﬂ(:v,y) Y, (%v(ﬂf,y) 0, 8yv(ﬂs,y) 0

Da Proposicao[3.13 seque que em todos os pontos onde f tem derivada as Con-
dicoes de Cauchy-Riemann devem ser satisfeitas. Analisando a derivads parciais
acima verificamo que as condi¢oes de Cauchy-Riemann sao verficadas apenas no
ponto z = 0. Como as derivadas parciais de u e v sao continuas podemos aplicar
a Proposicao para garantir que existe f'(0) = 0. Entao f possui derivada
apenas em z = 0.

Podemos reformular, heuristicamente, as condigoes de Cauchy-Riemann em
termos das variaveis z e Z. Para fazer isto usamos inicialmente as seguintes relagoes

zZ+z Z—Z
2 R Y
Depois representamos uma funcao complexa, em coordenadas, em termos dessas
variaveis como mostrado abaixo

otin) = o) +ive) =u (5225 o (S5 515)).

Tr =

(3.8)

Em seguida apelamos para uma suposta Regra da Cadeia para concluir que
af Oudr Oudy . [(Ovdr Ovdy
T a T a =t s T e s
0z O0x0z O0yoz Or 0z Oyo0z

Pensando em z e Z nas igualdades (3.8]) como variaveis, temos que

O 9 (z4+7Z\ _1 9y 9 (z=z\_ 1
oz o0z\ 2 )72 ¢ oz a2\ 2 )T 2

Usando estas duas relagoes em (3.9) ficamos com
of 10u 18u+, 10v 10v 1 /0u Ov +z’ 8u+8v
—=—-——-———+4i|lzc=——== )=z = -= -l =+=.
0z 20xr 2i0y 20x 210y 2 \0x Oy 2\0Jdy Ox
Assim ¢é imediato verificar que as Condigoes de Cauchy-Riemann sao validas se, e
somente se,
af

0z
o que é o mesmo que dizer (no caso em que as todas derivadas parciais de u e v
sao continuas) que se f tem derivada complexa se, e somente se, ela ndo depende
da “variavel” Zz.

(3.9)

0

Podemos refazer a discussao acima de maneira completamente rigorosa, con-
siderando a linguagem de operadores lineares agindo em determinados espacos
vetoriais complexos de func¢des como, por exemplo, agindo em

flx+iy) = u(z,y) +iv(z,y) e
C’l(A,(C): f:A=C: 9u Ou v v

e — sao continuas em A

dx’ 0y’ Or  y
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Ao leitor nao acostumado com este tipo de linguagem, observamos que C'(A, C)
é um conjunto, onde cada um dos seus elementos é uma fungao f : A — C como
definida acima.

Vamos definir entao operadores lineares, conhecidos também como “operadores
de derivagao”, como sendo aplicagoes lineares que pegam uma fungao f: A — Ce
levam em outra funcao. No nosso caso eles sao:

9 9
—:C(A,C) = C(A,C) e —:(C(A,C) = (C(A),C),
0z 0z
onde C'(A, C) é o espago vetorial sobre C das fungoes complexas continuas definidas
em A e tomando valores em C. O primeiro deste operadores leva uma funcao
f € C'(A,C) em uma outra funcio 2 f

0
CHA,C)> f &f € C(A,QC)
que é definida para cada = + 1y € A pela seguinte expressao

9k

0z )

&
_I._
~
<

(ai N 1@%) (u(, y) + iv(z, )

N~ N~ N~

0 .0 10 0
(%U(l’, y) + Z%v(fa y) + ;a—yU(aﬁ, y) + a—yv(x, y))

(a%u@, y) + a%v(x, y) +i (%v(x, y) - %Wa y>)> ,

onde 0/0z e /0y, como de costume, denotam as derivadas parciais de fungoes de
R? para R, com respeito a x e y, respectivamente.

O segundo operador é definido de maneira andloga e para ele temos a seguinte
expressao

i i = (5~ 15 ) (W) + i)
— 5 (gputen) = grotea +i (gooten) + poute) )

De forma mais resumida podemos pensar nestes operadores formalmente como

o _1(0 10 o _1(0 10
2 2\0x 10y © z 2\0x i0y)’

respectivamente.

Proposigao 3.18 (Versao Funcional das Condigoes de Cauchy-Riemann). Sejam
A C C um conjunto aberto e f € CY(A,C). FEntio f € derivdvel no sentido
complexo no ponto z = x + iy € A se, e somente se,

%f(x+zy) = 0.
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Demonstragao. Vamos supor inicialmente que f é derivavel no sentido complexo
em z € A. Com visto acima, para toda f € C'(A,C) temos

0 . 1/0 0 (0 0
/ety =5 (%u(ﬂc,y) - a—yv(w’, y) +i (%v(m‘,y) + a—yU(w, y))) :
J& que f ¢é derivavel em z € A segue da Proposicao [3.13] que as Condigoes de
Cauchy-Riemann sao validas e portanto a parte real e imaginarias da igualdade
acima sao nulas, ou seja

%f(x+iy) = 0.

Reciprocamente, se a% f(z +1y) = 0, entdo as Condi¢oes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas. Como estamos assumindo que f € C'(A, C) sabemos que as deri-
vadas parciais de u e v sao continuas em qualquer ponto z € A. Assim podemos
aplicar a Proposicao [3.16| para garantir que f tem derivada no sentido complexo
em 2. ]

De maneira analoga para todo r = 2, 3,4, ... podemos definir o espago C" (A4, C)
como sendo o espago das fun¢des complexas definidas em A cujas as fungoes co-
ordenadas u e v tém derivadas parciais de todas as ordens entre 1 e r, continuas
em A. Note que se r > 2 entao C"(A,C) ¢ um subespaco de C'(A4,R). Assim
podemos considerar que nossos operadores lineares 0/0z e 0/0Z como operadores
lineares definidos em C"(A,C). Para r > 2 faz sentido aplicar este operadores
sucessivamente (no maximo duas vezes). Por exemplo, para f € C?(A,R) esta
bem definida a seguinte funcao

0 0

5057 @ ti).

Pelo Teorema de Clairaut-Schwarz (visto no Calculo 2) sabemos que se as
funcoes u: A CR* - Rewv: ACR? — R sao de classe C? em um aberto A C R?
entdo para qualquer ponto (x,y) € A temos

0? 82 0? 82
Desta maneira, se consideramos o operador %a—, agindo em C?(A,R) podemos

usar o Teorema de Clairaut-Schwarz para verificar que:

00 _1(9 10\1(0 10
Or 10y/) 2\0x 0y

9207
0 0 100 10 0 10 0
(axax @a—yﬁa—ya—ﬁa—ya—y)

(aa 100 10 0 88)

= = .Jklb—* .-lklb—‘ A&I»— l\:)lr—\

Ordx i0x0y i8x8y+8_y8_y

0? 0?
( 837890 0y0oy )

>
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onde A ¢ o operador Laplaciano. Este fatos demostram que para toda f € C?(A, C)
com f = u+ iv temos

0 0

2 o+ iy) = (Bula,y) +iBo(z,y)) (3.10)

Lembramos que uma funcao u : A C R*> — R ¢ dita uma fungao harménica
em A, se para todo (z,y) € A temos que
0? 0?

8x8:cu($’ v+ Oydy

Au(z,y) =0, equivalentemente u(z,y) = 0.

As fungbes harmonicas sao muito presentes em vérias das aplicagbes mais in-
teressantes do Calculo Diferencial e Integral em Fisica, Engenharias, Biologia,
Economia e em varias outras areas; inclusive na Matemética pura. Nosso pro-
ximo resultado estabelece uma relacao forte entre fungoes harmonicas e fungoes
derivaveis no sentido complexo.

Lema 3.19. Se uma fung¢ao complexa f : A — C definida em um aberto A C C
e dada por f(z) = u(z,y) +iv(z,y) tem derivada, no sentido complexo, em todos
0s pontos de A e as derivadas parciais de primeira e sequnda ordem de u e v sao
continuas em A, entdo a partes real e imagindrias de f sao func¢oes harmonicas
em A, isto €, u e v sao funcoes harmonicas em A.

Demonstracao. Ja que f tem derivada complexa em todo ponto de A segue da

Proposicao que
0 0 0
0z 0z 0%
Deste fato e da identidade (3.10]) concluimos que

1 ) 0 0 .
Z(AU(%?J) +iAv(z,y)) = 9297 (z+1iy) =0

e consequentemente que ambas u e v sao fungoes harmoénicas em A. [

3.4 Funcoes Holomorfas

Podemos finalmente definir o objeto central destas notas que é o conceito de fungao
holomorfa. Estas fun¢oes sdo conhecidas também na literatura (mais antiga) como
fungoes regulares ou diferenciaveis no sentido complexo. A tltima nomenclatura é
bastante mais natural, dada que estas funcoes serao definidas em termos de limites
de quocientes de Newton, exatamente como ocorre no caso de fungoes da reta na
reta. Mas apesar da semelhanca, uma funcao holomorfa de uma variavel complexa
iré satisfazer propriedades muito mais fortes do que uma fungao diferenciavel da
reta na reta. Por exemplo, iremos mostrar que uma funcao holomorfa ¢é infinita-
mente derivavel no sentido complexo! Este fato contrasta absurdamente com o que
pode ocorrer para funcoes reais. Pois uma funcao de R em R pode ter uma deri-
vada e ndo possuir uma segunda derivada. E simples imaginar diversos exemplos
de funcoes reais satisfazendo esta propriedade. Na verdade, um fato muito mais
impressionante ¢ valido: uma funcao holomorfa é sempre analitica, no sentido que
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ela admite uma expansao em série de poténcias convergente em bolas em volta de
cada um dos pontos de seu dominio (séries de poténcias complexas serao discu-
tidas nas segoes seguintes). Por esta razao, as fungoes holomorfas, muitas vezes,
sao chamadas de fungoes analiticas. Esta propriedade é outra diferenca marcante
entre as fungoes que admitem derivadas no sentido complexo e real. Ja que exis-
tem diversos exemplos de fungoes derivaveis no sentido real possuindo infinitas
derivadas e que nao admitem representagoes em séries de poténcias em todos os
pontos de seu dominio.

Definigao 3.20 (Funcao Holomorfa). Seja A C C aberto e f : A — C uma fungao.
Dizemos que f € holomorfa em A se f'(z) existe para todo z € A.

Note que a Proposicao fornece uma poderosa ferramenta para verificar que
se uma fungao complexa é holomorfa em um determinado aberto A. Além do mais,
vale a pena mencionar que a Proposicao [3.18| caracteriza as fungoes holomorfas
como aquelas que nao dependem da “variavel” Z.

Na verdade, existe um resultado muito mais forte do que os mencionados acima,
devido a Loomann e Menchoff, fornecendo condigoes suficientes para que uma
fungao complexa f : A — C seja holomorfa. Este resultado é conhecido hoje em dia
como Teorema de Loomann-Menchof e ele afirma que se f é uma funcao continua
e existem as derivadas parciais de u e v e estas por sua vez satisfazem as condigoes
de Cauchy-Riemann em todos os pontos de A entao f é holomorfa. Este teorema
foi enunciado inicialmente pelo famoso mateméatico Paul Montel em |[Monl3| e
uma primeira “prova” foi dada por Herman Loomann em [L0023|. Escrevemos
prova entre aspas, porque havia um problema no argumento de Loomann, e este
foi posteriormente reparado por Menchoff em um livro [Men36| em 1936 editado
por Paul Montel. Ha hoje dia versoes mais simples destas provas até mesmo em
livros didaticos como o de Narasimha-Nievergelt [NNOI|. Neste livro os autores
provam este teorema no Capitulo 1, em uma secao que ocupa 6 paginas. Aos
leitores realmente interessados nesta versao recomendamos comecar a leitura desta
prova lendo o artigo de Gray e Morris de 1978, publicado na famosa American
Mathematical Monthly [GMT78]. Neste artigo os autores abordam os aspectos
histoéricos deste teorema, e também comentam sobre os pontos obscuros de varios
trabalhos que abordaram este problema.

Um exemplo muito importante de fun¢ao holomorfa é uma fungao polinomial
de grau n, isto é, p: C — C dada por

p(2) = ag+ a1z + a2 + ...+ ap2",

onde ag, ay, ..., a, sao nimeros complexos fixados chamados de coeficientes de p.
Para verificar que esta fungao polinomial é de fato holomorfa em C basta mostrar
que a fungao f : C — C dada por f(z) = z™ é holomorfa para qualquer m € N
e em seguida, aplicar sucessivamente a Proposigao [3.11] Para isto observe que a
seguinte identidade algébrica é satisfeita

2_m—2

2™ — 27
0 e i 2T 2 2

Z— 20
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Ja que o lado direito da igualdade acima é uma soma de fungoes continuas em
todo C podemos tomar o limite, quando z — 2, na igualdade acima e portanto
temos que f é derivavel e além do mais

m m

f'(20) = lim

z—=z20 Z — 20

= lim 2™ 4+ 2™ 2 4+ 2™ L 22 R b
Z—r20

. m—1

=mz;

Dai segue que qualquer que seja z € C temos f'(z) = mz™"! logo

P'(2) = ay +2a22 + 3azz* + ... +na2" L

Podemos usar este fato e novamente a Proposigao [3.11] para verificar que uma
funcao racional é holomorfa no conjunto onde seu denominador nao se anula. Mais
precisamente, sejam p : C — C e ¢ : C — C fungoes polinomiais. Seja A o
conjunto de todos os pontos do plano complexo exceto os zeros do polinémio ¢,
isto 6, A = C\ {z € C: ¢q(z) = 0}. Vamos ver mais a frente que o conjunto de
zeros de qualquer polindémio de uma variavel complexa com coeficientes complexos
é finito. Usando este fato podemos verificar que A é um aberto do plano complexo.
Agora considere a fungao racional f : A — C definida por

Pelo exemplo anterior e pela Proposicao temos que f ¢ holomorfa em A.

Observamos também que a regra da cadeia fornece uma ferramenta para cons-
truir novas fungoes holomorfas a partir de composicoes de func¢oes holomorfas ja
conhecidas.

Definigao 3.21 (Funcao Inteira). Uma fun¢do compleza f : C — C é dita uma
funcao inteira se f € holomorfa em todo C.

Definigao 3.22 (Ponto Singular). Um ponto singular de uma fun¢ao compleza
f € um ponto zy do plano complexo tal que existe um disco D(zy,7) no qual f é
holomorfa, exceto em zg.

Por exemplo, as fungoes constantes e polindmios sao funcoes inteiras. Ja a
fungao f : C\ {0} — C dada por f(z) = 1/z tem um ponto singular (ou uma
singularidade isolada) na origem. Um exemplo de uma fun¢do possuindo dois
pontos singulares é dado pela fungao racional

2
1@ = e
Neste exemplo z = —1 e z = 27 sao pontos singulares, ou singularidades isoladas

da funcao f.
Por outro lado, a fun¢ado f(z) = Z néo possui pontos singulares, pois esta fungao
nao é derivavel em ponto algum.
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3.5 A Exponencial Complexa

Nesta se¢ao vamos apresentar a funcao exponencial complexa bem como véarias de
suas propriedades elementares. Inicialmente vamos adotar uma notacgao especial
para esta fungao exp(z). Apos estabelecer varias semelhancas desta com a fungao
exponencial real x — e, com quem o leitor ja estd bem acostumado, passamos
a usar, quando for conveniente a notagao e*.

Definigao 3.23 (Fungao Exponencial). A fun¢do exponencial complexa serd de-
notada por exp : C — C e definida para cada ponto z = x + 1y € C pela expressao

exp(z) = e*(cosy + iseny).

Para facilitar vamos nos referir a fungao exponencial complexa z — exp(z)
simplesmente por funcao exponencial. Descrita em coordenadas a funcao expo-
nencial, calculada em z = x + iy, tem a seguinte forma exp(z) = u(z, y) +iv(z, y),
onde

u(x,y) = e"cosy e v(z,y) = € seny.

Note que sua descri¢ao é coordenadas ¢é suficientemente simples de forma que
podemos aplicar imediatamente os resultados da se¢ao anterior como, por exemplo,
as Condicoes de Cauchy-Riemann e a Proposicao para concluir que z —
exp(z) define uma funcgao inteira. De fato, ja que para todo = + iy € C

%u(a:,y) = e” cosy, a—yu(w,y) = —e"seny,

%v(a:, y) = e"seny, a—yv(a:, y) = e” cosy,
as Condigoes de Cauchy-Riemann sao validas em todos os pontos do plano com-
plexo. Além do mais, como as func¢oes u e v possuem derivadas parciais continuas
segue da Proposicao que z — exp(z) é derivavel em cada z € C e por-
tanto inteira. Além do mais a Proposicao também fornece uma férmula para
derivada complexa em termos das fungoes coordenadas que ¢é a seguinte:

exp/(2) = ~ou(e,y) + s ()
= e*cosy + e’ cosy
= e”(cosy +iseny)
= exp(z2).

Note também que se z é real, isto ¢, z = x + 0 entdo exp(z) = e”. Como no
caso caso da exponencial real a imagem de qualquer ponto pela fun¢ao exponencial
complexa é sempre diferente de zero. Uma maneira de ver isto é verificando o
modulo de exp(z) é nao-nulo. De fato, para qualquer que seja z = = + iy € C
temos

|exp(z)| = |e"(cosy + iseny)]
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= |e®| - |cosy + iseny|

= |e®|\/cos? y + sen? y
=e" > 0.

A exponencial complexa possui uma propriedade anédloga & uma das propri-
edades fundamentais da exponencial real que é a identidade e*e? = e*1¥, valida
para todo par x,y € R. Dados quaisquer niimeros complexos z; = x; + iy, €
2o = Ty + 1Y temos que

exp(z1) - exp(z2) = exp(z1 + 22).

Esta identidade é consequéncia direta da defini¢ao da fungao exponencial complexa
e das identidades trigonométricas fundamentais, como mostrado abaixo:

exp(21) - exp(22) = €™ (cosy; + iseny;) e (cosys + isenys)

= e"e" (cosy; + iseny)(cos ys + isenys)

m1+:fc2(

=e COS Y1 COS Yo — Sen ¥y Sen Ys + i[sen y; cos Yo + COS Y1 sen ys|)

m1+$2(

—e cos(y1 + y2) +isen(y; + o))

= exp((w1 + x2) +i(y1 + v2))
= exp(z1 + 22).

A identidade e = 1/e® também possui uma contrapartida na exponencial
complexa. Para provar esta generalizacao s6 precisamos usar a definicao da ex-
ponencial complexa, as propriedades algébricas basicas dos ntimeros complexos e
lembrar que o cosseno é uma fungao par, cos(—z) = cos(x), e o seno é uma fungao
impar, sen(—y) = —sen(y). Em seguida, proceder como segue

1 1

exp(z)  e*(cosy +iseny)

1 cosy — iseny

e*(cosy +iseny) cosy —iseny

e *(cosy —iseny)

cos? y + sen?y
= e “(cos(—y) + isen(—y))
= exp(—z — iy)
= exp(—2).
Como consequéncia das identidades acima temos para quaisquer z1, 2o € C que

exp(z1)
exp(z2)

= exp(z1) exp(—2z2) = exp(z; — 22). (3.11)
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Usando as identidades estabelecidas acima temos para quaisquer z € Cen € Z
que
exp(z)" = exp(nz).

Para verificar a validade deste fato basta proceder uma inducao formal em n.

Agora vamos mostrar algumas diferencas entre a exponencial real e complexa.
Em R temos bem definida a funcao x — en? para qualquer n € Z. O ntmero
en® é caracterizado como sendo o tnico nimero real tal que o produto dele por
ele mesmo n vezes é igual e*. Em outras palavras, y = en® & a fnica solugao
real da equg¢ao y" = e*. Considerando que a tnica solucao real desta equagao
seja definicao de e%x, podemos nos perguntar o que aconteceria se considerarmos
sua generaliza¢do natural para ntmeros complexos. Isto é, w"™ = exp(z). Para
facilitar, consideramos separadamente os casos em que n é positivo e negativo.
Para n inteiro positivo esta equacao ¢ um caso particular da equagao w" = wy,
que como vimos, possui exatamente n solugoes distintas se wy # 0, que é o caso
de wy = exp(z) # 0.

Desta forma nao é possivel pensar na relagao z — exp(z)% como uma funcao.
Pois, para cada z podemos associar n distintas raizes n-ésimas de exp(z) uma para
cada solugao da equagdo w" = exp(z). Na literatura é comum entretanto se referir
a relagdo z — exp(z)% como uma funcao multiforme.

Usando a férmula deduzida em , juntamente com a defini¢ao da exponen-
cial complexa, temos para cada 0 < 7 < n — 1 que o niimero complexo

x( Y+ 21y , y+2my 24277
en | cos (—) +2sen (—) = exp <—>
n n n

é uma raiz n-ésima de exp(z). As vezes, abusamos da notagao e escrevemos
1 Z+ 271'] .
exp(z)» = exp (—), vjie{0,1,...,n—1}.
n

Discussao semelhante ¢ valida para potencias racionais da exponencial, isto é
exp(z)n, onde m € Z en € Z\ {0}. Como no caso das raizes n-ésimas da funcio
exponencial complexa, a relacio z — exp(z)» ndo ird, em geral, definir uma
funcao e sim um func¢ao multiforme que vamos denotar por

203

exp(z)» = exp <%(2+27rj)>, vVjie{0,1,...,n—1}.

Esta duas novidades sao consequéncias da periodicidade da fungao exponencial
complexa, isto é,

exp(z + 2im) = e"(cos(y + 2m) + isen(u + 27)) = e”(cosy + iseny) = exp(z).

Desta forma a funcao exponencial mapeia retas paralelas ao eixo imaginario
em circulos centrados na origem e retas paralelas ao eixo real sao enviadas em
semi-retas saindo da origem.

Usando novamente que as fungoes trigonométricas cosseno e seno sao fungoes
par e impar, respectivamente, podemos verificar que o conjugado da exponencial
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¢é simplesmente a exponencial do conjugado, mais precisamente para todo z € C
temos:

exp(z) = e*(cosy + iseny)
= e"(cosy —iseny) = e*(cos(—y) + isen(—y)) = exp(z).

Por ultimo, mencionamos mais uma importante propriedade que a exponencial
é sobrejetora em C*, isto é, exp : C — C* é uma aplicagao sobrejetora. Para
verificar que exp(C) = C*, escolha um ponto arbitrario w = a+1ib € C*. Considere
a equagcao
e®(cosy +iseny) =exp(z) =w =a+ib

Como w # 0 podemos representé-lo em coordenadas polares como segue w =
|w|(cos @ + isend). Logo

e”(cosy +iseny) = |w|(cosf + isen h)

e portanto tomando x = In |w| e y = 42k, onde k € Z temos que exp(x+iy) = w,
mostrando que aplicagao exponencial complexa é sobrejetiva em C*.

Note que se z € C é imaginario puro, isto é, z = iy para algum y € C temos
que exp(z) = exp(iy) = cosy +iseny. Esta observa mostra que podemos escrever
um nimero complexo em sua forma polar da seguinte maneira w = r exp(if).

Pelo fato da funcao exponencial complexa exp poder ser vista como uma ex-
tensao da fungao exponencial real x — e e ter muitas propriedades semelhantes
vamos adotar também no caso complexo a notagao e*. Observe que as proprie-
dades demostradas acima permitem verificar que, por exemplo, que se z = = + iy
entao e = e”eY.

3.6 Funcoes Trigonométricas e Trigonométricas Hi-
perbolicas Complexas

Definimos as fungoes seno e cosseno complexos como segue

cosz = (6” + e_iz) e sen z = %(eiz — e_iz)

]

DN | —

Observe que similarmente ao caso real, as derivadas destas fungoes sao dadas

por
d d

— oSz = —senz e —senz =cosz, VzeC.

dz dz
Em particular, estas fungoes sao inteiras.
As funcgoes seno e cosseno complexas definidas acima, podem ser vistas como
extensoes das funcoes trigonométricas reais. Para ver isto vamos determinar suas
representacoes em coordenadas

CoSz = (eiz + e’iz)

N — Do —

(e—y-‘rix + ey—i:c)
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1

=5 (e7¥(cosz +isenz) + e’(cos(—x) + isen(—z))
1

= 5((ey +eY)cosz +i(e! —e ) senx)

= cosh y cosx + i senh y sen x.

Agora fica claro que se z = x + 0 entao cos z = cos z.
Analogamente, podemos mostrar que se z = x + 1y entao

sen z = cosh ysen x — i senh y cos x.

Observe que as fungoes seno e cosseno complexos nao sao fungoes limitadas
em todo plano complexo.

Outra maneira interessante de definir estas fungoes é por meio dos seguintes
problemas de valor inicial (PVI) complexos

F1(z) = —£(2);
F(0)=0e f(0) = 1.

Z > senz é a unica solucao do PVI

J'(2) = =f(2);
f(0)=1e f'(0) = 0.

Vamos voltar a esta abordagem mais a frente depois de estabelecer analiticidade
e a representacao integral destas fungoes.

Z > COS 2 ¢ a unica solugao do PVI

As fungoes trigonométricas hiperbolicas sao definidas como segue

e +e’”? e —e’”?
coshz = ——— e senhz = ———
2 2
Estas duas fungoes possuem generalizagoes muito mais naturais do que de as
fungoes trigonométricas. Do ponto de vista de suas relagoes em termos de derivadas

temos

— cosh z = senh 2 e — senh z = cosh z.
dz dz
Analogamente estas fun¢oes sao solucoes dos seguintes problemas de valor inicial
f'(2) = f(2); f'(z) = f(2);
e
f(0)y=0e f(0)=1, f(0)y=0e f(0)=1,

respectivamente.

Do ponto de vistas da equacgoes diferencias ou dos PVI’s temos que estas fun-
¢oes trigonométricas e as trigonométricas hiperboélicas sao descritas de maneira
totalmente similares em R e C. As diferengas entre elas, como por exemplo, a nao
limitagao das fungoes seno e cosseno complexos sao devidas apenas a natureza dos
dominios onde estas fungoes estao definidas bem como da derivada complexa.

As funcoes tagente, secante, cossecante e suas analogas hiperbolicas sao defi-
nidas de maneira analoga ao caso real.
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1. Seja U C C um dominio. Suponha que f : U — C seja uma funcao continua tal
que sua imagem estéa contida no conjunto dos nimeros inteiros, isto é, f(U) C Z.
Mostre que existe k € Z tal que f(z) = k, para todo z € U.

2. Dé um exemplo de um aberto U C C e uma funcao complexa f : U — C tais
que f é uma funcao continua em U, sua imagem esta contida em Z, mas f nao
¢é constante, como no exercicio anterior.

3. Em quais pontos do plano complexo cada uma das as seguintes fungoes tém
derivada (no sentido complexo)

o f(z) =

o [(2)=7%

o f(2) = flx+iy) =2 = 3ay* +i(32%y — ¢°);
o f(z)=1l;

4. Em quais pontos do plano complexo a funcao

. N x . Yy
f(z)_f(x—i_ly)_xg_'_yg Z$2+y2

tem derivada ? Para tais pontos calcule f(z).

5. Seja g : C\ {0} — C a fungao definida por

9(z) =

ISIIRN]

Pergunta: existe o limite de g(z) quando z tende a zero 7

6. Mostre usando as equagoes de Cauchy-Riemann que a funcao f: C — C
dada por f(z) = 2%+ 2z + 1 ¢ inteira.

7. Existe algum subconjunto do plano complexo onde f(z) = |z| é analitica ?

8. Seja U C C um dominio (aberto e conexo). Suponha que f : U — C seja uma
funcao holomorfa. Defina g : U — C por g(z) = f(2). A fungdo g é holomorfa
no dominio U 7

9. usando as equacgoes de Cauchy-Riemann mostre que a fungao f: C — C
dada por f(z +1y) = e*(cos(y) + isen(y)) é inteira.

82



Lista 3 83

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja f : C — C uma fungao inteira nao constante. Mostre que as seguintes
fungoes nao sao inteiras:

a) [f(2)[;

b) f(2);
(f(2));
(f(2)).

Seja H = {z € C : Im(z) > 0} o semi-plano superior. Considere a funcao
f(z) = Z5. Mostre que Im(f(2)) > 0 para todo z € H. Conclua que f define
uma funcao que leva H em algum subconjunto de H. Verifique se as equagoes de
Cauchy-Riemann sao satisfeitas em H, em caso afirmativo, determine a derivada

de f em cada ponto de seu dominio.

)
¢) Im
d) Re

Se U C C é um aberto do plano complexo é verdade que se f'(z) = 0 para todo
z € U entdo f(z) = ¢ para alguma constante ¢ € C 7

Sejam D(0, R) o disco de centro na origem e raio R > 0 e f : D(0, R) — C uma
fungao holomorfa em D(0, R). Mostre que se existe um ntmero complexo ¢ tal
que Re(f(z)) = ¢ para todo z € D(0, R), entdo f ¢ uma funcdo constante.

A conclusao do exercicio acima continua verdadeira se supormos apenas que a
parte imaginaria de f é constante 7

Examine a fungao analitica f(z) = 22

e Determine as fungdes u,v : R? — R tais que 2% = u(z,y) + iv(z,y).

e Determine as seguintes curvas equipotenciais para u e v, isto é, as curvas
u(z,y) =1ev(zr,y) = 1.

e Determine os pontos de intersecao das curvas, determinadas no exercicio
anterior, no primeiro quadrante.

e Mostre que nos pontos de intersecao, estas curvas se tocam ortogonal-
mente, isto é, seus vetores tangentes neste ponto sao ortogonais.
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. in effect, if one extends these functions by allowing complex
values for the arguments, then there arises a harmony and reqularity
which whithout it would remain hidden ”

—B. Riemann, 1851

4.1 Os Ramos do Argumento e do Logaritmo

Vamos comegar esta se¢ao estuando fungoes conhecidas como ramos do argumento.
Elas serao de grande utilidade no estudo da fun¢ao logaritmo complexo, ou melhor,
no estudo dos diversos ramos do logaritmo, como ficaréa claro a frente.

Definigao 4.1 (Ramo do Argumento). Seja U C C* = C\{0} um conjunto aberto
conexo. Uma fungao continua arg : U — R satisfazendo

|—i| =exp(iarg(z)), VzeU, (4.1)

€ chamada de um ramo do argumento.

Nao é uma tarefa completamente trivial construir ramos do argumento. Apesar
deles estarem totalmente ligados a ideia intuitiva de angulo expressa-los analitica-
mente é as vezes um pouco trabalhoso. Antes de construirmos um ramo propria-
mente dito, vamos estudar quais propriedades tais fungoes tém para ir entendendo
melhor como eles funcionam do ponto de vista analitico.

Proposicao 4.2. Nao existe nenhum ramo do argumento definido em todo C*, isto
é, nao existe nenhuma func¢ao continua definida em todo o conjunto C* satisfazendo
a igualdade (4.1)) para todo z € C*.

Demonstragao. A prova é por contradi¢ao. Suponha que exista tal fungao
arg : C* — R. Considere a curva v : [—7, 7] — C dada por y(t) = cost +isent. E
claro que v é uma funcao continua de [—7, 7] em C e portanto a composta arg oy
¢ uma fun¢do continua de [—m, 7] em R. Por para qualquer t € [—, 7| temos
que

cost +vsent

cost+i1sent = | I isent| = exp(i arg(y(t)))

= cos(arg(y(t))) + i sen(arg(y(t)))-

84
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Desta forma arg(v(t)) = t + 2k(t)r, onde para cada t € [—m, 7] temos k(t) € Z.
Ja que t — arg(v(t)) é continua e [—m, | é conexo segue que k(t) = k, onde k
¢ alguma constante inteira. Logo arg(y(t)) =t + 2k7 para todo t € [—m,7]. Pela
definigao de v temos que se t — 7 entdo y(t) — —1 e assim

arg(—1) = limarg(y(¢)) = %Lmﬁt +2km = (2k + 1)7.

t—m

Novamente pela defini¢ao de «y temos que se t — —7 entao y(t) — —1 e portanto

arg(—1) = lim arg(y(t)) = tglgrt +2km = (2k — 1)m.

t——m

O que é uma contradi¢ao com a equacao anterior. [

Uma inspecao cuidadosa da prova acima revela, na verdade, que nenhum ramo
do argumento pode conter em seu dominio nenhum conjunto da forma D(0,r)\ {0}
nao importa quao pequeno seja r > 0. Em outras palavras, dentro do dominio U
de um ramo qualquer do argumento, nao pode ser possivel “circular a origem”, isto
é, encontrar um circulo (totalmente contido em U) de forma que a origem esteja
dentro da regiao delimitada por este circulo. Na verdade, com um pouco mais de
trabalho poderfamos generalizar esta afirmagao de um circulo para uma curva de
Jordan suave por partes. Portanto para encontrar ramos do argumento devemos
criar barreiras para que existam tais curvas circundando a origem. A maneira mais
natural de criarmos tais “barreiras” seria olhando para a familia de todos os con-
juntos da forma D(0,7)\ {0}, com r > 0 e para cada raio r > 0 fixado, remover um
ponto de 9D(0,r). Entretanto isto ndo pode ser feito de maneira completamente
aleatoria. Més escolhas da remocao destes pontos poderiam nao ser efetivas para
bloquear a existéncia de curvas de Jordan suave por partes circundando a origem.

Além do mais, é preciso levar em conta que a equacao deve ser valida.
Por falar na equagao (4.1)), observe que se z € U e se az € U, onde o > 0 entéo

exp(iarg(az)) = % = % = exp(iarg(z)).

Esta observagao sugere que fungoes continuas definidas em 0D(0,1) \ {20},
onde zyg = cos¢ + isen¢ é um ponto qualquer em 9D(0,1), satisfazendo (4.1))
podem eventualmente ser estendidas a fungoes continuas definidas em toda a regiao
C*\ Ly, onde L, é o segmento de reta dado por Ly = {t(cos¢p+isen¢) € C:t >
0}. Entretanto nao ¢ muito simples exibir uma tal fun¢do em termos da variavel
complexa z e ou suas coordenadas. Esta sera nossa proxima tarefa, descrever tal
funcao. Ela serd a funcao que fornece um angulo entre —7 e 7 para qualquer
niamero complexo em C*\ L.

Antes de definir analiticamente esta fungao precisamos introduzir algumas no-
tagoes. Vamos chamar de arccos a fungao inversa da fungao cos : (0,7) — (—1,1).
Vamos denotar por arcsen a inversa da funcéo sen : (—7/2,7/2) — (—1,1) e

—_—

finalmente denotamos por arccos a inversa da fungao cos : (—m,0) — (—1,1).
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Teorema 4.3. A func¢ao arg: C\ L, — (—m, ) dada por

)
arccos (Re(z)) , seze U ={weC:Im(w) > 0};

E

Im(2)
E

arg(z) = } arcsen < ) , seze€Uy={weC:Re(w)>0}

a@c&(%@), se z € U3 ={w € C:Im(w) < 0};

\

¢ uma fungao bem-definida e continua em C\ L, e satisfaz
z
B = exp(iarg(z)), Vze€C\ L.
z

A funcao arg definida acima € chamada de ramo principal do argumento.

Demonstragao. Primeiro é preciso mostra que a fungao arg esta bem-definida.
Isto é,

i) se z € U; N U, entédo

arccos (H) = avesen ()

ii) se z € Uy N U; entdo

wwncm@):a@&(mwv.

E

J& que a prova de ambos itens sao analogas, vamos apresentar apenas a prova
do item 1i).
Seja z € Uy NU, e assuma que

arg(z) = arccos (Re(z)) . (4.2)

2]

Tomando o cosseno nos dois lados da igualdade acima e depois elevando o resultado
ao quadrado ficamos com a seguinte identidade

Re(z))) _ Re(2)?

|| |22

cos(arg(z))? = cos? (arccos <

Usando que sen? z + cos? = 1, na igualdade acima, obtemos

1 — sen(arg(z))* = RF;’ZQ) :

Ja que |z|> = Re*(2) + Im?(2) segue da igualdade acima que

_Re(:)' _ Re(2)+Im(:)* _Re(:) _ Im(z)*

B |22 ERER

(4.3)

sen(arg(z))? =1
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Como estamos considerando que z € U; N Uy, temos que Re(z) > 0 e Im(z) > 0.
Pelo Lema temos que 0 < Re(z)/|z] < 1. Lembrando de como definimos a
fungao arccos, temos arccos([0, 1)) = (0, 7/2] e dai segue que

arg(z) = arccos (RFZ(F)) € (0,7/2] = sen(arg(z)) > 0.

Destas observagoes e de (4.3) temos

sen(arg(2)) = |sen(ang())| = oen(arga)e = 1L — G _ I

B ||

Tomando agora arcsen em ambos lados na igualdade acima, ficamos com

Im(z))

2|

arg(z) = arcsen (

Desta igualdade e de concluimos finalmente a prova do item 1i).

A continuidade da funcao arg : C*\ L, — R é simples de ser demonstrada.
De fato, para qualquer zy € U; temos pela definigdo de U; que Im(zp) > 0 e
consequentemente —1 < Re(zg)/|z0] < 1. Ja que arccos é continua no ponto
Re(z0)/|z0| segue que

lim arg(z) = lim arccos (Re(z)) — arccos (lim Re(z))

Z2—20 2—20 |Z’ Z—20 |Z’
R
= arccos (ﬂ) = arg(zo).
|20

A continuidade nos pontos de U, e Us sao provadas de maneira analoga.

Para concluir a prova deste teorema resta apenas mostrar a validade de (4.1)).
Primeiro vamos mostrar que (4.1]) é valida para todo z € U; N Us. De fato, neste
caso podemos usar a identidade do item i) da primeira parte desta prova para
verficar que

exp(iarg(z)) = cos(arg(z)) + isen(arg(z))

= con (arecos (B2) ) s dsen (anceos (202
o (e (P22 s e ()

_ Re(z) +i1m(z) oz

E EINE

Analogamente provamos a validade de (4.1) para os demais pontos de C*\ L.
Com esta observacgao finalmente encerramos a prova do teorema. [

Na préatica, nao usamos as férmulas dada pelo teorema anterior. Pois o valor do
ramo principal do argumento de um numero complexo z em C*\ L, é simplesmente
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o unico angulo entre —7 e w formado vetor determinado por z e pelo eixo real. A
formula obtida no teorema é importante para dar uma descricao analitica precisa
deste angulo e também mais adequada, do que esta descricao heuristica, para ser
usada na prova de outros resultados.

Antes de prosseguir vamos apresentar algumas propriedades de ramos do argu-
mento genéricos. O primeiro destes resultados caracteriza todos os possiveis ramos
do argumento definidos num mesmo dominio.

Proposigao 4.4. Seja U C C* um dominio. Se arg; : U — R e arg, : U — R sao
ramos do argumento em U, entdo existe uma constante k € 7 tal que arg,(z) =
argy(z) + 2km, para todo z € U.

Demonstragao. Ja que arg;(z) e arg,(z) sao ramos do argumento em U temos

que
z

expliarg (2)) = [ = exp(iarga(2)

Portanto cos(arg,(z)) = cos(arg,(z)) e sen(arg,(z)) = sen(arg,(z)). Segue das
propriedades bésicas das fungbes trigonométricas que existe um inteiro k(z) tal
que arg,(z) = argy(z) + 2k(z)m. Desta forma a aplicacao

1
2 b(2) = o (anm () — g (2)
define uma fungao continua. Ja que U é conexo e k(z) € Z, segue da continuidade
da fungdo z — k(z) que ela é identicamente constante, isto é, existe k € Z tal
que k(z) = k para todo z € U. ]

Devemos observar que, em geral, é mais dificil estabelecer relagoes entre distin-
tos ramos do argumento definidos em dominios distintos. Assim, se arg; : U — R
e arg, : V — R sado ramos do argumento com U # V', nao temos relagoes muito
claras entre este ramos. Nao é possivel em alguns casos dizer nem o que acon-
tece em U NV ja que este conjunto poderia ser vazio ou ter uma infinidade de
componentes conexas.

Além do ramo principal do argumento, vamos dar destaque nestas notas a
outros ramos definidos em dominios maximais de C*. Para definir estes outros
ramos primeiro fixamos um angulo ¢ € R. Em seguida, consideramos o segmento
de reta L, = {t(cos¢p +isen¢) € C: ¢ > 0} e o aberto conexo C*\ L,. Definimos
o ramo do argumento arg, : C*\ Lg — R por arg,(z) = 0(z), onde #(z) é o tinico
angulo satisfazendo

|—j| —exp(if(z)) e —2r+6<0(2) <o
Infelizmente esta definicao é bastante inadequada para provarmos que a funcao
z +— arg,(z) é continua, como fizemos para o ramo principal. Por outro lado,
ela torna a discussao mais geométrica e intuitiva e com um pouco de esforco o
leitor interessado pode adaptar a expressao do ramo principal do argumento, e
obter uma descrigao explicita para arg¢(z) em termos da varidvel complexa z; e
eventualmente verificar que a mesma esta bem definida e é continua em C*\ L.
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Definicao 4.5 (Ramo do Logaritmo). Seja U C C* = C\ {0} um conjunto aberto
conexo e arg : U — R um ramo do argumento definido em U. Entdo a fun¢ao

f:UcC*— C dada por
f(z) =In|z| +iarg(z), VzeU, (4.4)

é chamada de um ramo do logaritmo em U. No caso especial em que U = C*\ Ly
e a fungdo arg € tomada como sendo a fungio arg,, definida acima, entio este
ramo do logaritmo serd denotado por log,.

Definigao 4.6 (Ramo Principal do Logaritmo). O ramo principal do logaritmo é
definido como sendo a fun¢io log : C*\ L, — C dada por

log(z) = In|z| + iarg(z),

onde arg : C*\ L, — R € o ramo principal do argumento como definido no
enunciado do Teoremal[4.3.

Observamos que a o ramo principal do logaritmo coincide com a funcao log,,
apresentada na defini¢ao anterior. Isto é, para todo z € C*\ L, temos log(z) =

log,.(2).

Proposigao 4.7. A fungdo log, : C*\ Ly — {z € C: =21 + ¢ < Im(z) < ¢}
define uma aplicacao bijetiva cuja tnversa € a fung¢dao exponencial restrita o faiza
{zeC: 21+ ¢ <Im(z) < ¢}. Isto é,

exp(logy(2)) = 2, Vze C"\ Ly

log,(exp(2)) = 2, Vze{ze€C: =21+ ¢ <Im(z) < ¢}.

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que log, ¢ uma inversa a direita,
em C*\ Ly, da fungao exponencial. Isto é, exp(log,(z)) = z, para todo z € C*\ Ly.
De fato, para qualquer que seja z € C*\ L, temos

: 2
-exp(i arg,(z)) = |z| - B = z.

In |z|

exp(log,(2)) = exp(In |z] + i argy(z)) = e
Por outro lado, para cada z € {z € C: =27 + ¢ < Im(z) < ¢} temos

log,(exp(2)) = In | exp(z)| + i arg,(exp(z))
= In(exp(Re(z))) + i arg, <exp(Re(2)) exp(i Im(z)))
= Re(z) +iarg,(exp(iIm(z)))
= Re(z) +ilm(z) = 2.

Lema 4.8 (Diferenciabilidade dos ramos do logaritmo). Para qualquer ¢ € R
fizado a fungdo log, : C*\ Ly — {2z € C: =21 + ¢ < Im(z) < ¢} define uma
fungao holomorfa em C*\ L, e além do mais, sua derivada € dada por

d

1 *
o log,(z) = ot Vz € C*\ Ly.
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Demonstracao. Pela Proposigao sabemos que para quaisquer z,w € C*\ L,
temos
log¢(z) — 10g¢(w) log¢(z) — 10g¢(w)

o expllog,(2) — expllog, (@) 4

Para mostrar que log, tem derivada complexa no ponto z basta mostrar que a
expressao acima tem limite quando w — z. Para ver que este limite existe, vamos
considerar a seguinte mudanca de varidveis: s = log,(z) et = log,(w). J& que log,
¢ uma funcdo continua em C* \ L, temos que se w — z, entdo ¢ — s. Portanto
segue da diferenciabilidade da func¢ao exponencial complexa e da Proposicao [4.7]
que o seguinte limite existe

d } log¢(z) - 10g¢(w)
e logy(z) = ilinz T w

. log(2) — log,(w)
w—z exp(logy(z)) — exp(log,(w))

= lim st

~ e (s) —exp()

B 1 B 1 B 1
exp(s)  expllog(2) 2

Dados a, € R é possivel estabelecer uma relagdo simples entre arg,(z) e
args(2), para qualquer z € (C*\ L) N (C*\ Lg).

Como ilustrado na figura abaixo, podemos ter para alguns pontos do plano
complexo w € (C*\ Ly)N(C*\ L) a igualdade arg, (w) = argz(w). Basta que estes
valores do argumento estejam na intersegao dos intervalos abertos (=27 + a, a) e
(=27 + 3, ) temos que

-2+ p

(2)

Figura 4.1.1: Relacdo entre valores de ramos distintos do argumento. A regido hachurada em verde é onde
temos arg, (w) = argg(w). Nos demais pontos deste intervalos os valores deste ramos do argumento diferem de
exatamente 2.

Se temos a < f como na Figura (I8 — a| < 2m) e z € um ponto em
(C*\ Lo) N (C*\ Lp) tal que argz(z) > a, entdo arg,(z) = argg(z) — 27.
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Na verdade, dados «, 8 € R quaisquer, podemos mostrar que sempre existe
k € Z tal que para todo z € (C*\ L,) N (C* \ Lg) temos

arg,(z) = argg(z) + 2k7 (4.6)

2l~c/7r + argg(2) ar‘gﬁ\(z)

T~

C
— 21+« @ 27+ 5 B

\

arg, (2)

Figura 4.1.2: Neste exemplo podemos ver como calcular o valor da constante que aparece na equagao Aqui
temos arg,, (z) = argg(z) + 2k7, onde k = —4.

Dado = € R vamos denotar o menor inteiro maior que z por [z]. As vezes, nos
referimos a [x] como o “teto de z”. O teto de x também pode ser caracterizado por
[x] =sup{k € Z : © < k}. Analogamente, definimos o “piso de x” como sendo o
maior inteiro menor que x, notagao |z|. Alternativamente, podemos caracterizar
o piso de x pela expressao |z = inf{k € Z: k < z}.

Proposigao 4.9. Dados o, € R e z € (C*\ L,) N (C*\ Lg) temos que

E:EEéﬁJz{ﬁﬁiﬁ;ﬁw‘

= 2k de k =
arg,(z) = argg(z) + 2km, onde L 5 5

Demonstracao. Ja que z € (C*\ L,) N (C*\ Lg) segue da defini¢ao de ramo do
argumento que

cos(arg,(z)) + isen(arg,(z)) = exp(i arg,(z))

2|

= exp(i argy(z)) = cos(args(2)) + isen(argg(2)).

Portanto
cosarg, (2)) = cos(arg,(2));

sen(arg,(z)) = sen(argg(2)).

Logo, existe k € Z tal que arg,(z) = argg(z) + 2km. Desta forma temos que

g, () — ang(2)
2m
arg,(z) — a +a — argg(2)
2
arg,(z) —a  a—argg(z)
+ .
2m 2m
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Lembrando que —27 + o < arg,(z) < «, podemos concluir que

arg,(z) — «

-1<
2

< 0.

Deste fato e da igualdade anterior, segue que

o — argg(2)

k<
2

chil = {a—_gﬁUJ:k
2

Analogamente, temos

arg,(z) — f8 N B — argg(z)
or 2 '

k:

Como —2m + 3 < argg(z) < 3 segue que

0 < B_Lgﬁ(z) < 1
27
Portanto
k—l < a‘rgOt(Z)_/B < k :> k: ’Varga(z)_ﬁ—‘
2 27

Observagao 4.10. A Proposi¢ao [{.9 pode ser vista como uma generalizagio da
Proposi¢ao [{.4] ja que nesta tiltima os ramos argumento nao precisam estar defi-
nidos em dominios idénticos.

Corolario 4.11. Dados a, € R e z € (C*\ L,) N (C*\ Lg) temos que

1 =1 2k de k =
0g,(z) = logg(2) + i2km, onde L 5 5

Demonstracao. A prova é uma aplicacao direta da definicao dos ramos do
logaritmo e da Proposicao 1.9 De fato, para qualquer z € (C*\ L,) N (C*\ Lg)
temos

log,(2) = In|z| + i arg, (=)
= In |z| +i(args(2) + 2km)
= [In|z| + i argg(2)] + i2kn

= logs(2) + i2km.
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4.2 Poténcias Arbitrarias

Ja que definimos a exponencial complexa e os ramos do logaritmo, podemos agora
introduzir o conceito de potencias arbitrarias.

Definigao 4.12. Fize w € C e ¢ € R. Dado z € C\ Ly definimos 2 (ou z*lo
quando for necessdrio especificar o valor de ¢) como sendo o nimero complezo

fws(2), onde fuy: C\ Ly — C € a fungdo dada por f,4(2) = exp(wlog,(z)).

Para w € C fixado e ¢ € R escolhido, temos que a aplicagdo (C\ Ly) 3 z —>
2" = exp(wlogy(z)) define uma aplicacao holomorfa em C\ Ly. O ramo principal
da fungio z — 2" & obtido quando escolhemos ¢ = 7 e consequentemente log,
como o ramo principal do logaritmo.

Pela regra da cadeia (Teorema |3.12)), Proposigao e equagao temos que
d d

Ezw = exp(wlog,(z)) = exp(wlog,(z ) [w log,(2)]

= exp(w log, (2 )

)
)

= exp(wlog (Z))—
(2

exp(wlog,(2))
exp(10g¢( z))
= wexp((w — 1)log,(z2)).

w—1

= w=z

O que mostra que, independentemente da escolha do ramo do logaritmo temos
sempre
d w w—1
—ZY =w".

dz

Outra observagdo importante é que a funcdo introduzida na Definicao
generaliza, em um certo sentido, a nogao usual de poténcia ja que para qualquer
neNezeC)\ L, temos:

2" = exp(nlog(z)) = gxp(log(z)) . exp(log(z)l =z-...Z

g
n—vezes

Outra observagao importante é que estas fungoes nos permitem construir raizes
n-ésimas de um namero complexo w. Para isto basta observar que escolhido o
ramo principal do logaritmo e w € C\ L, temos que wr & uma solucao da equacao
2" = w. De fato,

1

wn = exp (% log(w)> = exp (%(ln |w +iarg(w))) \w\n exp ( argé )>

Na verdade, podemos construir todas as raizes n-ésimas de w considerando
. 1 R . - . )

todos os possiveis ramos de wn». Para simplificar a discussao vamos introduzir a

seguinte notagdo para os ramos da raiz n-ésima. Dado ¢ € R e w € C\ L, vamos

denotar exp((1/n)log,(w)) por {L/E(z).
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Proposicao 4.13. Para qualquer n € N e w € C fizados temos
{{L/E¢E(C:¢ERewGC\L¢}:{z€C:z":w}_

Em seguida, mostramos as principais ideias envolvidas na prova da proposicao
acima para o caso especial em que n =2 e w = —1.

Exemplo 4.14. Vamos mostrar que

(V=I’eC:i¢peRe(~1) €C\ Lyl ={z €C: 22 = -1} = {—i,i}.

Inicialmente escolhemos um ramo qualquer do argumento onde temos mais
facilidade para determinar o valor de arg,(—1). Por exemplo, vamos tomar ¢ = 0.
Neste caso, arg,(—1) = —m. Para qualquer ¢ # (2k + 1)7, com k € 7Z, temos que
(—=1) € (C\ Ly) N (C\ Lyg). Desta forma podemos aplicando a Proposigao e

assim concluir que para quaisquer tais valores de ¢ temos

arg,(—1) = argy(—1) + 27 Vs_%i()(_lw = —7m+27 rb;—rﬂJ

Logo, se ¢ € R nao ¢ um multiplo impar de 7 entao temos
1 arg,(—1
v_1°’= exp <§ln| — 1| ‘I’Z%)

= exp (i—arg¢2(— 1 >

—ew (i~ 3 n | 27))).

Fazendo ¢ variar em R\ {(2k + 1)7 : k € Z} podemos observar que a expressao
acima assume os seguintes valores

{exp (i( - g + lm)) ke Z} = {e75, 613} = {—i,i}.

Observamos que para qualquer que seja w € C\ Ly sempre temos

Vulyw? = {exp (% In |w| + z% argdy(w))} 2

= exp <1n |w| +iarg¢(w)>
= exp(logy(w))

= w.
Mas, em geral, podemos ter

Vaw® £z w? e tambem V2 £ Z0/7°

mesmo que z,w, zw e z2 sejam pontos de C\ Ly.
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1. Represente no plano cartesiano o niimero complexo exp )
—1

2. Encontre o dominio onde a seguinte funcao estd bem definida:

1
ex .
p 2"+ 1

3. Calcular a derivada da fungao do exercicio anterior.

4. Mostre que a funcao f: C\ {0} — C, dada por

f(z) = ez,
nao tem limite quando z — 0.

5. Nos itens abaixo determine quais limites existem e neste caso seu valor

d) lim1 log(z), onde log(z) denota o ramo principal do logaritmo.
z2——

6. E verdade que |sen z| < 1, para todo z € C ? Por qué ?

7. Seja f : C — C uma fungao tal que f(z) € C*\ L, para todo z € C. Para cada
z € C fixado, mostre que

—iy/ f(2), selm(f(z)) >0;

=1
in/ f(2), se Im(f(2)) <0,

onde a aplicagdo (C* \ L) > z — /z € C denota o ramo principal da raiz
quadrada de z.

95
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

Determine um aberto nao vazio U C C tal que a expressao

f(z) = %log(z + V22 —1),

onde log denota o ramo principal do logaritmo, esteja bem definida em U. Em
seguida, mostre que cos(f(z)) = z para todo z € U. Faga o mesmo para a
expressao

1
9(2) = ~log(z — V22 — 1),
v

Suponha que f : U — C seja uma func¢do holomorfa tal que sen(f(z)) = z, para
todo z € U. Usando a regra da cadeia prove que (f'(z))* = 1/(1 — 2?). Mostre
também que 7/2 ¢ f(U).

Mostre que para quaisquer a,b,c € C a equacao az? + bz + ¢ = 0 admite duas
solugoes (contadas com multiplicidade) se a # 0.

Considerando todos os ramos possiveis do logaritmo mostre que existem apenas
. 1
5 valores possiveis para 35.

Considerando todos os ramos possiveis do logaritmo mostre que existem infini-
tos valores possiveis para 3v2,

Encontre um ramo para a fungdo f(z) = v/1+ z, em seguida para g(z) =
V1 — z e por dltimo um ramos para h(z) = V1 —22. E verdade que h(z) =
f(2)g(2), em qualquer ponto onde todas estas fungoes estao definidas ?

Encontre um ramo para log(log(z)).
Calcule 0 modulo de 22 e mostre que se |z| < 1 entdo |z2| < 1.

Encontre todas as solugoes do problema v/z +1 = 5, onde /- ¢ um ramo
arbitrario da raiz quadrada.

E verdade que para quaisquer ntimeros complexos a,b € C temos |a’| = |a[l’l ?

Considere o polinémio f(z) = 2" +a,_12""' +...+ a1z + ag. Mostre que se |z|
¢ suficientemente grande entdo | f(z) — 2"| < 1[z|™

uais das seguintes desigualdades sao verdadeiras para quaisquer niimeros com-
Quais d guintes desigualdades sa dadei i !
plexos:

€ < Jz], [2] < Je?], el <2, Je?| < el 7

Calcule lim )
2—0 sen z

Prove a Proposicao [4.13| Dica: re-leia o argumento do Exemplo |4.14] e use a
formula para as raizes de um ntimero complexo w dada em [I.7]



Semana 5

“Very few mathematical papers have exercised an influence on
the latter development of mathematics which is comparable to
the stimulus received from Riemann’s dissertation. It contains
the germ to a major part of the modern theory of analytic
functions, it initiated the systematic study of topology, it
revolutionized algebraic geometry, and paved the way for
Riemann’s own approach to differential geometry.”

—Lars Ahlfors, 1953.

5.1 Séries Numéricas

Nesta secao serao apresentadas a definicao e as propriedades bésicas de uma série
de poténcias em C. As séries de poténcias serao entao usadas para dar novos
exemplos de fungoes holomorfas. Mas antes de fazer isto seré necessario discutir
em detalhes alguns fatos elementares sobre séries infinitas de niimeros complexos,
cuja as afirmagoes analogas na reta devam ser familiar para a maioria dos leitores.

Dada uma sequéncia (2, )nenufoy de ntimeros complexos podemos associar a ela
uma nova sequéncia de nimeros complexos (s)nenufo}, chamada sequéncia das
somas parciais de (Zn)neNu{o} que é definida recursivamente da seguinte maneira:

e para n = 0 definimos sg = 2g;
e para todo n > 1 definimos s, = 2, + S,,_1.

E claro que para todo n > 0 podemos pensar em s,, simplesmente como sendo
a soma dos n + 1 primeiros elementos da sequéncia (z,)nenuo}, isto &,

n
Sp = g Zi=20t 21+ 2+ .+ 2
Jj=0

Definicao 5.1 (Série de Numeros Complexos). Seja (2, )nenuqoy wma sequéncia
arbitrdria de nimeros complexos. A série numérica associada a esta sequéncia € a
sequéncia (s,)nenufoy de suas somas parciais. Se a sequéncia (Sn)nenufo} CONVErge
para um numero s € C, dizemos que a série converge e que sua soma € o numero
complexo s. Se (Sn)neNu{o} nao converge, dizemos que a série € divergente. Usamos
a notacao Z;O:o z, para denotar a série associada & sequéncia (Zn)neNu{O}-
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Note que, associada a uma série de niimeros complexos, temos sempre duas
séries de numeros reais, que correspondem & suas partes real e imaginéaria. Se
para cada n > 0, temos z, = x,, + iy,, entao podemos denotar a série associada a
(2n)nenufoy da seguinte forma

Z 2y = Z(mn + iyn,).
n=0 n=0

Obviamente temos
n n n n
Re E zj | = E Tn e Im E zi | = E Yn
j=0 Jj=0 j=0 j=0

Portanto, segue do Lema que se s, — s, quando n — 0o, entao

n n

ixn = nangO Re Z z; | = Re(s) e iyn = Jgrrolo Im Z z; | = Im(s).
=0 =0

j=0 7=0

Na verdade, o Lema [2.2 implica imediatamente um resultado ainda mais forte
do que a afirmacao acima, que é o seguinte:

Teorema 5.2. Seja (2n)nenufoy wma sequéncia arbitrdria de nimeros complexos,
onde z, = x,+1y, para cadan € NU{0}. A sériey . z, converge, se e somente

S [e’]
S€, D icgTn € D i—gYn CONVETGEM.

Este teorema afirma que a convergéncia de uma série de nimeros complexos
pode ser determinada pela convergéncia das séries de suas partes real e imaginarias.
Estas por sua vez, sao séries de ntimeros reais e para elas podemos usar os critérios
que aprendemos nos cursos de Calculo para determinar se as mesmas convergem
ou divergem.

Antes de prosseguir vamos recordar alguns critérios importantes importantes no
estudo de séries de numeros reais. O primeiro deste resultados que vamos revisar se
refere ao caso particular e muito importante em que os termos da série sao formados
por niimeros reais nao-negativos. Apesar deste critério ser aparentemente muito
particular, veremos que ele é muito poderoso para o estudo de séries de ntimeros
complexos.

Teorema 5.3 (Teste de Comparagao). Sejam >~ a, e > .- b, séries de ni-
meros reais nao-negativos satisfazendo para todon > 0, as sequintes desiqualdades
0 < a, <b,. Entao podemos afirmar que

i) sey b, converge, entdo Y~ a, converge;
i) se Y - a, diverge, entdo y b, diverge.

Demonstragao. Para mostrar que a validade do item ¢) basta mostrar que a
sequéncia das somas parciais da sequéncia (an)nenufoy ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Para cada n € NU {0} sejam

Sp,=ag+ai+...+ay e gn:bo+b1++bn
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Ja que estamos assumindo que Y~ b, converge, entdao podemos afirmar que
(Sn)nenufoy forma uma sequéncia de Cauchy. Portanto, dado € > 0 sabemos que
existe Ny € N tal que se n,m > Ny entao

[Sm — 5| < e.

Suponha que n < m. Neste caso, a desigualdade acima implica que para todo
m = n = Ny temos

[(bo+b14...0p +bop1+ ...+ by)—(bo+b1+...b,)| <e

{

brg1 + ...+ b <€

U

bn+1+---+bm<€-

Ja que 0 < a, < b, para todo n € NU {0} temos da desigualdade acima, para
todos m > n > Ny, as seguintes desigualdades

|Sm — Sn| = |an + ps1 + .. Fam| =an +api1 + ..o Fam <bpyr + ...+ by < e

Mostrando que (S, )nenufo} ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto que >~ a, é
convergente.

Vamos mostrar agora a validade do item ). J& que estamos assumindo que
0 < a, < by, para todon € NU{0} entao temos que a sequéncia das somas parciais
de ambas sequéncias sao monotonas nao-decrescentes, isto é,

Sn K Qp + Sp = Sn41-

Ja que Y7 a, diverge temos da desigualdade acima que nao pode existir M > 0
tal que
lsn| < M, Vn € NU{0}.

Caso contréario, o namero real sup{s, : n € NU {0} } < M seria o limite da
sequéncia (S )nu{oy, isto é,

lim s, =sups, < M.

n—0o0 neN

Desta forma temos que

lim s, = +o0.
n—0o0

Por outro lado, para todo n € NU {0} temos que s, < s, e portanto

400 = lim s, < lim s, < +o00.
n—0o0 n—oo

]

Outro critério de convergéncia de séries de ntiimeros nao negativos é dada pelo
chamado Teste da Integral, também conhecido como teste de Maclaurin-Cauchy.
Ha varias versoes deste teste. Algumas das mais gerais envolvem a Teoria da
Medida e Integragao, que nao serao discutidos neste texto. A versdao que vamos
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apresentar nestas notas é baseada em comparagoes com integrais improprias de
Riemann que sao introduzidas mesmo nos cursos mais elementares de Célculo
Diferencial e Integral em uma variével real.

Vamos recordar como sao definidas certas integrais impréprias no sentido de
Riemann. Sejam a € R um numero fixado (em vérias das aplicagoes a serd um
nimero inteiro ndo-negativo) e f : [a, +00) — R uma fun¢ao continua (ou Riemann
integravel em todos os intervalo fechados da forma [a,b] com b € R e a < b). Se
existe L € R tal que .

lim / f(z)dx = L.
a

b—o0

Entao dizemos que existe a integral impropria de f e usamos a seguinte notagao
para denotar o limite L:

00 b
/ flz)dx = blim f(z)dx.

Se a fungao f satisfaz as hipoteses mencionadas acima e adicionalmente que
ela é nao negativa, isto é, 0 < f(x) para todo = € [a,+0c0). Entdo temos para
qualquer par de pontos by, by € R com by < by que

b1 b2

fz)dx < f(z)dx.

a a

Sob as condi¢oes acima, podemos afirmar que a integral impropria sempre esta
bem definida, entretanto como um elemento do conjunto R U {400}, isto &,

/aoof(x)dx: lim /abf(x)d:c € [0, +00).

b—o0

Ainda, sob a hipétese de f ser nao-negativa, dizemos que a integral impropria
¢ convergente se

/00 f(z)dr < +o0;

e dizemos que a integral improépria de f é divergente se

/aoo f(z)dr = +oo.

Teorema 5.4 (Teste da Integral). Seja (an)nenujoy uma sequéncia de nimeros
reais mao-negativos mondtona nao-crescente, a partir de um certo indice N €
N, isto €, a, < any1, para todo n = N. Suponha que existe uma funcao real
f [N —1,00) = R Riemann integrdvel em qualquer intervalo fechado da forma
[N —1,b], com N —1 < b, mondtona nao-crescente (f(y) < f(x) se x < y) tal que
f(n) = ay,, para todo n > N. Entao

e portanto

Zan converge <= / f(z)dz  converge.
N

n=0
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Demonstragao. Para mostrar a validade do teorema é suficiente mostrar que
para qualquer inteiro M > N temos

M+1 M M
/ f(z)dx < Z an < (x) dz. (5.1)
N —t N-1

Em seguida, basta tomar o limite quando M — oo nas trés expressoes que apare-
cem em ([5.1)). Para obter as desigualdades em ({5.1]) precisamos usar as hipoteses:

o f(n)=an,sen>N —1,
e f(y) < f(z), se x < y (monotonicidade de f).

A primeira desigualdade é obtida por uma comparacao analoga a apresentada
na Figurap.1.1

PR T —

Figura 5.1.1: A area hachurada corresponde a soma ZQ/I:N an. Observe que o valor desta soma é maior que a
integral f]y"q f(z)dx.

Para obter a segunda desigualdade raciocinamos de maneira anéloga (bastando
apenas deslocar os retangulo que aparecem na figura acima para esquerda) como
mostra a Figura

Z e mmmm-=n -

=)
=

Figura 5.1.2: A area hachurada corresponde novamente a soma 224: ~ @n. Ela é obtida simplesmente deslocando
os retangulos da figura anterior para a esquerda. Observe que agora o valor desta soma é menor que a integral

f]y_l f(z)dz.
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Corolario 5.5. Fizado p € [0,+00), entao temos que a p-série

converge se p > 1 e diverge se 0 < p < 1.

Demonstracao. A prova deste corolario seguird de uma aplicacao do Teste da
Integral (Teorema/5.4)). Para isto vamos ter que apresentar a fungao f, a sequéncia
(@n)nenuqo} € mostrar que todas as hipoteses do Teorema sao satisfeitas.

Para isto, podemos tomar N = 2, consideramos a sequéncia (an)nenuqo} dada
por ag =1 e a, = n~P, para todon € N. A funcdo f : [1,+00) — R é escolhida
como sendo a funcao definida por

E imediato verificar que f ¢ mon6tona nio-crescente (note que f'(x) < 0, Vo €
(1,00)) e que f(n) =n~P, para todo n € N. Além do mais para todo M > 1 temos
que f ¢é integravel em [1, M] e esta integral pode ser explicitamente calculada
usando do Teorema Fundamental do Calculo como segue.

Para p positivo e p # 1 temos:

/ f(x)dr = / —dzx = / rPdr = P = P
1 1P 1 —p+1 1 1—p 1

M=P -1
p

Para p = 1 temos

/1 f(x)dx:/l L i = m(M) = (1) = (1), (5.3)

x
Das igualdades (5.2)) e (5.3) temos que
([ M'"P —1 N
Mgnoo 1-— p ’ seUsp<b
—dx = lim —dr = lim ln(M), se p=1,;
1 xP M—oo Jq P M—o0
M*=P —1

lim ———, sel <p<+o0o;

\M*)OO 1—p

i

+00, se 0 < p<l;
_ J +oo, se0<p=1;
1
—, sel<p<Ho0.
(p—1

Finalmente, a prova segue das trés igualdades acima e do Teste da Integral. m

A seguir, lembramos outro importante critério, cuja a contra-positiva se cons-
titui em um excelente dispositivo para avaliar se uma série diverge.
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. ~ . ) L. . o0
Proposicao 5.6. Seja )~ a, uma série de nimeros complezos. Se . ay
converge, entao a, — 0, quando n — 0.

Demonstracao. Ja que ZZO:O a, converge, entao sua sequéncia de somas parciais
forma uma sequéncia de Cauchy e portanto

lim |a,| = lim [$;,41 — sn| = 0.
n—oo n—oo

]

Uma consequéncia deste resultado € que se Y~ a, converge, entao (@, )nenuio}
é uma sequéncia limitada.

Como veremos na préoxima proposicao uma forma conveniente de estudar a
convergéncia de uma série de niimeros complexos é via a série associada dos va-
lores absolutos. Como no caso de séries de nimeros reais, esta técnica nao se
aplica a todos os casos, mas ela é particularmente bastante poderosa, pois permite
aplicarmos os testes de comparagoes para séries de nimeros nao-negativos.

s~ - oo z - oo
Definigao 5.7. Dizemos que )~ 2, converge absolutamente se a série Y >~ |z,
converge.

Proposicao 5.8. Se a série ) z, converge absolutamente, entao ela é conver-
gente.

Demonstracao. A ideia da prova consiste novamente em aplicar o critério
de Cauchy. Considere a sequéncia (s,)nenufo; das somas parciais de (2, )nenufo}-
Como estamos assumindo que Y |z,| converge, sabemos que dado ¢ > 0 existe
ng € N tal que se m > n > ny entao

N P |zm|) <

Usando a Desigualdade Triangular e a desigualdade acima, temos entao para todo
mZ=n 2 ng

(570 — 8| = |20 + Zns1 oo+ 2m| < ‘|zn|—|—|zn+1|—|—...+|zm| <.

Como € > 0 é arbitrario, temos que (s,)nenugoy € de Cauchy e portanto Y > z,
converge. n

Um dos exemplos mais importantes de séries que conhecemos é o das séries
geométricas. Esta séries sao definidas pelos termos de uma progressao geométrica
e desempenham papel fundamental, por exemplo, no estudo de séries de poténcias,
como veremos adiante. Esta séries sao definidas a partir de uma sequéncia dada
por a, = r", para todo n € NU{0}, onde r ¢ um namero real positivo. Neste caso
a sequéncia das somas parciais de (a)nenufoy ¢ dada por

Sp=14r+r2+. .ty

Se r # 1 sabemos que
1 — Tn-i—l

Sp=14r+r+. . " =
1—r
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Ja que temos uma expressao explicita para s, ¢ simples analisar a convergéncia ou
divergéncia de tais séries. Bastando analisar se o limite, quando n — oo, do lado
direito da igualdade acima existe. E neste caso, se 0 < r < 1 temos que " — 0,
quando n — 00, e consequentemente

: n+1

1 _ ot lim (1—r"") 1
lim s, = lim o = )
n—00 n—oo | —7r 1—r 1—r

Por outro lado, se r > 1 entdo temos que r"*! — +o00, quando n — oo.

Portanto

| — o+t lim (1— r" )
lim s, = lim = = = +00.
n—00 n—oo | —17 1—1r

No caso em que r = 1, temos que
n—oo

sp=1+11+12+. 41" 4 1"=n+1 25 4.

Em resumo, uma série geométrica Zf;o r’™, de termos positivos converge se, e
somente se, sua razao r ¢ estritamente menor do que um.

Jé que séries sao definidas em termos de sequéncias de somas parciais. Algumas
propriedades de sequéncias sao herdadas pelas séries. Abaixo relacionamos alguns
deste fatos simples, mas que serao muito tteis a frente.

1CA : o] 00 L.
Proposicao 5.9. Sejam Y >z, e > w, duas séries convergentes. Suponha
o o0 ~
que ano Zn =0 e ano w, = 3. Entao

2 - o0 .
o a série y -, cz, converge para co, qualquer que seja ¢ € C;
o a série Yy " (zn, +w,) converge para o+ 3.

Demonstragao. Para cadan € N, seja s,, = 29 + 21 + ... 2,, a n-ésima soma
parcial da série >~ z,. Note que, segue diretamente das propriedades algébri-
cas basicas de numeros complexos que a n-ésima soma parcial da série ) ¢z,
satisfaz a seguinte igualdade czy + czo + ... ¢z, = c¢s,. Portanto

oo o

g czp = lim [cz1 + ¢z + ... + ¢z, = lim ¢s, = ¢ lim s, = ¢ E 2, = CQ.
0 n—oo n—oo n—oo 0

n= n=

O que prova a validade do primeiro item da proposicao.

A prova do segundo é no mesmo espirito. Mantendo a notacao do item anterior,
seja s, a n-ésima soma parcial da série > z,. Defina §, como sendo a n-¢sima
soma parcial da série > - w,. Entdo, por definica -6si ial d

p e W , por defini¢ao, a n-ésima soma parcial da
série » 7 (2, + wy,) satisfaz a seguinte igualdade

(z0+wo) + (21 +w1) + ...+ (2, + wy) = $p + 5.

2

Ja que a soma de duas sequéncias convergentes ¢ uma sequéncia convergente e

2

o limite da soma é a soma dos limites, temos que a n-ésima soma parcial de

Yo o(zn + w,) converge, quando n — oo, e além do mais

o)

Z(Z” +wy,) = h_}m (z0+wo) + (21 +w1) + ...+ (2, + wn)]
n=0
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= lim (s, + $,)

n—oo
“lm st lm S =3t Y unmats
O que finaliza a prova da proposicao. [

5.2 Sequéncias de Funcoes e Convergéncia

Nesta secao vamos definir a nocao de sequéncia de funcoes, um conceito que ge-
neraliza o conceito de sequéncias numéricas. Em seguida, vamos discutir alguns
dos conceitos de convergéncia de sequéncias de fungoes. O objetivo dos conceitos
e dos resultados apresentados nesta secao ¢ fornecer um arcaboucgo teérico para
estudarmos séries de potencias no plano complexo.

Diferentemente de sequéncias de ntimeros complexos ou reais, onde temos um
tinico conceito de convergéncia, quando estamos tratando de sequéncia de fungoes,
hé& diversas maneiras (com caracteristicas bastante distintas, nem sempre sendo
possivel hierarquiza-las no sentido de apontar qual é a “melhor” delas) de se de-
finir convergéncia. Nesta secao vamos apresentar discutir sobre trés nocgoes de
convergéncia para sequéncia de funcgoes:

e convergéncia pontual;
e convergéncia uniforme;
e convergéncia uniforme nas partes compactas.

A nocao de convergéncia pontual, como veremos a seguir, é mais simples de
ser apresentada e de se trabalhar. Por outro lado, a funcao limite obtida por
convergéncia pontual pode nao herdar propriedades que os elementos da sequéncia
de fungoes possui. Por exemplo, o limite pontual de uma sequéncia de fungoes
continuas pode ndo ser uma fungao continua (Exemplo [5.18). Ou seja, ¢ possivel
construir uma sequéncia de fungoes, onde cada elemento desta sequéncia é uma
funcao continua. Porém a funcao obtida como limite pontual desta sequéncia, nao
herda a propriedade de continuidade. Isto alerta para o fato de que, apesar de
ser muito importante e poderosa, a convergéncia pontual pode nao ser capaz de
fornecer vérias informacoes que eventualmente estariamos interessados.

Para evitar algumas dificuldades técnicas, oriundas do conceito de convergén-
cia pontual, vamos introduzir um outro conceito de convergéncia de sequéncia
de funcgoes. O conceito de convergéncia uniforme. Embora, seja mais dificil tra-
balhar com este conceito, temos a vantagem de que quando conseguimos provar
que uma determinada sequéncia de fungoes converge uniformemente para alguma
funcao complexa, entao seremos capazes de extrair muito mais informagoes sobre
esta fungao limite! Como ja deve estar suspeitando o leitor, em geral, nao sera
simples nem viavel provar que uma determinada sequéncia de fungoes converge
uniformemente para uma fungao limite. Mas em muito casos interessantes seré
possivel mostrar que se restringimos a nossa sequéncia de fungoes, a subconjuntos
compactos do seu dominio, a tarefa de mostrar a convergéncia uniforme poderé ser
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realizada. A grande vantagem desta abordagem é que mesmo sendo este conceito
de convergéncia um pouco mais fraco do que o conceito de convergéncia uniforme
seremos capazes de mostrar que a func¢ao limite preserva diversas propriedades das
“funcoes aproximantes”.

O principal exemplo de sequéncia de func¢oes que o leitor deve ter em mente,
quando estiver lendo esta se¢ao, é o da sequéncia dos polinémios de Taylor de uma
série de poténcias. Vamos estudar em detalhes esta importante classe de exemplos
na Secao [5.18|

Em toda esta secao U C C denotard sempre um conjunto aberto, que pode ser
limitado ou ilimitado. Nao ha necessidade também de assumir que U seja conexo.
Isto é, os resultados a serem apresentados nesta secao valem para o caso em que
U é desconexo.

Definicao 5.10 (Sequéncia de Fun¢oes Complexas). Dizemos que (fn)nenuioy €
uma sequéncia de fungoes complexas, definidas em U, se para cadan € NU{0} o
termo f, denota uma func¢ao definida em U e tomando valores complexos, isto ¢€,
fn:U — C é uma fungao.

Uma observagao importante sobre a definicao acima é que em uma sequéncia
de fungoes (fn)nenuqoy todas as funcoes da sequéncia estao definidas no mesmo
dominio, que aqui convencionamos como sendo um conjunto U C C aberto.

Exemplo 5.11. Seja U =D C C o disco unitdrio. Para cada n € NU {0} seja
fn:D— C a fungao dada por

fu(2) = 2", VzeD.
Entao (fn)nenufoy define uma sequéncia de fungoes complezas em D.

Sempre que estivermos tratando de sequéncia de fungoes é importante deixar
claro qual é dominio onde as fun¢oes da nossa sequéncia estao definidas. A rigor,
a sequéncia definida no proximo exemplo é completamente distinta (apesar de sua
aparéncia) daquela do exemplo anterior

Exemplo 5.12. Seja U = C. Para cada n € NU {0} seja g, : C — C a fungao
dada por
gn(2) = 2", VzeC.

Entao (gn)nenuqoy define uma sequéncia de fungoes complexas em C.

Apesar da semelhanca das leis de f,, e g,, apresentadas nos dois exemplos ante-
riores, estas funcoes devem ser reconhecidas como funcoes distintas, pois possuem
dominios distintos. Obviamente, f,, pode ser vista como a restri¢ao de g, ao disco
unitario. Mas o leitor deve estar atento que a rigor f, e g, devem ser tratadas
como func¢oes distintas. A importancia de se fazer tal distingao ficara ainda mais
clara, quando introduzirmos os conceitos de convergéncia. Por exemplo, veremos,
a frente, que a sequéncia (f,,)nenuqo} Serd convergente (no sentido da convergéncia
pontual - a ser definida), porém a sequéncia (gn)nenugoy DAO serd pontualmente
convergente!



SEMANA 5. 107

Exemplo 5.13. Sejam U = D C C o disco unitdrio e (fy)nenufoy @ sequéncia
de fungoes definidas no Exemplo |5.11 Para cada n € NU {0} defina a funcao
S, D — C como sendo

Sn(z):1+z—|—z2—|—...—|—z”:an(z), Vz e D.
=0

Entao (Sn)nenuqoy define uma sequéncia de fungoes complexas em . O leitor pode
observar que esta sequéncia de fungoes € o andlogo, para sequéncia de funcoes, do
conceito de sequéncia de somas parciais. Além do mais, para cada z € D fizado
a sequéncia numeérica (Sn(2))nenufo} Tepresenta as somas parciais de uma série
geométrica de razao z.

Definigao 5.14 (Sequéncia de Somas Parciais de uma sequéncia de fungoes).
Seja (fn)nenufoy uma sequéncia de fungoes complexas definida em U. Definimos
a sequéncia das somas parciais de (fn)nenufoy, como sendo wma nova sequéncia
de fungoes complexas (Sy)nenuqoy definidas em U, onde para cada n € NU {0}, a
fungao S, : U — C € dada por

Sn(2) = fo(2) + fi(2) + fa(2) + ...+ fu(z) = ij(z)a VzeU.

Os exemplos que devem aparecer com mais frequéncia neste texto relacionados
a sequéncias de funcoes e suas respectivas sequéncias de somas parciais sao os
seguintes:

Exemplo 5.15. Dada uma sequéncia numérica (an)nenufoy arbitrdaria de nimeros
complexos e um aberto U C C, defina a sequinte sequéncia de fungoes complexas
(fn)nenuioy, onde para cada n € N, a fungao f, : U — C € dada por

fu(2) = anz", VzeU.

Entao a sequéncia das somas parciais de (f,)nenuqoy, denotada por (Sy)nenuo}
€ dada por

Sp(2) =ap+ a1z +apz® + ... Fa,_ 12" a2 = Z ajzj, Vz e U.
=0

Exemplo 5.16. Seja U = {z € C : Re(z) > 1} elog : C\ L, — C o ramo
principal do logaritmo. Seja (fy)nen @ sequéncia de fungoes complexas, onde para
cadan € N, a funcao f, : U — C € definida por

1 1

fn(2) = exp(—zlogn) = op(logn) ~ nt

Entao (Sp)nen, a sequéncia das somas parciais de (fn)nen € dada por

1
=1
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Definigao 5.17 (Convergéncia Pontual). Sejam U C C um conjunto aberto e
(fn)nenuioy uma sequéncia de fungoes complexas definidas em U. Dizemos que
a sequéncia de funcoes (fn)nenufoy converge pontualmente para uma funcéio
compleza f: U — C se para cada z € U temos

lim f,(2) = f(2).

Do ponto de vista da defini¢ao forma de limite a no¢ao de convergéncia pontual
pode ser reformulada da seguinte forma. Seja ( fy)nenujo} uma sequéncia de fungoes
complexas definidas em U que converge pontualmente para f : U — C. Entao
podemos afirmar que dado € > 0 e fixado z € U, existe ng = ng(z,¢) € N tal que
se n = ng entao

[fn(2) = f2)] <e.

Isto quer dizer que, fixado € > 0 entdao a imagem de z por f estda e-proxima da
imagem de z por f,, sempre que n for maior ou igual a ny(e, z) que pode depender
de € e eventualmente também de z. Observe que nao ha nenhum conflito, com a
observacao acima, em dizer que existe w € U tal que

| fro(es)(w) = f(w)] = €

n=no(e, 2)

Figura 5.2.1: Na figura acima, temos uma sequéncia de fungoes (fn)neNu{o} converge pontualmente para f. Mas
note que pode acontecer da convergéncia ser mais “lenta” para alguns pontos. Nesta figura vimos que fy,(2) esta
€ proximo de f(z) mas o mesmo nao ocorre para fn(w). Como sabemos que fn,(w) converge para f(w) o que esta
acontecendo nesta situagdo é que é necessario tomar o indice n em fp(w) muito maior do que ng(e, 2).

A desigualdade acima poderia ser valida inclusive para uma quantidade finita
de indices consecutivos a ng(e, z), isto é, para ng(e,z) +k, com k € {1,...,m}, ou
seja, poderfamos ter ainda

|fno(6,z)+k<w) - f(w)| = €, k e {1, .. ,m}.

Mas é claro, como a propriedade que define a convergéncia pontual exige que

lim f,(w) = f(w),

n—o0
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e por isto, sabemos que devera existir algum natural ni(e,w) > ny(e,2) (que
poderia talvez ser muito maior que ny(e, 2)) satisfazendo

[fu(w) = fw)] <&, Vn=mn(ew).

Se ( fn)nENU{O} é uma sequéncia de fungoes complexas definidas em U que con-
verge pontualmente para f : U — C, entao é comum as vezes nos referirmos a f,
como uma aproximante de f.

Vamos analisar se as sequéncias (f,)nenufoy € (gn)nenufoy dos Exemplos e
[b.12] e verificar se elas convergem pontualmente para alguma fungao.

Vamos considerar primeiro a sequéncia de fungoes do Exemplo [5.11} Neste
caso, U = D e para cada n € N temos que f, : D — C é dada por f,(z) = 2™
Como qualquer ponto z € D pode ser representado em coordenadas polares na
forma z = re?, onde 0 <r < 1e 6 € [0,27) temos que

lim f,(2) = lim 2" = lim (re®)" = lim "™ = 0.

n—o0 n—oo n—oo n— o0
Como z € D é arbitrario entao temos que (f,)nenufo} converge pontualmente para
a fungao identicamente nula em U, isto ¢, f : U — C dada por f(z) = 0 para todo
z € D.

Por outro lado, podemos ver que a sequéncia apresentada no Exemplo nao
converge pontualmente para nenhuma fungao complexa. De fato, basta observar
que existe um ponto (na verdade, poderiamos tomar qualquer ponto no conjunto
C\ (D\ {1})) z € C para o qual g,(z) ndo converge. Por exemplo, tome z = 1+ 1.
Representando este ponto em coordenadas polares, z = v/2¢"™*, podemos calcular
facilmente 2" = 2%/2e™7/4 Ja que |2"| = 272 22 400, segue que g, (z) = 2"
nao converge. Portanto nao existe nenhuma fungao f : C — C tal que (gn)nenufoy
converge pontualmente para g.

Vamos analisar agora a convergéncia das somas parciais do Exemplo[5.16] Neste
exemplo, a sequéncia que gera as somas parciais é definida no conjunto {z € C :
Re(z) > 1} e dada por f,(z) = exp(—zInn) = 1/n* e as somas parciais sdo dadas
por

Vamos mostrar, para cada z € {z € C: Re(z) > 1} que (S, )nen converge para um
funcéo complexa ¢ : {z € C: Re(z) > 1} — C.
De fato, para cadan € Ne z € {z € C: Re(z) > 1} temos

1

1
|fn(2)] = v |exp(—zInn)| = exp(—Re(z)Inn) = R

Pela desigualdade triangular temos a seguinte estimativa

[Sk(2)] < Z

k

1
- Z nRe(2)

1
z
n n=1
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Note que no lado direito da igualdade acima, temos a k-ésima soma parcial de
uma p-série, onde p = Re(z). Ja que z € {z € C: Re(z) > 1} segue do Corolério

B3 que

(e 9]

>

n=1

o0

1
:ZW'

n=1

1

n*

converge. Entao segue da Proposicao que a série abaixo é convergente

[e.e]

> B 1
;fn(z) = o

n=1

para cada z € {z € C : Re(z) > 1}. Logo existe um namero complexo que
chamaremos de ((z) tal que

1

(2)=) —

n?
n=1

A anélise acima mostra que podemos associar a cada z € {z € C: Re(z) > 1}
um numero complexo ((z) € C dado pelo série acima. Desta forma temos uma
fungao complexa ¢ : {z € C: Re(z) > 1} — C que é o limite pontual da sequéncia
(Sp)nen. Esta fungao é chamada de fungao zeta de Riemann. Na verdade, ha
um pequeno abuso de terminologia, pois a fun¢ao que de fato é chamada de fungao
zeta de Riemann ¢ uma fun¢do complexa definida no conjunto C\ {1} e a fungao
que temos acima, é na verdade a restricao da verdadeira funcao zeta de Riemann
ao semi-plano {z € C : Re(z) > 1}. Para ndo ter perigo de confusdo, nesta se¢ao o
que vamos chamar de fun¢ao zeta de Riemann é a funcao que acabamos de definir
acima, e seu dominio é precisamente o semi-plano {z € C: Re(z) > 1}.

Como para cada n € N, temos que temos que a fungao z — S,,(z) é continua e
mais ainda holomorfa na regiao {z € C : Re(z) > 1}; e obtida como limite pontual
de (S, )nen, duas perguntas que surgem naturalmente sdo:

e a funcdo ¢ : {z € C: Re(z) > 1} — C ¢ uma fungao continua?
e a fungao (: {z € C: Re(z) > 1} — C é uma fungao holomorfa?

Na verdade, a resposta para as duas perguntas é positiva. Mas como vamos
ver a seguir, responder estas perguntas vao requerer uma analise um pouco mais
refinada sobre a convergéncia da sequéncia (S,,)nen-

Exemplo 5.18. Considere a sequéncia de fungoes complexas (fy)nenufoy, onde
para cada n € NU{0} a fungao f, : C — C é dada por

2]

= T

Seja (Sn)nenuqoy @ sequéncia das somas parciais de ( fn)nenu{o)-

Vamos mostrar a sequir que (Sy)nenufo} converge pontualmente para a fungdo

S : C — C dada por
0, se z = 0;
S(z) = )
1+ 2%, sez#0.
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Fornecendo Assim um exemplo de uma sequéncia (Sy,)nenuqo} de fungoes complezas
continuas convergindo para uma fungao complexa descontinua (note que a fungdao
S nao é continua na origem).

Vamos entao verificar que

lim S,(z) = S(z), vz € C.
n—oo

Para isto vamos considerar separadamente os casos z =0 e z # 0.
No caso z =0, temos para todo n > 0 que

0= £(0) =

n—oo

Logo S, (0) ——— 0 = 5(0).
No caso z # 0,

f" G .
Zf” B 1+|z| ||Z1+||

Jj=
Jd que para cada z # 0 fizado, temos (1+ |z|?) > 1, € imediato verificar que S,(2)
€ a n-ésima soma parcial de uma série geométrica de razao
1422

Portanto podemos obter explicitamente a expressao do limite de S,(z), quando
n — 00, COMO SEGUE

: 2 2 2
Jim Su(2) = 2| JLH;OZ e = Z* G
1
1422
=1+ 2%
= S(z).

Em resumo, o exemplo acima mostra que o limite pontual de uma soma de fun-
¢oes continuas pode nao ser uma funcao continua. Deixando bem claro que mesmo
a questao da continuidade da fungado zeta Riemann é um fato nao-trivial. Além
do mais, questoes similares a estas sao relevantes e naturais também no contexto
de séries de poténcias. Na proxima secao vamos estuda-las detalhadamente.

5.3 Séries de Poténcias

Nesta secao vamos apresentar a definicao e estudar algumas propriedades bésicas
sobre séries de poténcias no plano complexo.

Vamos usar séries de poténcias para dar importantes exemplos de fungoes anali-
ticas. Ao longo da sec¢ao o leitor deve notar que alguns dos resultados apresentados
aqui se assemelham a outros resultados familiares que aparecem até mesmo nos
cursos introdutoérios de Calculo.
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5.3.1 Séries de Poténcias Centradas na Origem

Definicao 5.19 (Séries de Poténcias). Sejam (a,)nenuqoy uma sequéncia de ni-
mero complexos e z € C um niumero complexo fixado. Considere a sequéncia
(anz")nenuqoy- A série numérica associada a esta sequéncia, isto €,

(o)
g a, 2",

n=0
€ chamada série de poténcias de centro em 0.

Convidamos o leitor a reler, neste momento, cuidadosamente a definicao de
séries numéricas (Defini¢ao [5.1)).

Ela diz que a série gerada pela sequéncia (anz”)neNU{o} como objeto matematico
é na verdade outra sequéncia a chamada sequéncia de somas parciais, que sera
denotada por (S5, (2))nenuio} € dada por

So(z) = ag

S1(2) = ag + a1z

Sa(2) = ag + a1z + a2?

Ss(2) = ag + arz + ax2® + asz®

Sp(2) = ag + a1z + apz® + ...+ a, 2"

Portanto seguindo a Definigao [5.1] dizemos que a série de poténcias

(e.)
g ay 2",

n=0

converge, se a sequéncia das somas parciais (5, (2))nenufo} converge, isto é, existe
um nimero complexo, que sugestivamente sera chamado de f(z), tal que
lim S,(z) = f(2).
n—oo
Olhando apenas para os pontos z € C onde (S, (2))nenufo} converge, podemos

definir uma fungao. A fungdo que leva z em lim, ,, S,(z) = f(2). A fungao f
definida desta maneira tem seu dominio dado precisamente pelo conjunto

dom(f) = {z € C: existe lim Sn(z)}
n—oo
Apesar de muito simples, esta descri¢ao, do dominio de f, é de pouca utilidade.
Por exemplo, se estivermos interessados em estudar continuidade ou diferenciabi-
lidade de f em um ponto zy de seu dominio, vamos precisar saber, além de outras
coisas, se f também estd bem definida em todos os pontos de algum disco com
centro em z( e raio positivo. Em outras palavras, do ponto de vista mais classico
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de se fazer uma teoria de calculo, nos interessa mais é saber quem é o interior do
dominio de f, que seguindo a notacao da se¢ao sobre topologia no plano complexo
era denotado por int(dom(f)).

Observamos que determinar exatamente o dominio da fungao f, dada acima,
pode ser uma tarefa extremamente complicada. Por outro lado, provaremos, a
seguir, um resultado incrivel (Teorema [5.20) que afirma que este dominio é “mo-
ralmente” um disco. Mais precisamente, vamos demonstrar que existe um tnico
R € [0, +o0] tal que

dom(f) C D(0, R) e int(dom(f)) = D(0, R),

e além do mais, este nimero R depende apenas da sequéncia (an)nenufoy € dado
explicitamente por

1 .
_ se limsu V|an| # 0;
11 sup n /|an| pnﬁoo ’ n|

— n—o0

+00, se limsup,,_,.. {/|a,| =0,

onde

limsup {/|a,| = lim [Sup { Nanl, "Vanst], " |anial, - - - }] :
n—00 n—oo

Se R = 0 entao a série de poténcias s6 converge na origem. Para R = 400

a série converge para qualquer escolha de z € C o que motiva usar a notagao
D(0,400) = C.

Do que foi enunciado acima, concluimos que o dominio de f é sempre o disco
aberto de centro zero e raio R unido eventualmente com mais alguns pontos do
bordo deste disco (a circunferéncia dD(0, R)). Como no caso de séries de poténcias
de ntumeros reais, o nimero R é chamado de raio de convergéncia da série de
potencias e D(0, R) o disco de convergéncia.

Apos feita as provas dos fatos mencionados acima teremos preparado o terreno
para olhar para séries de poténcias como limites de sequéncias de funcoes. An-
tes porém vamos gostarfamos de acrescentar alguns comentarios sobre o raio de
convergéncia.

A primeira vista a expressao de R pode parecer assustadora, mas observamos
que em varios exemplos praticos, teremos

limsup {/|a,| = lim {/|a,|.
n—oo

n—oo

Ou seja, o “limsup” é simplesmente o limite. Na verdade, isto sempre acontece
quando o limite existe. Mas é importantissimo observar que nem toda sequéncia
da forma {/|a,| possui limite em [0, +oc]. Por outro lado, limsup,,_,., v/|a,| esta
sempre bem definido como um ponto em [0, +oc|. Portanto é sempre licito escrever

lim sup v/|a,|,

n—oo
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independentemente de quem é a sequéncia (Gn)neNu{O}- Mas devemos estar atentos
ao fato de que nem sempre faz sentido escrever

lim {/|a,]|.

n—oo

Os exemplos a seguir, deixam mais claro este comentéario.

Suponha que (a,2")nenufo} seja uma sequéncia dada por

a, = (2cos(nm) 4+ 1)", entdo +/|a,| = cos(nm) +2 = )
1, sen é par;

entdo {/|a,| oscila entre 3 e 1. Assim esta sequéncia nao pode convergir, isto &,

nao existe lim {/|a,]|.

n—oo

Por outro lado, como ja comentamos, ela necessariamente possui limsup e ele
é dado por

lim sup v/ |a,|

n—o0

lim [sup { /Jaal, " Janer], "ansal, - }]
n—o0

= lim [sup {2 cos(nm) + 1, 2cos((n+ 1)) +1,. .. H

n—oo
= lim [sup{1, 3}]
= lim 3 = 3.
n—o0

Outro exemplo importante ¢ dado pela sequéncia a, = n"(1—cos(nm))". Neste
caso temos

s -

2n, se n é impar;

| an| = n(1 — cos(nw)) =

0, sen é par;

Novamente vemos que a sequéncia {/|a,| ndo tem limite pois neste caso, apesar
dos termos impares ficarem arbitrariamente grandes (dando a impressao de que a
sequéncia poderia convergir para +00) os termos pares desta sequéncia sdo nulos.
Logo, entre dois indices consecutivos, os termos desta sequéncias oscilam entre um
numero grande 2n e zero e portanto nao converge para +00, ou seja,

nao existe lim {/|a,|.
n—oo
Por outro lado, podemos calcular facilmente lim sup,,_, ., {/|a,|. Basta observar

que para qualquer n € N fixado, que como conjunto (eliminando as vezes que o
zero se repete e escrevendo seus elementos em ordem crescente) temos

{ Q/‘an|7 n+\1/|a’n+1|7 n+\2/|an+2|7 I } = {07 2a 67 107 .- }

e portanto

limsup {/Ja,] = Tim[sup { /Janl, "V]aneil, "V ansal, - ||

n—oo
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= lim sup{0,2,6,10,...}

n—o0

= lim +oo
n—oo

= +400.

Mas como dissemos, ha varios casos em que lim,,_,», {/|a,| existe. Nestes casos,
ha um teorema que afirma que limite e o limsup coincidem. Um destes casos, é
fornecido pela sequéncia (an)neNU{o} dada por
2i

2_n’ VTLGNU{O},

Ay —

com n? definido pelo ramo principal do logaritmo.
Para esta sequéncia temos

2 .
. . n .

lim {/|a,| = lim {/|—|= lim
n—00 n—»00 on n—»00

~ lim v | exp(2ilogn)|

exp(2ilogn) ’
on

n—00 on
1
= lim {/— = .

Teorema 5.20 (Existéncia do Raio de Convergéncia). Sejam (an)nenufoy uma
sequéncia arbitraria de nimeros complexos e considere a série de poténcias

i a,z". (5.4)
n=0

(i) Suponha que exista um nimero complexo z; # 0 para o qual a série con-
verge, isto €, existe limy, o0 Y g akzy. Entdo a série de poténcias (5.4) ¢
absolutamente convergente para todo z € D(0, |z|);

(ii) suponha que exista um nimero complexo zy # 0 para o qual a série diverge,
isto €, limy, o0 Y p_o QK25 mao existe. Entdo a série de poténcias (5.4)) diverge
para qualquer z tal que |z2| < |z|, ou seja, z € C\ D(0, |22]).

(iii) Existe um tunico R € [0,4+00], chamado de raio de convergéncia, tal que a
série de potencias diverge para todo z € {w € C: |w| > R}. Além do
mais, se R > 0 entao a série de poténcias (5.4) € absolutamente convergente,
para todo z € D(0, R). O raio de convergéncia é dado por

R = sup {r € [0, +o0] : Z la, |r™ converge}.
n=0

Para R > 0, o disco aberto D(0, R) é chamado de disco de convergéncia da
série de poténcias ((5.4)).

Demonstragao. A prova deste teorema consiste basicamente em obter estima-
tivas de séries de poténcias por séries geométricas. Entao usamos o que sabemos
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sobre a convergéncia e divergéncia de séries geométricas para provar o teorema.
Como sugere o enunciado esta prova serd divida em trés partes.

Prova do item (7). Suponha que z; € C é tal que existe o limite

n o0
: k k
lim 5 arzy = 5 apzy -
n—oo

k=0 k=0

J& que a série acima é convergente, segue da Proposicao que seu termo geral
tende a zero, ou seja,

3 n
lim a,z] = 0.
n—oo

Ja que esta sequéncia converge, entao sabemos que ela deve ser limitada, isto é,
existe uma constante M = M (z;) > 0, tal que |a,||z1]" = |a,2]| < M, para todo
n € NU{0}.

Seja z € C, fixado, tal que |z| < |z1] e defina r = |z|/|z1|. Segue da observagao
acima que para todo n € NU {0} temos

12l
121|

Como a desigualdade acima é valida para todon € NU {0} e r = |z|/|z1] < 1
segue que

n
\anzﬂz|an|rz|"=\an\|zn"( ) — lagl[z1]"r < Mo,

f:|an||z|” < iMT”:Mir" :Mlir,
n=0 0 n=0

segue do Teste de Comparagao (Teorema [5.3) que a série de poténcias >~ a,z"
¢ absolutamente convergente.

. .. , L. N 0o k

Prova do item (%i). Assuma que 2, # 0 é tal que a série de poténcias )~ ar2;

diverge. Suponha, por contradigao, que exista algum z € C com |z5| < |z|, tal que

a série de poténcias )~ a,z" converge. O fato desta série de poténcias convergir

em z e |2z3] < |z|, nos permite aplicar o resultado do item (i) para garantir que
) n ,

Y e Gnzy converge absolutamente. O que é um absurdo.

Prova do item (%ii). Apesar de estar praticamente tudo pronto, esta parte do
teorema é bastante delicada porque envolve o conceito de supremo. O argumento
é o seguinte. Considere o conjunto

A= {r € [0,00) : Z |a,|r" converge} :

n=0

Claramente 0 € A. E como todo sub-conjunto de R nao-vazio possui supremo, en-
tdo esta sempre bem definido R = sup(A). E claro que pela defini¢do de supremo,
temos sempre R € [0, +00].

Vamos prosseguir dividindo o restante da prova em dois casos: primeiro R = 0
e o segundo R > 0.

Caso R = 0. Neste caso temos que

{zeC:|z| >R} ={2€C:|z] >0} =C".
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Portanto, precisamos mostrar que a série de poténcias ZZO:O a,z" diverge para
qualquer z € C*.

Obviamente se z € C* e R = 0 entdo R < |z|. Portanto, pela definicdo de
R = sup(A) e pelo item (i) podemos afirmar que a série de poténcias >~ a,z"
nao pode convergir. Vamos provar esta afirmagao por absurdo. Suponha que
Yoo ganz™ converge (note que ndo podemos garantir que - a,|z|" converge).
Entao segue do item (7) que se w ¢ um ntimero complexo satisfazendo 0 < |w| < |z],
entao a série de poténcias Y >, a,w" ¢ absolutamente convergente. Pela definigao
do conjunto A temos entao que |w| € A. Mas se w € A temos pela defini¢ao de
supremo que 0 < |w| < sup(A) = R =0, o que é um absurdo.

Caso R > 0. Vamos mostrar primeiro que se z € D(0, R), entdo » - a,z" é
absolutamente converge.

Ja que |z| < R e R =sup(A), podemos garantir que existe r € A satisfazendo
|z| <r < sup(A). Caso contrério, |z| seria uma cota superior para todo ponto de
A e ainda por cima menor que o supremo, o que é um absurdo, pois o sup(A) é
a menor das cotas superiores de A. Como r € A e |z| < r, segue do item (i) que
Yoo ganz™ € absolutamente convergente.

E claro que se R = +o0o0 ndo ha mais nada a fazer. Desta maneira s6 resta
analisar o que ocorre no caso 0 < R < +00. Mais precisamente, resta mostrar que
se z € {z € C: |z| > R} entdo > -, a,z" diverge. Suponha, por contradigao,
que Y a,z" converge. Seja w € C tal que R < |w| < |z|. Como estamos
assumindo que a série de poténcias converge em z, segue do item () que >, a,w"
¢é absolutamente convergente. O que implica que o ntumero |w| € A. Mas pela
defini¢ao de sup(A) isto ¢ um absurdo, ja que R < |w]. n

Para exemplificar o teorema acabamos de provar, vamos apresentar alguns

exemplos em que uma simples anélise do termo geral nos permite concluir quem
sao os raios de convergéncia, neste casos. De certa forma, este proximos exemplos
ilustram que em alguns casos é possivel calcular o raio de convergéncia de maneira
“bragal” sem necessariamente apelar para algum tipo de férmula. Inclusive um
destes exemplos ¢é incluido aqui, por causa de uma particularidade muito especial.
Nele, vamos poder estudar a convergéncia ou divergéncia da série de poténcias em
todo ponto do bordo do disco de convergéncia dD(0, R), algo raramente possivel
de ser feito.
Exemplo 5.21. Vamos verificar que a série de poténcias Y - ,nlz" tem raio de
convergéncia R = 0. Para fazer este cdlculo, vamos usar a Proposi¢ao [5.6 que
afirma que se uma série numérica converge, entao seu termo geral converge para
2€70.

Logo para mostrar que o raio de convergéncia desta série de poténcias € nulo,
¢ suficiente mostrar que para qualquer z € C fixado, que o termo geral, da série
numérica associada a sequéncia a, = n!z" nao tende a zero, quando n — co. Para
provar esta afirmacgao vamos dwidir o argumento em duas partes. Primeiro vamos
considerar |z| = 1. Neste caso temos |a,| = |n!z"| = nl|z|" > n!, e portanto a,
diverge, quando n — oo. O que mostra que a o termo geral da série de poténcias
nao tende a zero. Da Proposi¢ao concluimos entao que a série y .~ nlz" nao
converge neste casos. Assim do Teorema[5.2( seque que R < 1.
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Vamos analisar agora o que acontece com |a,| = |nlz"|, quando n — oo, para
z fixado satisfazendo 0 < |z| < 1.

Neste caso, hd vdrias maneiras de se estudar o comportamento de |a,| quando
n cresce. Poderiamos, por exemplo, mostrar que

e |nlz"| = exp(In(n!|z]")) = exp (In(n!) + nln(|z])) > exp (n(In(n) + In(|z])),
usando 7 In(j) < [{'In(z) dz. E concluir que

lim [n!z"| = 4o0.
n—oo

e ou verificar que se ng € um numero natural satisfazendo ng > 2\2]‘1, entao
para todo k € N temos:
nook
(no)!2"2% < |anq+x|

mostrando novamente que |a,| — 0o, quando n — oo. Uma observagao. A
desiqualdade acima € obtida analisando-se as razoes de termos consecutivos
da sequéncia |a,| (analogamente ao que fazemos no teste da razdo).

Mas hd ainda wma maneira mais simples e elegante que esta duas. Baseada
na expansao em série de Taylor da fungdo exponencial real (vista nos cursos de

cdlculo)
= "
— Vz € R.

Entretanto usando esta técnica, nao € possivel mostrar o fato mais forte que €
la,| — oo, mas apenas que el < la,|, para todo n € N. O que € suficiente,
ja que a Proposi¢cao permite concluir que a série de poténcias serd divergente,
neste caso, pois o termo geral nao tende a zero.

Para provar a desigualdade enunciada acima, basta observar que, para todo
n € N temos:

1 —n —1 n —117 3 B
i ’le = ’ < Z ’Z ’ T —= e <a,|, VneN.
ap n!

Conclusao. Para todo 0 < |z| < 1 a série de poténcias Y nlz" € divergente

e portanto seque do item (iii) do Teorema que R = 0.

Exemplo 5.22. Considere a série de poténcias y_,_2". Note que esta série de
poténcias € absolutamente convergente para qualquer z € C tal que |z| = r < 1.

De fato,
o0 [e.e] oo
S-Sk =3 -
n=0 n=0 n=0

Como r € arbitrario em [0,1) seque do item (iii) do Teorema que 1 < R.
Analogamente mostramos que se |z| = r > 1, entdo a série de poténcias diverge.
Portanto, mais uma aplica¢ao item (iii) do Teorema garante que R < 1.
Juntando as duas estimativas que tinhamos para R concluimos que R = 1. Assim
o disco unitdrio D € o disco de convergéncia desta série.
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Este € um dos pouco exemplo em que podemos determinar o que acontece com
a série de poténcias em cada um dos pontos do bordo do seu disco de convergéncia,
neste caso 0D = {z € C : |z| = 1}. De fato, se |z| = 1 entdo z = exp(if), para
algum 6 € R. Portanto a série de poténcias neste ponto € dada por

o
> =

n=0 n

(e 9]

xp(if)) Zexp (ind).

6
=0

Jd que o termo geral da série que aparece a direita, nao tende a zero; seque nova-
mente da Proposicao |5.0| que a série de poténcias € divergente. Isto €, a série de
poténcias Yy~ 2" diverge para todo z € OD.

Note que nao € possivel chegar a mesma conclusao acima, usando que |z| =1
implica [2"] =1 ey > |z[" =3 " 1 = +oo. Pois a série de valores absolutos
poderia divergir, mas a série sem valor absoluto poderia convergir. Exemplo tipico
disto € dado pelo caso da série harmoénica alternada. De maneira mais geral, a
série de poténcias poderia ser condicionalmente convergente em algum ponto do
bordo do disco de convergéncia, mesmo nao sendo absolutamente convergente neste
ponto. E justamente esta possibilidade que torna a andlise no bordo do disco de
convergéncia um problema tao complicado.

Exemplo 5.23. Vamos verificar que a série de poténcias

tem raio de convergéncia R = +o00.

O objetivo deste exemplo € ilustrar, em mais um caso, como aplicar o Teorema
[5.20. Vamos usar novamente o que sabemos da série de poténcias da exponencial
real. A ideia é simples vamos olhar para a série de de valores absolutos. Seja
z € C qualquer com |z| = r. Entdo seque do Teste de Comparagao (Teorema
e das sequintes iqualdades

— " = | _ —
n! n! !
n=0 n=0 =0

que a série de poténcias

i
Z — 2" ¢ absolutamente convergente para todo z € D(0,r).

E portanto pelo item (iii) do Teorema seque que R > r. Como r € arbitrdrio
50 resta R = +o00.

A proposicao a seguir fornece uma maneira simples de calcular o raio de con-
vergéncia sob a hipotese de existéncia de certos limites. Esta expressao para o
raio ¢ uma generalizacao de uma expressao semelhante para o raio de poténcias de
séries de niimeros reais.
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Proposigao 5.24. Seja (an)nenuioy uma sequéncia de nimeros complezos. Supo-
nha que existe indice ng € N tal que a,, # 0, para todo n > ng. Considere a série
de poténcias Y >~ anz". Se existir qualquer um dos seguintes limites

. n, . 1
R = lim ou R = lim
n—00 | (hp41 n—00 n/|an’

entdo, R € exatamente o raio de convergéncia da série de poténcias y -, anz".
Demonstragao. Em andamento... [

Proposicao 5.25. Sejam Y > a,z2" €y " b,z" séries de poténcias com raios de
convergéncia Ry e Ry, respectivamente. Para qualquer constante ¢ € C* a série de
poténcias Y~ ca,z" tem raio de convergéncia Ry e para todo z € D(0, R) temos
Yo gcanz” = ¢ o2 a,z". Se R = min{Ry, Ry}, entdo para todo z € D(0, R)
temos

i anz" + f: b,z" = i(an + bp)2".
n=0 n=0 n=0

Demonstragao. Ja que séries de poténcias sao definidas em termos de limites
de somas parciais, as propriedades enunciadas nesta proposi¢ao sao consequéncias
imediatas das propriedades elementares de limite. [

o~ . fe'e) n o) n . A . .
Proposicao 5.26. Sejam )~ a,2" ey > b,2", séries de poténcias com raios
de convergéncia Ry e Rs, respectivamente. Seja R = min{ Ry, Rs}. Entdo

(S0) () = (Se). e p0.m

onde
n

Cp = aobn + albn_l + ...+ an_lbl + anbo = Z ajbn_j.
j=0

Além do mais, a série de poténcias )~ c,2" € absolutamente convergente para
todo z € D(0, R).

Demonstracao. Em andamento... [

Proposigao 5.27. Seja (an)nenufoy uma sequéncia arbitrdaria de nimeros comple-
zos. Suponha que a série de poténcias, centrada em zero, gerada por esta sequéncia
tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f : D(0, R) — C uma fun¢ao dada por

f(z) = Z&nz", Vz € D(0, R).
n=0
Entao para cada z € D(0, R), a série de poténcias
g(z) = Znanzn_l
n=1

¢ absolutamente convergente e portanto define uma fun¢ao complexa em todo o
disco D(0, R).
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Demonstragao. Em andamento ... [

Teorema 5.28. Seja (an)nenufoy uma sequéncia arbitraria de nimeros complexos.
Suponha que a série de poténcias, centrada em zero, gerada por esta sequéncia
tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f: D(0,R) — C a fun¢ao dada por

f(z) = ianz”, Vz € D(0, R).
n=0

Entao a funcao f possui derivada, no sentido complexo, em todos os pontos de seu
dominio. Além do mais,

f'(z) = Znanzn_l, Vz € D(0, R).
n=1

Além do mais, a série de poténcias de [ também tem raio de convergéncia R,
portanto € absolutamente convergente para todo ponto z no disco de convergéncia
D(0,R). Como mostra a expressio acima f' pode ser obtida simplesmente por
derivacao termo-a-termo da série de poténcias de f.

Demonstragao. Em andamento ... [

Corolario 5.29. Seja (a,)nenuqoy wma sequéncia arbitrdria de nimeros complexos.
Suponha que a série de poténcias, centrada em zero, gerada por esta sequéncia
tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f: D(0,R) — C a fun¢io dada por

f(z) = ianz”, Vz € D(0, R).
n=0

Entao a funcao f possui derivadas de todas as ordens, no sentido complexo, em
todos os pontos de seu dominio. Além do mais, para cada k € N temos
fP2) = nn—Dn-2)...(n—k+1a, """, Vz € D(0, R).

n=~k

Além do mais, a série de poténcias de f*) também tem raio de convergéncia R,
portanto € absolutamente convergente para todo ponto z no disco de convergéncia
D(0,R). Como no teorema anterior, a série de poténcias que representa f*) pode
ser obtida simplesmente por k derivagoes sucessivas termo-a-termo da série de
poténcias de f.

Demonstragao. Em andamento... [

Coroléario 5.30 (Séries de Taylor). Seja (an)nenugoy wma sequéncia arbitrdria de
numeros complexos. Suponha que a série de poténcias, centrada em zero, gerada
por esta sequéncia tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f : D(0O,R) — C a
fungao dada por f(z) =Y a,2", para todo z € D(0,R). Entdao f é dada por
sua série de Taylor de centro em 0, isto ¢,

()
f(z)zzf ©) 2", Vze D(0,R).

n!

n=0

A série de Taylor de f também tem raio de convergéncia R e portanto € absoluta-
mente convergente para todo ponto z no disco de convergéncia D(0, R).
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5.3.2 Séries de Poténcias Centradas em z = z

Apresentamos na se¢ao anterior alguns resultados sobre séries de poténcias cen-
tradas em z = 0. Isto é, séries geradas por sequéncias da forma (a,2")nenufo}-
Estas séries sao bem apropriadas para estudar o comportamento de local de certas
fungoes, em vizinhangas da origem. Porém em uma vizinhanga de um outro ponto
2z = 2y, no dominio da fun¢ao, pode ser mais apropriado considerar uma serie de
poténcias centrada no proéprio zg, isto é, considerar séries da forma

Zan(z — 20)". (5.5)

n=0

Todos os resultados obtidos na segao anterior podem ser generalizados para
séries centradas em 2. Uma forma de verificar isto é considerar a mudanga de
varidveis w = z — 2y e notar que nesta nova variavel a série de poténcias acima se
torna a série de poténcias

o0

Z a,w" (5.6)

n=0

que esta centrada em w = 0.

Se R denota o raio de convergéncia da série de poténcias , entao a conver-
géncia de para |w| < R, é equivalente, em termos da variavel z, a convergéncia
de para todo z, satisfazendo |z — 29| < R. Portanto a série de poténcias dada
por ¢ absolutamente convergente para todos os pontos do disco D(zg, R).
Analogamente chamamos D(z, R) de disco de convergéncia da série (5.5]), cen-
trada em zp.

Note que R tem a propriedade de que Y a,(z — 2)", diverge para todo
z € C satisfazendo R < |z — z|.

Destas observagoes seguem, por exemplo, os seguintes resultados
Teorema 5.31. Seja (an)neNu{o} uma sequéncia arbitrdria de nimeros complezos.

Suponha que a série de poténcias centrada em z = zy e gerada por esta sequéncia
tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f: D(0,R) — C a fun¢ao dada por

flz) = Zan(z — 2p)", Vz € D(z, R).

Entao a funcao f possui derivada, no sentido complexo, em todos os pontos de seu
dominio. Além do mais,

f'(z0) = Znan(z — )", Vz € D(z, R).
n=1

Além do mais, a série de poténcias de [’ também tem raio de convergéncia R,
portanto € absolutamente convergente para todo ponto z no disco de convergéncia
D(zo, R). Como mostra a expressio acima f' pode ser obtida simplesmente por
deriwacao termo-a-termo da série de poténcias de f.
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Coroléario 5.32 (Séries de Taylor). Seja (ay)nenugoy wma sequéncia arbitrdria de
numeros complexos. Suponha que a série de poténcias centrada em zero e gerada
por esta sequéncia, tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f : D(z9,R) — C
a fungao dada por f(z) = > % an(z — 2)", para todo z € D(z, R). Entio f ¢é
representada por sua série de Taylor de centro em z

) (5
f(z)= Z fn—(') (z — 20)", Vz € D(z0, R).

Além do mais, a série de Taylor de f tem raio de convergéncia R e portanto €
absolutamente convergente para todo ponto z no disco de convergéncia D(zg, R).

5.4 Funcgoes Analiticas

Definigao 5.33 (Fungao Analitica). Seja U C C um aberto. Dizemos que uma
fungao f : U — C € analitica em U, se para cada ponto zy € U, existem coeficientes
(an)neNU{O} complexos e um raio de convergéncia R,, > 0 tal que

f(z) = Zan(z — 29)", Vz € D(z0, R.,).
n=0

Figura 5.4.1: Nesta figura mostramos como os varios discos de convergéncia, das expansoes em série de potencias
de uma fungao analitica f definida em U poderiam ter raios distintos.

Duas observacgoes sao importantes neste momento. Primeiro, em geral, os co-
eficientes a,, podem depender da escolha do ponto z, e talvez o mais apropriado
fosse denotar estes coeficientes por a,(zp), para se deixar mais explicito que ha
esta dependéncia. Segundo, se f : U — C é uma funcao analitica, entao como con-
sequéncia do Teorema [5.31], temos que f possui infinitas derivadas, em qualquer
ponto de seu dominio e, além do mais, o Corolario [5.32] afirma que

(n)
an = an(20) = fn—('zo)’ Vn € NU{0}.

Um dos principais resultados desta secao afirma que uma série de poténcias
centrada em w € C, com raio de convergéncia R, > 0; define em seu disco de
convergéncia uma funcao f : D(w, R,) — C que é analitica.



SEMANA 5. 124

Para provar este resultado precisaremos enunciar e provar alguns fatos auxili-
ares sobre troca de ordem de somas infinitas e a formula do Binémio de Newton
para variaveis complexas.

E importante observar que analiticidade de uma funcéo definida por uma série
de poténcias também pode ser obtida como consequéncia da Férmula Integral de
Cauchy. Na verdade, no contexto de variaveis complexas, diria que esta seria a rota
mais natural para provar este fato. Mas isto requer ferramentas que s6 serao vistas
mais a frente, quando estivermos apresentando a teoria de integragao complexa.

Uma vantagem da abordagem desenvolvida nesta secao é que ela se adapta
muito facilmente para outros contextos mais gerais em que também podemos de-
finir séries de poténcias, mas nao dispomos de uma ferramenta como a Férmula
Integral de Cauchy. Por exemplo, podemos aplicar as ideias desta se¢ao para es-
tudar analiticidade de séries de poténcias definidas em certos espagos de Banach
de dimensao infinita.

Teorema 5.34. Para cada par n,m € NU {0} seja an., um nimero complexo.
Suponha que para cada indice n € NU{0} fizado, que a série formada pela sequéncia
(an,m)meRu{o} converge absolutamente e que a soma dos valores absolutos € dada

por
o
Z |@nm| = L.
m=0

Além do mais, assuma que a série formada por estas somas, isto €, Y >~ L, = A
também é convergente.
Entao as sequintes séries sao convergentes e valem as sequintes iqualdades:

oo 00 oo o0
© 2 2 lannl =2 3 lannl

n=0 m=0 m=0 n=0

e para cada m € NU{0} fizado, Z anm = Cm;
n=0

0o o0 S
b E E Anom = E E Qpm -

n=0 m=0 m=0 n=0

O Teorema pode ser visto como uma versao do Teorema de Fubini sobre
integrais iteradas. Para isto basta olharmos para a,, ,, como imagem de uma funcao
de duas variaveis g : (NU{0}) x (NU{0}) — R. Deste ponto de vista a conclusao
do teorema poderia ser interpretada como a afirmacao de que a soma dupla pode
ser vista como somas iteradas nas primeira e segunda variaveis, respectivamente, e
que a ordem das somas podem ser intercambiadas. Ou de maneira mais intuitiva.
Se pensamos na lista de a,,,,’s como uma espécie de matrix com infinitas linhas e
infinitas colunas. O Teorema [5.34] afirma que podemos primeiro somar cada linha
desta matriz e em seguida somar estas somas e que isto ¢ igual a somar as colunas
da matriz e depois somar estas somas.

Outra maneira de pensar no Teorema ¢ vendo que ele se trata de um
resultado sobre troca de ordem de limites. Para deixar isto mais claro vamos
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ap,0 |Go,1 |@0,2 e aog,m
az,0 az1 ag .2 c a1,m c. Z ’a2,m’: Lo
oo
Gn,0 an,1 An, 2 O Qn,m 000 Z ’an,m’ =L,
m=0

Figura 5.4.2: Pensando em toda a lista de an,m’s como uma espécie de matrix com infinitas linhas e infinitas
colunas. A hipotese do Teorema [5.34]é que a soma dos valores absolutos das linhas desta matriz formam um nova
sequéncia (Ln)penu{o} Cuja a série associada é converge.

reescrever as séries que aparecem na conclusao deste teorema, como limite de suas
somas parciais (o que por definigdo é o que elas realmente sao).
Primeiro observe que

0o 00 p q

E g Ay = lim lim g Unm = lim lim E g Qo (5.7)
’ p—>oo q—>oo P—00 q—00 ’

n=0 m=0 n=0 m=0

onde na tltima igualdade usamos que para cada p fixado que podemos permutar a
ordem da soma em n com limite em ¢ por causa de uma propriedade elementar de
limite de sequéncias que afirma que a soma dos limites é o limite da soma, quando
cada um dos limites existem. O que justifica a tltima igualdade em , ou seja,

P q
lim E Qpm = lim E 5 Q-
q—)OO q—)OO

n=0 m=0

Analogamente, temos
oo q p
E E o, = 1M lim E Apm = lim lim E E - (5.8)
’ q—>oo p—>oo P—+00 g—00 ’
m=0 n=0 n=0 m=0

Ja que para cada p,q € N (finitos) obviamente temos:

= Z Z Apm = Z Z - (5.9)

n=0 m=0 m=0 n=0

A grande conclusao do Teorema é que as expressoes do lado direito de
(5.7) e (5.8) sao iguais e consequentemente

P q P q
lim lim E E Qpm = lim lim E E -
n=0 m=0 n=0 m=0

Em outras palavras, usando (5.9)), podemos simplificar a expressao acima para

lim lim S(p,q) = lim lim S(p,q).
q—00 p—00

pP—00 q— 0
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A igualdade acima aparentemente poderia soar como uma resultado muito
natural. Porém o seguinte contra-exemplo ilustra como a conclusao do Teorema
(.34 ¢ altamente nao-trivial.

Exemplo 5.35. Para cada par de nimeros naturais p,q € N defina

p
S(pa) = ——
(P, q) o
Entao
lim lim S(p,q) = lim lim P limo=0

P—00 q—00 p—00 g—00 P + ( p—00

e por outro lado

lim lim S(p,q) = lim lim P fm1=1.

q—00 p—r00 g—oop—oo P + ¢ q—00
Ou seja, em geral, nao podemos inverter a ordem com que tomamos limites.

O Teorema serd uma das principais ferramentas utilizadas para mostrar
que uma funcao f dada por uma série de poténcias em seu disco de convergéncia
D(zo, R), com R > 0, ¢ uma fungao analitica.

A principio, um leitor mais desatento, poderia inicialmente suspeitar de que
nao ha nada a fazer, ja que nossa funcao f : D(z9, R) — C, por hipotese, é dada
por um série de poténcias, isto é,

f(z) = Z an(z — z0)".

n=0

Mas alertamos que a questao delicada que se coloca aqui é que a definicao de
analiticidade, exige que f possa ser expressa como série de poténcias com raio de
convergéncia positivo em torno de qualquer ponto do seu dominio. Isto é, dado
21 € D(29, R) qualquer, diferente de zy, a dificuldade técnica que se apresenta é:
como garantir que existem coeficientes (b,)nenuqoy € R., > 0 tais que f possa ser
representada como uma série de poténcias em torno deste novo ponto 2, ou seja,

f(z) = ibn(z —z)", Vz € D(z1, R.,).

Em outras palavras, precisamos entender o que acontece quando mudamos o ponto
onde centramos a expansao em série de potencias de f. Isto passa por entender
como se relacionam os coeficientes de cada uma destas expansoes bem como os
raios dos discos de convergéncia, respectivos.

Antes porém, precisamos de mais um resultado preparatério que consiste em
uma generalizagao, para nimeros complexos, da famosa féormula do Binémio de
Newton

Proposicao 5.36 (Binomio de Newton). Para quaisquer z,w € C en € N temos

(w+2)" = zn: (Z) Fumk onde (Z) - (n_”—l;)'k' (5.10)

k=0
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Demonstragao. Observamos que é possivel apresentar uma prova desta propo-
sicao usando argumentos idénticos a maioria daqueles empregados nas provas em
que z e w sao numeros reais. Praticamente os seguindo ipsis litteris. Isto porque
a maioria destas provas, no caso real, s6 se utiliza da estrutura de corpo de R e
das relagoes de Stifel para os coeficientes binomiais.

Por questao de completude, vamos apresentar aqui uma prova alternativa da
validade desta proposicao, que é enunciada para ntimeros complexos, explorando
a formula do Binémio de Newton conhecida para ntmeros reais.

Para isto, primeiro observamos que para todo x € R, temos da férmula do
Binoémio de Newton, para niimeros reais, que

(1+2)" = i (Z) k.

k=0

Olhando com cuidado a identidade acima, o leitor pode observar que ela revela

que x = —1 é uma raiz, de multiplicidade n, do polinémio p : R — R, de grau n,
dado por
x) = x".
re =3 (1)

Considere agora a funcao polinomial P : C — C cujos os coeficientes sao os
mesmos de p(z), isto &,

k=0

Ja que os coeficientes dos polindmios p e P sao os mesmos, temos que grau(P) = n,
e que z = —1 também é uma raiz de P de multiplicidade n. Pois toda raiz de p é
obviamente uma raiz de P. Eventualmente, poderiamos imaginar que P poderia
ter raizes outras complexas com parte imaginaria nao-nula. Mas isto nao pode
acontecer por causa do algoritmo de divisao de Euclides para polindmios, que
garante que (z + 1)" é um fator de P(z). Mas como grau(P) = n entdo sua
fatoragdo ¢ exatamente esta (z 4+ 1)". Assim temos

i (Z)Zk =P(z)=(2+1)", VzeC

k=0

Agora podemos usar a identidade acima para verificar a validade de férmula
do Binomio de Newton para quaisquer z € C e w € C\ {0, —z}. De fato,

k

(w+2)" = w”(l + %)n = w"P(%) = wng (Z)% = g (Z)zkw”_k.

Para finalizar a prova, basta observar que ([5.10) é obviamente verdadeira nos
casos em que w =0 ou w = —z. [

Para cada n € NU {0} fixado, considere a funcao 1p,) : NU {0} — {0,1} dada
por

1, se0<m<n;
]l[n}(m) = = (5.11)
0, caso contrario.
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Note que a fungao 1, (m) assume o valor 1 se seu argumentom € {0,1,2,...,n}
e assume o valor zero caso m > n. Vamos usar estas fungoes na prova do préoximo
teorema para expressar somas finitas como séries infinitas. Em particular, vamos
usar a seguinte identidade

Y p(m)ea =D Lpg(m) ca, (5.12)

valida para qualquer n € NU{0} fixado e (c,)nenufoy qualquer sequéncia de niime-
ros complexos (observe que nesta identidade nao é preciso nem mesmo exigir que a
serie dos ¢,’s seja convergente). Na verdade, nesta identidade a série que aparece
no lado direito tém todos os termos de indice maior que n nulos, pela definicao de
Ly (m)-

Outra identidade importante na prova do préximo teorema e que segue di-
retamente da definicao de 1p,(m) é a seguinte: para cada n € N U {0} fixado
temos

> Ap(m)en = Apy(m)cp. (5.13)

Finalmente estamos prontos para mostrar o resultado mais importante desta
Secao.

Teorema 5.37. Se f : D(z9, R) — C € uma fungao definida por uma série de
potencias, com coeficientes complexos (an)nenufoy, centrada em zy € C, com raio
de convergéncia R > 0. Ou seja,

flz) = Zan(z — 29)", Vz € D(z, R).

Entao [ : D(zo, R) — C € uma fungao analitica, isto €, para qualquer z; € D(zg, R)
fizado, existem coeficientes complexos (bn>neNU{O} e um numero positivo R, =
R — |z — 2| tais que

f(z) =) bu(z—=)",  Vz€D(z1,R.,).
n=0

Demonstracao. Vamos decompor a prova em duas partes. Na primeira parte
vamos assumir que a série de poténcias esta centrada na origem, isto é, zg = 0.
Em seguida, vamos mostrar que o caso geral, zy € C qualquer, pode ser reduzido
ao caso tratado na primeira parte, fazendo uma simples mudanca de variaveis.

Parte 1. Como mencionado acima, vamos assumir nesta primeira parte da prova
que

f(z) = ianz”, Vz € D(0, R).

Fixado um ponto arbitrario z; € D(0, R) defina R., = R — |z|.
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Figura 5.4.3: O raio de convergéncia da série de potencias centrada em 21 é pelo menos R.; = R — |z0 — z1]-
Para cada m,n € NU {0} defina

n
nm = Lpy(m) - ay, - (m) 277"z = 2)",

onde 1, (m) é definido como em ([5.11]).

Vamos mostrar que os ay,,’s satisfazem as hipoteses do Teorema [5.34] se to-
mamos z € D(z1, Ry), onde Ry = R — |z;|. Para provar isto, primeiro observamos
que

n n—m n
ananl = L) ol - ()Pl = sl

E portanto segue da igualdade (5.12)) e da formula do Bindémio de Newton (Pro-
posicdo |5.36|) que para cada n € NU {0} fixado temos

o Z ] = Z ) lanl - (2 )l
=l (Il =y
wZ( Yl nlz = sl

= lan|(lz = 21 + [2])™.

Agora note que se tomamos z € D(z1, Ry), entdo temos |z — z1| < R — |z] e
portanto |z — z1| + |z1] < R. Logo temos das propriedades elementares de séries
de potencia que a série abaixo é convergente

S Lo= Y lanl(lz = 21l + )"
n=0 n=0
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O que mostra que as hipoteses do Teorema sao validas desde que z € D(z1, Ry).

Portanto sob a condi¢ao z € D(z;, Ry) poderemos aplicar o Teoremae com
isto garantir a convergéncia de todas as séries que aparecem abaixo bem como a
mudanca de na ordem das somas feita na nona igualdade abaixo. Para facilitar
a compreensao pelo leitor, observamos também que para a sexta igualdade que
aparece abaixo basta usar e para peniltima igualdade é s6 aplicar ((5.13))
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m=0 Ln=m

b = i a (Z) e, (5.14)

Parte 2. Para provar o teorema quando z; nao é necessariamente zero. Basta
consideramos a mudanca de variavel w = z — 2.

Fazendo isto temos
o oo
E an(z — 29)" = E a,w"
n=0 n=0

com a série a direta, sendo absolutamente convergente para todo |w| < R.



SEMANA 5. 131

Dado z; € D(z, R) seja w; = z; — 2. E claro que pela escolha de z; que temos
|w1| = |Zo — Zl| < R.

Note que podemos aplicar o resultado obtido na primeira parte da prova, para
concluir que para todo w € D(wy, R — |w;|) temos:

o0 oo
Zanw”:an(w—wl)", V|w — w| < R — |wy].
n=0 n=0

Lembrando que w = z — 25 e w1 = 2z — 2, concluimos finalmente da igualdade
acima que

Zanz—zo Zb (2 — 20) (zl—zo))nZan(z—zl)",
n=0

para todo z € C satisfazendo |z — z1| < R — |wy| = R — |20 — 21| "

H& varias observagoes importante que devem ser feitas sobre o teorema que
acabamos de demonstrar.

Primeiro, comegamos com nossa funcao f : D(zp, R) — C dada pela série de

poténcias
o

f(z) = Z%(Z — z9)".

n=0
O mais natural aqui, é que R tenha sido tomado como sendo o raio de convergéncia
desta série, que é dado por

1

 limsup ||

n—o0

O Teorema mostra que quando mudamos o centro da série de potencias
entao passamos de uma representagao de

= Z an(z — 29)", valida para todo z € D(zg, R),
para uma nova representacao
= Z bu(z — 21)", valida para todo z € D(z1, Ry). (5.15)

Como vimos a série acima converge absolutamente em todo ponto do disco
D(z1, Ry), onde Ry = R — |zy — 21|. Portanto, segue do teorema de existéncia do
raio de convergéncia ( Teorema item (7)) que

1 =

S——F—==R.,
lim sup 1/ |by,| '

n—o0

veja Figura [5.4.4]
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A priori nao ha nada que proiba a desigualdade acima de ser estrita. A ocorrén-
cia deste fato é inclusive ligada a manifestacao de um fenémeno muito importante.
Neste caso, a funcao f ird admitir uma extensao analitica para além do disco
D(0, R)! Para esclarecer este comentério, precisamos da definicdo de extensao
analitica de uma funcao.

Definigao 5.38 (Extensao Analitica). Sejam U C C um conjunto aberto nao vazio
e f:U — C uma funcao analitica. Dizemos que f admite uma extensao analitica
a um aberto V- C C, contendo U estritamente (U C V'), se existe e uma fungao
analitica F -V — C tal que F|y = f. Isto é, a restrigao de F' ao conjunto U €
exatamente a fungao f.

Voltando a discussao acima, se ocorrer I2,, < ézl temos que a série de poténcias
em converge em um ponto z que esta fora do disco D(zg, R), onde, a rigor,
nao faria muito sentido falar de f(z), ja que este ponto esta fora do dominio da
funcao f. Mas esta observagao, nos motiva naturalmente, a definir uma extensao

analitica de f da seguinte forma. O dominio na nossa extensao serd o o conjunto
V = D(z9,R) U D(21, R.,) e a fungdo F': V — C é dada por

Zan(z —2)", sez€ D(z,R);
n=0

an(z —2)", sez€ D(x,R,).

\ n=0

— 1
7 limsup Vb

n—o0

o f:D(z,R) = C

Figura 5.4.4: Note que apesar da série de potencias (5.15), centrada em z; fazer sentido, para qualquer ponto z
na regido hachurada em vermelho (exterior ao disco D(zo, R)), a rigor, nao faz sentido falar de f(z).

Observe que nao ha ambiguidade na defini¢ao acima ja que para todo z satis-
fazendo z € D(z9, R) e z € D(z1, R.,), isto &,

z € D(z9,R) N D(z1, R.,)
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temos do Teorema que

Zanz—zo Zb z—z)"

e portanto que o valor F'(z) esta bem definido.
Claramente temos F|p., r = f. De fato, se z € D(z, R) segue diretamente
das defini¢oes de F' e f, respectivamente, que

o0

F(z) = an(z — 20)" = f(2).

n=0
Para verificar que F' é analitica precisamos aplicar o Teorema [5.37, De fato,

para qualquer zo € V = D(zy, R) U D(z1, R,,) dado, temos que ou z2 € D(zp, R)

ou 29 € D(zl,ézl).

Caso 1. Se 23 € D(z, R) entdo o Teorema [5.37] garante que existem coeficientes

(Cn)nenuqoy tais que

o0 o
:Zan(z—zo ch z— 2)", Vz € D(z2, R — |29 — 22|).
n=0 n=0

o que significa que F' admite uma representacao em séries de poténcias centrada
em 2z, com raio de convergéncia positivo R,, > R,, = R — |20 — 22|

Caso 2. Analogamente, se 2, € D(z1, R.,) entdo temos novamente do Teorema
que existem coeficientes (dn)nenufoy tais que

= an(z —zn)" = Zdn(z — 2z9)", Vz € D(z, R., — |21 — 22).

0 que assegura, que também neste caso, F' admite uma representagao em série de
poténcias, centrada em 25, com raio de convergéncia R, > R., = R,, —|z1—22| > 0.

Mais a frente, vamos discutir a importante questao sobre existéncia e unicidade
de extensoes analiticas de uma fungao.

A segunda observagao importante sobre o Teorema [5.37] ¢ que se uma série de
poténcias, centrada em zg, tem raio de convergéncia infinito, ou seja, se f : C — C
é dada por

entdo qualquer que seja z; em C, existem coeficientes (by,)nenuqo} tais que
oo
= an(z—zl)", Vz e C.

Em outras palavras, se mudamos o centro de uma série de poténcias com raio de
convergéncia infinto, que representa f, entao obtemos uma nova série de poténcias
que representa f e que também tem raio de convergéncia infinito.

A terceira observagao é o seguinte corolario.
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Corolario 5.39. Seja U C C um conjunto aberto e f : U — C uma fungao
analitica. Entdo para cada zy € U, existe R, € (0,+00] (positivo estrito) tal que

> fn)
f(z) = Z fn—('zo)(z — 20)", Vz € D(z0, Rs,)-
n=0 )

Demonstragcao. Ja que f é analitica, temos por definicao que para qualquer
zo € U fixado, existem coeficientes (an)neNu{o} e um raio de convergéncia positivo
R, tais que

[e.9]

f(z) = Zan(z — 20)", Vz € D(zp, R,).

n=0

Pelo Teorema e Coroléario a funcao f tem derivadas complexas de todas
as ordens e além do mais a n-ésima derivada de f calculada em z, satisfaz

f(n) (20) .

ap = |
n:

Exemplo 5.40. Se p: C — C é uma fung¢ao polinomial da forma
p(2) = ag+ a1z + ax?® + ...+ a,2"
entao p € uma funcao analitica.

Escolhemos apresentar e discutir, em detalhes, este exemplo porque ele ilus-
tra de maneira simples e explicita varios dos conceitos e resultados apresentados
acima. A ideia apresentada a seguir serd fundamental para estabelecermos varios
resultados importantes sobre fungoes analiticas.

Primeiro observe que é possivel reconhecer p como uma série de poténcias. De
fato, considere a sequéncia (by)ren dada por:

bozao, blzal, ey bn:an, bn+1:O, bn+2:O,

Entao temos para todo z € C
p(z) =ap+arz+ ... +a,2" = Zbkzk.
k=0

Desta forma vemos que p é uma série de poténcias centrada em zero, com raio
de convergéncia infinito. Na verdade, esta observacao sobre o raio é simplesmente
uma consequéncia do lado direito da expressao acima ser uma soma finita. Este
fato 6bvio também poderia ser obtido a partir da formula do raio de convergéncia,
Jja que,

timsup 4/[o] = lim [sup { &/Toul, 3/ oar], */ sl }]

k—o0

Pela defini¢ao de by, temos para todo k > n = grau(p) que /|bx| = 0. Logo a
expressao acima, ¢ igual a limy_ ;o sup{0} = 0. Mostrando que R~! = 0 e assim
R = +o0.
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Aplicando o Teorema [5.37] podemos concluir que p é uma funcao analitica.
Pelas observacoes feitas acima, podemos mudar o centro da expansao de p para
qualquer outro ponto zy € C, obtendo novamente outra representacao em séries de
poténcia para p, centrada em zy, com raio de convergéncia também infinito, isto
¢, existem coeficientes (cx)renuqo} tais que

p(z) = Z en(z — 2)", vz e C.

Como as derivadas de p de ordem maiores que n = grau(p) sao nulas, temos da
igualdade acima que

n o)z
p(z) = Z b k(! )(z — ), Vz e C. (5.16)

Para explora s6 um pouco mais este exemplo, lembramos que identidade (|5.14))
fornece uma relagao explicita entre os coeficiente da expansao em série de potencias
de uma funcao analitica, quando mudamos o centro da expansao. Neste caso

particular (5.14)) afirma que
(k) oo . n .
™ (20) J\ ik I\ ik
i :ck:;bj-(k)z{ :;aj-(k)z{) .

Exemplo 5.41. A funcao f : C* — C dada por

f(z)=-, Vze C*

é analitica.
Para mostrar que f é analitica, dado qualquer ponto zy € C* temos que mostrar
que existem coeficientes (an)nenufoy € R > 0 tais que

f(z2) =) an(z—2)" Vz € D(z0, R,)- (5.17)

n=0

A ideia vai ser usar séries geométricas, mais precisamente a identidade
1 (e e}
— = E w”, valida para |w| < 1. (5.18)
1—w ‘
n:

Dado zy € C*, observe que podemos escrever, realizando apenas manipulacoes
algébricas simples, a seguinte igualdade:

1 1 1

z 2 — 2y + 29 20<Z_ZO+1>
20
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1 1 1 1
% (1+2_Z°> % (1—(—1)2_%)
20 20
1 1

= (5.19)
-=)

Se consideramos apenas os nimeros complexos z’s satisfazendo

zZ— 20

<1, ou seja, |z — 20| < |20] <= =z € D(20,|20])

Podemos usar identidade (5.18]) na segunda fracdo que aparece em ([5.19) para

concluir que
1 1
20 <1 = Zo)

Il (z—%)"
_Z_OZ< —ZO)

n=0

fo) =

o0

1 1 .
) nz% (=1)" (20)" (=)

(=D

= Z (Zo)n+1 (Z — Zo)n, Vz € D(Z(), |Zo|)

n=0
A identidade acima prova a existéncia de uma representacao em série de potén-

cias para f, em torno de qualquer zy € C*, com raio de convergéncia R,, = |zo| > 0

e os coeficientes a,,’s dados por

(="

an:(zo)—nﬂ, VTLGNU{O},

como exigido em ((5.17)).

Este exemplo leva a uma observacao importantissima! Serd que poderiamos
ter concluido (apenas com os resultados que provamos até aqui) que f é analitica
simplesmente calculando

f" () (=1)"

n! o (2g)m 1

e, em seguida, mostrando que este coeficientes nos fornece uma série de poténcias
convergente com raio de convergéncia

1 1

R g p—
lim sup v/|a,|

n—so0 limsup ¢
n—oo

1

EN
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A resposta, a rigor, é ndo! Até saberiamos que a série de poténcias abaixo (que
é a série de Taylor de f)

Z fT('Z(])(z —z)" = Z (<z )n)+1 (z—2z0)", converge para todo z € D(zp, |z0|).
n=0 ) n=0 0

Mas sem qualquer informacao adicional, nao terfamos como concluir que a série
acima, para cada z no disco de convergéncia, converge exatamente para f(z).

5.4.1 Principio da Identidade

Nesta secao vamos estudar algumas das propriedades fundamentais das séries de
poténcias e suas generalizacoes para funcoes analiticas tomando valores em C. Um
dos principais objetivos é mostrar que se uma funcao analitica f : U — C, definida
em um dominio U, admite uma extensdo analitica (no sentido da Defini¢ao
a um dominio V' contendo U, entao esta extensao é unica. Este tipo de resultado
mostra claramente a rigidez que a condi¢ao de analiticidade impoem a uma fungao.
A figura abaixo ilustra a peculiaridade do resultado mencionado acima, ja que
podemos construir, por exemplo, fungoes reais derivaveis definidas em um intervalo
finito (a,b) que admitem infinitas extensoes derivaveis.

Para comecar vamos considerar as séries de poténcias mais simples de todas
que aquelas dadas por polindémios. Seja p : C — C dada por p(z) = ag + a1z +
asz® + ...+ a,z". Um polindmio nao-nulo de grau n. Suponha que z; ¢ seja uma
raiz de P e considere sua expansao em série de poténcias em torno de z = z,
obtida no Exemplo [5.40}

" pk)
p(z) = Z b k('Zo) (z — 2)", vz e C.
k=0 '

Ja que p(z9) = 0, o primeiro termo do somatério acima é nulo e portanto podemos
reescrever p como segue

“LpR) (2, 1
p(z) = (2 — 20) Z b k:(' )(z —20)"7 7, vz e C.
k=1 '

Procedendo de maneira anédloga podemos repetir este processo de fatoracao m
vezes, onde m é determinado pelas seguintes condicdes: p™(z) # 0, e p¥)(z) =0
para todo 0 < 7 < m — 1. Desta forma ficamos com
no(k
p(z) = (2 — 29)™ Z %(z — )™, Vz e C.
k=m

O valor de m nada mais é do que a multiplicidade de zy como raiz de p. A razao
de apresenta-lo desta maneira é que o método empregado aqui podera ser aplicado
também para séries de poténcias!

Proximo fato importante que devemos destacar sobre a fatoracao obtida acima
é que o polindbmio que aparece como fator de p(z), multiplicando (z — zo)™, isto é,

"L p®) (2 -
q(z)Ezp k(l )(z—zo)k m
k=m ’
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é tal que ¢(z) ndo se anula em z = zy, pela definigao de m. Ja que fungao z — ¢(z)
é continua dado
1)
2 m!
existe um ¢ > 0 tal que se

p(m) ( ZO)

1 |pt™ (z)]
m! )

0<|z— <0, ta — < =
|z — 20| entao ’q(z) 5 )

Desta forma temos da segunda desigualdade triangular que

(m) (m) (m)
p"™ (20) p"™ (20) 1 [p™(20)]
‘T —la()] < ‘q<z> Tl T2l
e portanto
1 |plm)
3 mﬂ < |q(2)|, para todo z satisfazendo 0 < |z — 2| < 0.

Mostrando que os zeros de uma funcéo polinomial ndo-nula sio isolados. E claro
que poderiamos ter chegado a esta mesma conclusao por outras vias mais simples.
A razao de termos escolhido este argumento é que ele se generaliza para séries
de poténcias, fornecendo o seguinte resultado que é de grande importancia para a
teoria de funcoes analiticas.

Lema 5.42. Seja (an)neNU{o} uma sequéncia de numeros complexos nao identica-
mente nula. Suponha que a série de poténcias centrada em w € C e gerada por
esta sequéncia, tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f: D(w, R) — C a fungdo
dada por

f(z) = Zan(z —w)", Vz € D(w, R)

e denote por Z(f) = {w € C: f(w) =0} conjunto dos zeros de f. Se o centro da
série de poténcias w € Z(f) entao existe § > 0 tal que para todo z satisfazendo
0<|z—w| <0 temos z & Z(f). Em outras palavras, w € um zero isolado de f.

Figura 5.4.5: O tunico zero de f dentro do conjunto {z € C: 0 < |z — w| < §}
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Demonstragao. A prova deste lema é baseada no argumento apresentado no
inicio desta secao.

Suponha que f(w) = 0. Entdo temos que ag = 0. Ja que (a,)nenufoy Uma
sequéncia de numeros complexos nao identicamente nula, existe m € N (finito),
o primeiro indice, tal que a, = 0 para todo 0 <n <m—1e a, # 0. Portanto
podemos reescrever f como segue

) =E=-w)™) a(z—w)" "= (z - w)"g(2). (5.20)

Note que g(w) = a,, # 0. Tomando € = |a,,|/2 segue da continuidade de g que
podemos encontrar um ¢ > 0 tal que B(w,d) C B(w, R) e para todo z satisfazendo
0 < |z —w| < temos |g(z) — g(w)| < . Desta ultima desigualdade e da segunda
desigualdade triangular segue que

|am] |am]
lam| = 19(2)[ = lg(w)l = l9(2) S l9(2) —g(w)| <e === = == <lg(»)].
para todo z satisfazendo 0 < |z —w| < §. Portanto os dois fatores de (5.20)) nao se
anulam quando para todo z satisfazendo 0 < |z — w| < 0 e assim f(z) # 0 sempre

que 0 < |z —w| < 6. O que mostra que w ¢é um zero isolado de f. "

O lema acima prova que se uma série de poténcias, centrada em zy, se anula
para z = zg entao zp € um um zero isolado de f. O objetivo do préximo lema é
preparar o terreno para generalizar esta afirmacao para qualquer zero no disco de
convergéncia da série de poténcias, e nao apenas seu centro.

A estratégia mais natural para se fazer isto seria primeiro aplicar o Teorema
[5.37 para mudar o centro da série de poténcias para um de seus zeros. Em seguida,
aplicar o lema anterior.

H4, no entanto, uma dificuldade técnica de se executar este plano. Para exem-
plificar isto, vamos considerar um caso bem simples, onde temos uma série de
poténcias nao nula, centrada na origem,

) =3 e
n=0

que converge em um disco aberto D(0, R), com R > 0. Suponha que z; seja um
zero de f. Aplicando o Teorema [5.37], podemos mudar o centro da expansao acima
para zi, isto é, representar f na forma

f(2) :an(z—zl)”, Vz € D(z1, R — |z1|).
n=0

Além do mais, podemos invocar a formula (5.14]). Esta formula fornece, para cada
m € N, uma expressao explicita para b,, em funcao dos coeficientes a,’s que é

dada por
- n
bm = - n—m
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Se for possivel garantir que b, # 0, para algum m € N, entao podemos aplicar o
lema acima e garantir que z; é um zero isolado de f. O problema é que nao é muito
claro como garantir, pela féormula acima, que a sequéncia b,, nao seja identicamente
nula. Para contornar este problema vamos provar o seguinte importante resultado.

Lema 5.43. Seja (an)nenuoy uma sequéncia arbitrdria de nimeros complexos.
Considere que a série de poténcias, centrada em w € C e gerada por esta sequéncia,
tenha raio de convergéncia R > 0. Seja f: D(w, R) — C a fung¢ao dada por

f(z) = Zan(z —w)", Vz € D(w, R).

Se f se anula em todos os pontos de algum disco aberto D(zg,19) C D(w, R), com
ro > 0. Entao f =0 em D(w,R). Em particular, a, = 0 para todo n > 0.

,

D(w, R)

Figura 5.4.6: A fungdo f se anula em todos os pontos do disco aberto D(zg,70)

Demonstragao. Suponha que exista um disco aberto D(zg,79), com raio 9 > 0,
contido em D(w, R) tal que f(z) = 0 para todo z € D(zy, 7). Denote por L; o
segmento de reta unindo zp a w. Seja z; o Gnico ponto em Ly NID(zy,79). Ja que
f se anula em todos os ponto de L N D(zg,79) e f € continua em z; € D(0, R)
segue que f(z1) = 0. Ou seja, z1 € Z(f).

Usando o Teorema [5.37] sabemos que podemos expandir f em uma série de
poténcias, centrada em 27, e convergente em todo disco aberto D(z1, R — |z1]),

F(2) = ba(z—2)"

Jaque z; € Z(f) e f =0 em todos os pontos de L, segue do Lema [5.42|que f = 0

em D(z1, R — |z|). Caso contrario z; deveria ser um zero isolado de f o que é um
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Dz, B — )

\"7

DLy W

D(w, R)

Ly NdD(z9,70)

Figura 5.4.7: Construgao da sequéncia (zp)nen. O primeiro ponto da construgao é mostrado acima. Ele é definido
como sendo o ponto onde a reta L; intercepta o disco aberto D(zg, o).

absurdo pois z; é um ponto de acumulacao de L e f se anula em todos os pontos
de L.

Se w € D(z1, R — |z1|), ndo ha mais nada a fazer, pois neste caso existe um
d > 0 tal que D(w, 0) esta contido em D(z1, R—|z|) e portanto f = 0 em D(w, ),
o que implica que todos os coeficientes a,,’s da expansao de f em torno de w sao
nulos.

Caso w ¢ D(z1, R — |z1]), construimos um novo segmento de reta Ly unindo z;
a w. Seja z 0 Gnico ponto de intersegao entre Ly e 0D(21, R—|z1]). Argumentando
analogamente como acima, verificamos que f(z2) = 0. Usando novamente o Lema
podemos expandir f em uma série de poténcias, centrada em z,, com raio de
convergéncia pelo menos R — |zo| = 2(R — |21|) > 2(R — |20]). Ja que 25 € Z(f) e
f se anula em todos os pontos de Ly temos novamente do Lema[5.42]que f = 0 em
D(z3, R — |25]). Como no caso anterior, se w € D(z3, R — |22]) ndo ha mais nada a
fazer. Caso contrério, repetindo os argumentos dados acima, recursivamente, até
construirmos z, tal que

e 0 ponto z, é o tnico ponto em 0D (z,_1, R—|z,_1|)NL,, onde L,, é o segmento
de reta unindo z,_1 a w;

o f=0em D(z,, R— |24]);
o R—|m|=2""(R—|z])
e n ¢ o menor indice para o qual w € D(z,, R — |z,]).

O que garante a existéncia de um n finito, satisfazendo a tltima condi¢ao acima,
é o crescimento exponencial obtido no penultimo item.

Por construcao e pelos teoremas mencionados acima podemos garantir que f
¢ identicamente nula no disco D(z,, R — |2,|). E portanto existe algum 6 > 0
tal que f se nula em todos os pontos de D(w,d). Mas isto implica que todos os
coeficientes a,,’s sao nulos e isto encerra a prova deste lema. [

Teorema 5.44 (Zeros de Séries de Poténcia Sao Isolados). Seja (an)nenuioy wma
sequéncia de numeros compleros nao identicamente nula. Suponha que a sé-
rie de poténcias centrada em z = zy e gerada por esta sequéncia tenha raio de
convergéncia R > 0. Seja f: D(zy, R) — C a fun¢io dada por

f(z) = Zan(z — 20)", Vz € D(zo, R).
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Entao o conjunto de zeros de f, notagao Z(f) ={w € C: f(w) = 0}, € vazio ou
formado apenas por pontos isolados. Isto é, para cada z; € Z(f), existe d = 0,, > 0
tal que se z satifaz 0 < |z — z1| < & entdao z ¢ Z(f).

Demonstracao. Caso f nao possua zeros, nao ha nada a fazer. Logo sb pre-
cisamos considerar o caso em que Z(f) é ndo-vazio. Seja z; € Z(f). Aplicando
o Teorema podemos mudar o centro da série de poténcias de f para o ponto
z = z;. Obtendo assim a seguinte representacao de f

f(z) =) bu(z—=)",  Vz€D(zn,R.,). (5.21)

Pelo Lema podemos garantir que para algum m € N temos que b,, # 0.
De fato, se b, = 0 para todo n > 0, entdao f é identicamente nula em D(z1, R, ).
Mas entao segue do Lema que f também é identicamente nula em D(zp, R).
Portanto a,, = 0, para todo n > 0 o que é uma contradigao.

J& que sabemos que algum coeficiente b, em ¢ nao-nulo, podemos aplicar
o Lema [5.42] e assim garantir que z; é um zero isolado de f, como queriamos
demonstrar. [

Definigao 5.45 (Ponto Aderente a um Conjunto). Um ponto z € C é dito um
ponto aderente a um conjunto A C C, se existe uma sequéncia (z,)nen satisfa-
zendo

e 2, € A para todon € N (0s termos da sequéncia sao pontos de A);

® 2, # Zm, Se n#m (0s termos da sequéncia sao dois-a-dois distintos);
n—o0 . .

e 2, —— 2z (a sequéncia converge para z).

Observagao 5.46. Um ponto z € C pode ser um ponto aderente a um conjunto
A C C, mas nao ser um ponto de A, isto €, podemos ter um ponto z aderente a A
tal que z ¢ A.

Para um exemplo simples deste caso, considere o sequinte subconjunto de C

A:{l, i}

Entao € fdcil ver que 0 € aderente a A mas 0 ¢ A. Outro aspecto interessante
deste exemplo é que nenhum ponto do proprio conjunto A € aderente a A.

Y

N | =
W —

Teorema 5.47 (Principio da Identidade). Sejam U,V C C dominios nao-vazios
tais que U NV também é um dominio, nao-vazio. Sejam f:U - Ceqg:V — C
duas fungoes analiticas. Suponha que exista um conjunto I C UNV possuindo um
ponto zy aderente ao conjunto I, e tal que f(z) = g(z), para todo z € I. Entao
f(z) =g(z) para todo z€ UNV.
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Figura 5.4.8: O conjunto I onde f e g coincidem é marcado de vermelho. Note que nesta figura zp é um ponto
aderente a I. Pois ele pode ser obtido como limite de uma sequéncia de pontos que estdao em 1.

Demonstragao. Vamos dividir a prova deste teorema em duas partes. A pri-
meira parte mostramos a validade da igualdade f(z) = g(z) em um pequeno disco
em torno de zy. Na segunda parte mostramos como estender a analise local, da
primeira parte, para todo o dominio U N V. Este argumento é basicamente um
argumento topolégico, mas claro, nao apresentado na roupagem de topologia.

Vale a pena mencionar também que a prova da primeira parte, seguira direta-
mente dos resultados obtidos acima, para séries de poténcias. E seus os argumentos
sao bem elementares. Ja a segunda parte, envolve uma argumentagao mais sofis-
ticada. Numa primeira leitura, a prova da segunda parte pode ser omitida, sem
nenhum prejuizo & compreensao do restante do texto.

Parte 1.

Por hipotese zg € I e além do mais z; ¢ um ponto aderente a I C UNV. Ja
que f e g sao analiticas em U NV entao podemos representar ambas fungoes por
séries de poténcias, centradas em zp, com o raios de convergéncia R, s e R, g,
respectivamente. Portanto se tomamos R, = min{R,, r, R,,,} temos que

f(z) = Zan(z —z)" e g(z) = an(z — 20)", Vz € D(z, R.,).

Segue das propriedades elementares de séries de poténcia que a diferenga das
séries de poténcia acima, define uma fungao h : D(zg, R,,) — C que é dada pela
seguinte série de poténcias:

o0

h(z) = f(2) = 9(2) = ) _(an = ba)(z = 20)"

n=0

Ja que zy é um ponto aderente a I, existe uma sequéncia (w,),en de pontos dois-
a-dois distintos em I que convergem para zy. Portanto, para algum ny € N temos
que w, € D(z, R.,), para todo n > ny. Ja que estamos assumindo que f e g
coincidem em [ entdo h(w,) = 0 para todo n > ng. Desta forma o conjunto de
zeros de h, ou seja, Z(h) nao é constituido apenas de pontos isolados, pois para
todo n > ng temos que w, € Z(h) e w, ——+ 2, € Z(h). Logo pelo Teorema
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concluimos que os coeficientes da expansao em série de poténcias de h, em
torno de zp, sdo nulos. E isto mostra que h =0 em D(zo, R,,).

Parte 2.
Nesta parte, vamos considerar a funcao h da parte anterior, como sendo definida
em todo U NV isto é, a partir de agora h : UNV — C. Sua lei continua sendo a
mesma, ou seja, h(z) = f(z) — g(z2).

E 6bvio que se D(z, R.,) D U NV, ndo ha mais nada a fazer. Portanto vamos

assumir que o disco aberto D(zy, R.,) ¢ um subconjunto estritamente contido em
unv.

Considere o conjunto de zeros da funcgao h, isto é,
Zh)={z€UNV :h(z) =0}

O objetivo ¢ mostrar que Z(h) = UNV. Observamos que na Parte 1, foi demons-
trado que o disco aberto D(z, R,,) esta completamente contido em Z(h).

Seja z € U NV um ponto arbitrario. Como estamos supondo que U NV é um
dominio, podemos afirmar que existe um caminho, normalizado, injetivo e suave
por partes v : [0,1] — C totalmente contido em U NV cujos pontos inicial e
terminal sao zy e z, respectivamente.

Sabemos que zg = 7(0) € Z(h) e a ideia, desta parte da prova, é mostrar que
v(t), para todo t € [0, 1], estd em Z(h). A prova deste fato sera por contradicao.
Vamos supor que existe “um primeiro instante” antes do tempo t = 1, em que o
caminho v deixa o conjunto de zeros de h. E vamos derivar disto uma contradicao.

Para formalizar esta ideia definimos

t* =sup{t €[0,1]: v([0,7]) C Z(h)}.

O ntmero t* pode ser pensado intuitivamente como o “primeiro instante” em
que a curva 7 deixa o conjunto Z(h), embora, a rigor, ele ndo seja exatamente
isto.

Na sequéncia, vamos usar um argumento totalmente anédlogo ao da Parte 1,
para mostrar que y(t*) € Z(h) e, em seguida, vamos concluir que t* = 1 e conse-
quentemente que z = v(1) € Z(h).

Afirmamos que a continuidade de + implica t* > 0. Intuitivamente, o que
esta afirmacao diz é que toda a “parte inicial” do caminho 7 esta contida no disco
D(z0, R.,), que por sua vez esta contido em Z(h). E portanto “leva” um tempo
positivo para «y(t) atingir o bordo do disco D(zp, R.,). De forma precisa, dado ¢ =
R,,, segue da continuidade de v em ¢t = 0 que existe § > 0 tal que se |[0—t| = |t| < ¢
entao |zg — y(t)| = [7(0) —~(t)| < R.,. Ou seja, v([0,0]) C D(zo, R.,) C Z(h)
e consequentemente 0 < § < t*. Na linguagem informal, usada acima, o que
mostramos é que 7 nao pode deixar o conjunto Z(h) antes do tempo ¢ = ¢.

Da positividade estrita de t* e da definicao de supremo segue que existe uma
sequéncia de ntimeros positivos distintos (¢, )nen (estritamente crescente) 0 < ¢, <
the1 < t* tal que t,, — t*, quando n — oo. Invocando novamente a definicao de
supremo podemos afirmar que (t,) € Z(h), para todo n € N. Como h e vy sao
funcoes continuas segue que

0= lim h(y(t,)) = h(y(t"))

n—oo
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Figura 5.4.9: Esta figura ilustra a defini¢ao de t*. A parte em vermelho corresponde a imagem por v do intervalo
[0,t] com ¢ < t*. Como comentado o ponto y(t*) pode ser intuitivamente pensado como o ponto onde o caminho
v estéa prestes a deixar Z(h).

e consequentemente y(t*) € Z(h).

Como 7 é um caminho totalmente contido em U NV temos que v(t*) € UNV.
Pelo fato da funcao h ser analitica em U NV, podemos representéi-la por uma
série de poténcias, centrada em ~y(t*), que converge em todo ponto do disco aberto
D(v(t*), Ry+y), com raio R,y positivo.

J& que v ¢ uma curva injetiva e ¢, < t,,11, para todo n € N, entao os pontos
da sequéncia (y(,))nen sdo todos distintos. Como ~y(t,) — v(t*) temos que y(t*)
¢ um ponto aderente ao conjunto I = {v(t*), v(t1), ¥(t2), .. .}.

Argumentando analogamente como na Parte 1, apenas substituindo I por I
podemos mostrar que existe algum R* > 0 tal que h = 0 no disco D(v(t*), R*) e
consequentemente que D(y(t*), R*) C Z(h).

Depois de todos este preparativos, estamos finalmente prontos para provar que
t* = 1. De fato, suponha por contradi¢cao que t* < 1. Escolhido ¢ = R*, segue da
continuidade de v que existe ¢ satisfazendo 0 < § < 1 —t* tal que se |t —t*| < ¢
entao |y(t) —y(t*)] < R*. Portanto, segue das propriedades elementares de fungao
(F(AUB) = F(A)U F(B)), da defini¢ao de t*, do argumento de continuidade
deste paragrafo e da continéncia D(v(t*), R*) C Z(h) (estabelecida no paragrafo
anterior), que

V(0,87 +0/2]) = ([0, 7]) Un([t", ¢ + 6/2]) € Z(h) U D(y(t"), B) = Z(h),

o que é uma contradicao com a definicao de t*. Como mostramos que t* nao

pode ser nenhum dos pontos do intervalo [0,1), s6 resta t* = 1. Disto segue
finalmente que z € Z(h). Como z foi escolhido arbitrariamente em U NV segue
que Z(h) =U NV e o teorema esta finalmente demonstrado. "

Corolario 5.48 (Unicidade de Extensoes Analiticas). Sejam U,V C C dominios
nao vazios, com U estritamente contido em V. Seja f : U — C uma fungao
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Figura 5.4.10: O disco D(v(t*), R*)

analitica. Se F':' V. — C e G : 'V — C sao funcgoes analiticas que estendem f
(extensoes analiticas de f), isto €, F|ly = f = G|uy, entio F = G.

Demonstragao. A ideia é aplicar o Teorema [5.47] as fun¢oes F' e G. Para isto
vamos mostrar que todas as hipoteses deste teorema sao satisfeitas.

Primeiro, o teorema citado acima, exige que F' e GG sejam funcoes analiticas
definidas em dominios nao-vazios, o que é o caso aqui. Ele também exige que
dom(F') N dom(G) seja um dominio nao-vazio. Neste caso, esta intersegdo é pre-
cisamente o conjunto U, que por hipotese, € um dominio nao-vazio. Além disto
deve, existir um conjunto I C dom(F') N dom(G) possuindo um ponto z, ade-
rente a I, onde F' e G coincidem. Neste caso o conjunto I pode ser tomado como
I = U = dom(f). De fato, como U é um dominio ndo-vazio, dado qualquer ponto
2o € U podemos encontrar um raio r > 0, tal que que o disco aberto D(zy,r) C U.
Logo zp é um ponto aderente a U. Como F' e (G sao extensoes de f, entao temos
que F e GG coincidem em U.

Portanto, todas as hipoteses do Teorema [5.47] estdo garantidas. Entao ele
afirma que F' e G coincidem em dom(F) Ndom(G) = V, e logo F = G, como
queriamos demonstrar. ]

Exemplo 5.49. Considere a sequinte identidade, bem conhecida, para todo x,y €

R
3 (93:;_|WL Lty gy (Z %) ( %) . (5.22)

n=0 n=0 n=0

Vamos mostrar como as técnicas de extensoes analiticas (Teorema podem
ser usadas para estender a identidade acima para nimeros complexos, isto €,

Z—(Z —;'w) — <Z %) (Z %) : Vz,w € C.

n=0 n=0 ' n=0
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Primeiro, observamos que todas as séries que aparecem acima $ao convergentes.
Na verdade, a série de poténcias dada por

o Zn
f2)=> ]
n=0
tem raio de convergéncia
1 n
R=———/#4#— =limsup Vn! = 400

. 21 n—o0o
limsup {/ —

Fize w € R e considere as funcoes f,, : C — C e g, : C — C dadas por

= (24 w)" = 2" = w"

=S e ae= (L) (SF) e
n=0 n=0 n=0

Pelo Teorema[5.37 e pela observagao anterior € claro que ambas, sao fungoes

analiticas definidas em C. Sequindo a notacao do Teorema note que se

tomamos I = R C C, entao temos, por exemplo, que 0 € aderente a I e além do
mais, para todo z € I, temos que fi,(2) = gu(2).

C

Figura 5.4.11: Para z € R temos que fu(2) = gw(2).

De fato, como w e z sao reais e esta igualdade seque imediatamente de .
Portanto podemos aplicar o Teorema[5.47. Neste caso ele garante que a igualdade
permanece valida em todo os pontos da intersecao dos dominios das fungoes f,, e
Gw- Mas como ambas estao definidas em todo plano complexo seque que f,(z) =
gw(2), para todo z € C. Portanto temos

[e.e] o o)
z+w)" z" w"
yEtel (VS vecewer (5.23)
n! n! n!
n=0 n=0 n=0

Para completar a prova da identidade, precisamos de mais um passo. Permitir
que w seja também qualquer nimero complexo. Mas a ideia é a mesma, porém
agora podemos contar com a vantagem de poder construir as “funcoes auziliares”’
fw € 9w, fixando nimeros complexos!

Fize um nimero complexo arbitrdario z € C. Como o Teorema permite
afirmar que qualquer série de poténcias define em seu raio de convergéncia uma
funcao analitica. As sequintes funcoes F, : C — C e G, : C — C dadas por

F.(w) = ZWT;—?})n e G,(w)= <Z Z—T) <Z Z—T) , Vw e C.

n=0 n=0
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sao fungoes analiticas. Repare que F, deve ser vista como uma série de poténcias,
centrada em z, e G, como uma série de poténcias centrada em zero multiplicada
por uma constante.

Considerando novamente I = R C C, e 0 como ponto aderente a I temos de
que F.(w) = G.(w) para todo w € I. Aplicando novamente o Teoremal[5.47,
concluimos que F,(w) = F,(w) para todo w € C. Como z é arbitrdrio podemos
afirmar que vale entao a sequinte identidade:

Z (2 j;'w)” _ <Z %T) (Z %T) : Vz,w € C. (5.24)

n=0 n=0 ' n=0

Observagao. Apesar deste exercicio usar um exemplo simples para mostrar como
se aplicam as técnicas de extensao analiticas, so faz sentido ter escolhido este
e nao outro, porque ainda nao provamos que a exponencial complexa, definida
anteriormente por, exp(z) = e”(cos(y) + isen(y)), onde z = z + iy, admite a
representagao por sua série de Taylor

exp(z) = Z %, vz e C.
n=0

Um roteiro para prova deste fato € apresentado na lista de exercicios. Também
daremos, mais a frente, outra prova deste fato no texto, apds apresentarmos a
Formula Integral de Cauchy.

Exemplo 5.50. Um dos exemplos mais instrutivos sobre extensoes analiticas €
dado pela série geométrica. Como sabemos a série geométrica em C pode ser vista
como uma série de poténcias, centrada em zero e de raio de convergéncia R = 1.
Esta série define uma fungao analitica f: 1D — C dada por

f(z) = Zz”

Por outro lado, considere a fungao g : C\ {1} — C dada por

Também sabemos que

- 1
R S C I

Em outras palavras, a igualdade acima diz que f = glp. Ou seja, g € uma
extensao de f. Procedendo analogamente ao Exemplo podemos mostrar sem
dificuldades que a fungao g : C\ {1} — C € analitica. Entao o que a igualdade

acima nos diz é que f admite uma (unica - Coroldrio extensao analitica a

C\ {1}.
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Obviamente podemos calcular g(3), substituindo o nimero complexo 3 na ex-
pressao 1/(1 — z), pois 3 € um ponto do dominio de g. Mas apesar de g ser uma
extensdao de f, nao faz nenhum sentido falar em f(3) muito menos escrever

o 1
;3 =f(3)=9(3) =—3.

Este tipo de confusao geralmente é causado pelo frequente abuso de notagao de
denotar f e sua extensao pelo mesmo simbolo. Esta ndo € uma prdtica ruim, mas
devemos ter sempre em mente que dependendo do ponto em que vamos calcular a
extensao, devemos ser cuidadosos e nao usar a expressao algébrica da funcgao f
wmictalmente dada. Compreender precisamente esta diferenca € ainda mais funda-
mental para lidar com casos onde a extensao € obtida por algum argumento abstrato
de existéncia. Vamos discutir este assunto mais profundamente e apresentar ou-
tros exemplo mais a frente.

Observacao 5.51. No exemplo acima mostramos que f : 1D — C dada por
f(z):Zz", VzeD
n=0
admite uma extensao analiticas a C\ {1}. Isto é,

Zz”: L , Vz € D.

n=0

Por outro lado, vimos no Fxemplo que a série acima diverge para todo zy €
OD. Mas observe que para todo z € ID\{1} a fungdo g € continua em todo C\{1}.
Em particular, se zo € 0D \ {1} temos

1 1
lim g(z) = lim = g(20).

2—20 2—z0 1 — 2 1— 2z
Logo o limite acima existe por qualquer caminho. FEntao podemos tomd-lo por
pontos que estao no interior do disco unitdrio. Dentro do disco unitdrio sabemos
que f = g, logo temos

1 , . N
o~ 900) =l g(2) = lim f(2) = Jim ) 2"
zeD z€D z€D n=0

Todas as igualdades acima sao realmente validas. Mas por que, jd que g € um
extensao analitica (portanto continua) de f, agora nao temos uma contradi¢ao com
o fato da série’y ", 2" divergir em zy e ao mesmo tempo g(zo) estar bem definido?
Isto é, o que tem de errado em concluir da igualdade acima (absolutamente correta)
que

o0
bem definido — g(z9) = Zzg +— diverge.
n=0
Refraseando a pergunta. Por que a existéncia de uma extensao analitica para
a série Yy 2", a todo C\ {1}, em particular, & todo disco unitdrio, exceto z =1
nao conflita com o fato da série ser divergente em todo ponto do bordo do disco
unitdrio?
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10.

|
. Calcule lim n_n

n—oo M,

Mostre que, se |a| < 1 entdao lim na™ = 0.

n—oo
2+3i\"
Calcule lim {z—i—( + Z) }
n—00 5
2+3i\"
. Existe o seguinte limite: lim [iJr < Z Z) ] ?
n—oo
Calcule
1 1 '
lim ogn’ lim V7, lim —og(m)
n—oo M n—o0 n—00 nt
lim V/ni, lim Vni, lim /n.
n—oo n—oo n—oo
. Para cada a € C diga se cada uma das sequéncias converge ou diverge e, se

convergir, determine o limite:

a”, na™, — Vi (Vn+a —/n)

Suponha que |a| < || < 1. Existe o limite {/a™ + g 7

Suponha que 1 < |a| = |f]|. Mostre que, se a sequéncia o — " é limitada,
entao a = f.

Existem os seguintes limites:
. . : . Ul
lim cos(nmi) e lim nisen | — )7
n—oo n—oo n

Mostre que as séries abaixo divergem

(e}

1 =1
;E ¢ ;n—i-i'
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11. Determine o raio de convergéncia de cada uma das séries abaixo:

o) o] n+2i o 21
>G-S > -,
n:0 n=0 n=0

= bt " = Tn = 1 n
HZ:O (44307 nZ:O (5+1) (2+2) ; log(m)z ’

n=0 n=1 n=1

() e S >

- ( n = 7 (logn)
12. Mostre usando o produto de séries que se f(z) = Z a,z" entao

n=0
1 oo
—f(2) = ;(% +otan)z
13. Mostre que
. i(n +1)" = ! :
— (1 —2)?

S
z+ 2
.Zn a T (1—2)%

> 3n_Z+4Z +Z3
o;nz —W

4o 21122 4112° 4 24
.Zn o (1—2)5

14. Seja P(t) = agp+at+. ..+a,t" um polindomio e considere a sequéncia { P(n) }nen-

Entao .
= Z P(n)z
n=1
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15.

16.

17.

¢ uma funcao racional.
Dica: comece considerando mondmios, isto é, séries da forma Y - n*z". Para
estes casos inspiri-se no exercicio anterior.

Considere uma série de poténcias » > a,z" na qual os coeficientes se repetem
ciclicamente, a,.r = a,, onde n é qualquer e k£ um inteiro positivo fixado.
Calcule seu raio de convergéncia e sua soma.

Seja
B ala—1)...(a—n+1)
f(z)—l—l—Z]L . 2", onde a € R.
Mostre que f converge para todo |z| < 1 e que f'(z) = alﬁz) . Conclua dai que

[(14+2)*f(2)] =0eque f(z) = (1+ 2)*. Este resultado pode ser generalizado
para a € C ?

Use os resultados do apéndice sobre o raio de convergéncia, do livro texto, para
calcular o raio de convergéncia das seguintes séries:
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Semana 6

“At the basis of the distance concept lies, for example, the
concept of a convergent point sequence and their defined limits,
and one can, choosing these ideas as those fundamental to the
point set theory, eliminate the notions of distance ... Thirdly,
we can associate with each point of the set certain parts of the
space called neighborhoods, and these can again be made
building stones of the theory with the elimination of the
distance concept. Here the view of a set is in consideration of
the association between elements and subsets.”

—F. Hausdorff, 1949

6.1 A Integral Complexa

Em construgao...

6.2 Primitivas e o Teorema Fundamental
do Calculo

Em construgao...
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1. Seja v : [a,b] — R?* um caminho suave inteiramente contido em um aberto
conexo U C R2. Seja F': U C R? — R? um campo vetorial continuo dado
por F(z,y) = (u(z,y),v(x,y)). Fazendo a identificacdo natural de U com
um subconjunto do plano complexo podemos observar que o campo vetorial F'
induz uma funcao complexa f : U — C continua. Usando a defini¢ao escreva a
integral de linha de F' e em seguida a integral complexa de f. Explique quais
sao as diferencas entre estes conceitos.

2. A fungao f : C — C dada por f(z) = 2? induz um campo de vetores F' em
R2. Descreva este campo em coordenadas, em seguida calcule a integral de
linha (real), e a integral complexa deste campo, ao longo do circulo unitario no
sentido anti-horéario.

3. Seja U C C um aberto conexo contendo a origem e h : U — C uma fungao
continua (nao necessariamente holomorfa). Para cada r > 0 fixado considere a
curva suave 7, : [0,27] — C dada por 7,(t) = re. Mostre que

lim h(z)

—0
r ~ z

dz = 2mih(0).

r

(Dica: use a técnica apresentada na prova do Teorema de Cauchy-Goursat.)

4. Sejam R um retangulo contido em um dominio estrelado Q@ C Ce f: Q — C
uma funcao holomorfa. Mostre que

f(z)dz=0.
OR

5. O objetivo deste exercicio é provar que a transformada de Fourier da fungao
f:R — R dada por f(z) = e ™ & ela mesma.

Primeiro lembramos que a transformada de Fourier desta func¢ao é definida para
cada £ € R pela expressao

R (o)
f(f) (5) — llm efwx2627rix£ dx = / 677”62627”'355 da:

R—o00 _R .

Para calcular a transformada de Fourier acima vamos precisar usar o seguinte

fato bem-conhecido A

. _ 2
lim e ™ dr =1
R—o00 _R

e seguir os seguintes passos:
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e Mostre que basta considerar £ > 0, isto &, F(f)(§) = F(f)(—¢&), para todo
£=>0.

e Para cada R,{ > 0, considere o contorno g consistindo do retangulo no
plano complexo cujos os vértices sao os pontos R, R + 1§, —R + i&, —R.
Faca o esboco deste contorno;

—7T'Z2

e Defina a funcéo g(z) = e e mostre que é possivel usar o exercicio
anterior para calcular a integral f'm g(z) dz para cada R > 0;

e Sejam [1(R) e I5(R) as integrais da fun¢ao g ao longo dos segmentos de
reta unindo os pontos R a R + 1€ ¢ —R a —R + £, respectivamente.
Mostre que existem constantes C1,Cy > 0 tais que |[;(R)| < 0167“%2 e
que |L(R)| < Che ™.

e Conclua que

6. Calcular fﬂ{ f(z)dz, onde

a) f(z)=z2zev(t) =€ 0<t<2m.

b) f(2) = 2t e () = 3¢i,0 < t < 27
c) f(z)zzjley(t):}leit,ogtg%r.
d) f(z)zzl_le’y(t):5i+e“,0§t§27r.
e) f(z):221_2e7(t):2+e”,0§t§27r.
£ f(z) = 221_2 e (1) = 2,0 < t < 2.

g) f(z) = me™ e~y é o quadrado de vértices 0,1, 1+ e 7, orientado no sentido
anti-horario.
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