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Instrucgoes. A prova é individual. As respostas devem ser manuscritas em letra legivel.
Respostas sem justificativas serao desconsideradas. As justificativas devem ser completas,
escritas de maneira clara, organizada e baseadas apenas nos resultados apresentados até a
ultima aula.

Questoes

1. (3 pts) Seja U C C um aberto simplesmente conexo tal que U # ) e U # C. Seja
f : U — U um biholomorfismo. Se existem 2z, zo € U distintos tais que f(z1) = z1 e
f(z2) = 29, mostre que f(z) = z, para todo z € U.

2. (4 pts) Seja ¢ : C\ {1} — C a funcao zeta de Riemann.

a) Argumente que a aplicacdo s — In({(s)), definida em (1, 4+00) C R, admite uma
continuagao analitica a Q = {s € C : Re(s) > 1}.

b) Denote por log o ramo principal do logaritmo. Mostre que se |z| < =, entao

1
log (1 — )‘ < 2]z].

¢) seja {pn}nen a sequéncia dos nimeros primos, listados em ordem crescente. Para
cada n € N defina f,, : 2 — C por

Prove que a expressao f(s) = .~ fu(s) define uma fungéo holomorfa em €.

d) Seja (logg () : 2 — C a continuagao analitica obtida no item a). Mostre que

(logg €)(s Zlog(l_ )

e) mostre que para todo s € §) temos

|(logg, ¢)(s

=1
<2y —.

f) Mostre que In|((s)| < |(logg ¢)(s)| em seguida, usando os itens anteriores, mostre

que
Z i = +o00.

n=1 P

3. (3 pts) Mostre que a equagao e* — z = 0 possui infinitas solugoes.



