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1- (30 pts.) Seja X um espago topoldgico. Seja D uma colegao de subconjuntos de X que é maximal
com respeito a propriedade da intersecao finita.

a) Mostre que x € D para todo D € D se, e somente se, toda vizinhanca de = pertence a colecio
D. Qual implicagao usa a maximalidade de D ?

b) Seja D € D mostre que se A D D, entdao A € D.

¢) Mostre que se X é Haussdorf entdo existe no maximo um ponto pertencente a

No

DeD

2- (30 pts.) Ja vimos que o Axioma da Escolha implica o Teorema de Tychonoff. Seguindo os passos
abaixo mostre que o Teorema de Tychonoff implica no Axioma da Escolha.

Seja X, com « € J uma familia de espacos nao vazios e assuma que vale o Teorema de Tycho-

noff.

a) Seja {A} um conjunto unitdrio nao vazio que nao estd contido em nenhum X,. Considere
a familia de espacos Y, = X, U {A}. Para todo a € J considere a seguinte topologia 7, =
{0, X,,{A},Y,} em Y,. Mostre que (Y,, 7,) é compacto.

b) Para cada a € J seja Z, = 7,'(X,), onde 7, @ [[5.,Ys — Yo é a projecio na a-ésima

coordenada. Mostre que Z, é fechado em H Y,.
acJ

¢) Seja F' C J um subconjunto finito. Mostre que

() Zo =[] Xax [] Yo

a€F acF acJ\F

Agora escolha z, € X, (aqui ndo precisamos do axioma da escolhal!) para cada o € F, em
seguida para cada o € J \ F ponha z, = A. Conclua que a interse¢ao acima é nao vazia e que
a familia Z, tem a propriedade da intersecao finita.

d) Argumente que H Y, é compacto, mostre que ﬂ Ly = H X, e conclua que vale o axioma

acJ acJ acJ
da escolha.



3- (20 pts) Dé uma prova direta do Lema de Urysohn para um espago métrico (X, d) usando a fungao

d(xz, A)
z,A) +d(z, B)

f@) = g

4- (20 pts) Denote por M, (R) o conjunto de todas as matrizes de tamanho n x n com entradas reais.
Sejam Det : M,(R) — R a fungao determinante e 7 a topologia mais grossa em M, (R) na qual
a funcao determinante é continua. Mostre que o conjunto das matrizes inversiveis é um conjunto
aberto e nao é conexo.



