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Resumo

Considerando o modelo de Ising d- dimensional para sistemas ferromagnéti-
cos, analisamos neste trabalho algumas conseqiiéncias das desigualdades de
correlagao propostas por Griffiths (1967) e por Simon (1980) e Lieb (1980).
Mostramos, por exemplo, que se a segunda desigualdade de Griffiths for
valida, entao a magnetizacao serd uma funcao crescente com relacao ao
inverso da temperatura, § e ao campo magnético externo h. Como con-
seqiiéncia, construimos o limite termodinamico para as correlacoes e mostra-
mos que o inverso do comprimento de correlagdo m(3) estd bem definido para
qualquer valor de # > 0. Ainda como conseqiiéncia da monotonicidade, pro-
vamos que com relacao a (3, a magnetizacao ¢ uma funcao continua a direita e
que m(f3) é uma fungao continua a esquerda. Prosseguindo a andlise, usamos
a desigualdade de Simon-Lieb para mostrar que para qualquer valor de 3 in-
ferior ao valor critico (. a correlagao spin-spin decai exponencialmente. Por
fim, provamos que no ponto critico o inverso do comprimento de correlacao
é exatamente igual a zero, indicando que (3. € um ponto de transicao de fase
de segunda ordem.

!Projeto apoiado pela Fundacio de Amparo a Pesquisa do Estado de Minas Gerais
(FAPEMIG). Trabalho premiado na I Semana do Conhecimento da UFMG, de 18 a 23 de
setembro de 2000.



1 Introducao

Sistemas ferromagnéticos sao tradicionalmente estudados no contexto da
mecanica estatistica do equilibrio, havendo para os mesmos uma ampla lite-
ratura. Tal literatura engloba os mais diversos tipos de abordagem, desde
formalismos essencialmente fisicos, até o tratamento fisico-matematico rigo-
roso e sofisticado, como por exemplo, em [6] e [12].

Neste trabalho, procuramos caracterizar a fase desordenada do modelo
de Ising d-dimensional segundo um tratamento rigoroso simplificado, plena-
mente acessivel aos estudantes de fisica ou matematica em etapa final de
graduacao. Embora a exposicao abaixo evolua de forma essencialmente au-
tocontida, é desejavel que o leitor ja possua um primeiro contato com nosso
artigo anterior [2], no qual introduzimos com mais detalhes a motivagao e
os elementos tedricos presentes no estudo da transicao de fase ordenada =
desordenada, culminando com a construgao do limite termodinamico da ener-
gia. Assim, faremos a seguir algumas consideragoes bastante sucintas sobre
o modelo em foco.

Fisicamente, um sistema ferromagnético (por exemplo, um ima) é um
solido cuja estrutura microscépica pode ser representada por um subconjunto
finito A de pontos do espaco discreto d-dimensional Z?, onde os seus dtomos
supostamente se encontram. Tal subconjunto A é chamado de rede e a posicao
de cada dtomo na rede fica determinada pelo vetor = = (z1,9,...,2q),
que em mecanica estatistica é denominado sitio x. Segundo as propriedades
magnéticas da matéria, cada dtomo da rede A produz um momento magnético
ao qual associa-se um vetor denominado spin capaz de assumir apenas duas
orientacoes. Deste modo, associamos a cada sitio x da rede uma variavel
aleatéria o, tal que o, = +1 (spin orientado para “cima”) ou o, = —1 (spin
orientado para “baixo”). No ferromagnetismo existe uma certa tendéncia de
que spins 0,0, se orientem no mesmo sentido. Tal tendéncia esta associ-
ada a uma constante de acoplamento J,, > 0. Ademais, o comportamento
do sistema é fundamentalmente influenciado pela temperatura 7' (por con-
veniéncia também podemos considerar o inverso da temperatura = 1/kT,
em que k é a constante de Boltzmann), pelo campo magnético externo h
e pelas condigoes de contorno, cc, impostas ao sistema. Denotemos por
OA a fronteira (externa) de A, isto é, ao conjunto dos pontos z &€ A cuja
distancia? a A é igual a 1. As condicoes de contorno cc impostas ao sistema
resultam da prescrigao de uma configuragao de spins {u} na fronteira OA,
sendo que os mesmos interagem com os spins mais internos da rede®. Por

2A distancia entre dois pontos x = (1,79, -,74) e ¥y = (y1,¥y2,---,ya) em R &
definida por ||z — y|| = max |x; — y;|, em que i = 1,...,d.
3Na auséncia spins na fronteira, diremos que a condicdo de contorno é livre



exemplo, condigoes de contorno positivas sao obtidas fixando-se como +1
o estado de cada spin p da fronteira da rede, ie., u, = +1, V x € 0A.
Analogamente, condigoes de contorno negativas correspondem a imposicao
py = —1, Vxr € 0A. Além das condigoes de contorno descritas acima (ilus-
tradas na figura 1), também poderfamos ter condigoes periddicas, nas quais
o modelo estd definido sobre um toro, ou até mesmo condigoes periédicas em
uma dire¢ao e livre na direcao ortogonal a periddica.

T o 'Y ° ° + —| e ° ° ° -
+| o ° ° ° + - e ° ° ° -
+| o ° 'Y ° + —| e ° Y ° -

Figura 1: Imposicao de condigoes de contorno

A energia associada a uma configuragao {o} em A, com condigoes de
contorno {4}, constantes de acoplamento .J,,, > 0 e campo magnético externo
h, > 0 é definida pelo seguinte Hamiltoniano

Hyo({0}) = Z Sy Ou0y — Zh Oy — Z oy O fly (1)

TEA (z,y):x€N ycdA

onde a primeira soma descreve as interagoes ferromagnéticas entre pares nao
ordenados de sitios vizinhos (z,y) € A, i.e., para os quais ||z — y|| = 1;
a segunda soma descreve as interagoes dos spins da rede A com o campo
magnético externo h, em cada sitio x € A e a terceira soma descreve in-
teragoes devidas as condigoes de contorno.

Construido o Hamiltoniano do sistema, a funcao particao Z, .. a volume
A e condicoes de contorno cc é dada por

Znee =Y exp[= Hyce({o})], (2)
{0}

em que y (o} denota a soma sobre todas as 2lAl configuracoes possiveis. Nesse
contexto, podemos finalmente introduzir a definicao de valor esperado, apre-
sentada a seguir.



Definigao 1.1 (Valor esperado) Seja ¢({c}) uma funcio das varidveis
de spin indexadas por um subconjunto A C A. Entdo, definimos o valor
esperado de p({c}) a volume finito A e com condi¢ées de contorno cc por:

1 —
<90({0-})>A,cc = ZA Z(p({o’}) e ﬁHA,cc‘
“ Ao}
Observagao: Quando ¢({c}) = 0,0y, com z,y € A, o valor esperado

(020y) A cc € chamado de correlagdo spin-spin.

Introduzidas as defini¢oes preliminares, voltemos ao foco do presente tra-
balho, elaborando breves consideragoes sobre a fase desordenada do modelo
de Ising. Em termos termodinamicos, a fase desordenada corresponde a
regiao de temperaturas T superiores a temperatura critica T, i.e., T > T..
Equivalentemente, podemos por conveniéncia definir 5, = 1/kT. e focalizar
a regiao [ < (.. Assim, para qualquer 8 < . a desordem orientacional
dos spins na rede faz com que a magnetizacao espontanea do sistema ferro-
magnético seja nula. Ainda nesse contexto, podemos inferir intuitivamente
que dois spins o, e o, ficam cada vez menos correlacionados a medida que
cresce a distancia de separagao ||z — y|| entre eles. Dito de outra forma, a
correlagao spin-spin tende a zero quando a distancia entre os spins tende a
infinito. Tal fato nos leva imediatamente a questao: de que maneira a cor-
relacao spin-spin na fase desordenada se aproxima do valor zero? A principio,
poderiamos imaginar diversos tipos de decaimento para zero, como por exem-
plo, segundo o inverso da distancia ||z — y||~!, ou o inverso do quadrado da
distancia ||z — y|| =2, ou exponencial e~ I*=¥l etc. Contudo, a obtencio rigo-
rosa da forma de decaimento passa pelo estudo de certas desigualdades de
correlagoes. O estudo de tais desigualdades constitui o alicerce a partir do
qual podemos extrair um apreciavel ntimero de propriedades matematicas
capazes de caracterizar plenamente a fase desordenada, e este serd nosso
objetivo nas proximas segoes.

Em nosso roteiro, abordamos na secao 2 a segunda desigualdade de Grif-
fiths e algumas de suas aplicacoes. Na secao 3 introduzimos um estudo breve e
elementar acerca do decaimento exponencial da correlacao spin-spin em altas
temperaturas. Tal estudo tem como objetivo motivar a andlise da existéncia
do inverso do comprimento de correlacao realizada na segao 4. Na secao 5 uti-
lizamos resultados deduzidos na se¢ao 2 para apresentar algumas proprieda-
des da magnetizagao. A secao 6 talvez seja uma das mais fundamentais, pois
introduz a definicao da susceptibilidade magnética x, a conexao dela com as
correlagoes spin-spin e o significado matematico da condicao y < oco. Por fim,
apresentamos na sec¢ao 7.1 a desigualdade de Simon-Lieb com dois objetivos:
provar que a correlacao spin-spin decai exponencialmente se, e somente se,
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a susceptibilidade magnética é finita; e, calcular o inverso do comprimento
de correlacao no ponto critico. No apéndice, fazemos referéncia a alguns
resultados relativos ao limite pontual de seqiiéncias de fungoes monotonas,
resultados esses que serao usados no texto. Cumpre notar que um estudo si-
milar ao deste trabalho também foi feito, em [3], para processos de percolagao
de elos independentes na rede Z? na fase subcritica.

2 Desigualdades de correlacoes e aplicacoes

Em termos fisicos, as desigualdades de correlagoes procuram traduzir quanti-
tativamente nossa intuicao acerca do comportamento esperado para o sistema
em estudo. Por exemplo, em sistemas ferromagnéticos a interacao entre dois
spins vizinhos o, e o, é relevante tanto para os proprios interagentes quanto
para os demais spins da rede A, ou seja, uma interacao atua indiretamente
no alinhamento de todos os outros spins da rede. Assim, no ferromagnetismo
o estado o, = 0, (spins paralelos) é mais provdvel do que o estado o, = —0,,
(spins antiparalelos), de modo que o wvalor esperado para o produto o,0,
deve ser nao negativo. Colocado de modo mais preciso, a correlacao spin-
spin deve ser ndo negativa, i.e., (o0,0,)a > 0. Tal raciocinio constitui a
esséncia da primeira desigualdade Griffiths. J& a segunda desigualdade de
Griffiths esta associada a ideia de monotonicidade. Por exemplo, se (0o)a
denota a magnetizacao efetiva computada na origem, é de se esperar que
esse valor aumente quando aumentamos a intensidade do campo magnético
externo aplicado. Como uma funcgao sera crescente com respeito a h se a sua
derivada for positiva, nés esperamos que a derivada de (og)x com respeito ao
campo externo seja positiva, isto é,

0
Ohy

<0’0>A Z 0.

2.1 A segunda desigualdade de Griffiths

A seguir, apresentaremos a segunda desigualdade de Griffiths [7,8,6] e algu-
mas de suas conseqiiéncias. Uma prova elementar da primeira desigualdade
de Griffiths encontra-se em [2].

Definicao 2.1 Seja A um subconjunto da rede A. Entdo denotamos o pro-
duto das varidveis de spin com suporte em A C A por o4 = [Lica 0

Teorema 2.1 (Segunda desigualdade de Griffiths) * Considere o mo-

4A rigor, Griffiths introduziu, em 1967, tal desigualdade para correlacdes entre pares.
Contudo, a forma generalizada (3) foi introduzida por Kelly e Sherman, em 1968.



delo de Ising definido em uma rede A C Z com Hamiltoniano ferromagnético
dado por (1) e condigoes de contorno livres, positivas, periddicas ou uma
combinacao destas. Entao:

(040 hce — (0 pee(0P) e > 0. (3)

Prova: A seguir, apresentaremos a prova da desigualdade no caso particular
(e que mais nos interessa) em que A = {z} e B = {y}. De maneira similar
prova-se o caso geral, isto é, A = {z1,x9, -, xn} € B = {y1, Y2, ,Yn},
veja [6]. Também assumiremos condigoes de contorno livres. Se as condigoes
de contorno forem periédicas entao o modelo de Ising estara definido sobre
um toro e por isto basta repetir os argumentos dados abaixo para provarmos
a desigualdade neste caso. Com condi¢oes de contorno positivas, o valor
de p, na ultima parcela do hamiltoniano (1) serd uniformemente igual 1
para todo y € A, o que é equivalente a dizer que a intensidade do campo
magnético externo para os sitios x da fronteira interna de A aumentara de
Jzy > 0. Portanto, a prova apresentada abaixo também vale para condicoes
de contorno positivas.

A prova da desigualdade se baseia no método de duplicagao de variaveis:
em cada sitio x nds introduzimos uma nova varidvel u, = £1 (dessa maneira,

a cada sitio x associa-se um vetor de spin &, = (04, p,)) e duplicamos a
energia do sistema:
H/\,livre({a}: {n}) =— Z Jayl020y + fapty] — Z holow + pta] = (4)
(z,y) zeA
— Z JpyOp.0y — Z hylow + pie)]-
(z.y) zeA

Denotaremos valores esperados com respeito a este novo hamiltoniano por
(.)a.d- Observe que (0,074 = (fz)r.a = (0z)a. Também obtemos (o, p4,)aq =

(ou)alpy)a € que (030y)na = (0u0y)a = (Hatty)r = (Hatly)ra- De acordo
com estas identidades, podemos escrever

o-x_/lxo-y_:uy> 4

(0203} = (enlo)n = (00 = o)y = m)haa = (2 D

A 1ltima identidade nos induz a introduzir uma mudanca de coordenadas
(uma rotagao de 7/4) no espago dos spins:

Ux_,ux

Xac:T

Oy +/Lx

fx: \/5



Como o produto interno é invariante por rotagoes, nestas novas coordenadas
o hamiltoniano se reescreve como

HAJivre({X}ﬂ {f}) - - Z J&?y [Xer + gzgy] - Z \/éhxgma

<$,y> zeEA

e a correlacao truncada spin-spin como

<Ux0y>/\ - <0:c>A<0y>A = <X:va>A,d-

Entao, a segunda desigualdade de Griffiths estara provada se mostramos que
(XzXy)ada = 0. Contudo, este valor esperado é a razao de duas grandezas:
o denominador (a func¢ao partigao) é estritamente positivo pois é a soma de
termos estritamente positivos, seja qual for o valor real de J,, e de h;; o
numerador serd positivo se J,,, > 0 e se h, > 0 pois, sob estas condigoes,
podemos expandir o fator de Gibbs em uma série de poténcias para obter
uma representacao do numerador como uma soma de termos da forma

miym2 kN1 N2 o CTY
ZZXJM XJJQ Xﬂ’»’k Y1 Y2 Y

{x} {&

que serao ou nulos ou nao negativos pois a soma acima fatora num produto
de somas, cada uma delas sendo simétrica em torno da origem

i=k Jj=l
| IR | DIRE

i=1 {Xzb} Jj=1 {ij}

Além disto, cada um destes termos tem prefatores que sao positivos pois
os mesmos envolvem produtos de coeficientes da série de Taylor da funcao
exponencial e produtos de poténcias de J,, e V/2h,. Portanto, o numerador
do valor esperado (x,Xy)a,« também é positivo, o que prova a desigualdade.

(I

2.2 Aplicacoes

A partir da segunda desigualdade de Griffiths podemos provar que as cor-
relagoes entre spins sao fungoes crescentes com respeito aos parametros 3 > 0,
Jzy = 0 e hy > 0. Para obter este resultado nés estudaremos o sinal da deri-
vada da funcao correlagao com respeito ao parametro desejado e em seguida
aplicaremos a segunda desigualdade de Griffiths para concluir que tal deri-
vada é nao negativa.



Corolario 2.1 Sob as hipdteses do teorema 2.1, a correlagdo entre spins €
funcao nao decrescente com respeito as constantes de acoplamento J,, e ao
campo magnético externo h,.

Prova: Fixada uma das condicoes de contorno para a qual vale a segunda
desigualdade de Griffiths, a derivada parcial de (0,04)a . com respeito a
variavel J,,, pode ser facilmente calculada e sera igual a

9
anw

Supondo ferromagnetismo entao as hipdteses do teorema 2.1 estao satisfeitas
e podemos usé-lo para concluir que a derivada acima é nao negativa, o que
implica que a correlacao a volume finito é funcao nao decrescente de J.,,. De
maneira andloga provamos que a correlacao é funcao nao decrescente com
respeito a h,, x € A.

<Ux0y>A,cc = ﬁ [<010y0z0w>A,cc - <Uxay>A,cc<UzUw>A,cc]-

1
Observacao: Do corolario acima, é facil concluir que, sob as hipéteses do

teorema 2.1, as correlagoes também sao fungoes monodtonas com respeito a
3. Basta considerar 3,, = (3J,, e usar regra da cadeia.

Uma das aplicagoes mais importantes da segunda desigualdade de Grif-
fiths é a construcao do limite termodinamico para as correlagoes. Esse limite
pode ser construido para a energia livre usando-se o método das desigualda-
des de correlagao e isto pode ser visto em nosso trabalho anterior [2]. Aqui
o ponto de vista é mais probabilistico e queremos construir uma medida de
probabilidade que ira descrever o sistema fisico no limite do volume infinito.

Teorema 2.2 (O limite termodinamico) Considere o Hamiltoniano (1)
ferromagnético e condicoes de contorno livres ou positivas. Sejam A,, n =
1,2,---, uma sequéncia de volumes encairantes e A um subconjunto de A,
para todo n. Entdo existe o limite

lim (04 A, e = (0 e

n—oo

Prova: A seguir daremos a prova para condi¢oes de contorno livres. Para
condicoes de contorno positivas o resultado decorre diretamente do corolério
2.2. Como o sistema ¢é ferromagnético e as condi¢oes de contorno sao livres,
podemos usar a primeira desigualdade de Griffiths (veja [2]) para concluir
que 0 < (o), Vn. Por outro lado, (o), < 1 Vn pois as varidveis de spin
assumem no maximo o valor 1. Lembrando que toda seqiiéncia mondtona
limitada é convergente, s6 nos resta provar que (6)5, < (64)4,,, Vn. Para
tanto, vamos construir uma versao auxiliar H'(a) para o Hamiltoniano do
sistema de spins:

/
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em que Hy, é o Hamiltoniano para arede A,,, Hy, \a, descreve as interacoes
tanto dos spins em sitios z,y € A1 \ A, quanto dos spins em sitios = € A,

. !/ ~ 1. /
ey € Apy1 \ Ay,. Deste modo, associando a H (a) a correlagao auxiliar (o)
temos:

@' (1) = (0)an
(@) (0) = (o).
Mas, pelo teorema fundamental do calculo:

’

@) W) = @ O) = (0~ (00 = [ Goteida 9

De maneira analoga a prova do corolario 2.1, temos

a ! / ’ !
%<UA>A = <UAHAn+1\An>A - <UA>A<HAn+1\An>A
= B Jnlloto0,)y — (0%)1(0:0,))]
()
> 0
e por conseguinte a integral presente na equacao (5) é ndo negativa. Portanto
<O-A>An+1 Z <UA>An

(|
Observacao: O teorema acima nos permite obter uma medida de proba-

bilidade sobre o espago das configuragoes Q2 = {—1,1}*°. Por simplicidade,
considere condicoes de contorno livres e seja A um subconjunto finito qual-
quer da rede Z9. Considere uma seqiiéncia crescente de volumes A, D A,
n=1,2,..., todos contendo o subconjunto A. Como o limite quando n — oo
de (04), existe, o mesmo limite também existe para o valor esperado de qual-
quer fun¢ao continua com suporte em A. Portanto, este limite estabelece um
funcional linear limitado JF(.) sobre o espago das fungoes continuas com su-
porte em A. Pelo lema de representacao de Riez, existe de uma medida (de
probabilidade, no nosso caso) p sobre €2 tal que

F(f) = /Q fd.

Se o limite for tomado no sentido de Van Hove (veja por exemplo [2]), entao a
medida p é invariante por translacoes. Neste caso, p é chamada de “medida
de Gibbs”.

A construcao do limite termodinamico descrita acima vale para outras
condigoes de contorno. A seguir provamos um resultado necesséario para que
esta construcao seja realizada com condicoes de contorno positivas.



Corolario 2.2 A correlagao entre spins € fungao decrescente com o volume
da rede A se as condigoes de contorno forem positivas.

Prova: Dado A;, seja Ay tal que A; = Ay, U {2z} e imponha condicoes de
)

contorno positivas em ambos os volumes. Se A; e A, diferem por mais de um

ponto, entao basta aplicar o argumento que se segue iterativamente. Supo-

nhamos que um campo magnético externo h seja aplicado no sitio z e nessas
o o~ ~ . . / o .

condicoes denoterflos a correlagao spin-spin por (020y) s, Pela monotonici-

dade das correlacoes com o campo magnético externo temos:

/ . ’
(0200 < (020 < Jim (003, (©)
~ ’ +
Concentremos nossa atengao em (0,0,),, .. Denotando por }_ {0} @ soma
das configuragoes nas quais o, = +1 podemos escrever que:
h N+ —BHA, 4+ 1 o—h N —BHu, 4+
: €" D o) OaOye Mt eTh YT op0 e M

<Ux0y>A1,+ = eh Z{t’} @_BHAIF" + e—h Z{i;} e_ﬂHAl,-O-

+ —BHA |+ —2h N\ T —BHA, +
b 2 {0} Ox0y€ v e ) gy OaOye !

0.0 =
< x y>A1,+ era} e—ﬁHAlnL 4+ e2h Z{;} e_ﬂHAlv"F
Tomando o limite quando h — oo temos:

+ —BHy,, —BHp,,
. — 2 {0} Ox0y€ vt 2 {0} Ox0yE 2.+
im (amay)AhJr =

h—>OO ZE”J} e_ﬁHAl’-" - Z{a} efﬁHAZ’_’_ )
ou seja,
lim <0m0y>A1,+ = <Ux‘7y>/\27+ (7)

h—o00

Por fim, conectando (6) e (7) concluimos que:
<0$09>A1,+ < <Ur0y>/\2,+-

]
A seguir, enunciamos um outro corolario da segunda desigualdade de

Griffiths que nos sera 1util na préxima segao.

Corolario 2.3 Supondo vdlida a sequnda desigualdade de Griffiths, entdao
Para x,vy, z sitios quaisquer da rede A temos:

<Ux0z>A,cc Z <Uxay>A,cc<Uyaz>A,cc VSL’, Y,z € A (8)

Prova: De acordo com a segunda desigualdade de Griffiths:

<O—IO_Z>A,CC = <Jx0y0_yo—z>A,cc 2 <Jx0y>A,cc<UyUz>A,cc

10



3 Decaimento exponencial da correlagao spin-
spin em altas temperaturas

Nesta secao visamos obter cotas inferior e superior para a funcao correlacao
(000:)a com condigoes de contorno livres, sem campo externo e com cons-
tantes de acoplamento invariantes por translagao, isto é, J,, = J(||lz — y|]).
Nosso argumento baseia-se no trabalho [4]. Como veremos, tais cotas podem
ser relacionadas com a distancia entre os spins interagentes e o inverso da
temperatura (. Concluiremos que, para valores pequenos de (3, a funcao
correlacao decai para zero a uma taxa exponencial com a distancia.

Teorema 3.1 Considere o modelo de Ising d-dimensional ferromagnético
com Hamiltoniano dado por (1), sem campo magnético externo e invariante
por translagoes, e com condigoes de contorno livres. Se as constantes de aco-
plamento forem estitamente positivas e se 0 < 8 ., J([|z]]) <1, entdo
existem constantes positivas m e m tais que:

e < (goa,)s < el (9)

Prova: Consideremos as correlagoes entre o spin situado na origem 0 e seus
respectivos primeiros vizinhos (sitios z tais que ||z —0]|| = 1). Nesse contexto,
é conveniente introduzir um parametro a (tal que 0 < a < 1) capaz de
“incorporar” (quando a = 1) ou “ignorar” (quando a = 0) as interagoes
Jo.000.. Assim, o Hamiltoniano para o sistema pode ser escrito como:

Hy(a) = —a Z Jo:000, — Z JayOz0y.

Z3HZ*0||:1 (x,y)::r,y;ﬁO
. . . ~ !/
Associando a tal Hamiltoniano a correlagao (ogo,),(a) temos:

<0-00-z>:[\(]-> = (0004)a

(0002)4(0) = 0.

Mas, pelo teorema fundamental do célculo:

(0002)5 (1) = (0002) 3, (0) = (000)n = /0 %(%%ﬂ da. (10)
Por outro lado:
oo =8 3 T l(o0m2000-)5 — (000 (o003

z:||z]|=1
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<8 Y Jzl)(0w0:)s

zllzl=1

sendo que a desigualdade acima é consequéncia do corolario 2.2. Além disto,
pelo coroldrio 2.1 temos (0,0.)) (a) < (0,0.)} (1) = (6,0.). Logo:

Loy <8 Y (el (1)

z:||z]|=1

Logo, substituindo (11) na (10) temos:

(000 )a <8 ) Tzl {oz0)a- (12)

z|z[=1

Agora, dentre os sitios z selecionemos um tal que a correlacao com x seja
maxima, ou seja:

21 : {0,,0.)n = max{(o,0,)s : ||z — 0] = 1}.

Assim, utilizando (o,,0,)x como cota superior para as 2d parcelas da soma
presente em (12) temos:

(oooada < B D T2 (020u)a-

z:||z]|=1

Contudo, como o sistema ¢é invariante por translagoes, podemos utilizar o
mesmo raciocinio iterativamente para mostrar que a maior cota superior
para (0o0,)a é obtida quando o total de iteragdes é da ordem de ||z|| e por

conseguinte:
lll

(oooa)a < |8 > J(l2l)
zlzl=1

Em particular, se 3 é escolhido de modo que 0 < [B>°_,,_; J([[2[])] < 1,
entao basta tomar m > 0 como sendo tal que (8>__, o= J(l|z[) = ™™

Por outro lado, o corolédrio 2.1 nos permite comparar correlagoes em dife-
rentes dimensoes espaciais. Em particular, (cpo,)a(d = 1) < (ogo,)a(d > 2),
onde a correlacao unidimensional é tomada sobre um caminho que minimiza
a distancia entre 0 e . Essa correlacao pode ser explicitamente calculada:

flzll -1

(000 )a(d =1) = H tanh(6.J;41)-

12



Como o sistema é esstritamente ferromagnético, entao J,, > 0 para todo
par (z,y) e por isto existe um valor J > 0 tal que J;;+; > J para todo
i=0,1,---,||z| — 1. Entdo [tanh(3J)]l*l < Hyi‘(‘)_ltanh(ﬁki“), e basta
tomar m > 0 tal que tanh(3J) = e ™.

Pelo exposto, concluimos que se  é escolhido de modo que

0<[8 >, J= <1,

z:|2[=1
entao existem constantes estritamente positivas m e m tais que:

e < (goo,) s < el

O resultado expresso em (9) sugere que o seguinte limite exista:
lim |———1In{ogo } )
Jzli—oo [ o 4707
Provaremos a seguir que tal limite existe para pontos x ao longo de um dos
eixos coordenados, digamos z = nej = (n,0,...,0).

4 O inverso do comprimento de correlacao

O corolario 2.3 é particularmente interessante quando consideramos, por
exemplo, a origem como um dos sitios em questao:

(0002) 2 (000y)(0y04).

Além disso, lembremos que também estamos assumindo que o sistema ferro-
magnético possui invariancia translacional. Isto significa que as constantes
de acoplamento dependem apenas da posicao relativa dos spins interagentes.
Logo, segue que:

(0002) = (000y)(0002—y)- (13)
Considerando pontos x ao longo de um dos eixos coordenados, digamos
r =nej; = (n,0,...,0), seja f(n) a funcao:

f(n) = —1In{ogone ).

De (13) podemos concluir que f(n) é subaditiva (para maiores informagoes
acerca de subaditividade consulte o apéndice). Logo, segue da proposicao 8.1
que o limite

1
lim {__
lzll—oo | |||



existe, para qualquer 8 > 0, e é dado pelo infimo

inf {—% ln(aoangl>} = m(B). (14)

n

m(3) é chamado de inverso do comprimento de correlagdo. Nesse contexto,
convém observar que se > 0, entao 0 < (g0,) < 1 e por conseguinte segue
de (14) que m(B) > 0. Além disso, o teorema 3.1 nos garante que m(3) é
estritamente positivo para valores pequenos de 3. Na se¢ao 7.1 provaremos
que m(B) > 0V 8 < (., onde (. é o ponto critico, a ser definido na segao
6. A seguir provaremos que m(f3) é uma fungdo continua a esquerda. Este
resultado serd usado na se¢ao 7 para provarmos que m(/3) se anula sobre o
ponto critico.

Proposicao 4.1 m(() € uma fun¢ao continua a esquerda para todo 3 > 0.

Prova: Para cada n inteiro ndo negativo, definimos a fungao m,(8) =
—1In(090,q). Fixado n, a fungao m,(3) é positiva pois, pela primeira desi-
gualdade de Griffiths, 0 < (ogo,s) < 1. Além disto, m,(3) é decrescente em
B pois, pela segunda desigualdade de Griffiths, o valor esperado (ogo,s) é
crescente em (3. Entao, se provarmos que m,, () é uma func¢ao continua a es-
querda, o mesmo serd verdadeiro para m((3) pois, j& que m(3) = inf,, m,(3),
basta aplicarmos a proposicao 8.3 do apéndice. A seguir, provaremos que
m,(B) é uma fungao continua a esquerda. Seja A uma seqiiéncia encai-
xante de volumes tal que (0g0,¢) = limy .o (000nes)a,. Defina m¥) =
—h’l%<0'00ne‘i> Ae» tal que Ay seja suficientemente grande de forma a con-
ter os pontos 0 e x = néy = (n,0,...,0). Mas, de novo, fixado k, mv(f)(ﬁ) é
nao negativa, continua e decrescente em [, e fixado 3, a seqiiéncia {mglk) (B)},

k =1,2,--- é decrescente em k. Sendo assim, podemos novamente usar a
proposicao 8.3 para concluir que m,,(3) é uma fungao continua a esquerda.

1
5 A magnetizacao

A magnetizagao por unidade de volume é dada por:

MA cc ﬁ h Z Uz A,cc- (15)

zGA

No caso de um sistema magnético com invariancia translacional e para o qual
o limite termodinamico exista, temos que (0,). independe do sitio z. Mais

14



que isso, podemos afirmar que

M.(B,h) = lm My .(5,h) = (00)ce-

|A]—o0

Nesse contexto, podemos investigar alguns efeitos das condigoes de con-
torno sobre a magnetizacao.

Proposicao 5.1 M(5,h =0) =0 V3 > 0 se as condi¢ées de contorno sao
livres.

Prova: Como Hy({c}) = Hpy(—{c}) segue-se que as parcelas ooe {7}
e —oge PN cancelam-se mutuamente quando somadas todas as confi-
guragoes. Logo, o valor esperado (og)x = 0.
(|
O resultado da proposicao acima continua valido para qualquer condicao
de contorno desde que (3 seja suficientemente pequeno. Para valores grandes
de (3, existe um resultado (que serd fornecido sem provas) que assegura a
positividade estrita da magnetizagao com condicoes de contorno positivas.

Teorema 5.1 (O argumento de Peierls) Se as condigdes de contorno sao
positivas entdo eziste um nuimero (y(d) > 0 tal que M (G,h = 0) > 0

Vi3 > Bo(d).

Fixadas condigoes de contorno positivas, podemos aplicar os corolarios 2.1
e 2.2, para deduzir que a magnetizagdo M, (/3,h) é uma funcao com as se-
guintes propriedades: crescente com respeito ao campo magnético externo
h; decrescente com respeito ao volume da rede A; crescente com respeito ao
inverso da temperatura 3; M, (5, h = 0) é continua a direita com respeito a
(. As trés primeiras propriedades sao conseqiiéncias diretas do fato de que
as mesmas afirmacoes sao verdadeiras a volume finito. A ultima propriedade
pode ser estabelecida mediante a proposicao 8.2, pois de fato a seqiiéncia
A +—— My 4 (B) é decrescente e cada My () é continua e crescente com f3.

6 A susceptibilidade magnética

6.1 Duas definicoes de ponto critico

A seguir daremos duas defini¢oes plausiveis para ponto critico. Como obser-
vado no final desta secao, pode-se mostrar que, para sistemas ferromagnéticos,
estas defini¢oes coincidem.
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Definicao 6.1 Considere o modelo de Ising definido em uma rede A C Z4
com Hamiltoniano Hy .. dado por (1) e com campo magnético externo uni-
forme. Fizado o inverso da temperatura (3, a susceptibilidade magnética a
volume finito é definida por:

0

XA,cc(ﬁ7 h) - %MA,CC'

Da definicao dada para My, obtemos que:

XA,ce 6 h ZZ Umgy A,cc — <O-x>A,cc<O-y>A,cc]'

xGA yeEA

Além disto, se as constantes de acoplamento sao invariantes por translagao,
entao a suceptibilidade a volume infinito pode ser definida como o limite das
suceptibilidades a volume finito e serda dada por:

ch B h ﬁ Z JOUx A,cc — <Ux>A,cc<UO>A,cc] .

A

No caso de condigbes de contorno livres sabemos que (o,) = 0, V z.

Logo:
=0 Z (000%). (16)
zezd

Assim, é notavel a conexao entre a susceptibilidade magnética e todas as
correlacdes ao longo da rede Z?. Tal conexfio sugere que a partir do compor-
tamento da susceptibilidade podemos extrair “algo” sobre o comportamento
das correlagdes e vice-versa (conforme serd exposto no estudo do decaimento
exponencial das correlagoes na fase desordenada). Antes de desenvolvermos
com rigor esse estudo, facamos uma brevissima digressao acerca de pontos
criticos.

E natural considerar o comportamento da magnetizagdo M, () como
indicador da transicao de fase [2]. De fato, M, () = 0 em altas temperaturas
enquanto que M, () > 0 em baixas temperaturas (veja a observagao apds
a proposicao 5.1 e veja também o teorema 5.1). Nesse contexto, define-se o
ponto critico 3. como sendo:

= inf{f: M; > 0}.

Numa abordagem mais sutil, analisa-se o comportamento da susceptibilidade
magnética x (0, h) como indicador da transi¢ao de fase. Para tanto, define-se
o ponto critico 7w, como sendo:

e =sup{f : x < oo}.
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Observe que 7, < 3., pois se > 3. entdao M () > 0 e por conseguinte
Y= Y{0u0,) > Yon)? = oo.

No caso de 7. ser estritamente menor que (3., surge uma questao interes-
sante: existe uma fase intermediaria entre 7. e 5. 7 Segundo Aizenman [1],
em modelos ferromagnéticos f3. e 7. coincidem (i.e., 7. = (.). Admitindo
tal resultado, quando no presente trabalho nos referirmos a fase desordenada
esta deve ser entendida de forma precisa, sem qualquer margem a ambigui-
dades - a fase desordenada corresponde ao intervalo 0 < § < . no qual a
magnetizacao ¢ nula e a susceptibilidade ¢ finita.

A seguir, iniciaremos a caracterizacao da fase desordenada do modelo de
Ising (na auséncia de campo magnético externo) estudando a susceptibilidade
magnética.

6.2 A susceptibilidade magnética na fase desordenada

Em estudos da fase desordenada é 1til reescrever a expressao (16) de modo
mais conveniente. Para tanto, considere a seqiiéncia de volumes n —— A,
cujo termo geral é da forma:

A, =[-n,n] x ... x [-n,n] N Z%.

Além disso, seja JA,, a fronteira do volume A,,. Nesse contexto, a soma
> seza Pode ser reescrita como Y7 Y o\ e por conseguinte:
- n

XB) =8 (o0o) =B cn, (17)

n=1 2€dAn
onde
Cp = Z (0004).
Z‘eaAn
Assim
oo
X(B) <00 = Y e, <o
n=1

Em termos matematicamente precisos, a convergéncia de tal série pode ser
expressa como:

Va >0, AINeN:n>N = ¢, <e “.
De modo equivalente:

Vo > 0, dAy C Zd A, DAy = Z <000x> < e ‘. (18)
r€0AR
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A plena compreensao do raciocinio codificado por (18) sera fundamental nos
proximos desenvolvimentos, de modo que talvez seja 1til expressa-lo em pa-
lavras da seguinte forma:

“Se a susceptibilidade magnética é finita, entao podemos consi-
derar um hipercubo A; com volume suficientemente grande, tal
que a soma das correlagoes entre o spin localizado no centro de
Ay e os spins da fronteira OA; é inferior a e~ %, para qualquer «
real positivo.”

7 Caracterizacao da fase desordenada

Esta sec@o se baseia nos trabalhos de Simon [10] e Chayes e Chayes [5]. Dada
a desigualdade de Simon-Lieb, provaremos a equivaléncia entre a finitude de
X com a condi¢ao 8 < ..

7.1 A desigualdade de Simon-Lieb

A conexao entre a condicao “0 < (.7 e a taxa de decaimento da funcao
correlacao (ogo,) serd estabelecida via desigualdade de Simon-Lieb [9,10],
que enunciamos sem apresentacao da prova.

Teorema 7.1 (Desigualdade de Simon-Lieb) Suponha dado o modelo de
Ising d-dimensional com interacao de primeiros vizinhos e com Hamiltoniano
dado por (1), sem campo magnético externo e com condigoes de contorno li-
vres. Sejam x ey sitios quaisquer da rede Z% e seja A um subconjunto finito
de 72, cuja fronteira ON separa x ey (i.e. qualquer caminho desde x até y
deve passar por ON\). Entdo

(0a0y) < Z (020:)n(020y). (19)

z€0A

De posse do teorema acima, obteremos na secao 7.2 que a suceptibilidade
¢ finita se e somente se a correlacao decai exponencialmente. Na secao 7.3
provaremos que o inverso do comprimento de correlagao se anula no ponto
.. Como corolario dos resultados descritos acima, obteremos que a a sucep-
tibilidade é finita se e somente se 3 < 7. ou, equivalemente, que a correlacao
decai exponencialmente se e somente se § < 7.
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7.2 Decaimento exponencial da funcao correlacao na
fase desordenada
Teorema 7.2 A correlacdo spin spin decai exponencialmente se, e somente

se, a susceptibilidade magnética é finita.

Prova:

X <00 =3m>0: (g0, <e

Como por hipétese x() < oo, entdo podemos considerar um hipercubo
A° centrado na origem, compativel com (18) e com volume tal que z ¢ A°.
Partindo desse fato, podemos construir um processo iterativo (ja apresentado
na se¢ao 3 de forma rudimentar) capaz de descrever o decaimento exponencial
da correlagdo (ogo,). Para tanto, vamos enumerar (em estrutura algoritmica)
os procedimentos a serem desenvolvidos:

1. Aplicar a desigualdade de Simon-Lieb & correlagdo (o¢o,) , conside-
rando o volume A° e sua respectiva fronteira OA°:

(000,) < Z (000, )r0{0.0) (20)

2€0A0

2. Dentre os sitios da fronteira de A° selecionar um (a ser denotado por
z1) cuja correlagao (o, 0,) seja maxima:

2 € 0N : (0,,0,) =max{(c,0,) : 2z € 8/\0} (21)

3. Utilizar a correlagao maxima descrita em (21) como cota superior para
cada parcela do membro da direita da desigualdade (20):

(0002) < (0,,04) Z (000) A0 (22)

2€0A0

4. Cotar superiormente a soma das correlacoes da fronteira A° ( conforme
(18) )
Z (000.)p0 < Z (0g0,) < e @ (23)

2€ON0 2€ON0
5. Substituir (23) na (22):

(000,) < e %0,,04) (24)
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6. Focalizar agora a correlagao (0,,0,) .

7. Transladar rigidamente A° de modo a centralizd-lo em 2; e denotar o
hipercubo resultante por Al, i.e.:

A1:A0+21

8. Se x & A!, entao repetir o processo para (o, 0,) considerando A! e sua
respectiva fronteira OA®.

Na figura 2, ilustramos a idéia do processo iterativo descrito acima.

© o o o --9--9 o o o o o
l . l
o o ‘ ). 9---® © o o o
‘ 2
o o ———Aa‘ e o o o o
1
o o ® o o o o o

Figura 2: Exemplo de uma possivel seqiiencia de volumes, apds 3 aplicacoes
sucessivas da desigualdade de Simon-Lieb.

Pelo exposto, a maior cota superior no formato exponencial para (ogo,)
ocorre quando o numero de iteracoes é minimo — da ordem da parte inteira

[l :
de Tam@)’ Logo:

—

(o002} < oxp (sl 2
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Im>0: (090,) < el = x < o0

Lembremos que a susceptibilidade pode ser reescrita como:

X(B) =8> (000z) (26)

n=1 z€dA,
Inicialmente, concentremos nossa atengao no somatério » oy (000.):

e Por hipétese (oy0,) < e ™lI#l. Logo:

Z <UO‘71> < Z e~z

r€OA, €0\,

e Para cada n € N temos que x € A, = |z]| > n = e ™ol < e7mn,

Logo:
Z <O'(]O'$> < Z 6—m||:n|\ < Z e mn

z€0A, z€0A, z€0A,

e Jdasoma ) _, e ™" pode ser relacionada com |OA,|, i.e., o total de
sitios da fronteira de A,,.

Z e < |8An|€—mn

€I,

Contudo, lembremos que a area da fronteira de um hipercubo A,, cen-
trado na origem e de lado 2n pode ser cotada superiormente, por exem-
plo, pela area da fronteira de uma hiperesfera centrada na origem e de
raio 2n, i.e., |[OA,] < aq (2n)?7!, em que ag é um parametro real posi-
tivo depedente da dimensao d. Logo:

> (000a) < aq (2n)*t e (27)

T€EOA,

Conectando (27) e (26) podemos inferir que:

X(ﬂ) < ay 2d—1 ﬁ an—l e~ mn
n=1

Mediante o teste da raiz podemos mostrar que a série y - ni~t e=™mn

convergente. Logo, x(() < oc.

é

]
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7.3 O inverso do comprimento de correlacao m(/3) no
ponto critico

O préximo resultado indica que a transigao de fase do modelo de Ising é de
segunda ordem, isto é, o comprimento de correlagao é infinito exatamente
sobre o ponto critico ..

Teorema 7.3 lim, - m(3) = 0.

Demonstracao: Como m(f) é continua & esquerda (veja proposigdo 4.1)
segue-se que:

lim m(8) = m(mr.)

p—me
Lembrando que m(f) > 0 para qualquer 5 > 0 vamos supor m(m.) > 0
(veremos que tal suposi¢ao nos leva a um resultado absurdo).

m(me) > 0= (000,)(m) < ce ™l = (7)) < 0.

Por outro lado, x(m.) < oo significa que podemos considerar um hipercubo
A® compativel com (18). Assim:

D {o0oa)no(me) < > {oa0w) () < e

€00 z€AAO

Ora, sabemos que em volume finito cada fungao (ogo,)r0(F) é analitica
para qualquer 3 > 0 e que a soma finita das mesmas também resulta em
uma funcao analitica. Logo, existe > 0 suficientemente pequeno tal que
(000%) po (T + 0) continua e:

Z (000z) po (e +0) < e .

€ON0

Consideremos agora um sitio y € A° e a correlagao (g0, )(m. + 8). Nessas
condigoes, podemos aplicar a desigualdade de Simon-Lieb

(000,)(B+6) < D {0002) (5 + ) (0,0, (5 + 9)

T€ON0

e iniciar um processo iterativo idéntico ao descrito na demonstragao da
proposi¢ao (7.2), em especial na parte 1. Desenvolvido o processo, va-
mos concluir que (ogo,)(m. + 0) decai exponencialmente, implicando que
X(me 4+ d) < 00, conforme a proposi¢ao (7.2). Ora, x(7.+J) < 0o contraria a
definigao de ponto critico e por conseguinte a suposi¢ao m(m.) > 0 é absurda.
Portanto, concluimos que m(7.) = 0.

(|
Os resultados desta secao podem ser assim resumidos:
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Teorema 7.4 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. g < ..

2. A fungao correlagio spin-spin {(09o.)(), com condigoes de contorno
livres, decai expoencialmente com a distancia ||z||.

3. A suceptibilidade magnética x (), com condi¢oes de contorno livres, é
finita.

8 Apéndice

8.1 Subaditividade

Definicao 8.1 Uma funcao f : N — R € chamada subaditiva se, e somente

se, f(n+m) < f(n) + f(m).

O resultado que apresentamos a seguir foi retirado do livro de B. Simon [11].

Proposicao 8.1 Se f é uma funcao subaditiva, entao existe o limite

lim ~ f(n)

n—oo M
e o mesmo € igual a inf,{Xf(n)}.

Prova: Fixado a seja b =na+r, em que 0 < r < a. Sendo f(0) = 0, temos
por inducao e pela relagao de subaditividade que:

f6) < 0 fla) + ()
LI0) < T pa) + ).

Como #* — L quando b — 0o e sup,_q;._,1{|f(r)]} < oo concluimos que:

timsup & £(b) < — f(a)

Q

para qualquer a. Assim:

limsup{%f(b)} < iralf{éf(a)} < liminf{%f(b)}.
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8.2 Limite de seqiiéncias de fungoes mondétonas

Proposicao 8.2 Seja {f,(x)} uma seqiéncia decrescente de fungoes e seja
f(x) o seu limite pontual. Se cada f,(x) é crescente e continua a direita,
entao f(x) € continua a direita.

Prova: Inicialmente, notemos que:

1. f é crescente, pois f(z) < fu(x) < f.(y) para todo y > z. Tomando o
limite quando n — oo temos f(x) < f(y),

2. existe o limite de f(z) quando x tende a x( pela direita, a que chamare-
mos de L, pois para qualquer seqiiéncia x,, tendendo a x pela direita, a
seqiiéncia f(x,) é limitada por baixo por f(zo) (esta afirmagao também
é verdadeira para o limite a esquerda e ela, quando usada com a pri-
meira afirmacgao, nos diz que uma func¢ao monétona, em geral, quando
tem descontinuidades, as mesmas s6 podem ser do tipo salto),

3. f(zo) < L, pois f(xg) < f(x) Vo > xy e L é o limite de f(x) pela
direita.

Vamos provar que L = f(zg), o que serd suficiente para concluirmos a
continuidade a direita de f no ponto xy. A prova é por contradi¢ao. Suponha
que L — f(zo) > r > 0 (a diferenga é estritamente maior que zero). Como
fn(zo) decresce para f(zg), escolha n = k grande o bastante de maneira que
fr(xo) — f(xo) seja menor do que r/2. Entdo teremos que L — fi(zo) >
r/2. Agora, se z,, decresce para xg, por hipdtese, teremos que as seguintes
desigualdades sao verdadeiras:

fe(@m) = fr(xo) = f(zm) — fe(z0) = L — fr(wo).

Concluimos que
fr(xm) — fe(zo) > /2
para x,, tao préximo quanto se queira de xg, o que contradiz a hipdtese de
continuidade de f; a direita.
1
Proposicao 8.3 Seja {f.(x)} uma seqiiéncia decrescente de fungoes e seja

f(z) = inf{f.(z)} o seu limite pontual. Se cada f,(x) € decrescente e
continua & esquerda, entao f(x) é continua a esquerda.

Prova De maneira similar a demonstracao da proposicao 8.2, também prova-
se a proposicao acima.
(|
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