O Limite Termodinamico e Independencia das
Condicoes de Contorno para o Modelo de Ising

d-Dimensionall

Gastao A. Braga

Departamento de Matemdtica da UFMG
gbraga@mat.ufmg.br

Francisco Fontenele Araujo Jr.

Departamento de Fisica da UFMG
ffaraujo@fisica.ufmg.br

Resumo

Neste trabalho provaremos que a energia livre do modelo de Ising d-dimensi-
onal, definida como o limite pontual da seqiiéncia das energias livres tomadas
sobre hipercubos de aresta 2"*', n = 1,2,--- e com condicoes de contorno
livres, esta bem definida para todos os valores nao negativos da temperatura
T, das constantes de acoplamento J;; e do campo magnético externo h;. Mos-
traremos também que este limite independe da seqiiéncia de volumes e das
condicoes de contorno impostas ao sistema desde que o limite seja tomado
no sentido de Van Hove. Estes resultados serao obtidos como aplicacao da
primeira desigualdade de Griffiths, cuja prova também apresentamos.

!Projeto apoiado pela Fundacdo de Amparo & Pesquisa do Estado de Minas Gerais
(FAPEMIG). Versdo modificada do trabalho O limite termodinamico e independéncia
das condi¢oes de contorno em altas temperaturas para o modelo de Ising em dimensao
arbitrdria, premiado na VIII Semana de Iniciacao Cientifica da UFMG, de 13 a 18 de
setembro de 1999.



1 Introducao

Materiais magnéticos possuem ampla aplicacao tecnologica, estando presen-
tes em diversos objetos do nosso cotidiano, desde simples geladeiras até os
mais sofisticados computadores. Nesse contexto, uma classe particularmente
importante é a dos materiais ferromagnéticos, cujo representante mais po-
pular é o ima. No presente trabalho, focalizaremos tal classe segundo um
tratamento fisico-matematico elementar. Para tanto, vamos considerar ini-
cialmente algumas propriedades caracteristicas dos sistemas ferromagnéticos
estudando, por simplicidade, um ima em barra.

Macroscopicamente, um ima em barra é um dipolo magnético formado por
um poélo norte em uma extremidade e um pélo sul na outra. A orientacao sul-
norte do campo magnético gerado espontaneamente no interior do ima pode
ser representada por um vetor M chamado momento de dipolo magnético.
Como o vetor M tem somente duas orientagoes preferenciais (norte e sul),
¢ comum representa-lo pelo escalar M, a magnetizacao, convencionando-se
que M > 0 indica a direcao norte e M < 0 indica a direcao sul.
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Figura 1: Um ima em barra e seu momento de dipolo magnético

Microscopicamente, podemos imaginar que o ima é constituido por dipo-
los magnéticos microscopicos. De fato, cada atomo possui um momento de
dipolo magnético intrinseco s, de modo que a magnetizacao M do ima como
um todo pode ser entendida como resultante de uma orientagao preferen—
cial dos N momentos de dipolo magnéticos atomicos, ou seja, M = Z
Contudo, a magnetizacao M do ima é influenciada por dois fatores: a tem—
peratura T e o campo magnético externo h aplicado.

Experimentalmente, observa-se a existéncia de uma temperatura critica
T,, que define as duas fases do sistema: a fase ordenada, onde M # 0, ob-
servada no intervalo de temperaturas 0 < T' < T,; a fase desordenada, onde
M = 0, observada no intervalo de temperaturas 7" > T.. A utilizacao dos
adjetivos ordenada e desordenada na classificacao das fases fica clara sob o
ponto de vista microscopico. Quando T' < T, a orientacao de cada dipolo



atomico é determinada essencialmente pelas interacoes com seus dipolos vi-
zinhos, que influenciam-se mutuamente rumo a mesma orientacao. Tal efeito
cooperativo define um ordenamento dos dipolos e conseqiientemente uma
magnetizacao nao nula. Por outro lado, quando T" > T, a agitacao térmica
aleatoria torna arbitrarias as orientagoes dos dipolos atomicos, de modo que
o sistema fica desordenado e a magnetizacao é nula.

Ainda experimentalmente, podemos submeter uma liga de ferro (ou o ima
desmagnetizado) a um campo magnético externo h. Nesse caso, observa-se
que a baixas temperaturas (7' < T.), a liga de ferro apresenta uma magne-
tizacao residual mesmo apés desligado o campo externo, enquanto que isto
nao ocorre se a temperatura for alta (7' > T,). Como resultado dos expe-
rimentos apresentados, veja na figura 2 os graficos da magnetizacao versus
temperatura e da magnetizacao versus campo magnético externo.

M M
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Figura 2: Comportamento da magnetizacao M com a temperatura 7' e com
o campo magnético externo h

E claro que a descri¢ao qualitativa dada acima é muito simples e despro-
vida do devido rigor matematico. Contudo, a partir dos graficos da figura 2
observamos que a derivada da magnetizacao com respeito a T' deve ser des-
continua em T' = Ty e que a derivada da magnetizacao com respeito a h deve
ser continua em altas temperaturas e descontinua em baixas temperaturas.
Sem duvida tais fatos sugerem algo, mas ainda devemos considerar questoes
bésicas como:

1. Quais aspectos microscopicos sao relevantes no tratamento fisico-ma-
tematico do fenomeno de transicao de fase?

2. Como estabelecer a conexao entre o tratamento microscépico e a ter-
modinamica?



3. E possivel construir de forma matematicamente rigorosa uma fungao
termodinamica capaz de descrever as propriedades do sistema fisico?
Caso afirmativo, qual o comportamento de tal funcao e de suas deri-
vadas no ponto de transicao de fase? Enfim, o que é uma transicao de
fase sob o ponto de vista matematico?

Facamos alguns comentdrios acerca das questoes 1 e 2. Uma anélise pro-
funda dos aspectos microscépicos do sistema nos conduz a um problema de
alta complexidade, pois em um sélido como o ima o ntimero de atomos é
descomunal (da ordem de 10%3) e isso inviabiliza a solugao das equagoes dife-
renciais acopladas resultantes da aplicagao das leis da mecénica (classica e/ou
quantica) em cada dtomo. Assim, ao invés de considerar o comportamento
individual detalhado de cada componente microscopico, fixamos a atencao
apenas em um pequeno numero de parametros macroscopicos que caracte-
rizam o ima, como por exemplo, a temperatura, a magnetizacao e o campo
magnético externo. Portanto, para estabelecer uma conexao entre a descricao
microscopica e a termodinamica utilizamos a teoria da probabilidade e isso
nos conduz a chamada mecanica estatistica do equilibrio.

No que se refere a questao 3, trataremos neste trabalho acerca da existéncia
de uma funcao termodinamica chamada energia livre. O mecanismo de cons-
trucao de tal funcao é chamado de limite termodinamico, e nesse limite po-
demos identificar um ponto de transicao de fase como sendo um ponto de
nao-analiticidade da energia livre. Assim, em termos matemaéaticos um ponto
de transicao de fase é aquele em torno do qual a energia livre nao possui
expansao convergente em série de Taylor.

Por fim, apresentemos um breve roteiro do que sera exposto a seguir.
Neste trabalho provamos, de maneira elementar e acessivel a alunos de gra-
duacao, a existéncia da energia livre e a sua independéncia das condigoes de
fronteira. A secdo 2 foi retirada das referéncias [1, 7 e 8]. Nela, introduzimos
o modelo de Ising e fornecemos algumas defini¢oes que nos serao uteis pos-
teriormente. Na se¢ao 3, enunciamos e provamos a primeira desigualdade de
Griffiths, originalmente estabelecida por R. Griffiths [2], em 1967, e fomos
guiados por [8] e [1]. Na segao 4, utilizamos tal desigualdade para provar a
existéncia do limite termodinamico para a energia livre considerando apenas
seqiiéncias definidas em hipercubos e 0 nosso argumento se assemelha ao de
Thompson [7], embora ele nao use a desigualdade de Griffiths. Inspirados
pelo argumento de Griffiths [3] para seqiiéncias de quadrados, na se¢ao 5
provamos a existéncia do limite termodinamico no sentido de Van Hove, cuja
definigao retiramos de [5]. Finalmente, na tltima segao, provamos a inde-
pendéncia do limite termodinamico com respeito as condicoes de contorno.
Cumpre notar que os resultados enunciados neste trabalho podem ser obtidos



com toda a generalidade usando-se ou argumentos de convexidade, como em
[4], ou a expansdo em polimeros, como em [1 ¢ 6]. O livro de R. A. Minlos
[9] é uma referéncia de carater geral.

2 O modelo de Ising

Fisicamente, um sistema magnético é um sélido cuja estrutura microscopica
pode ser representada por um subconjunto finito A de pontos do espaco
discreto d-dimensional Z¢, onde os seus &tomos supostamente se encontram.
Tal subconjunto A é chamado de rede e a posicao de cada atomo na rede
fica determinada pelo vetor i = (iy, s, ..., 14), que em mecanica estatistica é
denominado sitio ©. No presente trabalho, consideraremos um tipo simples
de rede com estrutura regular dada por A = [—L,L] x --- x [-L, L] Z¢,
em que L é um numero inteiro positivo. Ademais, denotaremos o niimero de
sitios em A por |A|. Tipicamente, uma rede em d = 2 com |A| = 16 possui
uma estrutura tal como a ilustrada na figura 3.

° ° ° °

Figura 3: Rede bidimensional com condigoes de contorno livres

Segundo as propriedades magnéticas da matéria, cada atomo da rede
A produz um momento de dipolo magnético intrinseco? ao qual associa-se
um vetor denominado spin. Nos casos mais simples, considera-se que cada
spin pode assumir apenas duas orientagoes. Deste modo, associamos a cada
sitio i da rede uma varidvel aleatéria o; tal que o; = +1 (spin orientado para
“cima”) ou 0; = —1 (spin orientado para “baixo”). Uma interagao entre spins
fica caracterizada associando-se ao par o;0; uma constante J;; que informa
o acoplamento entre as orientacoes dos spins interagentes. Sob o ponto de
vista fenomenoldgico, um acoplamento positivo J;; > 0 favorece orientagoes
iguais para os spins, descrevendo um comportamento ferromagnético, cuja
evidéncia macroscépica (em baixas temperaturas) é uma magnetizagao es-
pontanea nao nula. Por outro lado, um acoplamento negativo J;; < 0 fa-
vorece orientagoes contrarias para os spins, descrevendo um comportamento

2De origem quéntica.



antiferromagnético. No presente trabalho, focalizamos exclusivamente os sis-
temas ferromagnéticos.

A distancia entre dois pontos x = (x1,x9, -, xq) € y = (Y1,Y2," "+, Yd)
em R? ¢é definida por ||z — y|| = max|x; — y;|, onde i = 1,2,---,d. Dessa
maneira, denotamos por OA a fronteira (externa) de A, isto é, ao conjunto
dos pontos 7 € A cuja distancia a A é igual a 1. Condigoes de contorno, cc,
também podem ser impostas ao sistema. Elas resultam da prescricao de uma
configuragao de spins {u} na fronteira A, e que interagem com os spins mais
internos da rede. Por exemplo, condigoes de contorno positivas sao obtidas
fixando-se como +1 o estado de cada spin u da fronteira da rede, i.e., pu; =
+1, Vi € OA. Analogamente, condi¢oes de contorno negativas correspondem
a imposicao pu; = —1, Vi € OA. Além das condigoes de contorno descritas
acima, também poderiamos ter condigoes periddicas, nas quais o modelo esta
definido sobre um toro, ou até mesmo condicoes periddicas em uma direcao
e livre na direcao ortogonal a periddica.

+ o+ 4+ o+ - - - -
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Figura 4: Imposicao de condi¢oes de contorno

Como cada varidvel de spin em A pode assumir apenas dois valores (+1
ou -1) é conveniente considerar o nimero ny de spins com valor +1 e o
ntimero n_ de spins com valor -1 (evidentemente ny +n_ = |A|). Assim, a
magnetizacao M pode ser escrita simplesmente como M = ny —n_. Con-
tudo, convém observar que fixado n, por exemplo, podemos ter diversas
configuragoes microscdpicas {o} compativeis com n, e M. Assim, torna-se
plausivel considerar um espaco de configuragoes €2 cujo nimero de elementos
Q2| é dado por
A
A] IA]!
_ : — 9l
Q| = ‘ ;= 217,
ny! (JA] = ny)!

TL+:0




Em termos matematicamente mais refinados, uma configuragao {o} em A é
uma funcdo {o} : A — Q, em que Q = {1, —1}Al.

A energia associada a uma configuragdo {o} em A, com condigoes de
contorno {4}, constantes de acoplamento J;; > 0 e campo magnético externo
h; > 0 é definida pelo seguinte Hamiltoniano

Hpeo({o}) = — Z Jijoi0j — Z hio; — Z Jijois, (1)
(4.4

iEA (i,j) €N jEOA

onde a primeira soma descreve as interacoes ferromagnéticas entre pares nao
ordenados de sitios vizinhos (i,7) € A, i.e., para os quais |[i — j|| = 1;
a segunda soma descreve as interacoes dos spins da rede A com o campo
magnético externo h; em cada sitio i € A e a terceira soma descreve interagoes
devidas as condigbes de contorno (veja a figura 4 para exemplos de condigoes
de contorno positivas e negativas).

Definido o Hamiltoniano do sistema, o préximo passo consiste em iniciar
o tratamento probabilistico do sistema, considerando as 2/ configuracoes
de spin possiveis, dado que |A| é o nimero de sitios da rede A. Para tanto,
definimos a func¢ao parti¢ao Z .. a volume A e condigoes de contorno cc como

ZA,CC - Zexp[_ﬁ HA,CC({U})]7 (2)
{o}

em que Z{U} denota a soma sobre todas as 2/A! configuracoes possiveis,
B = 1/kT é o inverso da temperatura (k denota a constante de Boltzmann)
e exp[—fHa({0})] é o fator de Boltzmann, tradicional em mecanica es-
tatistica.

A partir de (1) e (2) podemos construir os potenciais termodinamicos
(cujas derivadas geram grandezas fisicas) a volume finito ou calcular o va-
lor esperado de certas grandezas de interesse. Para tanto, consideremos as
seguintes definigoes.

Definigao 2.1 (Energia livre) A energia livre a volume finito A e com
condigdes de contorno cc, prescritas pela configuragao {u}, € definida por

1 ln(ZA,CC)
fA,cc =7 a7 -
g Al
Observagao A grandeza
IH(ZA7CC)
DPAce =
Al

é chamada de pressao a volume finito e com condic¢oes de contorno cc e ela
serd objeto do nosso estudo.



A energia livre é um dos objetos centrais da mecanica estatistica. Sua
construcao considera aspectos das estruturas microscépica e probabilistica
do sistema, ambas contidas na funcao particao. Além disso, a energia livre
¢ uma relagao termodinamica fundamental e por conseguinte ela é capaz de
fornecer grandezas macroscépicas de interesse (a volume finito), tais como a

o B R " oM
magnetizacio My .. = _% e a susceptibilidade magnética x .. = =5 =
_ 82fA,cc

on?

As duas definigoes dadas a seguir referem-se ao postulado de Gibbs-
Boltzmann, segundo o qual um sistema em equilibrio tem a distribuicao
de probabilidade prescrita pela defini¢cao (2.2), de forma que as grandezas
macroscopicas sao valores médios segundo tal distribuigao.

Definigao 2.2 (Distribuicao canénica de Gibbs) A probabilidade asso-
ciada a configura¢ao {o} € definida por

P({O’}) _ exp[_ﬁzf;\lt;w({a})]'

Definicao 2.3 (Valor esperado) O walor esperado de uma fungdo p({c})
das configuracoes {c} a volume finito A e condi¢des de contorno cc, prescritas

por {u}, € definido por

(p({o}))ree =

7 S el expl~BHic). ®
,CC {O’}

Se o({o}) = I, 0i,, entao o valor esperado ([[,_, 0, )a ¢ denominado
de fung¢ao correlagao dos n spins oy,,0;,, -+, 0;, . Em particular, se n = 1,
esse valor esperado é chamado de magnetizacdo e se n = 2, o mesmo €
chamado de correlacao spin-spin. No presente trabalho, vamos provar, entre
outras coisas, a primeira desigualdade de Griffiths, isto é, vamos provar que
a funcao correlacao de n spins é nao negativa se o modelo em estudo for
ferromagnético.

Fixadas a condicao de contorno e o volume, todas as grandezas definidas
acima sao fungoes dos parametros do modelo, a saber: 3, h; e J;;. Grandezas
tais como In(Z, ..) sdo analiticas para valores reais dos parametros e suas
derivadas podem ser calculadas. Por exemplo,

Oln(Zy )

0hz - ﬁ<0i>A,cc

(92 hl(ZA,cc)
Oh:0h;

= 52(<0i0j>1\,cc - <0i>A,cc<Uj>A,cc)a



e ambas sao fungoes analiticas. Portanto, se quisermos estudar as desconti-
nuidades observadas experimentalmente como mostram os gréaficos da figura
(2), temos que tomar o limite |[A] — oo. A esse limite chamamos de limite
termodinamico. Neste trabalho, vamos mostrar que o limite termodinamico
(tomado no sentido de Van Hove) para a energia livre do modelo de Ising com
condicoes de contorno cc existe e € igual ao limite obtido com condicoes livres.

Provaremos este resultado como conseqiiéncia da primeira desigualdade de
Griffiths.

3 A primeira desigualdade de Griffiths

Em sistemas ferromagnéticos a interagao entre dois spins vizinhos o; e o é
relevante tanto para os proprios interagentes quanto para os demais spins da
A, afinal J;; > 0,V(i,5) € A. Assim, no ferromagnetismo o estado o; = o;
(spins paralelos) é mais provdvel do que o estado o; = —o; (spins antiparale-
los), de modo que o valor esperado para o produto ¢;0; deve ser nao negativo.
Colocado de modo mais preciso, a correlacao deve ser nao-negativa, isto é,
(o;0j)a > 0. Tal raciocinio constitui a esséncia da primeira desigualdade de
Griffiths, enunciada e provada a seguir.

Definicao 3.1 Sejam A um subconjunto finito qualquer de Z%, A C A e

n; € N para cada i € A. Entdo definimos 0 como:

ol = HJZ”.

i€A

Teorema 3.1 (Primeira desigualdade de Griffiths) Considere o modelo
de Ising d-dimensional com Hamiltoniano ferromagnético (1) e condigoes
de contorno livres, ou positivas, ou periodicas ou uma combinacdao destas.
Entao, para qualquer subconjunto A C Z¢, temos que:

(0)a >0
para qualquer A C A e para qualquer 3 > 0.

Prova: A seguir, apresentaremos a prova para condigoes de contorno livres
(uma indicagdo para o caso nao livre serd citada oportunamente ao longo da
prova.)

Como a funcao particao é uma soma de parcelas positivas, isto é, como
Zx > 0, basta mostrar que:

> ot exp(—BHy) > 0. (4)
{o}



Para tanto, vamos concentrar nossa atencao no fator de Boltzmann:

exp(—fHy) = H ePhioi H exp(BJij0i05) . (5)
——— —
€A (.5) expandir

Expandindo exp((3J;;0;0;) em série de Taylor obtemos:
BJijoi0; 4 (5Jz'j0i<fj)2 + (ﬁJijUzUj)3
1! 2! 3!

Mas, como o; = +1, Vi € A segue-se que:

o [ BTy se k é par
(BJyei0,)" = { (5Jij)k0i0j se k é impar

exp(BJijoi0;) =1+

Logo, agrupando os termos de expoentes pares separadamente dos de expo-
entes impares podemos deduzir que:

eXp(ﬁJijaiaj) = COSh(ﬁJij) + Sth(ﬁJZ]) 0,035
= COSh(ﬂJZ’j)[l + tanh(ﬂJw) O'iO'j] (6)

Agora, substituindo (6) na (5) o fator de Boltzmann pode ser reescrito como?

exp(—fHx) = H cosh(3J;;)[1 + tanh(5J;5)0:0/] H oPhi 7. (7)
(@) iEA

em que o produtério entre colchetes deve ser desenvolvido entre pares de
primeiros vizinhos (i, 7). Deste modo, substituindo (7) em (4) obtemos:

Z ot exp(—BH,) = Z H Phioi H cosh(3.J;;)[o® + tanh(BJ;;) oi0;0°]
{o} {o} €A (i.3)

Desenvolvendo inicialmente os produtoérios da expressao acima obtemos uma
soma ) . Cm P, naqual cada termo é constituido de um produto envolvendo

_ nil Nim ﬂhU
Pn=0"...0;" | Ie o

LIS

variaveis de spin

e de um prefator da forma ¢,, envolvendo produtos de funcoes hiperbdlicas,
ora cosh((3J;;), ora cosh(8J;;) tanh(8.J;;). Logo:

ZO’A exp(—FHy) = ZZcm P, = Zcm ZPm.

{c} {c} m m {0}

3Para outras condigdes de contorno basta incluir na eq. (7) um fator []exp(3Ji;0:4;)
e desenvolver uma andlise andloga a apresentada na prova do caso livre.
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Observemos agora que cada ¢, > 0, pois cosh(8J;;) > 0 e tanh(8.J;;) > 0
para J;; > 0, V (i,j) € A. Por outro lado, caso todos os expoentes n;
definidos em P, sejam pares temos que Pp, = [],c» ePhi% e por conseguinte
a soma das configuragoes é positiva, pois

Z H exp(Sh;o;) > 0.

{o} i€A

Além disso, a ocorréncia de pelo menos um expoente n; impar em P, nos

ng c . ~ 7
fornece P, = 0,7 [iea ePhi% e por conseguinte a soma das configuracdes é
positiva, pois para h; nao negativo temos

Y o7 = 2sinh(Bh;) > 0.

oj=%1

Utilizando tais argumentos, podemos concluir que:

Z o exp(—BHy) > 0,
{o}

como queriamos demonstrar.
1

Corolario 3.1 Sob as hipdteses do teorema (3.1), Zx(B,{Ji;},{hi}) € uma
funcao crescente com respeito a (3, J;; e h;.

Prova: Basta observar que a derivada parcial de Z, com respeito a qualquer
uma de suas variaveis serd sempre um multiplo positivo do valor esperado
de um produto de varidveis de spin, este por sua vez também positivo pela
primeira desigualdade de Griffiths.

(I

4 O limite termodinamico via hipercubos

Nesta secao, utilizamos a primeira desigualdade de Griffiths para provar a
existéncia do limite termodinamico para a energia livre do modelo de Ising
com condicgoes de contorno livres. Em particular, tomaremos uma seqiiéncia
de hipercubos com dimensao linear da forma L,, = 2", em que n = 1,2, - - -.

Proposicao 4.1 Considere o modelo de Ising d-dimensional com Hamil-
toniano ferromagnético (1) e com constantes de acoplamento J;; e campo
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magnético externo h; uniformemente limitados por J e h, respectivamente.
Se A é um subconjunto finito qualquer da rede Z2, entao
|OA

Prova: Lembrando que o Hamiltoniano ferromagnético (1) envolve somente
interagoes de primeiros vizinhos, podemos escrever o fator de Boltzmann
como:

exp(—ﬂ fIA7 CC) = H €higi H eXp(ﬁJij O'l'O'j) H exp(ﬂJij criuj).

i€ JEA|j—il|=1 (i,5) 1€A, jEAC

Inicialmente, notemos que o;0; < 1 para cada par de sitios da rede e que
) J
para interagoes ferromagnéticas uniformemente limitadas

eXp(ﬁJZj O',L'O'j> < eXp(ﬁJ) (8)

Observemos agora que, para cada sitio ¢ € A, existem, no maximo, 2d
(d=dimensao espacial da rede) sitios j com os quais o sitio fixado ¢ inte-
rage. Logo, para cada sitio ¢+ € A fixado, o produtoério envolvendo os sitios

o o
1 7

@ @ ® ® o
o o

Figura 5: Numero de primeiros vizinhosem d =2 e d =3

vizinhos j possui, no maximo, 2d fatores. Consequentemente, se utilizarmos
a cota superior (8) em cada fator do produtério em 7, com ||j —i|| = 1, entao
poderemos deduzir que:

H exp(8J;; 0i05) < \exp(ﬁ]) exp(8J) ... exp(ﬁJ)l = exp(2dSJ).

Fllj—ill=1 2d fatores
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Logo:

exp(—f Hp o) < [H el exp(QdﬁJ)] H exp(BJi;)
€A (ij) i€A, jEAC
< [exp(2d 3. + b)) [exp(8.7)]M.
Usamos esta tltima desigualdade para obter uma cota superior, exponencial
na area superficial e no volume da rede A, para a funcao particao:
Zx < [2exp(2d 8] + h)]M[exp(8.7)]1M.

Segue desta ultima desigualdade que

P9 1), () < 205 1) w2+ 97128

(I

Observagao As hipdteses da proposigao (4.1) sao satisfeitas se os supremos
sup;{>_; Jij } e sup;{>_; hi} sdo ambos finitos. Dentro desta classe de modelos
estao aqueles ferromagnéticos invariantes por translagao com interagoes de
longo alcance somadveis, isto é, aqueles sistemas tais que 0 < J;; = J(|[i — j||)
Vi, g, Oghi:h<oo‘v’iezi(]”i“ < 00.

A seguir, tomaremos uma seqiiéncia de hipercubos encaixantes da forma:
Ap=1-2"2" x - x [=27, 2 () Z°, (9)

onde n = 1,2,---. Mostraremos, na préxima proposi¢ao, que com condig¢oes
de contorno livres, a seqiiéncia de funcoes {pa, (5, {Ji;}, {h:})}, n=1,2,- -+,
é mondtona crescente.

Proposicao 4.2 Considere o modelo de Ising d-dimensional com Hamilto-
niano ferromagnético (1) e condi¢oes de contorno livres e seja A, o hipercubo
definido por (9). Entao:

pAn(ﬁ? {Jij}7 {hl}) < pAn+l(/87 {Jij}a {hl}) Vn=1,2---

Prova: Vamos assumir que a dimensao espacial do modelo de Ising é d =
2. Isto facilitard a exposicao, embora os mesmos argumentos sejam validos
para qualquer dimensao. Inicialmente, observemos que como a rede A, 1 é
definida por:

An+1 = [_2n+17 2n+1] « [_2n+1’ 2n+1] m Z2,
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podemos reescreve-la como a uniao de quatro volumes disjuntos Aﬁf), k =
1,---,4, que sao translacgoes rigidas de A,,:

4
Mo = JAY = [Aunal = (AP + AP+ AP + [AL] = 4]A,
k=1

® o o 90 & o
o o o o6 o o o
o [ ] Ag’ @®---0@ [ ] Ag’ [

Figura 6: Rede A,

Vamos agora redefinir o Hamiltoniano para a rede A, i, introduzindo
um parametro a capaz de incorporar (ou ignorar) as interagoes entre os spins

. . x k
situados nas fronteiras das regioes AP

H(a) = HA%U + HA%Q) + HAS}) + HA$L4) —a E Jijaiaj;
(i.5)
em que a ultima soma é realizada sobre pares de sitios vizinhos 7, 7 localizados

em volumes A diferentes, como mostra a figura 6. Observe que atribuir
o valor a = 1 ao parametro significa incorporar todas as interagoes entre

os spins das fronteiras dos volumes elementares A%k), k=1,...,4 de modo
que H(1) = H,,,,. Por outro lado, se tomarmos a = 0, entdo H(0) =

HA(I) + HA(Q) + HA(g) + HA(4). Em termos da funcio particao? com parametro
n n n n

“a notagao {o}a,,, foi utilizada para enfatizar que a soma deve ser realizada sobre

todas as configuragoes da rede Ay, 11.
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a, definida por

{o}an 41
¢é possivel deduzir que:
Z(1) = Za,., (10)
Z(00) = Zi (11)
pois:
Z(0)= ) exp[-BH(0)] =
{U}An+1
Z exp[—ﬁ(HAg) -+ HA512) -+ HAS) —+ HAS‘))} =
{0 angq
4
[T > e(-5H,p) = Z3,.
i=1 {o} (4)

Considerando ainda a expressao paramétrica da funcao particao, podemos
invocar o teorema fundamental do cdlculo para estabelecer que:

1
Z(1)—Z(0) = / 2Z(a) da. (12)
0 8@
Mas, substituindo (10) e (11) em (12) tem-se:
Lo
Zn,.. = 2, —i—/ —Z(a) da. (13)
An+1 An 0 aa

. . 1 > ~
Estudemos, pois, a integral fo a@Z (a) da, concentrando nossa atencao no
. a >
integrando:

9 ~ ~
%Z(a) = { }2: B ;Jijaio-j exp[—H (a)]
= Z I} Jz’j Z 0,03 exp[—ﬁﬁ((l)]-
(i,9) {U}An+1

Mas, para cada par (7, j), temos:

T Y owjexpl=BH(a)] = Jij(oio;)n,., Z(a),

{U}An+1
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que é nao negativa, pois pela primeira desigualdade de Griffiths, sabemos
que (0;0;)a,,, > 0. Além disto, J;; > 0 para interagdes ferromagnéticas e
Z(a) > 0, pois Z(a) é uma soma de parcelas positivas. Portanto, o integrando
é uma soma de parcelas positivas e entao

/0 %Z(a) da > 0. (14)

Ora, substituindo (14) na (13), podemos deduzir a seguinte desigualdade:

Zppir > Zy
Consequentemente:
In(Za,,,) >In(Zy ) = In(Za,,,) > 4In(Zs,).
Considerando agora py,, . ,:
In(Z In(Z In(Z In(Z

Ou seja, {pa, } é uma seqiiéncia mondtona crescente com respeito a A,,.
L]

Proposicao 4.3 Considere o modelo de Ising d-dimensional com Hamilto-
niano ferromagnético (1) e condi¢des de contorno livres e seja A, o hipercubo
definido por (9). Entdo a seqiéncia {pa,(3,{Ji;},{hi})} converge pontual-
mente quando n — oo.

Prova: A drea do hipercubo d-dimensional A,,, definido pela equagao (9),
é 2d x (2 x 2")%"! enquanto que o seu volume é (2 x 2")%.  Portanto, a
razao da sua drea pelo seu volume é igual a d/2", nao ultrapassando o va-
lor d/2, para n > 1. Segue da proposicao (4.1) que a seqiiéncia das pressoes
{pa,(B,{Jij}, {hi})} é uniformemente limitada em n. Como, pela proposicao
(4.2), esta seqiiéncia é monétona crescente, entao ela ¢ necessariamente con-
vergente, o que prova a afirmagao.

Denotemos por p = p(53, {J;;},{h:}) ao limite -
P8} Ahed) = T pa, (B, (s {0}, (15)

onde A,, é o hipercubo de aresta 2"™! centrado na origem. Ao processo de
limite descrito acima, chamamos de limite termodinamico.
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5 O limite no sentido de Van Hove

Uma das questoes basicas da mecanica estatistica do equilibrio é determi-
nar para que Hamiltonianos, para que condigoes de contorno e para que
seqiiéncias de volumes somos capazes de mostrar a existéncia do limite ter-
modindmico. A proposicao (4.3) estabelece a existéncia desse limite para o
modelo de Ising com condi¢oes de contorno livres e quando os volumes sao
hipercubos da forma (9). A seguir, generalizamos a seqiiéncia de volumes
para a qual o limite termodinamico do modelo de Ising deve existir. Elas
sao chamadas de seqiiéncias de Van Hove e apresentaremos a definicao das
mesmas seguindo a exposigao realizada em [5].
Seja a = (ay,...,aq) € Z%. Se a; > 0,...,aq > 0, entdo definimos:

ANa)={z€Z": 0<a, <ap, k=1,...,d}.

Se A(a) é transladado por um vetor ta = (tyay, ..., tqaq), em que t € Z4,
o resultado é o conjunto
A = Aa) +ta

e a familia (A!),c« forma uma particao de Z2.
Dado A C Z%, sejam N, (A) o nimero de conjuntos A’ tais que A'NA # ()
e N, (A) o nimero de conjuntos A’ tais que A" C A.

Definigao 5.1 Uma seqiiéncia de conjuntos {A,} tende a infinito no sentido
de Van Hove se
Ny (An)

Jim Ny (A) =c+oo i =

para todo a.

Definicao 5.2 Dois hipercubos q, ¢ C R? sio ditos coneros se eles tém
uma face d—1 dimensional em comum. Caso contrdrio, eles sao desconexos.

Observacao: De maneira similar define-se conexidade de cubos em Z? e
é neste sentido que a conexidade serd usada abaixo. Observe que, em duas
dimensoes, dois quadrados sao desconexos mesmo que eles tenham um vértice
em comum ou que, em trés dimensoes, dois cubos sao desconexos mesmo que
eles tenham um vértice ou uma aresta em comum.

Antes de enunciar e provar o teorema desta secao, vamos estabelecer uma
proposicao que nos sera util a seguir.

Proposicao 5.1 Sob as hipdteses do teorema (3.1), se Ay C Ay entao Zy, <
Zp

2
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Prova: Basta aplicar o teorema fundamental do célculo como feito na prova
da proposicao 4.2, em particular veja a equagao 12. O integrando é a funcao
particao Z,, e a interpolacao é feita para os pares de primeiros vizinhos em

Ag — Al.
]

Teorema 5.1 Considere o modelo de Ising d-dimensional com Hamiltoni-
ano ferromagnético invariante por translagoes (1). Suponha condigoes de
contorno livres e seja {\,} uma seqiéncia de Van Hove. Entao a seqiéncia
de pressoes {pa, (5,{Ji;},{hi})} converge pontualmente, quando n — oo,

para a fungdao p(3,{Ji;},{h:}) definida pela equagao (15).

Prova: Fixe um numero inteiro positivo k e seja a o vetor de entradas
a; =28 Vi=1,2,---,d. Representemos por ¢, ao cubo de vértice na origem
e de lado 2% e representemos por ¢! ao cubo transladado de ta. Se t é um vetor
de entradas nulas, exceto pela i-ésima entrada cujo valor é 1, entdo q,J ¢},
é conexo. Notando agora que na face comum aos hipercubos ha interacoes
entre sitios vizinhos i € ¢, ¢ j € ¢, podemos relacionar as fungoes de
particao Z,,, Zg e Zg,|)q utilizando o argumento apresentado na prova da
proposicao 4.2. Assim, deduzimos que:

Zgo X Zagt < Zg,Ugt-

Como a seqiiéncia {A,} é de Van Hove, existe um inteiro ng a partir do qual
N;(A,) > 1Vn > n, Representemos por r, a unidao (conexa) de todos
os hipercubos ¢, t € Zi, contidos em A,, e representemos por R, a uniao
(conexa) dos mesmos hipercubos que interceptam A,. Assim, invocando a
proposi¢ao 5.1 temos:

Zyy < Zn, < Zg,. (16)

Analisemos entao 7, e Zp,. Utilizando mais uma vez o argumento apresen-
tado na proposicao 4.2 podemos deduzir que:

Na (An)
II z.<2. (17)
=1

Por outro lado, afirmamos que:

Nif (An)
Zr, <exp[BJ 2% (20)* NF(A)) [T 2 (18)

=1

Para estabelecer tal desigualdade, consideremos separadamente as interagoes
nas faces comuns aos hipercubos componentes de R, e o respectivo fator
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de Boltzmann associado as mesmas. Inicialmente, notemos que cada face
comum a dois hipercubos conexos tem 2@~1* sitios e que cada sitio tem no
maximo 2d vizinhos. Assim, o nimero maximo de interagoes em uma face
comum ¢é 24Dk x 24, Por outro lado, cada hipercubo possui no méximo 2d
hipercubos vizinhos, de modo que o o niimero total de interagoes nas faces
de wm hipercubo é 214=D* »x 24 x 2d e o fator de Boltzmann associado é
exp[B J 2147k 24 2d]. Por fim, lembrando que o niimero de hipercubos em
R, é exatamente N (A,,) temos que o fator de Boltzmann associado a todas
interacoes nas faces comuns aos hipercubos componentes de R,, ¢ no maximo
exp[B J 2@=Vk 24 2d NF(A,,)]. Tal resultado nos conduz a (18). Conectando
(16),(17) e (18) temos

Na (An) N (An)
1T 2. < Za, <explB 29 DF (2d)° NF(A,)] Z si.
i=1 =1

De posse da ultima desigualdade e usando a invariancia translacional® dos
volumes e da fungao partigao (Z,, = 2t Vi), concluimos que:
a

ZNe ) < 7, < exp[B J 2@VF (2d)2 NF(A,)] ZN ),

da
Tomando o logaritmo da desigualdade acima e depois dividindo por |A,|
temos: N-(AY 1
’qa| a ( n>—1ana

Ayl |¢al

<

In ZAn S
Al

o NF(A,) 1 J 2Dk (2d)2 NF(A,

VI 1 (24)* Ny (An)
Al |9l Al

Como a seqiiéncia é de Van Hove, temos que:

NE(A 2(d=DkN+(A 1
hm |qa| a( TL) o 1 hm a( ’n) —

e A e A 2

Finalmente, tomando o limsup,,_, ., e o liminf, .., obtemos:

B J (2d)?

1 1
Pg. < liminf o In Z,, < limsup T InZy, < pg, + ok

5Significa que as constantes de acoplamento Ji; dependem apenas das posicoes relativas
dos sitios e nao das posigdes absolutas dos mesmos na rede. Assim, cada cubo ¢’ pode ser
obtido pela translagao rigida (sem rotagao) do cubo g, com vértice na origem.
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Como o inteiro k é arbitrario, podemos tomé-lo tao grande quanto se queira.
O resultado segue entdao da desigualdade acima, da proposicao (4.3) e da
definigao (15), pois

p < liminf InZ,, < limsup

InZy, <p.

]

6 Independéncia das condicoes de contorno

Por fim, provamos abaixo que a energia livre do modelo de Ising independe
da condicao de contorno se o limite for tomado sobre seqiiéncias de Van Hove.

Teorema 6.1 Considere o modelo de Ising d-dimensional com condi¢ao de
contorno arbitrdria, definido pelo Hamiltoniano ferromagnético invariante
por translagoes (1), e seja {\,} uma seqiéncia de Van Hove. Entdo o limite
termodinamico para a energia livre independe da condicao de contorno.

Prova: Fixemos inicialmente um volume A,, = A. O Hamiltoniano H, ,
do sistema de spins com condi¢ao de contorno arbitraria {u} pode ser escrito
como

Hp, = Hp — Z Jijoi g,

i€A, jeN

em que H, denota o Hamiltoniano do sistema com contorno livre e — > J;;044;
denota as interagoes devidas a condi¢ao de contorno {u}. Nesse contexto, a
funcao particao é dada por

Zap = ZGXP(—ﬁHA) exp <5 Z Jz‘j@ﬂj) : (19)

{o} i€eA, jEOA

Para relacionar (19) e a fungao partigdo Z, associada ao sistema com
contorno livre vamos nos concentrar no fator de Boltzmann exp(5 ) J;jou15).
Inicialmente, observemos que se |0A| denota o nimero de sitios da fronteira
O\, entao

—JIOA < Y Ty < +J]0A],
i€, jEOA

pois 0 = +1 e u = +1. Ademais, como 3 > 0 temos

exp(—(J |0A]) < exp (5 Z Jijaz-uj> < exp(BJ |OA]). (20)

i€, jEOA
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Logo, conectando (20) e (19) podemos deduzir que
exp(—03J |0A|) Zy < Za,, < exp(+0J |0OA]) Z,.
Tomando o logaritmo da expressao anterior e depois dividindo por |A| temos

oA OA
_ﬁj‘\T” + oA < pap < +5J% + pas

ou seja,
|0A
[PAu — Pal < BT -
' A

Mas, como por hipétese {A, } tende a infinito no sentido de Van Hove, entao
lim,, % = 0 e por conseguinte lim,_. |pa, . — Pa,| = 0 para qualquer
condigao de contorno {u}. Usando o resultado do teorema (5.1), podemos
entao concluir a que o limite independe das condic¢oes de contorno.

]
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