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1 Introducao

O termo “ transicao de fase” no presente contexto serda usado para in-
dicar uma dependéncia nao-analitica da energia livre em relacao as varidveis
termodinamicas, por exemplo, o campo magnético.

Como um exemplo de transicao de fase mencionaremos um sistema magnético
onde, experimentalmente, a situagao ¢ a seguinte: se um campo magnético
h é aplicado a um magneto ( numa dire¢ao particular ) a uma tempera-
tura baixa (1" < T, onde T, é a temperatura de Curie) o magneto adquire
uma magnetizacao M (h,T) ( derivada da energia livre em relacdo a h ).
Se o campo magnético é desligado, ficard uma magnetizacao residual ou ex-
pontanea m,(T") = lim,_o, M(h,T), desde que T' < T,. Quando T > T,
nao existe nenhuma magnetizacao expontanea e m, anula-se subitamente em
T = T,. As fases abaixo e acima de T, sao chamadas de ferromagnética e
paramagnética, respectivamente.

O Teorema de Lee-Yang é um resultado que estabelece a analiticidade da
energia livre em h para Reh # 0, ou em termos da fugacidade z = e=2°",
para |z| # 1, onde [ é o inverso da temperatura.

A fim de estudar a energia livre, nos restringiremos ao modelo de Ising,
que é um modelo matematico que simula a transicao de Curie da fase ferro-
magnética para a fase paramagnética.

2 Definicoes e Resultados

O Modelo de Ising. Seja A um subconjunto finito de Z?. A cada ponto de
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1 € A associamos uma “variavel de spin” o; assumindo valores 1. Pares de
vizinhos préximos de A sao denotados por (ij). Uma configuragao de spins
o ={0;},c5 é um elemento de {—1,+1}*l, onde |A| = Card(A). Definimos

o Hamiltoniano, Hy(c), de uma configuragao o = {0;},.,, como

Hy(o) == J(oio; —1) = > h(o; — 1) (1)
(i9)

€A

onde J > 0. O primeiro termo representa a interagao entre os spins e o
segundo termo representa a interacao dos spins com o campo magnético, h.

As funcgoes particao, Z,, e energia livre por volume, fx, sao definidas
como

Zy(h) =) e M) (2)

o

fA(h) = Ellln ZA (3)

respectivamente, onde a soma em (2) é feita sobre todas as configuragoes de
spins o.

Observagao 1 A defini¢ao acima de Hp(o), difere da usual apenas por um
fator de mormalizacao que nao afeta as propriedades de analiticidade que
estaremos interessados em estudar.

O problema matemaético associado com transicoes de fase sé se manifesta
no limite termodinamico, isto é, no limite em que o tamanho do sistema,
|A|, tende a infinito, por exemplo, no sentido de van Hove (veja defini¢ao no

Apéndice A).

Lema 1 Seja Zy definida em (2) com h real. Se A, — oo no sentido de van
Howe, entdo o limite

f= lim fa,
n—oo
existe e serd denotado por f, a energia livre do sistema.

Prova. Pela primeira desigualdade de Griffiths [2], a seqiiéncia {fr} é
monotona crescente, por outro lado, fy < 20|h|. ]



Dada uma configuragao de spins o = {0; }ica, seja
S={ieN:o;=—-1},

isto estabelece uma correspondéncia biunivoca entre as configuragoes de spins
o € {—1,+1}Al e os subconjuntos S C A. Se definirmos z = =2 ¢

{e—QﬁJ,z‘eS,jeA—Seyz—j|:1
A,‘j:

1, caso contrario.

Entao, teremos

Zyn = Zeﬁz(ij)J(Uigj_1)+/62i€Ah(Ui_l)

~y e (I )

ScA i€S jeA—S

= 'P|A|<Z,...,Z).

Teorema 1 [4] Seja (A;j)iz; wma familia de niumeros reais tais que —1 <
Aj; <1, Ay = Ay parat=1,...,n. Seja P, o sequinte polinomio

Po(z1, 20,y 2n) = Z 25 (H H A,-j) (4)

S ieS jes

onde a soma € sobre todos os subconjuntos S = {iy,...,is} de {1,...,n},
25 =z ...z, ¢S éocomplementodeS em {1,...,n}. EntioP,(z1,...,2,) =
0el|z1| >1,...,|2n1| > 1 implica |z,| < 1.

Observagao 2 Adotaremos a sequinte conven¢do: A;; =1 se S ou S for
Va210.

Corolario 1 (Lee-Yang). Seja Z, definida por (2), entao Zx(h) # 0 para
Reh # 0.

Prova. Seja |A] = n entdo Zy = Pu(z,...,2) = Pa(z) (veja apéndice A),
logo, Zx = 0 se, e somente se, P, = 0. Segue-se da definicao de P, que
P.(z71) = 27"P,(2); portanto, P,(z) = 0, implica P,(z71) = 0.

Suponha que P,(z) = 0. Entéo temos as seguintes possibilidades: ou (i)
|z] > 1 e pelo Teorema 1, devemos ter |z| < 1, logo, |z| =1, ou (ii) [z7} > 1e
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como P,(z71) = 0, pelo Teorema 1, devemos ter |z~ < 1, portanto, |z| = 1.
Logo, P,(z) = 0 implica |z| = 1, ou seja Re h = 0. ]

Proposicao 1 A energia livre f eziste e € analitica em h para Reh # 0.
Prova. Considere a seguinte funcao

entao

ga(h) < 262N (5)

Seja D uma regiao limitada e simplesmente conexa, no plano complexo h,
com um segmento do eixo real e positivo de A em seu interior. Pelo Lema 1,
lim ||~ ga existe neste segmento, o qual serd denotado por g. Além disso,
de (b), existe uma constante E(D, [3) tal que

ga(h) < E(D, 5) (6)

para todo h € D e A e pelo Corolario 1, para cada A na seqiiéncia {Z,}
nenhum zero de Z,, portanto de g, ocorre em D. Entao g pode ser extendida
a uma fungao analitica g(h) em D e, em particular, analitica no segmento do
eixo real h dentro de D. Em qualquer regiao limitada D’ em D a seqiiéncia
{ga(h)}, definida por continuagao analitica através do eixo real positivo em
D, converge uniformente para g(h).

De fato, pelo Teorema de Vitali [3] (veja apéndice B) , a seqiiéncia de
fungdes analiticas g, definidas por (5) a qual é limitada em D e converge
numa porc¢ao do eixo h real dentro de D, converge para uma funcao analitica
no interior de D e converge uniformemente em D’ ( que podemos assumir
simplesmente conexo). Pelo Teorema de Hurwitz [3] (veja apéndice B), o
limite, g, ndo tem zeros no interior de D ( ela nao pode ser zero em toda
parte, visto que g, nunca é menor que 1 para h real). Consequentemente, seu
logaritmo f, é analitico no interior de D e limitado em D’. A convergéncia
uniforme de e/* em D’ guarante que fy também converge uniformemente. m



3 Prova do Teorema 1

Seja A, = {1,...,k}, entao,

Ptz = ZZ_SH H A;j

SeA, €S jEA,—S
— ZiAn E ZAniS H H Az’j
SeAn, €S jeA,—S

SRR 11 B

Sen,  €An—S5je8

= Z_A" Z ZS' H HAji, Aij = Aji

Sen,  €An—=5je§

ST A

SeA,  jeSi€An—S

= 2 %Pz, 20)
= 7t 2 Pz, ),
portanto,
Pzt ozt 2 Pz, 20). (7)

Adotaremos a seguinte conven¢ao: quando S ou S’ = A, — S em (4) for
conjunto vazio, o coeficiente correspondente sera 1, portanto, P, = 1.

Podemos assumir que A;; # 0, %1, se a proposigao for provada neste caso
ela sera valida no caso geral por continuidade.

A seguir, listaremos os quatro primeiros polinémios

Po = 1
Pi(z1) = 142
Po(z1,22) = 1+ Az + Ay 20+ 212
) = 1+ ApAizz + Ay Agz 2 + Az Asp 23 +
+A13A932120 + A1pAzpz123 + Aa1 Az12023 + 212023

733(2’1, 22,23

Note que Pi(z1) = 0 implica |z;| = 1. Isto prova a proposi¢ao para n = 1.
Além disso, Pa(21, 22) = 0 implica que

_1+A2122 _A+CZQ (8)
A12 + 29 B + DZQ

Z1 =



que é uma transformacao de Mobius que leva zo = 00 em z; = —Ajp =
AN / ~ ’

—C/D. Mostraremos que se Pa(z],25) = 0 e |2]| > 1 entdo, |z5| < 1. De

fato, se |z5| > 1 (podemos assumir que |2]| > 1), tomarfamos uma reta, I',

passando por z e que ndo cortasse o circulo unitério |z3| = 1, nem passe por

29 = —Aj9 = —B/D. A imagem de I' pela transformagao (8) é um circulo
no plano z; o qual passa por z; = —Aj; = —C/D e por z; = z] que sdo
as imagens de zo = 00 e 2z = zj, respectivamente, como | — C/D| < 1 e

|21] > 1, a imagem de I" é um circulo que intersecta o circulo unitario em
dois pontos, seja z{ um destes pontos e 2z o ponto de I' que é levado neste.
Com isso, terfamos encontrado pontos 2" e 2, tais que, Py(27, 27) = 0, com
’ 1 2 ) 1772 )
"= " i ; . -1 -1y _
]211| —11 e |z)| > 1. De (7), temos a seguinte propriedade: Po(z; ,25 ) =
2y 25 Pa(z1, 22), portanto,

Pa(zt, 25" ) = Pa((:1") 7, (257) 1) = 21" 25" Pa(at, )" = 0,

;- -1 ’ PR PVE] ’
logo, z{ é imagem de 2J*~ através de (8), como esta é injetiva, terfamos que

-1 ~ . ’
2 = zI*7" ) 0 que ndo pode acontecer, visto que z) estanto em I' tem médulo

maior do que 1.
Se fizermos P3(21, 22, z3) = 0, teremos

A+023
e —— 9
2T "By Dz (9)

onde
= 1+ AppAz2,
= AjpAss + Ai3As32,

A19Asz9 + A3 Ago2y,
= A Az + 2.

O Q%
|

Se z1, 22, 23 sao tais que Ps(z1, 29, 23) = 0, |z1|, |22| > 1. Entao,

D = Ay Asy (1 + A§11A§1121) = AnAsPi(&), & =A5'Aqx

com |&;| > 1, como P;(&) # 0, temos D # 0.
Note que oo é levado em zo = —C'/ D através da transformacao (9). Logo,
para esta escolha de z5 (27 0 mesmo de antes), temos

0 = C+ Dz = A3 Az + A1pAgo21 + (A Agi + 21) 20
= A31A32 (1 + A12A§1121 + A21A§2122 + A§1121A21A§2122)
= A31A32P2(§1a 52)7



onde & = Az Aylzy e & = A3l Ag) 2. Assim, como |&| = |A] Ay 21| > 1,
logo, [&| < 1, portanto, | — C/D| = |z| < |&] < 1. Vamos supor o Teo-
rema nao fosse verdade para m = 3, ou seja que houvesse 21,25, 25, tais
que Ps(z],25,25) = 0 e |21] > 1, [z5] > 1 e |24] > 1. Fixe o valor de z]
acima (vamos assumir que |z5| > 1), portanto, estamos fixando os coefi-
cientes A, B, C, D, ou seja, estaremos nos referindo a mesma transformagao
de Mobius. Vimos que D # 0 e que a transformacao leva co em —C'/D, com
| = C/D| < 1. Usando a mesma idéia anterior, podemos encontrar z4 fora
do circulo unitério tal ele seja levado em zJ através de (9) e |z5| = 1. Se
|z1| = 1, estamos feito, sendo olhamos para a transformagao de Mdbius

A+ Cx
== (10)
onde os coeficientes agora dependem de 2, como |z5| = 1, entdo D # 0.
Esta transformagao z em z{ e oo em —C/D, | — C/D| < 1. Usando a

construgao anterior, podemos encontrar 24’ fora do circulo unitario e 27"

no circulo unitdrio, tal que este seja a imagem de 2§’ através da trans-

formagao (10). Com isso teriamos encontrado 2z{’, 2z = =z e 2, tais
que Ps(2)", 25, 28") = 0 e |2 = |2)| = 1 e |25'| > 1, o que nos leva a
uma contradicdo, pois, Ps(z; ", 25, 23 1) = 21 "2y '25 " P3(21, 22.23) e terfamos
2 =271 impossivel, visto que |27/ > 1.

Esta é a estratégia que usaremos na demonstragao por inducao (para
n>4).

Lema 1 Suponha que a Proposicao seja verdadeira para n—1 en—2. Defina
A, B, C e D como fungoes de z;,, is € Ny —k =X, por

Pu(z1,. .. 2n) = A+ Bzp + Cz, + Dzg2zy, (11)
entio D # 0 and P,(z1,...,2,) = 0 define a sequinte transformacgdio de
Mobius:

A+Cz,
=L 12
“ B+ Dz, (12)
que leva 0o em zp = =%, com |z, < 1.

Prova do Lemma 1. Assuma a hipétese de indugao paran —1en — 2
e que |z;| > 1, para todo i € X. Note que por definigdo P,(z1,...,2,) =
A+ Bzp + Cz, + Dzz,, em Dzpz, temos os conjuntos da forma S U {k,n},
onde S C X, entao,



Dzz, = Y oz | ] I A

SCAx 1€SU{k,n} jeA,—(SU{k,n})
S
=S I )
ScX i€SU{k,n} jEX-S

usamos que A, — ({k,n} US) =X — S, portanto,

- s ()

Scx jeX—S i€S jeX
_ (H Aijnj> >0 <HA,;1A;;> (H 11 Ai])

jeX SCX i€S €S jeX—S
= (H Aijnj> > (H(Zz‘AEIAZf) (H II Az‘j)

jex Scx \iex icS jeX—S
- I ) X (T8 (T I 0 6= et

JEAn_2 Scx \ies i€S jeX—S
- (M) S (1T 11 )

jEX Scx i€S jeX—S
= (H Ak,jAnj> Pr—a({&}iex),

jeX

logo, como para todo i € X, |z] > 1 e |4;| < 1, segue-se que |§| >
|z;] > 1, entao, pela hip6tese de indugao, que assumimos valida para n — 2,
Pr2({&}iex) # 0, o que implica que D # 0.

Note que em C'z, + Dzz, temos os termos de P,, que contém z,, ou seja,
sao provenientes de conjuntos da forma S U {n}, onde S C A,_;, ou seja,

Cz,+ Dzz, = Z 25z H H Ajj

SCAp—1 1€SU{n} jeA,—(SU{n})

= zn ZZSH H Ajj.

SCA’IL*I iESU{TL}jEAnfl—S



Logo,

C+ Dz = Zzs H H Ajj

SCAr  ieSU{n}jeA,-S

= (1T 4| > (IT42= )11 11 44

JEA ScAy, \ies i€S jeA—S
= H Anj | P&, &),
JEAL
onde & = A;ilzi. Portanto, se fizermos z, = —%, teremos,
0:O+Dzk: H Anj Pn—l(glw-'agn—l)?
jEAn—l
ou seja, P,_1(&,...,&-1) = 0, como |z]| > 1, para todo i € A, _», entao,

&| > |zi| > 1,7 € A, e, pela hipétese de indugao, que assumimos vélida
paran — 1, |,-1| < 1, ou seja,

’ - C/D’ = ‘Zn—l‘ = ’Ann—lfn—l| < ‘gn—l‘ S 1.
Note que z, = —C/D é a imagem de oo pela transformagao de Mobius

que leva z, em zj.
Suponha que o teorema a ser provado nao fosse verdade, entao existem

2l 1, 2h tais que Pu(z1,...y 202,20 1,20) = 0 e |z1] > 1, ..., |z o >
1, |2/ 4| > 1] e |2z| > 1. Pelo Lema 3, com k = n — 1, segue-se que
a transformacao (11) leva 2/, co em 2/, |, z,-1 = —%, tal que |z,-1| < 1.

Portanto, podemos encontrar 2!/ tal que |z//| > 1 e a suaimagem z//_, satisfaga
|2/ | = 1. De fato, se |z,_1| =1 faca 2!/ | =z, | e z!! =z e estamos feito.
Caso contrario, visto que |z/| > 1, podemos escolher uma reta I'" passando
por z/, mas nao passando por —%, tal que ela nao intercepte o circulo unitario
|zn| = 1, ou seja |z,| > 1 para todo z em I'. A imagem de I' através de (11)
¢ ? C / C /
serd um circulo passando sobre —% e z,_; e como || < 1l e |z,_,| > 1
este circulo intercepta o circulo unitario |z,_1| = 1 em dois pontos, tome um
deles, e chame-o de z!/_; e seja 2/ a sua imagem inversa, como z, estd em I,

2| > 1. Portanto, temos

21| > 1, |z 2 L1204 =1 e |2 >1 (13)



Po(21y -y Zno,20_1,20) = 0. (14)

n—1>“n
A seguir aplicando-se o Lema 1 com k = n — 2, e obteremos |2/ ,| =1 e
12| > 1, tais que Pp(21, ..., 2n-3, 20 o, 20 1, z1') = 0. Podemos repetir este
procedimento para k = n—3,n—4,...,1 e encontraremos nimeros z1, . . ., 2,
= = = = 1
com [z = 1, ..., |Zn1] = 1, [Z4] > 1. De (7), como z1* = zZ1 ', ...,

Zn1t = Zn_1 ', onde * é a operacao de conjugacao, obtemos

PuE, .t (Z) ) = PuED) L (@D

(
= (Z) @) TP, E)
= () &) TV PuEL - ) = 0.(16)
Comparando com (15) nos leva z, = (z,*)"' em contradi¢do, visto que
1Za| > 1. ]

4 APENDICES

4.1 Apéndice A - Convergéncia no sentido de van Hove

Dado a = (ay,...,aq) € Z%, com a; > 0,...,aq > 0, defina
ANa)={zecZ'  0<m <a;,i=1,...,d}.

Se A(a) é transladado por um vetor na = (nyay,...,nqay) com n € Z4,
o resultado é o conjunto A, = A(a) 4+ na e a familia {A,},cz« forma uma
particio de Z¢. Para todo A € Z? defina N (A) como nimero de conjuntos

A, tais que A, N A # 0 e N, (A) como nimero de conjuntos A, tais que
A, CA.

Definicao 1 Os conjuntos A tendem a infinito no sentido de Van Hove se
lim N, (A) =400 e limN, (A)/NS(A) =1,

para todo a.
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4.2 Apéndice B

Neste apéndice, enunciaremos os Teoremas de Vitali e de Hurwitz (veja re-
feréncia [3]).

Teorema de Vitali. Seja g,(z) uma sequéncia de fungéoes analiticas numa
regiao D; e

lgn(2)] < M

para todon e z em D, e suponha que g,(z) tenda a um limite quando n — oo,
em um conjunto com ponto de acumulagdo dentro de D. Entdo, g,(z) tende
uniformemente a um limite em qualquer regidgo limitada por um contorno no
interior de D, o limite sendo, portanto uma func¢ao analitica de z.

Teorema de Hurwitz Seja g, (z) uma sequéncia de fungoes analiticas numa
regiao D limitada por uma curva fechada simples e g,(z) — g(z) uniforme-
mente em D. Suponha que g(z) nao € identicamente nula. Seja z, um ponto
no interior de D. Entdo, z, € um zero de g(z) se, e somente se, € um ponto de
acumulagdo do conjunto de zeros das fungoes g,(z), pontos que sdo zeros de
uma infinidade de valores de n sendo contados como pontos de acumulagado.
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