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1 Resumo

Nesse trabalho, apresentamos o Teorema de Perron-Frobenius e algumas de suas aplicacoes em
Mecanica Estatistica do Equilibrio. Resumidamente, o teorema afirma que o maior autovalor
de matrizes quadradas com todas as entradas positivas tem multiplicidade algébrica igual a 1.
A sua conexao com a Mecanica Estatistica é imediata, pois matrizes com todas as entradas
positivas surgem, naturalmente, quando se avalia a funcao particao utilizando-se o método da
matriz transferéncia. Mostraremos que, para uma grande classe de modelos de curto alcance,
a pressao é dada pelo logaritmo natural do maior autovalor da matriz transferéncia. Depois
mostraremos que, se a energia do sistema for uma funcao suave dos seus parametros entao esse
autovalor também o serda. Como resultado, mostraremos que a pressao ¢ uma funcao tao suave
quanto a energia, com respeito a esses parametros; o que impossibilita a presenca de transigoes
de fase para esses modelos.

2 Introducao

Esse trabalho versa sobre o Teorema de Perron-Frobenius [1], [2], [3] e suas conseqiiéncias em
Mecanica Estatistica do Equilibrio. Resumidamente, o teorema afirma que o maior autovalor de
uma matriz n X n, com entradas positivas, é simples. Esse fato gera varios resultados importantes
sobre a termodinamica de sistemas fisicos. Vamos argumentar que, para uma grande classe de
sistemas de spins unidimensionais, a pressao (fungao a partir da qual se determinam as grandezas
fisicamente mensurédveis) é igual ao logaritmo natural do maior autovalor de uma matriz de
entradas positivas (a matriz transferéncia). A conexao entre o resultado matemaético e a descrigao
fisica desses sistemas se da pelo seguinte: o fenomeno de transicao de fase se manifesta como
algum tipo de descontinuidade da pressao com respeito aos parametros do sistema. Contudo, o
maior autovalor da matriz transferéncia é simples e recebe de "herancga” a suavidade da energia
de interacao do sistema (se a energia de interacao for de classe C* entao a energia livre também
o serd) e, portanto, nenhuma transicao de fase ocorrerd no sistema.

Desde a sua publicagao, em 1907, varias provas do Teorema de Perron-Frobenius foram pro-
duzidas. Neste texto, fixaremos atencao nas provas apresentadas por B. Simon [8] e D. Ruelle
[9] e em algumas de suas conseqiiéncias que também sdo apresentadas nessas referéncias. As



aplicacoes serao concentradas na descricao matematica de sistemas de spin unidimensionais, na
qual aparecem matrizes com entradas positivas (matrizes transferéncia). Um exemplo particular
que serd tratado é o Modelo de Ising [4]. Foi gragas ao método da matriz transferéncia que L.
Onsager [5] determinou a energia livre do Modelo de Ising bi-dimensional, sem campo externo,
e concluiu que o mesmo apresentava o fenomeno de transicao de fase ao contrario do que acon-
tece no caso unidimensional. O Teorema de Perron-Frobenius também apresenta aplicagoes em
Sistemas Dinamicos [11] e em Probabilidades [12].

Modelos de spin podem ser utilizados, por exemplo, para tratar sistemas ferromagnéticos. Esses
sistemas ferromagnéticos, por sua vez, sao corriqueiros no dia-a-dia. Vérias vezes, temos a mao
um objeto magnetizado que é capaz de produzir forcas de atracao em metais como o ferro.
Suponha que esse objeto seja constituido por dtomos que ocupam posicdes bem definidas em R¢.
Cada ponto no qual se encontra um atomo é chamado de sitio e o conjunto de todos os sitios
é uma rede. Para entender o comportamento de tais sistemas, vamos imaginar que cada atomo
tenha, associado a si, um momento de dipolo magnético de spin 5. A origem desse momento
de dipolo é quantica. A orientacao do vetor 5 em um sitio influencia diretamente na orientacao
do vetor nos sitios vizinhos. Dizemos, entao, que ha um acoplamento entre os sitios do sistema.
Como um sistema ferromagnético ordindrio possui um ntimero de dtomos da ordem de 1023, é
necessario que uma descrigao de seu comportamento seja feito em termos da Mecanica Estatistica
do Equilibrio.

Observa-se, experimentalmente, que, a baixas temperaturas, um sistema ferromagnético pode se
manter magnetizado indefinidamente. Contudo, se aumentarmos gradualmente a temperatura,
observa-se que existe um valor critico T, a partir do qual a magnetizacao é nula. Tal compor-
tamento indica a presenca de transicao de fase nesses sistemas. De uma maneira mais refinada,
uma transicao de fase é definida como uma descontinuidade em alguma derivada de um potencial
termodinamico. Nesse caso, a susceptibilidade magnética, que é uma derivada da energia livre,
¢ infinita quando a temperatura atinge o valor T' = T..

Intuitivamente, podemos pensar que, em baixas temperaturas, ha uma cooperacao entre os spins
de sitios vizinhos, devido ao acoplamento entre eles, que resulta em um alinhamento preferencial
para o momento de dipolo. Ha assim uma fase ordenada para o sistema em temperaturas baixas.
Ja em temperaturas altas, a agitacao térmica consegue destruir o comportamento ordenado do
sistema. Os momentos de dipolo assumem direcoes aleatorias, sendo que, na média, nao ha uma
magnetizagao resultante.

Neste trabalho, nés trataremos de modelos de spin unidimensionais e provaremos que, sob certas
hipéteses, tais modelos se comportam como o Modelo de Ising, nao apresentando transicao de
fase.

Esse trabalho estd assim divido: na Secao 3, nds provamos o Teorema de Perron-Frobenius.
Na Secao 4, fazemos uma breve apresentacao de algumas fungoes importantes na construcao e
tratamento mateméatico de modelos de Mecanica Estatistica. Na Secao 5, utilizamos o Modelo
de Ising para mostar como matrizes com entradas positivas (matrizes transferéncia) surgem ao
se estudar esses modelos. Ficara estabelecida, nessa se¢ao, a relacao entre a pressao e o maior



autovalor da matriz transferéncia. Logo em seguida, na Secao 6, mostramos que a relacao entre a
pressao e o maior autovalor da matriz transferéncia é valida para modelos um pouco mais gerais
que o Modelo de Ising. Finalmente, na Secao 7, argumentamos porque uma classe bem geral de
modelos, chamados modelos de interacao de curto alcance, nao deve apresentar transicao de fase.
Nos Apéndices B, C e D, mostramos alguns resultados auxiliares que sao utilizados nas provas
de alguns teoremas ou proposigoes.

3 O Teorema de Perron-Frobenius

Nesta secao, vamos enunciar e provar o Teorema de Perron-Frobenius 3.1. Esse teorema se refere
a matrizes d X d cujos elementos sao positivos. Resumidamente, o teorema afirma que tal matriz
possui um autovalor positivo que tem multiplicidade algébrica um e que é o maior autovalor em
modulo.

Teorema 3.1 (Perron-Frobenius) Seja A uma matriz d x d de entradas positivas, isto €,
Aij >OV’l,j21,,d . Entao:

1. A possut um unico autovetor x, de norma 1, cujas componentes sao, todas elas, positivas;

2. 0 autovalor A\, associado ao autovetor x, € positivo e, para qualquer outro autovalor A € C,
temos que |A| < Ay;

3. o0 autovalor Ay € simples.

Antes de apresentar a prova do Teorema 3.1, vamos enunciar e provar alguns resultados prelim-
inares que serao utilizados no decorrer da deducao.

Lema 3.1.1 Seja f(v) : D — R wuma func¢ao continua, limitada inferiormente e definida no
aberto limitado D C R™. Suponha que lim,_,, f(v) = oo sempre que vg € OD. Entao f(v) tem
um ponto de minimo global em D.

Prova: Paran =1,2,---, considere o conjunto
1
D, ={v e D :dist(v,0D) > =},
n

onde dist(v,0D) é a distancia de v a fronteira 0D de D. D,, é claramente fechado e como D,, C D,
D,, também é limitado. Portanto, D,, é um conjunto compacto e, como f(v) é continua em D,,,
podemos concluir que

3 v, €D, talque f(v,) < f(z), V x€D,.

Observe que v, € Dy e que f(vg) < f(vn) < f(v1) para todo k > n > 1. Como f(v) é limitada
inferiormente, concluimos que a seqiiéncia { f(v,)} é limitada. Afirmamos agora que:

3 npeN talque v,€D,, V n.
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De fato, se nao existisse tal ng, entdo serfamos capazes de determinar uma subseqiiéncia {v,, }
tal que limg_ o dist(v,, ,0D) = 0, implicando que a subseqiiéncia { f(v,, )} nao é limitada supe-
riormente, o que é um absurdo. O

Lema 3.1.2 Seja A uma matriz dxd com todas as entradas positivas. Suponha que A tenha dois
autovetores x e y linearmente independentes, com autovalores Ay e \ respectivamente. Suponha,
ainda, que T tenha somente componentes positivas, isto é, x; >0V i € 1,...,d. Entdo |\ < ;.

Prova: Sendoz; >0e A;; >0V 4,5 =1,...,d; observamos que Ay > 0, pois Ay = xi Zj Ajjz;.

Seja wj = %, para j = 1,...,d. Reindexando, se necessario for, afirmamos que pode-se escrever
J

wr = wi| = |wa| = ... = |wal, (1)

sendo que ou w; > |wy| ou wy é nao positivo. De fato, o reindexamento é feito da seguinte forma:
tome todos os nimeros w;, 7 = 1,---,d em valor absoluto. Se o maior deles for proveniente de
um w; negativo, entao troque y por —y; senao deixe y inalterado’. Feito isso, w; serd positivo.
Renomeie w; por wy. Reordene, agora, em forma decrescente, os demais valores absolutos de w;.
Nesse momento vale (1). Observe entao que sao possiveis dois casos: no primeiro deles, pelo
menos uma desigualdade em (1) é estrita, implicando entao que w; > |wy|; no segundo caso, nao
ha nenhuma desigualdade estrita e, portanto, wy = |ws| = ... = |wg|. Contudo, ainda no segundo
caso, as igualdades nao podem ocorrer sem tomarmos o valor absoluto, isto é, nao pode ser que
W) = wy = ... = wy, jJd que y e z sao linearmente independentes. Dessa forma, 3 k € {2,...,d}
tal que que wyp = —w;. Nesse caso, trocamos wy, por wy € entao wy sera nao positivo.

Vamos, entao, analisar os dois casos:

e w; > |wy|, sendo que as componentes de y e x associadas a w; sao y; e x;, respectivamente;

Levando em consideracao que y é um autovetor de A com autovalor A, temos que, \y; =
Zj Aijyj- Assim,

A= D Ay
J
< |$iw1|_IZ|Aijxjwj|
J
- I‘;IZ‘Aijxj|/le_‘i|
J
< x;lzz‘hj%‘ = Ay
J

onde a desigualdade estrita segue da hipdtese wy < |wy].

LObserve que —y também é autovetor de A com autovalor \.



o w = |ws| =...=|wyl ewy <O0;

Repetindo o argumento anterior, temos que:

Al =y

> Ay
j

= Jzan |7 Ay

J
< a7 Z Aijjlw;]

J

= ! Aixrs = A\

= T ijlj = Aty
J

onde a desigualdade estrita segue do fato de que wy < 0. Portanto, concluimos dos dois casos
acima, que |A\| < A;. O

Corolario 3.1.1 Sob as hipdteses do Lema 3.1.2, o autovalor Ay tem multiplicidade geométrica
tgual a 1.

Prova do Teorema 3.1: Observamos, inicialmente, que o segundo item do enunciado é uma
conseqiiéncia direta do primeiro item e do Lema 3.1.2. De fato, se x é um autovetor de A,
satisfazendo o primeiro item, com autovalor A, e se y € um outro autovetor de A, com autovalor
A, entdo segue do lema que |A| < A;.

Provaremos, entao, o primeiro item do enunciado. Para tal, vamos inicialmente mostrar que a
matriz A possui um autovetor x cujas entradas sao todas positivas. A unicidade deste autovetor
serd provada posteriormente. Seja Q, = {v € R¥|v; > 0Vi = 1,...,d} o “octante” positivo
de R?. Observe que A(Q+) C Q4, pois A;; > 0 para qualquer par (i, j). Além disto, se v é um
autovetor de A associado ao autovalor A, entao \ e v satisfazem a relacao

d
_ -1 E
)\ = ’Uz- Ai]”l)j,
=1

para qualquer valor do indice 7, desde que v; # 0. Motivados pela identidade acima, definimos
as seguintes fungoes o;(v) : Q4 — Rt i=1,---.d

d
ai(v) = ’U;l Z Aij'Uj- (2)
j=1

Vamos mostrar, a seguir, que existe um vetor w € Q4 tal que o;(w) = a;(w) para todo i # j,
sendo isto suficiente para concluir que A tem um autovetor em que todas as entradas sao positivas.
Para isso, analisaremos o ponto de minimo da funcao f(v) : @, — R*, definida como

f(v) = maxa, (). 3)

J
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Observando que «;(+) é uma fun¢ado homogénea de grau zero, isto é, a;(ov) = a;(v) para todo
o € R nio nulo, olharemos para as funcoes a;(+) e f(-) restritas & parte da esfera unitaria de R?
que se encontra em @), isto é, restrita a superficie S = {v € Q4 : ||v|| = 1}. Nessa superficie,
temos um vinculo entre as coordenadas de v:

veES & V4. 4+vi=ley;>0Vi=1,---.d

E possivel, entao, interpretar a superficie S como sendo o grafico da funcao

04 = valon, - var) = /1= [ 40, )
cujo dominio D C R4 4
D={(v, ,vg1) ER" vl 4. 403 <1lewv;>0V i} (5)

Se substituirmos vy, dado por (4), em (2), nés concluiremos que «;(+) e f(-) podem ser reescritas
como funcgoes das d — 1 variaveis vy, ...,v4_1. Por exemplo, apds a substituicao, obteremos

d—1
OéZ'(Ul, s ;Ud—l) = U;l ZAUUJ + U;lAid\/l — [U% + -+ U?l_l] (6)
j=1

se i # d enquanto que

_qd-1

ag(vy, -+, vg_1) = <\/1 —[wi4--+ U371]> Z Agiv; + Ada- (7)
j=1

Denotaremos por 0D a fronteira de D:
OD={veR"™ :v;>0e |v| =1ouwv; =0
para algum ¢ = 1,---,d — 1}.

De acordo com (3), (6) e (7), f(v) é uma funcao positiva e continua em D, com limite lim,_,,
f(v) = oo para qualquer vy € dD. Pelo Lema 3.1.1, concluimos que f(v) possui um ponto de
minimo global em D. Esse ponto tem uma imagem na superficie S que, por sua vez, estd imersa
em Q4. A conclusao imediata é que:

3 29 e, talque f@O)<f(z) V ze€Q,. (8)

Vamos mostrar, a seguir, que qualquer vetor (*) satisfazendo a condicdo (8) é um autovetor da
matriz A. Em outras palavras, vamos mostrar que

al(x(o)) —_ .= ad(x(o))’ (9)

seguindo daf que x(?) é autovetor com autovalor A\, = f(z(?)). De fato, suponha por absurdo que

(9) nao se verificasse. Reindexando os «’s, se necessario for, podemos assumir que:
ar(2?) > ax () > . ag_1 (2) > ag(2), (10)

sendo que pelo menos uma das desigualdades é estrita. Fixado € > 0, sejam xf) =(1+ E).T§~0)
sej=1,....,d—1e m&a) = milo). Claramente, z(®) representa uma perturbacdo na posicao de
minimo. Verifica-se que:



o a;(29) = a;(x©) — - Ajg(af/ad) para j = 1,...,d - 1;
o Oéd(ZE(E)) = (1 + 8)04d(l’(0)) — é‘Add = Oéd(l‘(o)) + 9(8),

onde 0(¢) = e(ag(r®) — Agg). Como € e Ajy > 0, segue que a;(z¥)) < a;(z?) < f(z) para
j=1,...,d—1. J4, para j = d, temos que ag(2®) < ay(z®) se f(e) < 0. Caso contrario, como
pelo menos uma das desigualdades em (10) é estrita, escolhemos ¢ arbitrariamente pequeno tal
que ag(z¥)) = ag(z0)+0(c) < ay(x@). Assim, para esta escolha de ¢, vale o (z®)) < f(z(0) V5.
Tomando o méximo em j obtemos f(2) < f(z(?), 0 que é um absurdo em vista de (8).

Nesse ponto, fica claro que (9 é um autovetor de A com todas as componentes positivas e com
autovalor A, = f(2(®). A existéncia de tal autovalor, juntamente com o lema 3.1.2, garante que
A4 é o maior autovalor em médulo. Fica entao provado o item 2 do teorema. Ainda do lema,
segue que a multiplicidade geométrica de z(® é igual a 1.

Daqui em diante, vamos nos referir a (%) apenas como z. Vamos, agora, completar a prova
do item 1, mostrando que nenhum outro autovetor y, associado a um outro autovalor A, tem
somente componentes nao negativas. Suponha, por contradicao, que tal vetor y exista e escreva

Ay = \y
Vamos analisar dois casos separadamente:

e O autovetor y tem pelo menos uma componente nula ;. Nesse caso,

d
0=yA=Y Ay

i=1

Mas como A;; >0V j=1,...,d, deverfamos ter que y; =0 Vj =1,...,d, o que implicaria
em y ser o vetor nulo o que contradiz a hipétese de y ser autovetor de A.

e O autovetor y tem todas as componentes positivas: Nesse caso podemos escrever
n
A:yi_leijyj:Oéi(y>» Vi=1,--,d
j=1

Observa-se que A > 0, entao como A\, é o maior autovalor em médulo, temos:
A<Ai=ai(y) < flz), Vi=1--,d= [f(y) < [fl(2),
uma contradigao, visto que y € ;. e x é um ponto de minimo global de f em .

Considerando os dois casos acima, fica claro que nenhum outro autovetor tem todas as compo-

nentes positivas. Isso conclui a prova da unicidade do autovetor x e também a prova do item
1.



Provaremos, agora, o item 3 do teorema, isto é, mostraremos que a multiplicidade algébrica m,,
de A, é 1. Como ja sabemos que a sua multiplicidade geométrica é 1, basta mostrar que a
equacao

(A= dDw==z (11)

nio ¢ satisfeita para nenhum w € C¢ (ver Teorema C.1 do Apéndice C).

Seja A* a matriz transposta de A. Segue do lema B.0.1 do Apéndice B que as matrizes A e A*
compartilham o maior autovalor Ay. Como A* é uma matriz com entradas positivas, podemos
usar o item 1 deste Teorema para concluir que, se z é o autovetor de A* associado a A, entao
z € Q+. Supondo entao, por contradicao, que exista w que satisfaga (11), teremos que

A (z,w) = (A2, w) = (2, Aw) = (2, A w) + (2, x),

de onde se conclui que (z,z) = 0. Contudo, (z,x) = 0 é, claramente, uma contradi¢do com o
fato de que z;, z; > 0Vi.
]

4 Modelos de spin: Hamiltoniano, Funcao Particao, En-
ergia Livre, Pressao e Transicao de Fase.

Como ja dissemos, anteriormente, um sistema ferromagnético (por exemplo, um pedago de ima)
pode ser representado por uma rede de sitios. Os modelos ferromagnéticos sao, geralmente,
definidos sobre redes d-dimensinais que sao subconjuntos de Z?. Nessa secao, serdo definidas as
grandezas e fungoes importantes no tratamento estatistico de tais modelos, como o hamiltoniano,
funcao particao e energia livre.

Considere uma rede (ou volume) em Z? dada por
A=[-N,N]x...x[-N,N]()z*, (12)
onde N € N.

Um sitio (ou vértice) é, entao, um ponto i € A. Vamos nos referir ao nimero de sitios em uma
determinada rede por |A|.

A cada sitio j ¢ associada uma varidvel o;, denominada varidvel de spin, que pode assumir alguns
valores especificos dependendo do modelo. No Modelo de Ising, geralmente, a variavel de spin
pode assumir apenas os valores o; = +1 ou 0; = —1, representando spin para cima e spin para
baixo, respectivamente. Ja em modelos mais gerais, ela pode assumir também valores inteiros
em um intervalo simétrico [—S, S].

A distancia entre dois sitios e y em A, ||z — y|| serd dada pela distancia euclidiana:

lz =yl = V(21 = y1)? + (22 = y2)? + ... + (22 — ya)?.
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Dada uma rede A, diremos que dois sitios 7 e j pertencentes a A sao primeiros vizinhos, se a
distancia entre eles é 1. Generalizando, os n-ésimos vizinhos sao os sitios cuja distancia relativa
é igual a n.

Dada uma rede A, definiremos sua fronteira OA como o conjunto de pontos nao pertencentes a
rede A tais que a menor distancia a algum ponto da rede é 1. Mais precisamente, OA = {i €
ZAA : mingey ||i — z|| = 1}.

Para um modelo (definido sobre uma rede A) no qual as variaveis de spin possam assumir valores
em um subconjunto de S C Z, definimos o espacgo de configuracoes €Q:

Q=8x89x...x8=5"

|Alvezes
Em particular, no Modelo de Ising temos o sequinte espaco de configuragoes.

Q={-1,1} x {=1,1} x ... x {=1,1} = {1, 1}/

|[Alvezes

Uma configuracao, {o} € € representa o estado microscépico do sistema em um dado instante.

Podemos, também, associar uma variavel de spin p; a um sitio ¢+ da fronteira A de uma rede
A. As condigoes de contorno cc sdo configuragoes {u} prescritas nos sitios i € OA. Assim,
por exemplo, no Modelo de Ising, se fixarmos todas as variaveis de spin y = 41 nos sitios da
fronteira, dizemos que estamos tomando condigoes de contorno positivas. Condi¢oes de contorno
negativas sao definidas, analogamente, prescrevendo o valor = —1 para tais sitios. Ja condigoes
de contorno livres sao aquelas em que nao sao associadas variaveis de spin aos sitios da fronteira,
isto €, eles nao estao acoplados aos sitios da rede. As condigoes de contorno podem ser também
periddicas. Para isso, o sistema deve ser definido em uma rede que é uma espécie de toro em Z<.

O conceito de energia é fundamental no tratamento termodinamico de sistemas fisicos. Dessa
forma, é necesséario definir, para cada modelo, uma funcao H que associa, a cada configuracao
{0}, a energia correspondente H({c}). Essa fungao é chamada hamiltoniano.

Definido o hamiltoniano para um modelo particular, podemos iniciar o seu tratamento estatistico.
Para isso define-se a Fungao Particao Z, ..({c}):

Definicao 4.1 (Funcao Particao) Dada uma rede A e um hamiltoniano Hy .., a fun¢do particao
€ definida como:
Zpee({o}) = ZeXp[_ﬁHA,CC({U}H' (13)
{o}

Observe que a soma ¢ feita sobre todas as configuragoes {o} € 2. O termo 5 = 1/KT ¢ o inverso
da temperatura T multiplicada pela constante de Boltzmann K. Ja o termo exp(—FH, .({c}))
é o fator de Boltzmann que é tradicional em Mecanica Estatistica do Equilibrio.



Segundo o postulado de Gibbs-Boltzmann, um sistema em equilibrio apresenta uma distribuicao
de probabilidade dada pela seguinte defini¢ao:

Definigao 4.2 (Distribuigao canénica) A probabilidade associada a configuracio {o} é definida

por
. eXp[—ﬁHA,cc({o-})]
P({o}) = =P et

As grandezas macroscépicas sao limites (com |A] — oo) de valores médios segundo essa dis-
tribuigao. Isso nos leva a préxima definigao:

Definigao 4.3 (Valor esperado) O walor esperado de uma fungio p({c}) das configuracoes
{o} a volume A e condigoes de contorno cc é definido como

1
ZA,cc

(p{o})ae = Y wl{o}) exp(—BHa o).

{o}

A energia livre é um potencial termodinamico cujas derivadas fornecem grandezas fisicas de
interesse. Dada uma rede A, um hamiltoniano Hy ..({c}), definido sobre ela; e definida a fungao
partigdo por (13), podemos definir a energia livre como segue:

Definigao 4.4 (Energia Livre) A energia livre a volume finito |A| e com condi¢des de contorno
cc €

1 ln(ZA cc)
« = ————22, 14
faee = =50 "
Observacao: A grandeza
_ In(Zj )
PAcce = — 77—
Al

¢ denominada pressao a volume finito e com condic¢oes de contorno cc.

A energia livre é um potencial termodinamico de muito interesse no contexto da Mecanica Es-
tatistica porque suas derivadas geram grandezas macroscopicas relevantes. Como exemplo, temos
que a magnetizacao é My .. = —%.

A equagao (14) nos indica que, assim como Za .., a energia livre a volume finito, ¢ uma fungao
analitica dos parametros J, h e . Dessa forma, a volume finito, nao existem as descontinuidades
nas derivadas que sao observadas experimentalmente. Para que esse comportamento seja notado,
devemos tomar o limite |[A|] — oo. Quando realizamos esse processo, dizemos que estamos
tomando o limite termodinamico. Como exemplo, tomar o limite termodinamico para a energia
livre significa calcular o seguinte limite: f = limp_ o fa . Chamamos f simplesmente de energia
livre. Se o limite for tomado para a pressao a volume finito, obtemos p = limp_,o pa e que €
chamada pressao.

Podemos agora, definir precisamente o que se entende por transicao de fase em sistemas ter-
modinamicos:
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Definigao 4.5 (Transicdo de fase) Dizemos que um sistema sofre transicio de fase em um ponto
de seu espago de parametros, se, a pressao, ou alguma de suas derivadas parciais (de ordem
arbitrdria) com relagao a um dos seus parametros, for descontinua nesse ponto.

Nas préoximas segoes, utilizaremos as definicoes dadas nessa secao para estudar o comportamento
de varios tipos de modelos de spin.

5 O Modelo de Ising Unidimensional e a Matriz Trans-
feréncia

Nessa secao, trataremos do problema de encontrar a funcao particao e a pressao para o mode-
lo de Ising unidimensional considerando pequenas variagoes como, por exemplo, a auséncia ou
presenca de campo magnético externo.

A definicao abaixo diz respeito a energia associada a uma configuracao no Modelo de Ising:

Definicao 5.1 (Hamiltoniano Ising) Seja A a rede dada por (12) e OA sua fronteira. Suponha
que sejam prescritas condigoes de contorno cc. Entao, dada uma configuracio {c}, a energia
associada a ela, no Modelo de Ising, ¢ dada pelo hamiltoniano:

HA,cc({a}) = — Z JZ‘]’O'Z‘O'J' — Z hiO'i — Z JijO'i[Lj, (15)

(i,7) iEA (i,§)i€N, FEA

onde as varidveis de spin o e u, na rede A e na fronteira O\, respectivamente, podem assumir
0s valores +1.

O primeiro termo nesse hamiltoniano representa o termo de interacao spin-spin, sendo que a
soma é realizada entre pares de primeiros vizinhos (7, j). Para cada par de vizinhos, a constante
Ji; € positiva e é chamada constante de acoplamento. Observe que, o fato dessa constante ser
positiva, reflete o principio fisico de que, em sistemas ferromagnéticos, a configuragao em que
os spins estao alinhados (isto é, as varidveis de spin tém o mesmo sinal) minimiza a energia do
sistema.

Ja as constantes h;, que aparecem no segundo termo, representam o campo magnético externo
aplicado em cada sitio i. Novamente, o fato do campo magnético externo e a variavel de spin
terem o mesmo sinal minimiza a energia.

A dltima soma é realizada entre pares de spin vizinhos (i,j) sendo que um deles pertence a
fronteira e o outro pertence a rede. Essa soma é semelhante a primeira e representa a contribuicao
para a energia do sistema devido as condigoes de contorno prescritas na fronteira. Observe que,
para se obter condicoes de contorno livres, basta fazer todas as contantes de acoplamento J;;
nulas nessa soma.
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Nessa secao, vamos supor que a constante de acoplamento J e o campo magnético externo sao
uniformes, isto é, J;; = J V (4, j) e h; = h Vi e vamos obter, explicitamente, a funcéo particao e
a pressao relativa a esse modelo em uma dimensao.

Primeiramente, sera apresentado um calculo direto para o caso em que as condi¢oes de contorno
sao livres e nao existe campo magnético externo. Depois serd introduzido o método da matriz
transferéncia; que é método criativo e muito conveniente para o propdsito de calcular a funcao
particao para esses modelos. Como a matriz transferéncia é uma matriz com todas as entradas
positivas, temos uma conexao entre o Teorema 3.1 e a Mecanica Estatistica. O resultado principal
dessa se¢ao é mostrar que o maior autovalor dessa matriz é muito importante na obtencao da
funcao particao e, consequentemente, da pressao.

5.1 Condicoes de Contorno Livres sem Campo Externo: Integracao
Sitio-Sitio

Nessa secao, trataremos do Modelo de Ising sem campo magnético externo e com condigoes de
contorno livres. Mostraremos que é possivel obter explicitamente a funcao particao e a energia
livre para esse caso particular. No entanto, o objetivo dessa secao ¢ motivar a necessidade de
um método que funcione em situac¢oes mais gerais como, por exemplo, no caso em que existe um
campo magnético externo.

Considere o Modelo de Ising unidimensional definido sobre uma rede de 2N + 1, N € N sitios
A={i€eZ:—-N<i<N}. (16)

Caso as condicoes de contorno sejam livres e nao haja campo magnético externo, a energia
associada a uma configuracao ¢ dada pelo hamiltoniano ? :

HN({O'}) = — Z_ J0i01+1- (].7)

Esse caso, que apresenta a expressao mais simples possivel para a energia no Modelo de Ising,
pode ter a funcao particao avaliada através de um procedimento simples. Este consiste em somar,
termo a termo, a funcao particao, considerando os possiveis valores para a variavel de spin em
cada sitio.

A funcao partigao definida em (13) é dada por:

N—-1
Zn(B,Jh=0) = > exp| Y BJoioin (18)
{o} i=—N

2Compare com o hamiltoniano (15). Observe que foi mantido apenas o termo de interagao spin-spin e as
constantes de acoplamento foram tomadas como uniformes.
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N-1
= Z H eXp(ﬁJUiUz‘H)

{o} i=—N

A funcao partigao definida em (13) é dada por:

ZN(B,J,h=0) = Zexp ( 2 ﬁJaioiH) (19)

{o} i=—N
N-1
= Z H eXp(ﬁJUio'iJrl)
{o} i=—N

Como o sitio © = N s6 interage com seu primeiro vizinho, 7 = N — 1, podemos reescrever a
expressao acima fatorando o termo que contém a interacao entre esses dois spins:

N-2
Zn(B,J.h=0) = > I exp(BIoioin)| x

| {oi}:i#N i==N

X Z exp(BJon_10N)

lon==%1

Agora analisamos o 1ltimo termo na equagao acima. Somando sobre os valores oy = +1 podemos
eliminar a dependéncia com relagao ao sitio : = N:

Z exp(fJon_1on)| = exp(BJon_1)+ exp(—FJon_1)

on==%1

= 2cosh(BJ).
Observe que a dependéncia em oy _; também ¢é eliminada nesse termo, porque o cosseno hiperbélico

¢ uma fungao par.

Voltando a expressao para a funcao particao temos:

N-2
Zn(B,J,h=0)=2cosh(BJ) Z H exp(BJoioii1)

{o;}:i#N i=—N

O termo entre colchetes na expressao acima é semelhante ao lado direito da equacao (19) que
foi, por sua vez, o nosso ponto de partida. Assim, pode-se repetir o processo somando sobre os
possiveis valores da variavel o _1. Por inducao, obtém-se, apds repetir a integragao nas variaveis

ON;ON—-1y++-30-_N41 € O_N41:

Zn(B, T h=0) = [2cosh(BN]PN | > 1 (20)

o_n==%1

— 22N+1 [COSh(ﬁJ)]2N
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Utilizando a expressao acima para a fun¢do partigdo, podemos obter a pressao p(f3,J,h = 0) =

. n(Z )
limy oo 5 ](V +N1). O resultado é:

p(B,J,h =0) = In[2 cosh(5J)]

Uma questao surge, naturalmente, apés a apresentagao do método acima. Serd que esse método
é pratico e pode nos levar a resolugao de um grande ntimero de modelos unidimensionais? Na
verdade, caso seja adicionado um campo magnético externo ao hamiltoniano, esse método deixa
de ser pratico. Dessa forma, sera apresentado na préxima secao um método mais poderoso que
se denomina método da matriz transferéncia.
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5.2 Modelo Ising com Condicoes de Contorno Periédicas e a Matriz
Transferéncia

Nessa secao, trataremos um sistema particular que consiste em uma linha de spins dada por
(16) na qual atua um campo magnético externo uniforme de intensidade h e com condigoes de
contorno periédicas. Serd introduzida a matriz transferéncia para auxiliar no calculo da funcao
particao.

O hamiltoniano para esse sistema é dado por:

N N
HN({O'}) = - Z JO'Z'O'i+1 —h Z a;
1=—N i=—N

N n
= - Z Joioip1 — 5 Z (0i + Tit1),
i=—N i=—N
onde tomamos a convenc¢ao de que ox11 = 0_N.
A fungao particao é, entao, dada por
al B
Zn(B,J, h) = Z H exp [V 0011 + E<Oi + 0i+1)] . (21)

{o} i=—N

onde v = [3J e B = 3h.

Notando que cada termo do produto acima depende de duas variaveis de spin o; e 0,11 a equagao
(21) fica, convenientemente, reescrita como:

Zn(B,J.h) = D [L(o-n,0-n11)L(0_N+1,0-Ns2) ... (22)
{c}
Ce L(O’N_l, ON)L(O'N, UN—H) ] y

onde os fatores L(o;,0;) s@o definidos por

B
L(o;,05) = exp {1/ oi0; + E(O'i + O'j):| : (23)

Fixando uma configuracao particular {c}, cada termo L(0;,0;41) ird assumir um dos valores da

seguinte matriz 3
_( L(+,4) L(+,—)\ _ [ e8 e
L= ( L(_v +) L(+a _) B e’ eyiB ‘ (24)

30s simbolos + e — devem ser entendidos como equivalentes a +1 e —1, respectivamente.
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Observe que a matriz L possui apenas entradas positivas. Ela é denominada matriz transferéncia.
Suas linhas e colunas sao indexadas por + e — ao invés de 1 e 2. Assim, por exemplo, o elemento
Lq1 é 0 mesmo que L(+,+).

Verifica-se que, mantendo-se fixas as configuracoes nos sitios ¢ — 1 e 2 + 1 e somando-se sobre as
configuragoes possiveis, + ou —, no sitio i, pode-se eliminar a dependéncia da variavel o;, pois,

Z L(oi_1,04)L(0;,0i41) =

oi=*%
= L(oi_1,+)L(+,0i1) + L(oi—1, =) L(—, 0i11)

2
=L (Uz’—1701+1)7
onde L?(0;_1,0;,1) representa o elemento devidamente indexado da matriz L.

Usando o resultado acima, podemos efetuar a soma em (22), somando inicialmente sobre a
variavel on. Repetimos o processo, sucessivamente, de forma que apés a 2N-ésima eliminacao,
obtemos a expressao:

ZN(ﬁ; ,], h) _ Z L2N+1(O',N,O',N) _ TT(L2N+1>

o_nN=%

= APV R (25)

onde A\, e A\— s@0 os maior e o menor autovalor da matriz L, respectivamente. A exiténcia do
maior autovalor esta assegurada pelo Teorema 3.1.

Resolvendo a equacgao caracteristica para a matriz transferéncia (24) obtemos:

i = "7 cosh(Bh) % [¢*? sinh?(Bh) + 6_25‘]]% (26)

Ao utilizar a matriz tranferéncia para esse caso, o problema de encontrar a funcao particao foi
reduzido ao problema de encontrar os autovalores de L. Mostraremos, agora, que nos ¢ permitido
escrever a pressao em termos do maior autovalor. De fato, a pressao, a volume finito, py (3, J, h)
é dada por

)\2N+1
py=2N+1)"'In [AiNH (1 + W)}
+

E tomando o limite termodinamico obtemos imediatamente que a pressao ¢ o logaritmo do maior
autovalor de L. Mais explicitamente

p(B,J,h) =1In {eﬂ‘] cosh(Bh) 4 [e*?/ sinh?(Bh) + e_%‘]]%} . (27)

Esse resultado implica que, para encontrar a pressao, e, consequentemente, a energia livre, basta
encontrar o maior autovalor da matriz transferéncia L dada por (24). Observa-se que, nesse caso,
a pressao é uma funcao analitica de (3, J, h indicando que nao ha transigao de fase (de nenhuma
ordem) para esse modelo.
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Como caso particular do sistema apresentado nessa se¢ao, se o campo magnético externo for nulo,
entao, fazendo h = 0, obtém-se o seguinte resultado para a pressao:

p(B,J,h =0) =In[2cosh (5.J])]. (28)

Note que esse resultado é exatemente igual ao encontrado na segao anterior. Justificaremos essa
coincidéncia na préxima secao. Nela, voltaremos a trabalhar com condicoes de contorno livres.

5.3 Modelo de Ising Unidimensional e com Condigoes de Contorno
Livres

No item anterior, foram consideradas condi¢oes de contorno peridédicas, o que nos permitiu es-
crever a fungao parti¢do como o trago da matriz transferéncia (relativa aquele modelo) elevada
a poténcia 2N + 1 como mostrado na equacao (25). Nessa secao, o fato de que as condigoes de
contorno sao livres, impede que a funcao particao seja expressa dessa maneira. Vamos mostrar,
entretanto, que o resultado de que a pressao é dada pelo maior autovalor da matriz transferéncia
continua sendo valido.

Considere, novamente, o Modelo de Ising unidimensional definido sobre a rede (16). Para esse
modelo, a energia é dada pelo hamiltoniano

H{o}) = Z Jooig1 —h/2 Z o, —h/2(c_n +oN).

A funcao particao com respeito a esse hamiltoniano, é dada por

N-1

Zn(B,J h) = Z H {exp[voioiy1 + B/2(0i + 0441)]
{0} i=—N
exp [B/2(o_n +on)]}.

Definindo L(0;, ;) novamente por (23) temos a expressao:

B
67 J h {2; H L UZaUz+1 exXp |:5(0-—N + O-N):| ) (29)

onde L(0;,0;41) é um elemento de (24).

Na equagao (29), nao é possivel eliminar a dependéncia em relagdo a variavel de spin no sitio
N da maneira realizada em (5.3). E possivel, no entanto, eliminar a dependéncia dos sitios
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1€Z:—N+1<i<N —1, fazendo com que essa equacao forneca,

B

Zn(B, k)= > L*(o_y,on)exp [E(UNMN)],

o_N,ON=Z
o que é equivalente a escrever, a funcao particao como um produto escalar

Zn(B,J, h) = (U, L*N W), (30)

onde W é o vetor (e, e P).

Agora, inspirados pelo resultado da segao (5.2), podemos expressar a fungao partigdo em termos
dos autovalores de L, Ay e A_ dados pela equagao (26). Primeiramente, reescrevemos 2N — ésima
a poténcia da matriz transferéncia em funcao destes:

LN =N p,+ NP

onde P, sao as projecoes na direcao dos autovetores associados aos autovalores Ay, respectiva-
mente.

A funcao particao é dada, nesse caso, por:
Zn (B, J,h) = (U, L*M W) = N2N(U, PL0) + AN (0, P_T). (31)
Compare com a expressao andloga, com condigoes de contorno periédicas (25).

A equagao (31) pode ser reescrita

2N
Zn(B, 0, h) = N3 |0, PL®) + 55 (0, P (32)
+

Observando que Ay > A_, segue do Teorema 3.1 que o autovetor associado a A, tem todas
as componentes positivas. Como o vetor ¥ também tem todas as componentes positivas, entao
(U, P,U) > 0. Dessa forma, tomando o logaritmo em (32) e considerando o limite termodinamico
obtém-se:

_ 2N et w2 P
b= NN T Tan e VT T e e

4
= In(A;).

O resultado importante é que a pressao ¢ dada pelo logaritmo do maior autovalor da matriz transferéncia,
tanto no caso em que as condigoes de contorno sao periddicas, como no caso em que elas sao livres.
Como as matrizes dos dois casos sao iguais, temos que a pressao é independente do fato de serem as
condigoes de contorno livres ou peridédicas. Essa aparente coincidéncia de resultados é, na verdade,
uma conseqiiéncia de um resultado mais geral: a independéncia das condicoes de contorno para o limite
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termodinamico da energia livre no Modelo de Ising d-dimensional. Para uma prova dessa independéncia,
ver [6].

Ainda considerando esse modelo, nos concentraremos no caso particular em que o campo magnético
externo é nulo. Nesse caso, fazemos B = 0 na matriz transferéncia, obtendo dessa forma,

BJ —BJ

e e

Ly = .
0 (eﬁ‘] 66‘] >

Os autovetores da matriz Lo sio v; = 1/v/2(1,1) e v_ = 1/4/2(1,—1) com os respectivos autovalores
A= e Pler =efl —e B/,

Como sabemos que a pressao € o logaritmo do maior autovalor de Lg, temos que
p(B,J,h =0) =1In(Ay) = In[2cosh (8J)].

Esse resultado ja era esperado em virtude de ter sido obtido anteriormente em (28). Também ¢é inter-
essante ressaltar que o conhecimento dos autovetores e autovalores da matriz transferéncia nos permite
calcular a func@o particdo a volume finito. Pois sendo (¥, PLV¥) =2 e (¥,P_V¥) = 0 a equagao (31)
fornece:

Zn(B,J,h = 0) = 2[2cosh (8)]* = 22N+ [cosh (8.J)]2,

resultado esperado em vista do que foi obtido através da integragao sitio-a-sitio, equagao (20).
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6 Generalizacoes

Nessa secao, introduziremos modelos mais gerais nos quais é possivel calcular a funcao particao através
do método da matriz transferéncia. Serao considerados novos tipos de hamiltoniano, novos valores para
as variaveis de spin e interacoes entre sitios cuja distancia é maior que 1.

Mostraremos que é possivel definir uma matriz transferéncia para esses modelos e expressar a func¢ao
particao em termos de um poduto escalar envolvendo uma poténcia dessa matriz semelhante a equacao

(30).

Em seguida, mostraremos que o resultado de que a pressao é o logaritmo do maior autovalor da matriz
transferéncia continua sendo vélido. Para isso, utilizaremos a seguinte proposi¢do que é uma con-
seqiiéncia do Teorema 3.1.

Proposicao 6.1 Seja A uma matriz d X d com todas as entradas positivas e seja Ay o maior autovalor
de A com autovetor unitdrio associado x. Se ¢ e W sdo vetores de R? tais que (p,z) e (U, x) sdo
positivos, entao a sequéncia {Zytnen, onde Zy, = (@, A"WV), € tal que

lim 1 InZ, =InA,.

n—oo N

Prova: Seja W; o subespago gerado por . Como A;; > 0 Vi, j, concluimos, pelo Teorema 3.1, que
Wi tem dimensao igual a 1. O espaco vetorial R pode ser decomposto como uma soma direta R? =
W1 @ Wi, onde Wi representa o subespaco de R? ortogonal a z. W e Wit sdo subespagos invariantes
sob a acdo de A, isto é, AW, C Wy e AW{- C Wit

Os vetores ¢ e ¥ possuem decomposi¢ao tnica como: ¢ = a1z + wi e ¥ = asx + wa, onde wy e wo
pertencem a Wi, a1 = (p,z) e az = (¥, z). Segue daf que

A n
(0, A"U) = o AT} + (wi, A"wa) = AT} [alag + (wy </\> wg)} (33)
+

Seja, agora, A, = %]VVIl a restricdo da matriz % ao subespago WlL Pelo Teorema 3.1 o raio es-

pectral 4 de A, é menor que 1. Segue, como conseqiiéncia da proposicdo D.1 do Apéndice D, que

limy, o0 (w1, (%)n way) = 0.

Sendo ajay > 0, entdo, para n suficientemente grande, o termo em colchetes em (33) é positivo e seu
logaritmo esta bem definido. Segue que, quando n — oo,

1 1 AN"
—InZ,=InA;L +—In [alag + (wy, <> w2>] — InAy.
n n At

O

Essa proposigdo tem conseqiiéncias muito interessantes, se considerarmos os modelos mais gerais que
estudamos na Secdo 6. Podemos afirmar que, sempre que conseguirmos escrever a funcao particdo como

4No Apéndice D estd definido raio espectral
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um produto escalar da forma (¢, L"), com L sendo a matriz transferéncia, a pressao serd dada como
o logaritmo do maior autovalor de L. Isso se aplica imediatamente aos modelos que trataremos nessa
secao.

Inicialmente, vamos tratar do modelo BEG, no qual o hamiltoniano possui termos que dependem do
) )
quadrado das varidveis de spin e no qual essas varidveis podem assumir, além dos valores 41, o valor 0.

Depois trataremos do Modelo de Ising com a varidavel de spin generalizada e do Modelo de Ising com
interacao entre pares de spin cuja distancia é maior que 1.

6.1 Modelo de Blume-Emery-Griffiths

O modelo de Blume-Emery-Griffths ou modelo BEG é interessante no contexto pois € possivel avaliar a
funcao particdao utilizando a matriz transferéncia. A energia de uma configuragao é dada pelo hamilto-
niano

H{(o)} = —JZUzU] K20202+D20w

(4,5) (4,9)

onde i € Z% é um sitio da rede, (1,7) representa um par de primeiros vizinhos. Assim como no Modelo
de Ising o; é a varidvel de spin no sito i, mas no modelo BEG ela pode assumir os valores 0,41, —1. A
constante de acoplamento J > 0 é analoga a do Modelo de Ising. Existem, porém, outros dois parametros
K e D que satisfazem —oco < K, D < +o00. Esses pardmetros regulam dois tipos de interacao diferentes
das estudadas até entao, pois dependem do quadrado da varidvel de spin, nao diferenciando assim se ela
vale +1 ou —1. Observe que, se tomarmos K e D iguais a zero, esse modelo se reduz a uma generalizacao
do Modelo de Ising sem campo magnético externo, no sentido de que resta apenas o termo de interagao
spin-spin com as varidveis de spin podendo assumir, agora, os valores 0, +1, —1. Definindo y = K/J e
x = —D/(2dJ) o hamiltoniano se reescreve como segue

H{(o)} = —JZU,UJ—l—yJU + z(a? —i—a ZHJ
(i:4) (i:3)

O objetivo é calcular a fungao particao para o caso unidimensional com condigoes de contorno livres. Se
o modelo for definido sobre a rede (16), o hamiltoniano acima se reescreve de forma mais conveniente

N—-1
Hy{(o)} = —J Z [oi0; + yafajz + z(0? + UJQ-)] — Ja:(a%N + o%). (34)
i=—N
Defina
L(oj,05) = exp BJ[oio; + yo? 0'] +z(c? + 032)]. (35)

Fixada uma configuracao particular, e utilizando —,0 e + como indices ao invés de 1,2 e 3, respectiva-
mente, L(o;,0;) serd um elemento da matriz 3 x 3:

L(—=,=) L(-,0) L(-,+)
L = | L(O,-) L(0,0) L0,+) | =
L(+,-) L(+,0) L(++)



eﬁJ(l—l—y-ﬁ-Zx) eﬁJx eﬁJ(—1+y+2m)
— eﬁJm 1 eBJx (36)
eﬂJ(—l—l—y—l—Qa:) Bl 6,6’.](1+y+2x)

Essa matriz serd a matriz transferéncia °para o modelo BEG. De fato,

Zn(B,J.x,y) = Y L(o_n,0N) o L{on_1,0n)eP2@nToR)
{o}
— Z LQN(O'_N, UN)eﬁJw(03N+a?v)
{oi}:i=%N

Agora se definirmos o vetor
T = (8771, e877) (37)

podemos escrever a fungao partigdo como o seguinte produto escalar

ZN(/B? J,x,y) = (lII7L2N\Ij>' (38)

Se Ay é o maior autovalor da matriz L, segue da proposicao 6.1 que a pressao é igual ao logaritmo
natural de Ay.

6.2 Modelo de Ising com Spin Generalizado e sem Campo Externo

Considere, nessa se¢ao, o Modelo de Ising unidimensional definido sobre a rede (16) e com hamiltoniano
dado por (17)

H({o}) = Z Joioii1

em que

0, €N: =S <g; <-8S. (39)

Nesse caso, as condigoes de contorno foram deixadas livres. Vamos avaliar a fungdo particao para esse
modelo utilizando novamente o método da matriz transferéncia.

Iniciamos fazendo S = 1 em (39). Na segao anterior 6.1 obtivemos a matriz transferéncia e através
dela fomos capazes de calcular a fungao particao para o modelo BEG. Porém, como discutimos naquela
secdo, se fizermos os parametros z e y da equacao (34) nulos, entdo o modelo se resume ao Modelo de
Ising que trataremos agora. Nesse caso, temos pronta a matriz transferéncia L1, pois basta substituir
x=0ey=0em (36) para obter

Bl 1 e P

Ly = 1 1 1
e Bl 1 efd

®Note que, o fato de que a varidvel de spin pode assumir agora trés valores diferentes foi responsavel pelo
aumento das dimensoes da matriz transferéncia.
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Fazendo também = = 0 em (37), obtemos o vetor ¥; = (1,1,1). Trocamos também L por L; em (38).
Entao, segue que
Zn(B,J,h = 0) = (U1, LTV W),

Trataremos agora o caso geral em que S > 1. Seguindo o processo de generalizagdo baseado na segao
anterior, fazemos z e y nulos em (35). Isto nos fornece:
L(0;,05) = exp(BJoi0;)

Se utilizarmos os nimeros —5,—-S+1,---,5 — 1,5 como indices, entao, fixada uma configuracao, e dois
sitios da rede i e j, L(oy,0;) serd um dos elementos da matriz:

L(=S,—8)  L(=S,—S+1) . . . L(=S.S)
L(-5+1,8) L(-S+1,-S+1) . . . L(-8+1,8)
Lg = ‘ ' ' (40)
L(S,—8) LS.—S+1) . . . L(=S8)

Claramente a fungao particao serd dada por
Zn(B.J.h=0) = (Us, LF" Us). (41)
onde Ug é o vetor de 25 + 1 componentes, todas iguais a 1, isto é: ¥g = (1,1...,1).

Como exemplo, para o caso S = 2, substituindo os valores apropriados dos elementos de matriz em (40)
e (41) obtemos

_ _ 2N
o—28J  ,—4BJ

1 e e 1 1
1 e287 Pl 1 e PBS e28J 1
ZN(ﬁ,J,hZO) == 1 1 1 1 1 1 1
1 e28J =B 1 eBJ e287 1
1 e8I =280 28 ABT 1

O fato de a funcao particao ser dada por (41) e a proposi¢ao 6.1 nos fornecem mais uma vez que a
pressao é dada pelo logaritmo do maior autovalor da matriz transferéncia.

6.3 Modelo de Ising, com Interacao de Primeiros e Segundos Vizinhos

Considere a seguinte rede:
A={ieZ:1<i<2N}, (42)

com N € N. Essa rede difere ligeiramente da definida por (16) pois, agora, é considerado um nimero par
de spins. Trataremos de uma versao do Modelo de Ising, sem campo magnético externo, que considera
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a interagao entre todos os sitios 4, j € A tais que ||i — j|| = 1 ou |[i — j|| = 2. A energia para esse modelo
sera dada pelo hamiltoniano:

2N—-1 2N -2

Hy({o})=—-J Z 0i0i+1 — J Z 0i0it2 (43)
i=1 i=1

Nesse hamiltoniano, as parcelas Jo;o;41 sao as contribuigoes de primeiros vizinhos e as parcelas Jo;042
sao as contribuicoes de segundos vizinhos para a energia.

A rede A dada por (42) pode ser vista como um conjunto de N + 1 pares de sitios vizinhos. Entao
define-se o conjunto t:
ty,={2k+1,2k+2}, k=0,...,N —1;

como sendo o k-ésimo par de spin que forma a rede.

Definimos a auto-energia de cada par como sendo a energia de interagao dentre os dois spins dos sitios
que formam o par t;, mais precisamente,

H(ty) = —Jookt102k42

Definimos também a energia de um conjunto de pares vizinhos ti e tx 1 como sendo

H(ty | Jtryr) = H(te) + H(terr) + H(ti tra),
onde

H(ty; thr1) = —J[02k4+202k+3 + O2k+102k+3 + O2k+202k+4]

Observe que, além das auto energias dos pares t e tp11, deve ser incluido o termo H(tg;tx+1) que
representa a energia de interagao entre esses dois pares. Observe que, em H (tx; tr11), algumas parcelas
vem de interagoes entre primeiros vizinhos e outras de interacoes entre segundos vizinhos.

Reordenando a soma em (43), pode-se escrever:

Ha({o}) = H(to) + H(t1) + H(tost1) + H(ta) + H(t1;t2) + - + (44)
+ H(ty—1)+ H(tn—2;tn-1)-

Essa nova forma de reescrever o hamiltoniano é conveniente porque separa as energias de interagao entre
pares vizinhos das auto-energias de cada par.

Observe ainda que a equagao (44) pode ser reescrita de forma mais simétrica:

N—-2
Ha{o}) = [Z SH() + g Hltkn) + Hitistin) | + 5 Hto) + 3 Hltn ) (45)
k=0
Isso nos motiva a definigao
L(thts) = exp {—ﬁ BH(tk) () + H (1 m] } . (46)
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Podemos escrever a fungao particao em termos desses fatores da maneira padrao desenvolvida nos
exemplos anteriores:

ZN(B,T) =Y Llto, t1) L(ty, ta) -+ L(ty o, ty—y)e =0+ (n-)] (47)
{o}

Fixado um par de sitios t;, existem as seguintes possibilidades para a configuracao de spins nesse par,
a saber: ++, + — —+ e ——. Vamos enumerar as diferentes configuracées como mostrado abaixo:

o ++—1
o +— — 2
e —+—3

o —(— — 4

Sendo assim existem 16 possiveis valores para L(tk,ts). Eles poderao ser representados como elementos
de uma matriz 4 x 4 comforme os ntimeros atribuidos acima para cada configuracao.

L(1,1) L(1,2) L(1,3) L(1,4)
I L(2,1) L(2,2) L(2,3) L(2,4)
o L(3,1) L(3,2) L(3,3) L(3,4)
L(4,1) L(4,2) L(4,3) L(4,4)

GABT BT =BT —p2]

e=BJ 1 e=B2J  BJ
o eBS B2 1 e B |

Obtida a matriz transferéncia para esse sistema e utilizando a equacao (47), a fungao partigao pode ser
expressa como o seguinte produto escalar:

Za(B,J) = (¥, LV 1w),
onde ¥ é o vetor (e%ﬁ‘],e_%ﬁ‘],e_%ﬁ‘],e%w). Como conseqiiéncia, a pressao é dada por p = %ln()\+)

onde At é o maior autovalor da matriz L.

6.4 Modelo com Interacao de Alcance r

Nessa secao sera generalizado o resultado obtido na segao anterior. Deixaremos que um determinado
sitio interaja com todos os sitios da rede cuja distancia relativa a ele é menor que um certo nimero
natural r.

Fixe, entao, um numero r € N qualquer. Esse serd o alcance da interacao spin-spin. Fixando outro
nimero N € N, considere uma rede do tipo A={i e N:1<i < Nr}.
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A energia associada serd dada por

riN—1 rN—2 rN—r
Hy({o} =—-J Z oi0iy1 — J2 Z Oi0iyo —+— Jn Z TiCiyr. (48)
=1 i—1 i—1

Definimos o conjunto tx = {rk + 1,7k +2,...,7k+r} com k = 0,...,N — 1. A auto energia desse
conjunto serd dada por:

Hty)=— ), Jjiygoios.
i jetniti

J4& a energia de interacao entre conjuntos vizinhos ¢ e t;4+1, € dada por

H(t; toar) = ) Jjimg)0i05,
(i.3)
com a soma realizada entre todos os pares de sitios (i,7) com i € ty e j € tp41 tais que ||i — j|| < 7.

Utilizando as ultimas duas defini¢oes, o hamiltoniano (48) pode ser reescrito na forma (45). Claramente,
se definirmos os elementos L(t;ts) através da equacao (46), a funcado particao serd dada por (47).

Somando a fungao partigao sobre as configuragoes dos conjuntos t1, ...ty — 2 segue que:

Zp(B,J) = Z LNl(to,tNl)eXp{—;[H(tg) +H(tN1)]} . (49)
{to,tnv—-1}

Nessa expressao, a soma ¢é feita sobre as 2" configuragoes possiveis em cada conjunto tg e ty—1. Observe
entdo que a soma possui 22" parcelas.

Se enumerarmos as 2" configuragoes possiveis para um conjunto t; como foi feito na Se¢ao 6.3 poderemos
organizar os elementos L(t,ts) em uma matriz L de dimensoes 2" x 2" e reescrever a soma (49) como

ZA(B,T) = (¥, LY71), (50)

onde W ¢é o vetor de 2" componentes: (e%H(l), e_%H(Q), e e%H(QT)). Finalmente, temos p = %ln()\_;,_),

onde Ay é o maior autovalor de L.

Observagao: Na Secao 6.2 foram tratados modelos em que a varidvel de spin assume valores no conjunto
{o0 €Z:—-S <N < S}, mas com intera¢ao de primeiros vizinhos apenas. Ja nos modelos apresentados
nessa secao, a variavel de spin foi restrita aos valores 41; entretanto, os sitios interagem sempre que
a distancia entre eles é menor que um certo ntmero r. Utilizando o mesmo raciocinio apresentado na
Secao 6.2, podemos generalizar o método apresentado nessa se¢ao para um modelo com alcance r e com
variavel de spin generalizada.

7 Auséncia de Transicao de Fase em Modelos Unidimen-
sionais com Interacao de Curto Alcance

Nas secoes anteriores, ficou estabelecido que, para uma classe bem geral de modelos de spin unidi-
mensionais, a fungdo particao pode ser expressa como um produto escalar que envolve vetores com

26



componentes positivas e uma poténcia da matriz transferéncia. Foram considerados modelos em que a
varidvel de spin assume um nuimero finito de valores discretos e que dois sitios interagem sempre que a
distancia entre eles nao ultrapassa um certo valor r.

Nos exemplos fornecidos na Segao 5, as equagoes (27) e (28) fornecem a pressao explicitamente. Observa-
se que, nesses casos, a pressao é dada pelo logaritmo do maior autovalor da matriz transferéncia e que
ela é uma funcao analitica dos parametros reais 3, J e h, portanto, tem todas as derivadas continuas.
Sendo assim, nesses exemplos, o modelo correspondente nao apresenta transicao de fase.

Na Secao 6, consideramos modelos mais gerais que os estudados na Segao 5 e estabelecemos, atraves da
proposicao 6.1, que a pressao pode, ainda, ser expressa em termos do logaritmo do maior autovalor da
matriz transferéncia. Entretanto, a tarefa de encontrar o maior autovalor da matriz transferéncia pode
ser complicada, dependendo do hamiltoniano em questao.

Uma pergunta surge naturalmente: mesmo sem calcular explicitamente o maior autovalor da matriz
transferéncia (e portanto a pressao), é possivel obter informagoes sobre o comportamento termodinamico
do sistema no que diz respeito as transigoes de fase?

Nessa secao, vamos mostrar que para uma grande classe de modelos unidimensionais o maior autovalor da
matriz transferéncia recebe, de heranga, a ”suavidade” do hamiltoniano com relacao a seus parametros,
impossibilitando a presenca de transicao de fase. Mais especificamente, os modelos que trataremos nessa
secao possuem hamiltoniano com invariancia translacional no qual aparecem produtos de varidveis de
spin de mais do que dois sitios. Deixaremos com que essas varidveis de sipin assumam valores no
conjunto {o € Z: —S < N < S}. Para definir, precisamente, a classe de modelos que serd nosso objeto
de estudo precisamos da seguinte definigao:

Definigdo 7.1 Seja A um subconjunto finito de Z¢ e P(A) o conjunto de suas partes. Se o; representa
a varidavel de spin em um sitio i € A, entao, dado A € P(A) e n; a4 € N para cada i € A, definimos o4

_ N, A
ol = I | o,

€A

Sendo A um subconjunto qualquer de R%, representaremos por A; uma translacio de A por um vetor
t € R%. Mais precisamente, fixado um vetor t, definimos A; = {x +t: 2z € A}.

Seremos capazes, agora, de definir um modelo no qual as varidveis de spin ¢; possam assumir valores
arbitrarios em um subconjunto finito de Z e no qual os spins possam interagir entre si sempre que estao
separados por uma distancia menor que r € N. Basicamente, chamaremos os modelos que atendem a
essas hipoteses de modelos de curto alcance.

Definicao 7.2 (Modelo de curto alcance) Se o hamiltoniano de um modelo é da forma:

H({o}) = Z Jac?,

ACA
onde as constantes J4 € R obedecem:

o Ja=Ja,, para todo t € Z¢;
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o Jy =0 se didgmetro(A) > r;
e os expoentes n; o definidos em 7.1 satisfazem:
® Nt A, =MNiA, se A e A estio contidos em A,

entdo esse modelo € dito de curto alcance ou de alcance finito. O nimero r serd chamado alcance.

Observe que todos os modelos que foram apresentados nas secoes 5 e 6 sao modelos de curto alcance.
Porém existem modelos bem mais gerais que sao, também, de curto alcance. Note, ainda, que estamos
supondo invaridncia translacional em nossa definicao de modelos de curto alcance. Essa suposicao serd
muito importante para que possamos estabelecer um método para construir a matriz transferéncia e
expressar a pressao como o logaritmo natural do maior autovalor dessa matriz. A seguinte proposicao
trata desse problema:

Proposicao 7.1 Considere wm modelo de alcance finito r definido sobre uma rede unidimensional. E
possivel construir uma matriz transferéncia para esse modelo de tal forma que a pressdo seja expressa
como o logaritmo natural do seu maior autovalor multiplicado por %

Prova: : Considere, por simplicidade, uma rede cujo ntimero de sitios seja um multiplo do alcance
r, da mesma maneira como foi feito nas se¢oes 6.3 e 6.4. Mais precisamente, considere que |[A| = Nr
onde N é um nimero natural. Podemos, entao, dividir a rede em N blocos que sdo subconjuntos de A
com diametro igual ao alcance r assim como foi feito nas secoes 6.3 e 6.4. Indexaremos os blocos por
ti,te,...ty,onde ty ={rk+1,7k+2,....,7rk+r} comk=0,...,N — 1.

Fixando um bloco ¢, definimos a classe de subconjuntos de A que estao contidos em t v(k) = {A €
P(A) : A C tg}. A auto-energia do bloco ¢ é definida como H(tk) = 3= acqy) JacA.

Fixando, agora, dois blocos ) e t; contidos na rede A, definimos a classe de subconjuntos ¢(k,s) =
{A C txUts : ANte(ts # 0}. Entao a energia de interacio entre ty e ts é definida H(tg;ts) =
ZAGZ(k,s) J a0 E facil se convencer de que, se ty e t; nao sao blocos vizinhos (isto é, k # s+ 1 e
k # s —1), entdo H(tg;ts) = 0. De fato, nesse caso, se A € £(j,s) entdo o diametro de A é maior que
r, o que implica que J4 = 0. Segue dai que, se A € P(A) é tal que J4 # 0, entdo ou A € (k) para
algum k, ou A € (k,k + 1) para algum k. Isso nos permite reordenar as parcelas do hamiltoniano para
escrever:

=1 1 1 1
Ha({o}) = Z [2H(tk) + gH(tkH) + H(tg; tes1) | + §H(t0) + iH(tN)
k=0

Observe que essa forma para o hamiltoniano é a mesma que foi estabelecida na Segéao 6.3. Isso nos inspira
a definir os elementos L(tx,ts) através da equacgao (46). O valor de cada elemento L(t,ts) depende,
apenas, das configuracoes dos blocos ti e ts. Assim, como o sistema é invariante por translacées e como
t, e ts possuem r elementos cada, existem (25 + 1)2" configuracoes possiveis para o par qualquer par
(tg,ts) com ti,ts € A. Construimos uma matriz L indexando as linhas pelas configuragdes possiveis no
bloco t, e colunas pelas configuracoes possiveis no bloco ts. Entao, fixada uma configuragao particular
na rede A, o elemento L(ty,ts) podera ser atribuido a um dos elementos dessa matriz (25+1)" x (25+1)".
Esses argumentos sao suficientes para concluirmos que a matriz L é a matriz transferéncia desejada para
o modelo. Através dela, é possivel mapear as configuragoes de cada bloco em seu vizinho, como foi feito
nas Segao 6.4 para expressar a fungao particdo como na equagao (50).
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Finalmente, segue da proposi¢ao 6.1 que a pressao é dada pelo logaritmo do maior autovalor da matriz
L (a menos de um fator 1) definida pelos elementos L(ty,t). O

O proéximo teorema diz respeito a auséncia de transicao de fase nos modelos de curto alcance que defin-
imos nessa secao. Antes de enuncid-lo, faremos uma observacao que serd 1til em sua prova: Afirmamos
que, para um modelo de curto alcance, nao necessariamente unidimensional, o hamiltoniano depende
apenas de um nimero finito de parametros nao nulos Jy,, Ja,, ..., Ja,. Para se convencer disso, fixe um
sitio 7 e considere a classe de todos os subconjuntos de Z? que intersectam i e cujo didmetro é menor ou
igual a R. Essa classe possui um ntimero finito de elementos. Mas todo subconjunto A C Z¢ com J4 # 0
pode ser identificado como uma translagao de algum conjunto dessa classe. Como J4 é invariante por
translagoes, segue, dai, que a afirmacao é verdadeira. Daqui para frente, vamos representar o conjunto
desses parametros por J = (Ja,, Ja,,...,J4,).

Teorema 7.1 (Auséncia de transicao de fase em modelos de curto alcance) Considere um mod-
elo de curto alcance definido sobre uma rede unidimensional. Entao, a pressao (e, conseqiéntemente, a
energia livre) € uma funcdo de classe C*> de (3 e dos parametros J = (Ja,, Jay, ..., JA,)-

Prova: Como o modelo é de curto alcance, segue, da proposicao acima, que existe uma matriz trans-
feréncia L cujas entradas sao exponencias de fatores de Boltzmann. A pressao é dada por p(8,J) =
%ln A4+, onde Ay é o maior autovalor de L.

Vamos provar que Ay = Ay(3,J) é uma fungao (positiva) de classe C*° dos parametros 3 e J sendo
isso suficiente para concluir a afirmacao a ser provada.

Para isso, considere o polindomio caracteristico da matriz L: ¢(\). Como o hamiltoniano possui uma
dependéncia linear com os parametros J = (Ja,,Ja,,...,J4,), segue que as entradas da matriz trans-
feréncia, que sdo exponenciais da energia multiplicada por §, sao fungoes C*° de § e J. Como o
polinémio ¢(\) é uma composigao de fungoes de classe C*°, ele também é uma funcao de classe C*°:

q=q(B,J,\).

Fixados dois valores Gy e Jy das varidveis 3 e J, o Teorema 3.1 nos garante a existéncia do autovalor
Ay, correspondete a esses valores. Claramente, ¢(0o, Jo,A\+,) = 0. Segue ainda do teorma 3.1 que
%(ﬂo, Jo, Aty) # 0, pois A4, é um autovalor simples.

O Teorema da Fungao Implicita nos garante que, em uma vizinhanca N de (0o, Jy), existe uma tnica
fungdo ® : N — R de classe C* tal que ®(3, J) é solucao de ¢(3, J, ®(3, J)) = 0 satisfazendo ®(Fy, Jo) =

At

Como Ay (3, J) é uma funcao continua dos parametros (3 e J (para uma prova disso, veja o apéndice E)
temos que Ay (0, J) = ®(3,J) em alguma vizinhanca do ponto (8o, Jo) logo Ay (3, J) é localmente C°.
Como o ponto [y, Jy foi escolhido arbitrariamente, segue que Ay é uma funcao C*° dos parametros (§ e

J. -
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B

Nesse apéndice vamos provar a afirmagao feita durante a prova do Teorema de Perron Frobenius 3.1 de
que a matriz A e sua transposta A* compartilham o maior autovalor Ay.

Lema B.0.1 Seja A uma matriz d x d tal que A;; >0V i,j € {1,...,d} e A* sua transposta, isto €,
Aj; = Aji. Se A € 0 maior autovalor de A entao ele também €é o maior autovalor de A*.

Prova: Como tanto A quanto A* sao matrizes com entradas positivas e como, nesse ponto do nosso
trabalho, ja provamos os itens 1 e 2 do Teorema de Perron-Frobenius, podemos afirmar que a matriz A
possui um autovetor (%), com todas as componentes positivas, e com valor . De forma ansloga, sejam
y(o) e 04+ o autovetor de componentes positivas e o maior autovalor de A*, respectivamente. Lembrando
das defini¢oes das fungoes a; e f, através das equagoes (2) e (3), definimos suas andlogas para a matriz

A*:

Bi(v) = 71214 V)5
m?X(ﬁi)-

Q
—~
<
S~—
Il

Observe que f(z(©) = A, e que g(y?)) = 6. Analisamos agora o seguinte produto escalar:
(', Az0) =2y (', 2®) (51)

Ainda sobre esse produto escalar, podemos escrever que:

(", 42 = (470, 21%) Z ZAM = > 2"y By,

Lembrando que g é obtida tomando o méaximo em ¢ para (3;, temos:

d
(@, 429) < gy @) 3" 2?4V = g(y@) (5, 2). (52)
=1

Entdo, como (), z(0) =£ 0, obtemos das equacdes (51) e (52) que Ay < g(y@). Em particular, como
g(y(o)) = 04, temos que Ay < o4. Para provar a desigualdade no sentido inverso, repetimos o argumento
comecando com

(@0, 470 = 0y 0,2,

:O’+
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Entao,

(x(0)7A*y(0)> — <Aa;,y(0)>

< f(x(O))<y(0)7x(0)>

e concluimos que o < f(z(9)) = X\|. A conclusio final é que Ay = o e o lema estéd provado.

C

Nesse apéndice provaremos o seguinte teorema

Teorema C.1 Seja A uma matriz d x d e X um autovalor de multiplicidade geométrica igual a 1, com
autovetor associado x. Se a equagdo (A — Nw = x ndo tem solu¢io em C¢ entio a multiplicidade
algébrica de X também € igual a 1.

Este teorema foi usado na prova do item 3 do Teorema de Perron-Frobenius. O teorema é colorério do
seguinte lema:

Lema C.1.1 Seja A uma matrizd x d, \ € C ex € C? tais que Axr = \x. Seja Mg € Mg as
multiplicidades geométrica e algébrica de A, respectivamente. Se my = 1 < mg, entdo a equagdo
(A= Nw =z tem solugdo w € C.

Prova: Definimos W; como o nicleo de (A — \) e Wy como nicleo de (A — A\)™e. Observe que
x € Wi C Wa, que a dimensao de Wy é 1 (pois mg = 1). Como a dimensao de Ws é igual a m, [10] e
como m, > 2, segue entao das observacgoes acima que existe v € W, linearmente independente de x.
Em particular, v ¢ Wj.

Afirmamos que 3k € N com 1 < k < my, tal que (A — \)" "%y € Wy e (A — \)"a"Fy #£ 0. De fato,
como v € Wy e como m, > 2, temos

0=(A-N"0v=(A-X[(A=N""Tv] = (A-N""1ve W. (53)

Se for (A — \)™a"1ly £ 0, entdo tome k = 1. Caso contrério, repita o procedimento dado por (53)
até encontrar o numero k > 1 desejado. A existéncia de tal k estd garantida pois se ocorresse que
(A— )\)m“*kv = 0 para todo k menor do que m,, entao tomariamos k = m, — 1 e concluiriamos que
v € W1, uma contradicao com o fato de v ser 1.i. com z. Sendo assim, como W7 é unidimensional, existe
a # 0 tal que (A — \)™a"*y = ax. Se k = m, — 1, entdo tome w = 2. Caso contrario, fatore mais uma

vez um termo (A — A) e obtenha (A — A\)[(A — \)™~#1y = ax. Fazendo w = (A — \)™=~*~12 temos
(A= MNw ==z.

O
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Seja A uma matriz d x d e o(A) = {A\|Aé autovalor de A} o seu espectro. O raio espectral da matriz

A é o niimero r(A) = supxeq 4, |Al- A norma da matriz A é definida como [|A|[ = sup,g %. O raio
espectral de A e sua norma se relacionam através da seguinte identidade:
r(A) = lim [|A"[|/" (54)

n—oo

A relagao acima estd provada , por exemplo, em [13] e serd utilizada para provar que AN é uma contracao
se 7(A) < 1 e se n for suficientemente grande. De fato temos:

Proposigao D.1 Seja A uma matriz d x d com r(A) < 1. Entdo
lim [|[A"]|=0
n—oo
Prova: Tome ¢ = 172(‘4).
n
HA”H% < HTT(M. Mas como r(a) < 1, entao HTT(A) < leentao 0 < [|A"]] < [HTTW] . Dai segue,
imediatamente, que lim, . ||A™|| = 0. O

Segue da equagao (54) que I3 ny € N tal que para todo n > ng vale

E

Sabemos que a matriz transferéncia possui entradas que variam continuamente com os parametros do
Hamiltoniano, J = (Ji,...,J,) e com (3. Assim, quando variamos os parametros, as entradas da
matriz transferéncia se modificam. Isso faz com que o maior autovalor da matriz e, conseqiientemente o
autovetor a ele associado, sejam fungoes dos parametros. Nesse apéndice, vamos mostrar a continuidade
desse autovetor em relagao a esses parametros. Como conseqiiéncia, ficarda estabelecido que o maior
autovalor é também uma funcao continua. Observamos que estes resultados sao necessarios na prova do
Teorema 7.1.

Para estabelecer os resultados consideramos, novamente, as fungoes a; e f definidas na se¢ao 3 por (6),
(7) e (3). Lembramos que essas funcoes encontram-se restritas ao dominio D definido por (5). Vamos,
agora, supor que as entradas da matriz A, utilizada na definicao das funcées «; e f, sdo positivas e variam
continuamente com um conjunto de parametros. Consideraremos, por simplicidade, o caso em que cada
Ajj (4,5 =1,...,d) é uma fungao de apenas um parametro x € R. (O caso geral, x = J = (Ji,...,Jn)
se trata de forma andloga). Mais precisamente, consideramos que A;; : R — Ry é uma funcao real,
positiva e continua para todo 7,5 =1,2,---,d.

Conforme (6), (7) e (3), as fungées a;, f : R x D — Re f: R x D — R sao dadas por
d
ai(z,y) =y, " Z Aij(@)y;
j=1

f(‘rvy) = m?XOéi(l‘,y),
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lembrando que yq = \/ I 92—1- E facil verificar que cada «; é continua em R x D, o
que implica que f também o é.

Ficou estabelecido, na Se¢ao 3, durante a prova do Teorema de Perron-Frobenuis 3.1, que, para cada
x € R, existe um unico y = y(x) € D tal que f(z,y(z)) < f(x,y) para todo y € D. Isso nos fornece
uma funcao y(-) : R — D, que associa a cada z € R o vetor y(x) € D que minimiza a funcdo f(z,y).

Fixado zp € R, tome uma seqiiéncia de pontos {xr}, xp € R, tal que limg_,o zx = x0. Seja yi = y(xx)
para todo k e considere a seqiiéncia {yx} a qual, daqui para frente, vamos nos referir como a segiéncia
dos pontos de minimo em D.

Enunciamos, entao, a seguinte propriedade:
Proposicao E.1 Se limg_.oo yp = b € 9D, entdo limy—.oo f (Tk, yr) = 00.

Prova: Mostraremos que limy_.o oi(zk, yx) = oo para algum ¢ = 1,...,d. Vamos utilizar o simbolo yy,
para representar a i-ésima coordenada do vetor y.

Da continuidade de A;;(z) e da sua positividade, segue que existem §,C' > 0 tais que A;j(x) > C para
todo z € (zg — 6,20+ 6). Como z, — x9, existe ky € N tal que A;;(zy) > C para todo k > k.

Entao, se k > ko, a;(xk, yr) > y% Z?Zl Yk;- Mais explicitamente, teremos, para i =1,...,d — 1:
d—1 1_y2 —y2—--'—y2
Yk, \/ k1 ko ka—1
(g, ye) 2C Y —=+C ;
i ) Z_: Yk, Yk,
e, para i = d:
d—1 n
aa(wr, yr) > C+C Y — —.
j=1 \/1_yk1 Yk T Yk

Analisamos entao os seguintes casos especiais:

e Todas as componentes do vetor limite b sao nulas:

N

> C 1 2 d—1
= Yk,

dade, o numerador é limitado enquanto o denominador tende a zero. Dessa forma, o (zg, yr) — 00.

Nesse caso, para i = 1 temos a1 (zk, Yi) . Observamos que nessa desigual-

e Pelo menos uma das componentes de b é nula, mas b nao possui todas as componentes nulas:
Suponha, sem perda de generalidade, que a i-ésima componente de b é nula e que a j-ésima é nao
~ Y . ,
nula. Entao «o;(zk, yr) > C’ﬁ. Mas, nessa desigualdade, o numerador tende para um nimero
T

positivo enquanto que o denominador tende para zero. Entao o;(xg, yx) — 00.

e Nenhuma componente de b é nula:
Para que a seqiiéncia yj se acumule em 9D devemos ter que 3 + y3 + - - - + y?l_l — 1, isto é, a
norma dos vetores y; deve se aproximar de 1.

Fixado j < d temos que ag(zk,yr) > C = y;’“ —.

\/lfykl Yy T kg
tende para um nimero positivo enquanto o denominar tende a zero. Conclui-se que ag(zg, yx) —
00.

Nessa desigualdade, o numerador
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Estamos, entdao, em condicoes de provar a continuidade do autovetor associado ao maior autovalor da
matriz A:

Proposicao E.2 A funcao y(-) : R — D, que associa a cada © € R o vetor y(x) € D que minimiza a
fungao f(x,y), € continua em x.

Prova: Escolha um ponto zp € R. Seja b € D o dnico elemento de D tal que f(zg,b) < f(zo,y) para
todo y € D, isto é, y(xg) = b. Seja yr = y(zx) e considere a seqiiéncia {yx}.

Afirmamos que limg_,o yx = b. De fato, suponha por absurdo que nao fosse limg_ ..oy = b. Como a
regiao D é limitada, podemos supor, passando a uma subseqiiéncia, se necessario for, que limg_, o yx = b.
Temos, entao os seguintes casos:

1. be D:
Claramente, f(zg,b) < f(xo, 15) Fixe € = f(xo, 15) — f(zo,b). Como f é continua, em R x D, existe
6 > 0 tal que:
€
(z,y) € B((20,0);6) N (R x D) = [f(z,y) = f(z0,b)| < 5

(',y') € Bl(w0,0):6) N (R x D) = (') = flao. )| < .

Segue, daf, que se (z,y) € B((xo,b);d) e (2',y") € B((x0,b);0), entdo, f(z',y") > f(z,y).

Como (zy,ys) — (20,b), existe kg € N tal que k > ko = (ap,yr) € B((xo,b);0). Entdo,
f(xkoayko) > f(mkoay) v (kay)

€ B((zo,b);9).
Mas isso é um absurdo em vista de que f(zg,yx) < f(zp,y) Yy € D.

2. be dD
Nesse caso utilizaremos a propriedade, enunciada acima, de que limy_.o f(2g, yx) = 00. Como f
é continua em R x D temos que, fixado ¢ > 0 existe § > 0 tal que:

(z,y) € B((20,0);0) N (R x D) = |f(z,y) = f(zo,b)] <e

(@',y') € B((x0,0); 0) N (R x D) = f(a',3/) > f(xo,b) + .

Segue, dai, que se (z,y) € B((0,b);6) e («/,y/) € B((x0,b), entdo, f(z',') > f(,y).

Como (zk, yx) — (z0,b), existe kg € N: k > ko = (2, yx) € B((z0,b);6). Entdo, f(zky,Yk,) >
f(zky,y) para todo (zx,,y) € B((z0,b);9).

Mas isso é um absurdo em vista de que f(zg,yx) < f(zp,y) Yy € D.

Segue dos dois resultados acima, que limy_.,, = b logo, a funcao y(x) é continua. O
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Corolario E.0.1 Seja A uma matriz d X d cujas entradas sao func¢des continuas e positivas de um
parametro x € R. FEntdo o autovetor assoctado ao maior autovalor é uma fun¢do continua desse
parametro.

Prova: Da proposicao anterior segue que a funcao

y(x) = (y1(z), - ya-1(x))

é continua, logo cada fun¢ao coordenada y;(x) é continua. Ficou estabelecido na Secao 3 que, ao fixarmos
x € R, o autovetor v(x) unitdrio associado ao maior autovalor da matriz A(x) é dado por, v(z) =

(y(x),yq(x)) onde yq(z) = \/1 —yi(z) —y3(x) — - —y2_(z) = /1 — |y(x)|?. Entdo o autovetor v(z)

possui todas as funcoes coordenadas continuas. O

Podemos enunciar, agora, o resultado mais importante desse apéndice o qual foi utilizado na prova do
Teorema 7.1.

Corolario E.0.2 Sob as hipdteses do coroldrio anterior, o maior autovalor da matriz A varia contin-
uamente com x.

Prova: Temos que o maior autovalor de A é dado por Ay (x) = f(x,y(z)). Mas sendo f continua, segue
da proposi¢ao anterior que Ay é uma fungao continua de x. O
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