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Resumo

Neste trabalho comparamos os diferentes critérios de convergéncia disponiveis para o gas
de polimeros com interagoes do tipo caroco duro, com énfase ao caso onde os polimeros sao
subconjuntos finitos de um conjunto enumerdvel (e.g. expansao em contornos e mais geralmente
expansoes de altas e baixas temperaturas). Em ordem crescente de eficiéncia, estes critérios
sao: (i) Critério de Dobrushin, obtido por um argumento simples de indugao; (ii) Critério de
Gruber-Kunz, obtido através do uso das equagoes de Kirkwood-Salzburg, e (iii) o Critério de
Fernandez-Procacci, obtido via combinatéria e controle dos termos da expansao. Mostraremos
que quando os polimeros sao subconjuntos finitos o critério de Fernandez-Procacci pode ser
provado usando uma adaptagao do argumento indutivo de Dobrushin e, de maneira alternativa
e mais elementar, controlando equagoes do tipo Kirkwood-Salzburg. Além disso mostraremos
que, para o caso geral de polimeros abstratos, esta maneira alternativa nos fornece a mesma

regiao de convergéncia do argumento dado por Dobrushin.

Através do critério de Fernandez-Procacci para a analiticidade do logaritmo da funcgao
particao do géas abstrato de polimeros e usando uma conexao entre um antigo resultado de
Shearer e o Lema Local de Lovasz com o polinomio de conjuntos independentes de grafos, e
consequentemente como observaram Scott e Sokal, com a funcao particdo de um gas de rede
com interacao do tipo caroco duro em grafos, nds obtemos um versao mais eficiente do Lema
Local de Lovéasz. Como aplicagdo obtemos cotas melhores para a existéncia de matrizes do tipo

latin transversal.



Abstract

We compare the different convergence criteria available for cluster expansions of polymer
gases subjected to hard-core exclusions, with emphasis on polymers defined as finite subsets of
a countable set (e.g. contour expansions and more generally high- and low-temperature expan-
sions). In order of increasing strength, these criteria are: (i) Dobrushin criterion, obtained by a
simple inductive argument; (ii) Gruber-Kunz criterion, obtained through the use of Kirkwood-
Salzburg equations, and (iii) Ferndndez-Procacci criterion, obtained via direct combinatorial
handling of the terms of the expansion. We show that for subset polymers the Fernandez-
Procacci criterion can be proved both by a suitable adaptation of Dobrushin inductive argument
and by an alternative and more elementary handling of the Kirkwood-Salzburg equations. In
addition we show that for general abstract polymers this alternative treatment leads to the same

convergence region as the inductive Dobrushin argument.

Through the Ferndandez-Procacci criterion for the analyticity of the logarithm of the partition
function of the abstract polymer gas and using a connection between an old result by Shearer
and the Lovasz Local Lemma with the independent set polynomial on graphs, and consequently,
as observed by Scott and Sokal, with the partition function of the hard core lattice gas on graphs,
we get an improved version of the Lovasz Local Lemma. As an application we obtain tighter

bounds on conditions for the existence of latin transversal matrices.
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Introducao

Com origem na Fisica, os métodos perturbativos entdao chamados de Cluster Expansion consti-
tuem hoje um conjunto de poderosas técnicas usadas em diversas areas tais como Fisica-
Matematica, em particular Mecanica Estatistica [55, 65, [70] e Teoria dos Campos [68], bem
como Probabilidade [31], Combinatdéria [9, [67], Teoria Ergddica [8], Teoria dos Grafos [11], entre

outras.

Os resultados obtidos em cada uma destas dreas tém conseqiiéncias nas outras e vice-versa.
Muitas vezes a ligacao entre elas é feita através da expansao em polimeros que foi desenvolvida
originalmente na area de Mecéanica Estatistica Rigorosa, mas que pode ser reinterpretada e tutil

em um contexto aparentemente completamente diferente.

O objetivo no inicio era expressar potenciais termodinamicos via séries analiticas na teoria
dos gases. As idéias iniciais remontam aos trabalhos de Mayer e Montroll da década de 40
50, 51].

Os primeiros resultados rigorosos surgiram nos anos sessenta e setenta e usavam uma abor-
dagem em certo sentido indireta: o Método das Equacies de Kirkwood-Salzburg [43), 135) 46, 50,
49, 58, 165, 68]. Essa técnica consiste em modelar o problema usando um espaco de Banach e
um operador nele definido, escrevendo equagoes envolvendo as fungoes de correlagao do sistema
com o objetivo de mostrar a analiticidade em determinada regiao dos parametros. O método é

de certa forma indireto, pois nao ¢é feito um controle dos coeficientes da série em si.

Na década de oitenta uma nova proposta, mais direta em certos aspectos, ganhou forca. O
método consistia em utilizar identidades do tipo grafo-arvore e cotar os coeficientes das séries da
pressao [7, 15, [17]. Esta abordagem era chamada muitas vezes de método direto pois consistia
em usar as identidades do tipo grafo-arvore para estimar diretamente os coeficientes de Ursell

da série da pressao.

Dentro da Cluster Expansion, merece destaque um modelo chamado de gds de polimeros. O
gas de polimeros é um modelo discreto que tem um papel fundamental em Mecanica Estatistica

e Teoria dos Campos, pois inumeros modelos destas areas podem ser reformulados em termos



deste. Entre os exemplos figuram sistemas de spin tanto de curto quanto de longo alcance, spin
limitado ou nao, teorias escalares dos campos, sistemas fermionicos etc. O gés de polimeros foi
originariamente introduzido por Gruber e Kunz [43] em 1971. No artigo original, os polimeros
eram subconjuntos finitos da rede cubica d-dimensional. Em 1985, Kotecky e Preiss [48] pro-
puseram um modelo abstrato no qual os polimeros eram simplesmente elementos pertecentes a
um conjunto enumeravel P, o conjunto dos polimeros, cuja Unica estrutura era constituida por

uma relacao simétrica e reflexiva em P, que eles chamaram de relacdo de incompatibilidade.

O ponto central no estudo do gas de polimeros é analisar a convergéncia da série de pressao
deste gas tentando produzir um critério de convergéncia baseado em uma relacdo envolvendo
as atividades dos polimeros. A idéia é que este critério possa ser sucessivamente aplicado a

qualquer modelo especifico, uma vez reformulado em termos de gas de polimeros.

No artigo original de Gruber e Kunz o critério de convérgéncia foi obtido através do método
das equagoes de Kirkwood-Salzburg. Anos depois, critérios similares para o gas de polimeros
de Gruber e Kunz foram obtidos também via o método direto (i.e. via identidades do tipo

grafo-arvore) por Cammarota [17].

Por outro lado, no estudo do gas de polimeros abstratos elaborado em [48] foi utilizada uma
abordagem totalmente nova baseada na férmula da inversao de Mobius. Os autores avisam
logo no abstract que nao usam nem as equagoes de Kirkwood-Salzburg e tampouco controlam
as séries usando argumentos de combinatoria e identidades grafo-arvore. Através desta nova
abordagem, Kotecky e Preiss produziram um critério de convergéncia (aparentemente) melhor

do que todos os apresentados até o momento.

Na década seguinte, Roland Dobrushin obtém um novo critério para o gas de polimeros
abstratos que melhora levemente o Critério de Kotecky-Preiss através de uma prova bem mais
elementar baseada apenas no principio da indugao e também prova o Critério de Kotecky-Preiss
desta forma [21), 22]. O Critério de Dobrushin nao teve a mesma receptividade da comunidade
que seu antecessor pois sua aplicacao a problemas concretos era menos imediata e, na maioria
das vezes, se mostrava equivalente ao critério de Kotecky-Preiss nos problemas de interesse em
Mecanica Estatistica e Teoria de Campos. Recentemente, novas provas por indugao do Critério
de Kotecky-Preiss e do Critério de Dobrushin surgiram [55) 52, [67].

Em 1999, Procacci e Scoppola [63] provam o critério de Kotecky-Preiss através do controle
da série usando identidades do tipo grafo-arvore em um contexto um pouco menos abstrato: o
gas de subconjuntos finitos da rede. Isso deixava o método direto usando combinatéria e arvores
em situacao de igualdade em relagdo a maneira de provar este critério de convergéncia, pelo

menos neste caso.

Porém, em 2007, Ferndndez e Procacci [32], usando esta abordagem combinatéria e uma



identidade devida a Penrose [58], obtém um novo critério de convergéncia para o gas de polimeros
abstratos e também mostram, de maneira clara, a relagao entre os critérios até entao conhecidos
neste caso mais geral. O Critério de Fernandez-Procacci é melhor do que o Critério de Dobrushin

que, por sua vez, é mais eficiente do que Kotecky-Preiss.

Neste trabalho ainda é trazido & tona um critério obtido em 1971 por Gruber e Kunz [43]
para o gas de subconjuntos finitos da rede. Este critério ja era melhor do que os critérios até
o presente momento porém, aparentemente, havia caido no esquecimento. Ele foi obtido por
Gruber e Kunz via o antigo método das equagoes de Kirkwood-Salzburg e, surpreendentemente,
Fernandez e Procacci, ao aplicarem o novo critério ao gas de subconjuntos finitos, chegaram na

mesma cota.

Posto isso, é natural se perguntar se as equagoes de Kirkwood-Salzburg podem ser aplicadas
ao gas de polimeros abstratos e se estas reproduzem o Critério de Fernandez-Procacci. E ainda,
onde se situa a abordagem mais simples da inducao neste contexto e se é possivel obter o novo

critério através do método indutivo.
Responderemos estas perguntas neste trabalho.

De fato, conseguimos uma substancial simplificacao da prova de Gruber e Kunz para o caso
do gas de subconjuntos finitos. Também mostramos que nossa prova pode ser adaptada ao gas
de polimeros abstratos. A abordagem do método de Kirkwood-Salzburg no caso de polimeros

abstratos acaba produzindo o Critério de Dobrushin e nao o Critério de Ferndndez-Procacci.

Mostraremos que é possivel provar por induc¢ao o Critério de Gruber-Kunz redescoberto por
Fernandez e Procacci no caso do gas de subconjuntos finitos, respondendo a uma pergunta que

intrigava especialistas da &drea, entre eles Alan Sokal e o préprio Roman Kotecky.

A expansao em polimeros possui uma inesperada e surpreendente ligacdo com o entdo cha-
mado Método Probabilistico [4], desenvolvido pelo famoso matemdatico Paul Erdés [16, 56]. A
relacao entre essas duas teorias demorou vinte anos para ser estabelecida, sendo feita por Scott e
Sokal em 2005 [67]. Eles estabeleceram a conexao entre a Teoria dos Gases de Rede e um resul-
tado de Shearer de 1985 [69] usando, fundamentalmente, o fato de que o polindémio de conjuntos

independentes da Teoria dos Grafos é simplesmente a fungao particdo do gas de rede.

O Método Probabilistico foi popularizado por Erdés quando este resolveu uma série de
problemas de combinatoria e Teoria dos Grafos usando a técnica que, na esséncia, diz que na
dificuldade de exibir determinado objeto (estruturas discretas, grafos com determinadas proprie-
dades etc), cria-se um espago de probabilidade onde se mostra que o conjunto dos objetos com

as propriedades procuradas tem probabilidade positiva; entdao, em particular, existe tal objeto.

Scott e Sokal mostraram que o Critério de Dobrushin é “equivalente”’a um dos principais

10



teoremas que sustentam o Método Probabilistico: o Lema Local de Lovdsz.

Tendo em vista que o Critério de Ferndndez-Procacci é mais eficiente do que o Critério de
Dobrushin, é de se esperar que exista um teorema melhor do que o célebre e vastamente utilizado

Lema de Lovéasz proveniente deste novo critério, provaremos também este resultado.
O texto é organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 provamos todos os critérios de convergéncia: Kotecky-Preiss, Dobrushin e,

por fim, o novo critério de Ferndndez-Procacci segundo a formulagao apresentada em [32].

No Capitulo 2 estudamos o Método das equagdes de Kirkwood-Salzburg e é dada uma prova
do Critério de Dobrushin no caso abstrato usando este método, além de uma nova prova, bem

mais simples, no caso do gas de subconjuntos finitos da rede.

Em seguida, no Capitulo 3, apresentamos provas por inducao dos critérios de convergéncia.
) 9 s
A prova do Critério de Gruber e Kunz, redescoberto por Ferndandez e Procacci, é feita no caso

do géas de subconjuntos finitos da rede.

Finalmente, no Capitulo 4, usamos o Critério de Ferndndez-Procacci para provar uma versao

melhor do Lema Local de Lovész.
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Capitulo 1

A Expansao do Gas de Polimeros
Abstratos

O modelo do gds de polimeros abstratos foi proposto primeiramente por Kotecky e Preiss em
[48] na tentativa de desenvolver uma teoria geral que englobasse os varios modelos de Mecéanica
Estatistica e Teoria de Campos. Este capitulo é dedicado ao estudo dos critérios de convergéncia
para este modelo. O objetivo do capitulo é expor de uma maneira mais elementar o critério de

convergéncia de Fernandez-Procacci [32] e é baseado em [59].

O modelo do gas de polimeros abstratos é composto por um conjunto P enumeravel, cujos

elementos sao chamados de polimeros, e uma relagao simétrica e reflexiva Ry C P x P.

Quando (7,7') € Ry, escrevemos v ¢ +' e dizemos que v e ' sdo incompativeis. Do

contrdrio, se (v,7') ¢ Ry dizemos que os polimeros v e ' sao compativeis e denotamos v ~ 7.

Indexamos a relagao por V', pois ela é determinada quando for dado um potencial de interagao
de pares V(v,v') assumindo valores no conjunto {0, +o00}, ou seja, repulsivo e do tipo carogo

duro.

A compatibilidade entre os polimeros, ou seja, a relacdo Ry, fica inteiramente determinada
quando fixado um potencial deste tipo, de fato: (v,7’) ¢ Ry se, e somente, V(v,7") = 0 e,
neste caso, os polimeros v e 4" sdo compativeis. Analogamente, V(v,7') = 400 se, e somente

se, 7 = 7', ou seja, (v,7') € Ry.
Note que a hipdtese de que Ry é reflexiva implica v »= v/, V v € P.

Também assumimos que em P ¢ definida uma funcao p : P — (0,00) : v — p,. O nimero po-
sitivo p, é chamado de atividade associada ao polimero . De fato, apesar de nas aplicacoes fisicas

a atividade de um polimero ser um valor positivo, vamos tratar de atividades mais gerais, em
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C”. O papel das atividades positivas tem destaque pois estaremos interessados na convergéncia
absoluta das séries, ou seja, nosso objetivo serd determinar polidiscos {2z, : |zy| < p,} onde a

série de interesse é absolutamente convergente.
As séries definidas neste capitulo serdao usadas no restante do texto.
Seja A C P finito.

A fungdo particao grande candnica do gas com interacoes do tipo caroco duro V' é dada por

- 1 _ o
Ealza) = 1+ E = g By Zgy By € Yi<i<j<n V(7i75)
n

n2l (y1,.7m) €A

1
= 1+Zﬁ Z AL LR H yimas s

n>1 (Y15---sn) EA™ 1<i<j<n

Ea(zp) é uma funcio inteira em CH e vale [Ex(2y)| < e2even =],

A pressao do gas de polimeros abstratos (a volume finito A) é definida como

|Pa(2a)] =

log ZA(2p)- (1.1)
A

Fenomenos fisicos como transicoes de fase se manifestam no limite termodinamico, entao
0 objetivo é controlar esta série uniformemente em relacdo ao volume. Para isso, usaremos o

seguinte resultado fundamental sobre série formais largamente utilizado em Mecanica Estatistica:
Proposicao 1.1. (Série de Mayer)
> 1
logEa(za) = ) ] > )y 2, (1.2)
n=1 """ (y1,...,yn)EA"

onde ¢T (41, ...,n) € dado por

1, sen =1
—1)IEl sen>2e sy eqd
" (7. m) = P 22eg(,--m) € Gn (1.3)
9Cg(V1sesYn)
0, sen>2eg(,...,m) € Gn

onde G,, denota o conjunto dos grafos conexos com conjunto de vértices I, = {1,2,...,n} e, para
cada n-upla (y1,...,7n) € P", o grafo g(y1,...,7m) € definido da sequinte forma: o conjunto de
vértices € I, e {i,5} € E(g(71,...,7n)) se, e somente se, v; »~ ;.

Prova: Ver [59, [70, [74].
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A equacio (1.2) faz sentido apenas para z € C” tal que a série formal no lado direito de
(1.2) seja absolutamente convergente. Para a andlise da convergéncia absoluta consideraremos

a série de termos positivos
|log Z[a(pa) Z ) [ C Ty Ny (1.4)
(V1570 EAT

para p € (0,00)%. Note que
[log Za(2a)] < [log E[a(2a),

para todo z € C/l no disco {|2,| < ps}-ea, de modo que se provarmos que a série (1.2) converge
absolutamente, para todo A e alguma atividade p = {p,},ep € (0,00)”, entdo (1.2) convergird

absolutamente, para todo A e z € {|zy] < py}yep.

A saber, para uma atividade fixa g, definimos a soma enraizada como segue

|Z|vo Z Z ‘¢T(717---7’Yn)’p71"'pvn- (1'5)

Agora observe que

2 = 2 m ('Yln e V)
(L MIEPT (=0 y2,pm) 00T
onde My (Y1, s Yn) = [{i € In : v = Y0}
Assim, podemos reescrever | Y, |(p) como segue
o

122 o (P) = Z Z (71 ,}/n)+1p,mp,yl...p’y”'
n=0 " (v1,72,..,7n)EP" Mg (V15 -9

Agora é conveniente definir a fungao

|H|W0 Z Z |¢T(70’,Y1’."’7n)’p71...p’y’ﬂ‘ (16)

n=0 " (y1,72,...,7n)EP"

As duas séries formais ]|, (p) € ||+ (p) estao diretamente relacionadas. De fato, observe

que

1
e 0) = P /0 1L, |(p(0)da
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onde

Py se Y F Y0
py () =
apy se Y =10.

Observe agora que
| o (P) < prol TT 1o ()
€, para todo {|Z'Y| < 107}“/677’

|Pr(za)] = A |\10g~A(ZA)! < Slél;ppvo\n\wo( p).- (1.7)
Yo

Assim, se formos capazes de provar que |I]|,(p) (e portanto | 3|, (p)) converge para alguma
funcdo p € [0,00)% e o supremo acima for finito, entdo a pressdo |Py(za)| também convergird

absolutamente para todo A e z no polidisco {|z,| < p(7)},ep com a cota uniforme em A

|PA(ZA)’ < sup p'\/o‘HHo(p)'
YoEP

As séries [T, (z) € ¥, (z) a volume finito dadas por

1
Z,YO(ZA) = Zﬁ Z qf)T(’Yl,...,’}/n)Z»yl T Ry (18)
n=1 """ (71, 7n)EAT
Jiry; =70
=1
HWO(ZA) - Zﬁ Z ¢T(707717"'77n)z’)/1 ---z%, (19)
n=0 " (y1,...;yn)EA"

estao diretamente relacionadas com log Zx(zp ).

De fato:
zp) = log = 1.1
I1,,(2n) 92y 108 A(za) (1.10)
¥ (za) =10g Ep(2) — log Ep\,, (2)- (1.11)
Portanto temos
19
S = / s o8 Eaea(@)da = 2, [ 57 logEa(za(@)da
0 20

— z%/o HVO(ZA(a))da
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onde

5 se v #7%
zy(a) =

azy, se Y =.

O que faremos daqui em diante é controlar estas séries estimando os coeficientes de Ursell

através da identidade de Penrose que estudaremos agora.

1.1 Identidades Grafo-Arvore

Como veremos a seguir, o ingrediente chave para a prova do Critério de Ferndndez-Procacci é

identidade obtida por Penrose em [57].

Seja V' = {vg,v1,...,v,} uma enumeragao do conjunto de vértices e seja Cg o conjunto de

todos subgrafos geradores conexos de um grafo conexo G = (V, E).

Para cada G € Cg associamos a cada vértice de V\{vo} = {v1, ..., v, } a distancia d(v;) = d(7)
ao vértice vg segundo a métrica induzida pelo grafo G. Essa métrica conta o nimero de elos do

caminho mais curto que liga o vértice dado ao vértice vy usando elos de G.

Para cada grafo G € Cg vamos associar uma tnica arvore 7(G), que Penrose denominou por

drvore de Cayley, construida através de dois passos:
(i) Deletamos os elos entre os vértices que estao a uma mesma distancia do vértice vg.

(ii) Apds (i) restard uma ou mais possibilidades de um vértice que estd a distancia d(7) ligar-
se a um que esta a distancia d(i) — 1, deletamos todos estes elos exceto o que liga ao vértice de

distancia d(i) — 1 com o menor indice.

Ambos os passos nao alteram a distancia dos vértices ao vértice vg e, apés (i) e (ii) restard

uma unica arvore de Cayley 7 = 7(G).

Dada uma érore 7 € Cg, consideramos o conjunto P(7) = {G € Cg : 7 = 7(G)} e o grafo
méximal R(7) dentro deste, ou seja, o grafo R(7) € P(7) e contém o maior nimero de elos
possivel. Dada 7 € Cg, podemos obter R(7) adicionando todos os elos {v;,v;} € E\E(T) que

satisfazem uma das condigoes abaixo:
(i) d(i) = d(j) ou seja, v; e v; estdo a mesma distancia de vy em 7.
(ii) d(j) = d(i) — 1 e i’ < j, onde {vyr,v;} € E(T).

Definimos entao o conjunto 7 das drvores de Penrose tais que 7 = R(7). Estas drvores terao
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um papel importante na prova do critério de convergéncia para a expansao do gas de polimeros

abstratos.

Se para cada elo e € F associamos um numero complexo x. qualquer, temos a seguinte

igualdade:

Proposicao 1.2. Identidade de Penrose

SMe-Y = ¥ -

GeCg e€E(Q) 7€Tg e€E(T)  FCE(R(T))\E(T)e€F

= Z H Te H (1+ )

T€Tg e€E(T)  e€E(R(T))\E(T)

Corolario 1.1. Se . = —1 para todo e € E, entado:
Z (=DIF@ = (—)VI=Y 75 (1.12)
GeCg

Corolario 1.2. Se —1 <z, < 0 para todo e € E, entdo:

S0z <> IT lael <176l

GeCg eeE(G) T7€TG e€E(T)

De fato, o esquema de Penrose pode ser generalizado e tanto a Proposicao [1.2| quanto seus
corolarios serao validos nao sé para a aplicagao que associa cada 7 € 7g ao grafo R(7), conforme

descrevemos acima, mas para qualquer aplicacao R : 7g — Cg satisfazendo:
(i) E(R(1)) D E(7)
(ii) Cg é uniao disjunta dos conjuntos [, R(7)|, T € Tg.

No item (ii), [, R(7)] denota o conjunto de todos os grafos G € Cg que satisfazem E(71) C
E(G) € E(R(7))-

Para mais detalhes e referéncias para outras identidades satisfazendo as condigoes acima, ver
[67].

Note também que aplicando a Identidade de Penrose (1.12), podemos reescrever ¢ (v1, ..., Yn)

quando g(71, ..., ) € G, como

¢ () = (" YL

TE€Tn:TCg(V1,---7n)
R(T)=7

Conforme visto na secao anterior, para estudar a convergéncia absoluta da pressao, precisa-

remos apenas considerar as funcoes definidas em (1.6).
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Reorganizaremos agora as séries |[]|,(p) da equacao (1.6) usando a Identidade de Penrose.

Denotemos por T o conjunto de todas as drvores rotuladas (isto é, drvores cujos vértices sdo
{0,1,2,3,...,n}) para os quais o vértice 0 foi escolhido como raiz. Lembremos que o conjunto
de vértices V, na arvore enraizada 7 € T admite uma ordem parcial natural < definida como
segue: dados dois vértices (distintos) u e v de 7, dizemos que v é um descendente de u ou u é

um ancestral de v, e escrevemos u < v, se existe um caminho da raiz até v que contém wu.

Se {v,u} é um elo da arvore enraizada 7 , entdo v < u ou u < v. Assim qualquer elo {v, u}
numa arvore enraizada ¢ orientado (isto é, é um par ordenado) e escrevemos (u,v) se u < v.
Seja (u,v) um elo orientado numa arvore enraizada 7, entao u é chamado pai (ou predecessor) e
v é dito filho (ou sucessor). Note que cada vértice em 7 diferente da raiz tem um, e apenas um,
pai. Vértices de 7 com o mesmo pai sdo chamados de irmdos. A raiz nao tem predecessor e é o
extremo com respeito a relagao de ordem parcial < em 7, isto é, cada vértice em 7 diferente da

raiz é um descendente da raiz.

Dado um vértice v # 0 na arvore enraizada 7 € T2, sua profundidade, denotada por d(v), é o
ntimero de elos no tinico caminho desde a raiz até o vértice. Denotemos também por v’ o pai de

L ... ,v% filhos de v. Se s, = 0 dizemos que

um vértice v # 0 e s, o nimero de seus filhos, com v
v é um ponto final ou uma folha de 7. Note finalmente que os filhos de qualquer vértice v € T
podem ser naturalmente ordenados seguindo a ordem de seus rétulos, a saber, a ordenagao de

vl L% étal que v < v? <L < vt

De agora em diante, vamos sempre usar elementos 7 € T como arvores ordenadas no sentido
de que os filhos v!, ..., v* de qualquer vértice (interno) de v sdo ordenados de acordo com a ordem

de seus rétulos, isto é, de tal modo que v! < v? < ... < vV,

Fixe (70,71, .., 7) € P! tal que G(y0,71, ..., V) (isto é, o grafo de vértices {0,1,....,n} e
elos E(Y0,71, -, ) = {{i, 4} : 7 =~ ~;}) é conexo.

Notacao 1.1.

0
TG(’YO?’YIv"'v’Yﬂ) = {T € Tn tTC G(707'717 77”)}
Considere 7 € Tg e denotemos E,; seu conjunto de elos. Para cada vértice ¢ € 7, lembremos
que d(i) denota a profundidade do vértice i (isto é, a distancia até 0) e que i’ é pai de 1.

Definicao 1.1. O conjunto das drvores de Penrose de G(vp,7V1,...,n) 0 qual denotamos por

Pa(omt,m) € formado pelas drvores T € TY tal que

(tO) se {17]} € ET; entao {Zaj} € E(707'71a a’)/n) — Vi * Yis

(t1) se dois vértices i e j sdo irmaos, entio {i,5} & E(Y0,71,---sn) <= Vi ~ Vj;
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(t2) se dois vértices i e j sdo tais que d(i) = d(j), entao {i,5} & E(v0, V1, Yn) <= Yi ~ j;

(t3) se dois vérticesie j sao tais que d(j) = d(i)—1 e j < i, entao {i,j} ¢ E(70, 71y, Tn) <=
Vi~ e

Note que usando a identidade anterior, podemos reescrever a série formal (1.6) como

o
1
Mhole) = Y ] ) > Lreragn amP(1) - p(70)
n=0

(Y1seesyn)EP™ TETY

o0
1
= D 2 D Leerapgnnn () ()
n=0

= ’ TETY (Y1,.-,7n) EP™

= Z% Z ¢70(T)v (1‘13)

n=0 """ reT9

onde

Go(T) = D LrcryuyayamP(1) - p(m). (1.14)
('Yl?v’yn)epn

A estrutura da equagao (1.13) é crucial. Esta equac@o mostra que a série formal [T][79(p)

pode ser reorganizada como a soma sobre todos os termos associados as arvores rotuladas.

Enfatizamos aqui que o fator ¢.,(7) depende apenas da arvore rotulada 7 por causa da

Condigao de Penrose (t3) que depende, de fato, da arvore rotulada.

Veremos logo abaixo que novas cotas podem ser obtidas escolhendo uma familia de arvores

Parom1,m) 181 AU Paiyg a1, v) € Parom,eem) C TG (om,eim)-
Trés possiveis escolhas de ]5@(70771,,”%)
das expansoes do gas de polimeros abstratos.

Definicao 1.2. O conjunto das drvores fracas de Penrose de G(Y0,71,.-,Yn) que denotamos
P
(7077%'“)771
E; tal que

por Pg ) é formado por todas as drvores T e conjunto de vértices {0,1,...,n} com elo
(t0)  se{i,j} € B, entao vy; = vy; (i.e. T C G(Y0,71,-37n))
(t1)"" sei e j sdo irmaos, entdo y; ~ ;.

Definicao 1.3. O conjunto das drvores de Dobrushin de G(Y0,71,-..,Yn) que denotamos por
D

G (Y0114 é o conjunto de todas as drvores T com vértices {0,1,...,n} e elos E; tal que
9 ey M

(t0) se {i,j} € Er, entdo y; »; (i.e. T C G(Y0,71,--»Vn))
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(tl)D se i e j sdo irmaos, entdo v; 7 ;.

Deﬁnigéo 1.4. O conjunto das drvores de Kotecky-Preiss de G(Y0,71,---sn), que denotamos

por P ( contém as drvores T com vértices {0,1,...,n} e elos E; tais que

YO,V ¥n)’

(t0) se {i,j} € E;, entdo v; =y (i.e. T C G(Y0,71,---»Vn))-
Note que, por definicao,

FP D KP
PG(707’71,~~-,%) - PG('yo,vl,m,'yn) C PG('yom,..-,'yn) C PG(’yom,...,'yn) C TG('Yom,mﬁn) (1.15)

e, em particular, a defini¢ao (1.4) implica imediatamente que

KP
G0t rrtn) = LC(0111m) (1.16)

de modo que, por (1.15), obtemos as cotas

T
|¢ (70771;"'77”)‘ S ’ ’YO,’YL (Yn) Z 1 ePgF’YO reeorym) (117)
TETY
D
< Bt = Z 1 cpp (1.18)
7€T0 G (705715 Im)
KP
< ’PG(’YO,717--~F/n)‘ - Z HTETG(70,71 ,,,,, )" (1.19)
TETY

Assim, podemos limitar os termos positivos das séries I, (p) definidas em (1.6), usando a

estimativa (1.17), que é a melhor dentre (1.17)-(1.19), conforme:

o

1
Mhe) = Y~ 2 16 (07 m)lo(n) - plm)
n=0 ‘(’717727“%7”)67)”

IN

S Yt p(n) - plm)

G(705715--Yn)
n=0 " (y1,72,..,yn)EP™ 7E€TY

= Zn, > DR S p(v1) -+ p(m).

G(v0,715-->1n)
n=0 " 7€TY (y1,72,--¥n)EP™ "

E assim obtemos

[ TTho(p) < TT5y (o), (1.20)

onde

I (o) = Z > o (1.21)

n=0 """ reT?
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com

ory (1,p) = ) 1__pre p(11) -+ (). (1.22)
G(Y0>Y1 5> n)
(V1,725 Yn ) EP™

Analogamente, usando as cotas (1.18) e (1.19) podemos definir mais duas séries que também

podem majorar as séries |[]]Y(p), a saber:

[e.9]

1 D
() =Y~ D 65(7:0) (1.23)
n=0 """ reT?
e
=1 KP
KP
H’Yo (p) = Z ﬁ Z (b'yo (Ta p)? (124)
n=0 " reT?
com
D
Or(mp)= D Lepp ) p(im) (1.25)
(717727"'7771)67)”
e

b (1) = > L ke p() - plm). (1.26)
(V177257 Yn ) EP™

Aqui é importante ressaltar que, diferentemente do fator ¢,,(7) definido em (1.14), os trés
fatores QS::’D’KP

topoldgica. Isso significa que os termos da série I15) (p) podem ser agrupados junto com termos

(1) nado dependem das rotulagdes da arvore 7, mas apenas de sua estrutura

das arvores enraizadas nao-rotuladas. Tornaremos esse conceito mais preciso na préxima segao.
Concluimos essa se¢ao lembrando que as desigualdades (1.17)-(1.19) imediatamente implicam

que

TTlho(p) < TT5y () < TI2 (o) < TTEF () (1.27)

1.2 Reorganizacao das séries

Agora reorganizaremos a soma sobre todas as arvores rotuladas enraizadas que aparecem nas
equagoes (1.21), (1.23) e (1.24) em termos das chamadas drvores enraizadas planas. Tal reorga-
nizacao é motivada pela observagao de que o fator gzﬁ,??D‘KP nao depende da rotulacao dos vértices
de 7, mas apenas de sua estrutura topolégica. De fato, para cada arvore enraizada ordenada
rotulada 7 € T, podemos associar um desenho no plano conhecido como &rvore enraizada plana

associada a 7. O desenho de 7 é obtido colocando-se pais na esquerda de seus filhos os quais sao
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ordenados de cima para baixo de acordo com a ordem de seus rétulos. Por exemplo, a drvore
enraizada plana com n + 1 = 5 vértices associados as arvores a, b, e ¢ com conjunto de elos
{0,3},{1,3},{2,3},{1,4}; {0,2},{0,3},{1,2},{2,4} e {0,2},{0,4},{4,3},{1, 4}, respectivamente,

pode ser desenhada como:

Observe que na figura acima b e ¢ sao arvores enraizadas planas diferentes por causa da regra

de ordenacao dos filhos de cima para baixo.

Nesse sentido, definimos uma aplicagdo m : 7 — m(7) que associa a cada arvore rotulada
7 € TY um tnico desenho t = m(7) no plano chamada &rvore enraizada plana associada a
7. Denotamos por 7,” o conjunto de todas as arvores enraizadas planas com n vértices e por
T%* o conjunto das &rvores enraizadas planas com geracdo maxima de ntimero k; além disso,
70 = Unzo’l;lo = Ukzo’]l‘o’k denota o conjunto de todas as arvores enraizadas planas. Um elemento
t € 7,V pode também ser visto como uma classe de elementos ¢ € T}, 11 com relacio de equivaléncia
tal que dois elementos 7 e 7/ sdo equivalentes se produzirem a mesma arvore enraizada plana.
Assim, escrevemos 7 € t, com t € 7,0, para dizer que 7 é um elemento do conjunto de todas as
arvores rotuladas em T que produz a mesma 4rvore enraizada ordenada plana. Uma maneira
alternativa de definir esta relacdo de equivaléncia em T é através de permutagoes dos rétulos
{0,1,...,n}, a saber, dizemos que 7' € TV é equivalente a 7 € T? se existe uma permutacio o
em {0,1,...,n} preservando a ordem dos filhos em cada vértice de 7 tal que 7" = o(7) (aqui o(7)
¢ o grafo com vértices V() = {0,0(1),...,0(n)} e elos B,y = {{o(i),0(j)} : {i,j} € Er}).

Claramente a aplicacdo 7 — m(7) = t é sobrejetora e a cardinalidade da pré-imagem da
arvore enraizada plana ¢ (= nimero de maneiras de rotular n vértices nao-raizes da arvore com

n distintos rétulos de acordo com a regra de cima para baixo) é dada por

n!
|{TET3:m(T):t}\:7H T
00 Svi*
De fato, é muito fcil contar quantas arvores rotuladas 7 € T pertencem & mesma classe
equivalente de t, isto é, associadas a mesma arvore enraizada plana. Basta contar todas as

permutagoes o de {0,1,...,n} que deixa a raiz intacta e com respeito & ordem dos filhos em
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qualquer vértice. Seja 7 € TO e t = [r] a 4rvore plana associada a 7T e caracterizada pela

sequiéncia {s, }y<y,, entao
n!

HT” - Hv>—0 SU«L!

Note que n! é o nimero de todas as permutagoes no conjunto {1,2,...} enquanto que para
cada vértice v, s,! sdo as permutagoes dos filhos. Assim, n!/ ], sv;! é 0 nlimero de permutacdes

dos vértices de 7 diferentes da raiz que nao mudam a ordem dos filhos em cada vértice.

Uma 4arvore enraizada plana ¢t € T,, pode ser representada de maneira tnica como uma
seqliéncia hierdrquica de inteiros. A saber, associamos um inteiro s,, € {0} UN a raiz vy. Se
syo = 0, entdo ¢ é uma arvore trivial (isto é, formada apenas pela raiz) e w., |,(t) = 1. Se sy, > 1,
entao isso significa que a raiz ramifica (da esquerda para direita no desenho) em s,, elos que
terminam em s,, vértices vé, e ,’USUO (os filhos da raiz), e por convengao, elas sao ordenadas
de cima para baixo no desenho, isto é, de tal modo que o vértice vé estd no topo e vgvo em

S'UO

baixo. Para continuar a construco de ¢, associamos a cada vértice vy, . . ., v, © ntimeros inteiros

nao-negativos Syls s 8,70 -
0

.. o il . ) o ~ iz
Isso significa que cada vértice vy (i = 1,... sy,) se ramifica em Syl elos (se Syi = 0 entao v é
. . . , e S .
uma folha e o processo termina) e assim por diante até o vértice vy™ que ramifica em s sv, elos.
0
O processo é entao interativo. Assim, qualquer ¢ é unicamente representado por uma seqiiéncia

hierarquica de nimeros inteiros nao-negativos

{SUO, Své,...,sv;vo, Své,l,...,s l,sv(1)7...,SUSUO’SUSUO,I,...’SUSU07SU(1), ,}
Y 0
0

Vamos denotar de forma abreviada a arvore enraizada plana como
t = {sv}vruo-

FP,D,KP

Agora observe que o fator ¢,

depende, na verdade, apenas da arvore enraizada plana

associada a 7. De fato temos:

S () = by ([7],0) = 5 (t.p) = || R M S (1.28)

v>=0 (y¥1,...,4Vsv)ePsv
VYU Vi~ g

Note que como em cada vértice v a soma sobre os polimeros y"1,...,v%v associados aos
filhos de v dependem dos polimeros -, associados a v, na expressao acima a ordem do produto
é relevante e é organizada de tal modo que os produtos correspondentes aos ancestrais estao
a esquerda dos produtos correspondentes aos descendentes. Em (1.28)) é também adotada a

convencao de que o produto em parénteses ¢ igual a 1 para o vértice v tal que s, = 0.
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Agora podemos reorganizar a soma do lado direito de (1.24) como:

H§§<p>=2n.2¢ RIS

= TETY n>0 te”[ro TEL
SDIEDIAVI) D DD S ANIE
n>0 teﬂ‘o TEL n>0 te']l‘o
SD NI ETTED 30 o) 1 | EAND SR |
n>0¢eT9 v>0 n>0teT v>-0 '<7?1 ..... ~yUsv ) ePsv

VY, Vi~

E portanto,
Sv
TZED )1 CECTNND SN | CIARRRRS | G THPTASRARS SYES
tcTO v>=0 ('yvl,,,,,'y'usv )E'PSU i=1 1<i<j<sy

De forma completamente analoga, também obtemos:

U301 (D SN | CTINRRY | TS IR
T

teTo v>=0 V1., Ysv )ePsv i=1 1<i<j<sy

1
= Z H {s' H (i %70 P71 -+ - Prgso } (1.31)
U (Lt )EPeY

teT0 v=0

1.3 Arvores e convergéncia

Comegamos definindo um dominio apropriado no espaco das fungoes (0, 00)”.

Dadas duas funcdes p and v em (0, 00)”, dizemos que p < v se, e somente se H~ < Uy para
todo v € P.

Considere para todo n € N e para todo (Y71, --,v.) € P*L, nimeros by, (y0;71,- - -, 7n)
tais que b, (70;71, -+ -, 7n) = 0. Uma vez que os nimeros by, (Y0; 71, - - -, 7n) sao dados, podemos
definir a funcao

@ (0,007 = (0,00 : u > P(u)

com entradas

@M =@ =1+ > by uly) - uly). (1.32)
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Definindo o conjunto
D= {ue (0,007 ¢h(u) < +o0, ¥y € P},
a restricao de ¢ a D é uma funcdo em (0, 00)7, ou seja,

gog(u) < 00, Vy € P, onde u € Db,

Note também que se u € D’ e «’ < u, entdo também v/ € DP.

Seja agora p : P — (0, 00) uma funcio no conjunto D’ C (0,00)” e seja r € (0,00)” definido

por

r=F (1.33)

ou seja, as entradas de r sao dadas por

r(0) = @b, (1)

quando g varia em P.

Note que r € D° porque, por construcio, r < p, pois pu < (pb(,u). Além disso, a hipétese

1 € (0,00)7 é equivalente a
pu(y) >0, para todo v € P, (1.35)

enquanto que a hipétese 1 € D significa
(1) < 400,  para todo v € P. (1.36)
)73

As hipéteses (1.35) e (1.36) garantem que r € (0,00)”, ou seja,

r(y) >0, paratodoy € P.
Considere agora, para qualquer p € DP, a aplicacdao T = py®, onde
17 : (0,00)" — (0,00]" : u — T*(u)

com entradas

[TP(w)](7) = Ty(u) = p(V)py(u), v EP.
De (1.34) obtemos:
p=T" () (1.37)
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isto é, ;1 é um ponto fixo da aplicagdo T". Entao, por (1.37) temos que, para todo 79 € P

1) = T4 (k)
= r(v) + (1) Y bi(vo;v) u(v) + () D ba(v0i v v2) m(y)p(m) + -

MEP (71,72)€P?
o0 Y (03 ) () - (). (1.38)
(71,...,'%)679”

De acordo com a definicao (1.32) of (1), a equagao (1.38) pode ser visualizada através de

diagramas:

o1
o =) =Ty = o+ o—set 4o

Y0 Yo 7 °
Yo 72

onde
Oyg = T(VO)

e, para qualquer n > 1,

= () X (Vs VL - Yn) VL) - B Vn)
(’Yl,...,'Yn)EPn

A interacdo [T"]?(u) = T"(T"(u)) corresponde & troca de cada circulo fechado por cada um

dos diagramas da expansao para T".

Isto nos conduz a arvore enraizada plana acima para duas geracoes, com circulos abertos
para os vértices de primeira geragao e circulos fechados para os de segundas geracgoes. A k-
ésima interacao de T envolve todas as possiveis arvores enraizadas planas previamente vistas
com geracao até k. Em cada arvore da expansao, os vértices da ultima geracdo sao ocupados
por circulos fechados e todos os outros por circulos abertos. Denotamos por T%* o conjunto das
arvores cujos vértices tem profundidade méxima k. Um argumento padrdao de indugdo mostra
que:

T, (1) = oo | D2 @ (1) + RE) (7, 1) (1.39)
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com
CI)’(Y{J)(T) = Z H { Z bSU(%;’lew--a’VvS“)T(’le)"'r(fyvsv)}’ Ao
teT0.¢ v>0 (’yvl yeersYosv )EPSY

enquanto que

vl )
R (r,p) = > H{ > D, (Yo Vot -+ Yo ) X5 Xfy} (1.41)
(V1

teTOk v=0 \ (y,1,..., Vysv ) EPSY
onde

o ) ply) se d(v) <k
X ‘{ u(7) se d(v) =k (1.42)

lembrando que d(v) indica a profundidade de v em ¢. Em outras palavras, Rgé)(r, () tem uma

o k .. - L. ~
expressao similar a @go) (r), mas com atividades dos vértices da k-ésima geragao com pesos dados

por p. Por definigao by(v,) = 1. Agora, por (1.38), temos

[Tr]]fm(ﬂ) = Hry

o que implica imediatamente, através de (1.39),

k—1
T ZCD%) (r) < py paratodo k € N. (1.43)
=0

A equagao (1.43) implica no seguinte teorema:

Teorema 1.1. (Fernandez-Procacci) Seja pn uma funcdo p € (0,00)7 e, para qualquer y € P,
seja o~ (1) a fungdo definida em (1.32) satisfazendo (1.36). Considere r € (0,00)" definida por
(1.34). Entao, para todo p <,

i) A série

o (p) = Y H{ > bSU(%;%l,--.,%sv)p(%l)---p(%sv)} (1.44)

tETO ’Uto (7.017"'7’71)51))67)51}

converge para cada Yo € P e admite, para cada g € P, a cota

@ (p) < B8 (r) < 4, (10). (1.45)
ii)
p(30) %, (p) = lim [T7]7, (o) (1.46)

e p(fy)CI’g(p) € solugao da equagao (1.38), ou seja, é um ponto fixo da aplica¢ao com

p(1)®(p) = T, (p(1) B} (0) ) (1.47)
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Prova: i) Por (1.39) temos

r(y0) Y @Y (r) < T (), Yn €N
=0

mas, pela definicdo em (1.38) temos que, para todo k € N, Tf0 (1) = pty,. Entdo, obtemos
n
r(70) > P (r) < plv), Vn
=0
isto é, por (1.34),
n
l b
> eW(r) < @b (w), n
=0
e assim, por monotonicidade e para qualquer p < r,

o5 (p) < B8 (r) < &b ().

ii) Novamente, por (1.39),

T, (0) = p(20) [ @D (p) + B (p, )l u=p)] - (1.48)
0

N
—_

o~
I

Lembrando a defini¢ao em (1.42)) temos,

R (pp)lu=p) = D H{ > bsv(%;%u---,%sv)p(%l)---p(%sv)}
(

teTO0.k v=0 fyvl,...,'yUsU)GPSv
= o¥(p)
dai
k
[T715 (p) = p(10) > 2L (p),
=0
e assim, para qualquer p < r,
k
Jlim [T7]} (p) = lim MOZ@“) p0) lim > 0L (p) = p(70)®5, (p).
/=0
Finalmente, para todo p < r,
p0)®r(p) = Tim (T2 (p) = Tim T2, ([T7]2,(0)) = plr0) Tim e, (IT7)2(p)) =
= ol (Jim [T712,(0)) = p(10)5 (p(10) 5, (9)) = Ty (p(20) % (7).
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1.4 Critérios de Convergéncia

Critério de Ferndndez-Procacci.

Considere a escolha

18
bn('YOQ'Vla-..,’Yn) :bzp(vo;’yl’...,’)/n) = EHH’W’%”Y H Il{%.wyj} (149)
Ci=1 1<i<j<n
e também
FP 1 _
Ao ) = 143~ 3 ) ulm) = Zpy, () (1.50)
n>1 " (1, m)EPT

ViV Vi~

Entao, pelo Teorema 1.1, a série

(Pf’yzp (r) = Z H { Z % H I[A/Umg,Y H ﬂ{%iN%].} r(Yp1) - .- T(’yvsu)}lﬁl)
( Ui=1

t€TO v=0 L (1,0 Y0s0 )EPY lsi<jssy

converge.
Comparando (1.29) com (1.51) temos
17 (p) = @5 (p)-
Assim, obtemos, pelo Teorema [1.1, o seguinte critério para convergéncia das expansoes em
polimeros:

Corolério 1.3. (Critério de Fernandez-Procacci) Escolha i € D C (0,00)” e seja R €
(0,00)" tal que

R = _-—. 1.52

=205 (152)
Seja p tal que

p(7) < R (7) ¥y eP. (1.53)

Entao, a série |I1|,,(p) definida em (1.6) é finita para cada vo € P e

50 (p) < Epyy (1) (1.54)

logo,

P(70) M4 (p) < 1(70) (1.55)

para cada yg € P.
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Prova: Pelo Teorema 1.1, temos que a série H:: (p) definida em (1.21) é finita para cada vy € P
e para todo p tal que p(v) < R (7), onde R (7) estd definido em (1.53). Além disso,

FP

IL,, (p) < Ep,, (1)

para cada 9 € P. Usando agora (1.20), concluimos que o mesmo ¢é valido também para a série
5 (p)- O

Critério de Dobrushin.

Se escolhermos agora
b D 11
bn(’VO?’Ylw--v’Yn) = bn(’YO;'Yla---a'Yn) = EH]LYW(A/ H ]1{’}/1'75’)/]'}7 (1.56)
Ti=1 1<i<j<n

decorre que

A =14 S utw) ) = T4, (157

n>1" (715 m)EPT Y70
YO Vi s ViFEV

Entao, novamente pelo Teorema [1.1/ a série
Sv
bD 1
o (r) = Z H { Z o~ H]l%mg,y H Ly ity 3 T (Ft) - ..r(’yvsU)}(l.SS)
te€T0 020 \ (3,1, mps0)€PSY 0 i=1 1<i<j<sy
converge.

Comparando (1.30) com (1.58) obtemos

D

I, (p) = 9%, (p).

Entao, o Teorema (1.1 também estabelece o seguinte critério para a convergéncia das ex-

pansoes em polimeros:

Corolario 1.4 (Critério de Dobrushin). Escolha ju € (0,00)” € seja R° € (0,00)" tal que

Doy ()
S VA EETCi) 129

Considere p € [0,00)" tal que

p(7) < R'(y) = 2e) 5 vy €P. (1.60)
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Entao, a série |I1y,|(p) definida em (1.6) € finita para cada v € P e

L, |(p) < H[l + ()] (1.61)
p(V) [ (p) < p(v) (1.62)

para cada yg € P.

Para os ja habituados com a notagao usual dos artigos de Mecanica Estatistica lembramos a
Condicao de Dobrushin na sua forma usual [21, 11]. Nestes trabalhos, a condi¢ao (1.60) aparece

como

p(y) < R = (FO) = 1)em Zserana Mgy € P,

Isto é claramente a mesma condicao (1.60) se definimos

fi(v) = log[1 + u(v)]. (1.63)

D

Para mostrar (1.61), usamos [II|,,(p) < IL, (p), de modo que

i) ) )
L+ p(M My l(p) = 14 p(MIT,, (p) 1+ p(7)2Y (p)

Pelo Teorema [1.11i), pCIJE’YE (p) é ponto fixo da aplicagao T = qubD, isto é, para todo v € P
e para todo p < R" temos

o (0) = p(1) 6 (p(N@Y (9)) = p() TT 11 + (3)25” ()] (1.64)
oy

0 que é equivalente a

o 5
1+ pgv)(g)b )] = H [1+ p(ﬁ)q)'lzy (p)]- (1.65)
v

Agora, por monotonicidade

[T +0G)95 () < [T+ )95 ()] < L1+ (0] = b (0
g i i

Portanto, para qualquer p < RD, temos a cota

1, ()
T oL () =)
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ou seja, para qualquer p < R’

1L, |(p) <

(1.66)

Note que esta cota é um pouco melhor do que (1.61) pois depende de p(7y) em vez de R° ().

Assim, lembrando

1
1(0) = s /0 L (o) dar

e observando que

R () () = 200

obtemos

1 1
12,1(p) = IO’Y/O Ly [ (pa)der < P’y/o 1 —Oék,:((j))ky(ﬂ)da

< In [W} <l [1—1"(71%(;0}
= In[l+pu()].

Critério Koteckyj-Preiss.

Se escolhermos

KP 1 L
bn (V057155 Yn) = by (V037155 Vn) = o Hll{%m}
Ti=1

Py () = 1+Z% S o). oplm) = exp[z M(v)]

n>1 " (Y1, vn)EPT -

Entao, mais uma vez pelo Teorema (1.1, a série
Sv
bKP 1
o= ST X Ll s
tETO 020 \ (7,1, ypsw )EPSY 0 i=1
converge para todo p < 7.

Comparando (1.31) com (1.69), obtemos

KP

KP
IL, (p) = 9%, (p),

donde surge o Critério de Kotecky and Preiss, a saber,
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Corolério 1.5 (Critério de Kotecky-Preiss). Escolha p € (0,00)7 e seja R € (0,00)” tal

que

KP p(y
R, = (%) . (1.70)
exp [EMO u(v)}
Considere p € [0,00)" com
p(y) < RS = #() . Yy eP. (1.71)

x| 5, g (7)]

Entao a série |ILy,|(p) definida em (1.6) € finita para cada vo € P e

Tl(p) < exp[ 3 wl)] (1.72)
Y0

P(70)[T | (p) < 1(70)
para cada vg € P.

Resumindo, os critérios de convergéncia que obtivemos foram

p(v) < R(y) = :y(a) (1.73)

exp [Z%w u(ﬁ)} (Kotecky-Preiss)
oy(p) = [T5, (1+p(3))  (Dobrushin) (1.74)
Ep, (1) (Ferndndez-Procacci)

Cada condicao é estritamente mais fraca do que a anterior. A saber, desde que para u €
(0, 00)7 fixo,
=p, () < [T [1+ (3] < exp[ 3 w3
Fy Y*Y0
entao,
R, > RY > R*".

Portanto, fica estabelecida a relagao entre os critérios de convergéncia no caso do gas de
polimeros abstratos, sendo o Critério de Fernandez-Procacci o mais eficiente seguido de Dobru-

shin que, por sua vez, é mais eficiente do que o de Kotecky-Preiss.

O Critério de Fernandez-Procacci ja foi aplicado em exemplos importantes da Mecanica
Estatistica e provado para potenciais mais gerais, nao necessariamente de interagoes do tipo
caroco duro [30, 61, 59, 60, [75]. Faremos a comparagao entre estes critérios aplicando-os em

alguns exemplos na préxima secao.
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1.5 Exemplos

1.5.1 Modelo dominé em Z?

O modelo dominé em Z? foi primeiramente considerado por Dobrushin em [21]. Os elementos
do espago de polimeros P sao pares de pontos vizinhos na rede bidimensional. Para qualquer
v € P fazemos py = ¢, onde € > 0. Dizemos que dois polimeros sao incompativeis se, e somente

se, eles tém interseccao nao-vazia.

Vamos assumir que as fungoes j(7y) presentes nas condigdes de Kotecky-Preiss, Dobrushin e

Fernandez-Procacci, em (1.74), sdo constantes e iguais a p.

A Condicao de Kotecky-Preiss para o modelo dominé pode ser escrito como
py < ply)e” 2 D= e < e
fornecendo

1
e < — =~ 0.0525.
Te

Por outro lado, pela Condicao de Dobrushin

o p) - p
L5, 1 4+ 1(¥)] (L+p)7
o que fornece
1
e < (1+6% = ~ 0.0566.

py <

donde obtemos

1.5.2 O gas de rede

Seja G = (V,E) um grafo infinito de grau limitado com conjunto de vértices V, conjunto de elos
E e grau maximo A. O sistema de polimeros obtido escolhendo P =V e G = G é chamado gas

de rede do tipo caroco duro auto-repulsivo em G. Neste caso, os polimeros sao os vértices de G
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Dizemos que dois polimeros {z,y} C V s@o incompativeis se ou y = x (auto-repulsdo) ou
{z,y} € E (interacdo de pares do tipo caroco duro). Vamos supor que a atividade de um
polimero x € P é constante, isto é, p, = p para todo x € V. E esperado que o raio de
convergéncia dependa fortemente da estrutura topolégica de G. Consideramos inicialmente o
pior caso, ou seja, quando o grafo G é tal que os vizinhos mais proximos de qualquer vértice sao
dois a dois compativeis. Isso acontece, por exemplo, se G é uma arvore ou se ¢ uma rede cibica

Z%. A Condicao de Kotecky-Preiss para este modelo conduz a
pe < p(z)e” Dypa M) s p < Me—(AJrl)u7
o que fornece

1
< — .
p= (A+1e
Por outro lado, a Condicao de Dobrushin nos da

() 0
PEML A0+ aw)] SO pae

fornecendo

1 AA
A
(1+ %)A-ﬁ-l (A4 1)ATY

p<

Finalmente, pela Condicao de Fernandez-Procacci

b < pae) p< 1z _ p
~E(w) T+ (A Dp+ e, (D) p+ L)

resultando

A1 1

N N
ar+(1+55)  LtEos

[y

p<

A cota acima pode ser melhorada usando o fato de que, para qualquer grafo de grau limitado
G com grau méximo A, o raio de convergéncia pg do gds de rede com interagées do tipo caroco
duro em G é menor ou igual do que o raio de convergeéncia pr, do gas de rede com interacoes do
tipo carogo duro na drvore regular Ta com grau A. Isso ocorre devido & fungao (1.21) quando
calculada para o gds de polimeros em que os polimeros sao vértices do grafo de grau limitado
G = (V,E) com grau méximo A ser menor ou igual do que quando calculada para o gas de

polimeros cujos vértices estao na arvore regular Ta.

Neste caso, o raio pr, pode ser calculado explicitamente [67, [69]:

A —1)A-D
S el s

O exemplo do gas de rede sera estudado mais detalhamente no Capitulo 4 quando estudarmos

a ligacao entre a o gas de rede e o Método Probabilistico.
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1.5.3 Gas de subconjuntos finitos de um conjunto enumeravel

Consideremos um conjunto infinito enumerével V.

Definimos o espaco de polimeros por Py = {R C V : |R| < 0o} e a relacao de incompatibili-

dade em Py da seguinte forma diremos que v % 4’ se, e somente se, ¥ N~ # (.

Note agora que os polimeros tém uma cardinalidade, de modo que podemos falar acerca
de grandes polimeros e pequenos polimeros. Como antes, a cada polimero v é associado uma
atividade p(y). Assim, a atividade p é um elemento de [0,00) com entradas p(y), 7 € Py.
Observe que aqui é permitido o valor p(y) = 0 para algum v de modo a ficar mais geral. Por
exemplo, na expansao de polimeros para sistemas de spins a altas temperaturas, o espaco de
polimeros é sempre Py para algum V adequado. No entanto, temos que p(y) = 0 sempre que
|| = 1. Chamamos esta particular e importante realizacao de gas de polimeros abstratos como

gds de subconjuntos finitos.

Seja agora A um conjunto finito de V. Uma configuragao do gés de polimeros em A é dada
uma vez especificado o conjunto de polimeros presentes em A. E claro, estes polimeros devem ser
dois a dois compativeis, isto €, uma configuracao em A é uma cole¢ao de subconjuntos disjuntos.
A probabilidade de ver a configuragao {71,...,7v,} na caixa A é definida por

n

Prob,(y1, ..., m) = Z3" [ [ p(7)
=1

onde =, é uma fungao particao conforme:

Ex(p)=1+> > pm)-p(m) (1.76)

n>1 {71, vn}: 7 CA
YN =0

Vamos comparar trés condigoes para esse modelo, comegando com a Condicao de Kotecky-

Preiss. Escolha u(v) = p,e?7l. A condigdo (1.71) se torna a bem conhecida desigualdade:

E ps e < aly|, VyeP. (1.77)
JEP
Ay

Agora, usando o fato de que 7 ¢ v significa ¥ Ny # (), temos

> s < Jrylsup Y psehl. (1.78)
iy EEEE
Assim, (1.77) se torna
sup Z lp,| e < a. (1.79)
zeV cp
Yoz
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Por outro lado, a Condicao de Dobrushin pode ser escrita como

) c(v)
7o Haep; %47[1 + (@)

Escolhendo novamente () = |p,|e?" a condigao acima pode ser reescrita como:

[T+ lpsle™) < el vy eP,

FeP
Aoy
ou seja,
> log(1+ |psle®) < aln], vy eP.
yeP
Ay
Assim,

sup » _ log(1 + [pye*) <
zeV cp
Yoz

que é um pouco melhor do que (1.79).

Finalmente, a Condigao de Ferndndez-Procacci torna-se

22(c) < el

onde
ef]

27 —1—1—2 Z H\p Jeehil,

("/1 ..... Yn)EPT =1
ViV Vi~

(1.80)

(1.81)

(1.82)

Novamente usamos o fato de que v; % vj <= v Ny # 0 ey ~ v < 7N~y =0 para

estimar o fator

> L

(Y15 1m)EP™ =1
Vi PV Vi~

Note que este fator é zero quando n > ||, pois ndo tem como escolher n subconjuntos ~; de

V tais que todos sejam dois a dois compativeis (ou seja, disjuntos) e todos incompativeis com

um subconjunto fixado v de V com numero de elementos igual a |y|. Por outro lado, quando a

soma acima nao é zero, isto é, para n < ||, ela pode ser limitada por

n n
> TIeve™ < Wl =1 (vl = n+1)| sup Z!Mea'”']

(GRS n)EPM =1 xTe ~EP
Vi Vi~ zey
2l '
v
(] S
zeV p
zEY
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il n o]
- vl _
~p<c>g1+z<n)[§gzmwl - 1+igp2|m|ea”'] Casy)
n=1 ~YEP ~NEP
TEY TEY

Logo, (1.82)) pode ser reescrita como

ol
zeV cp
TEY

isto é,

sup Z |py et < ea —1. (1.84)

zeV cp
TEY

Note que o polidisco obtido nao é exatamente o do critério de Fernandez-Procacci pois
fazemos a estimativa (1.83). Lembramos que a condi¢ao (1.84) ja havia sido obtida no inicio da
década de 70 por Gruber e Kunz [43] utilizando o método das equagoes de Kirkwood-Salzburg

e, desde entao, havia sido pouco utilizada.

Tentar entender este fato, ou seja, como se deu a obtencao do mesmo critério de convergéncia
de Ferndndez-Procacci através de uma técnica totalmente diferente, foi uma das questoes que

motivaram a elaboracgao desta tese.

Para este exemplo do gds de subconjuntos apresentaremos uma prova por inducao deste
critério, assim concluindo que as trés abordagens: cotar os coeficientes de Ursell usando identi-
dades do tipo grafo-arvore, o método indutivo e as equagoes de Kirkwood-Salzburg, sao equiva-

lentes, pelo menos neste contexto.
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Capitulo 2

O Método das equacoes de
Kirkwood-Salzburg

2.1 O Formalismo de Gruber-Kunz para o gas de subconjuntos

Consideremos novamente um conjunto infinito enumeravel V e, no que segue, A sempre denotard

um subconjunto finito de V.

No célebre artigo de Gruber and Kunz [43], o sistema de polimeros P considerado é composto
apenas por particoes de A e a incompatibilidade é dada pela interseccao. Outra diferenca é que

nao é considerada a contribuicao do conjunto vazio, ou seja:

Ex) =Y Y. (). p(m). (2.1)

n>1 {v1,-»yn}: Uy;=A
[v=1,  viny;=0

Nesse caso sempre podemos escrever

=alp) = Y S o) plm)

n>1 {71, vn}: Uy =A
[vi|=1,  v;Nv;=0

= > p(n).-plwm) [ ez}

n>0 {m,--1n} zeA\Uy;

= H p({z}) |1+ Z Z p(r) - o) | (2.2)

zEA n>1 {v1:-7n}: Uy;=A
[vil=2, ~v;Nv;=0

onde, para qualquer v € P tal que |y| > 2,
_ p(v)
ply) = :
Hzey p({ﬂ?})
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Assim, o “gas de particbes”de Gruber e Kunz é, neste sentido, equivalente ao gés de polimeros

usual onde os polimeros tém cardinalidade maior do que 1.

Posto isso, sem perda de generalidade, podemos considerar o caso geral (1.76), ou seja,
as configuragoes de polimeros {v1,...,7v,} contribuindo para a fungao partigao (1.76) nao sao
necessariamente uma particdo de A e, eventualmente, podem conter atomos, isto é, alguns dos

~i podem ter cardinalidade |v;| = 1.

Definimos as fung¢des de correlagdo deste gas, a volume finito A, por

1 - -
RO ) = Zose(n) - () | 1+ > > p() - p(m) |- (2.3)
=AP n>1 {31, An}: % CA\UP_ v
¥iN;=0
As correlacOes entdo podem ser escritas como
p o EA\Ui’yi (p>
Tyevns = 1).-- _—.
Ph (Y W) = () p() —2 - )

de modo que, assim como Gruber e Kunz sugerem, consideramos as fungoes

- E’A\Ui’yi (p)

(bi(fyh e 7/)/]3) = EA(P) (24)

Lembre que queremos determinar um polidisco {2z, € C” : |z,| < p,}, 0 qual nio dependente
de A, onde as correlacoes sao analiticas. Assim, se para cada conjunto finito de polimeros as

funcgoes 2.22] sdo analiticas, certamente as correlacoes o serao, assim, nos fixamos nestas tltimas.

Note que esta fungdo pode ser vista como uma fungao dos subconjuntos de A (em vez de

uma fun¢ao numa p-upla do conjunto de polimeros), isto é, se X = U;;,

K1) = H(X) = :\X;f) (25)

[1]

Observe que éﬁ(@) = 1 e ainda, note agora que para qualquer Z C V finito e para qualquer

z1 € V\Z, podemos escrever

Ezu(ay(0) = Ez(p) + Y p{z1} US)Ens(p), (2.6)
Scz

onde na soma sobre os subconjuntos S C Z, o subconjunto () estd incluso. A férmula acima

pode entao ser reescrita como

E2(p) = Ez0(a3 () — Y p{z1} U S)Exs(p). (2.7)
sScz
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Agora, seja Z U {x1} C A e faga X = A\Z, de modo que z1 € X e Z = A\ X. Entao, (2.7)

torna-se:

Enx(p) =Enx-an(®) — Y. p{1} US)En xus)(p) (2.8)
SCA\X

ou, dividindo esta equacao por Z, e usando definicao das funcoes Q_ﬁf\ em 2.5, obtemos:

RX) =R (X —z1) — D p({z}US)R(XUS). (2.9)
SCA\X
Definicao 2.1. Estas equacgoes sio as Equagoes de Kirkwood-Salzburg para este sistema

de polimeros.

Nestas equacoes, x1 pode ser qualquer ponto em X, mas vamos considerar aqui 1 como o

menor vértice em alguma enumeracao escolhida a priori em V.

A deducao das equagoes de Kirkwood-Salzburg foi relativamente simples porém, o leitor que
observar a prova no trabalho original de Gruber e Kunz [43] ficard surpreso com as complicadas

identidades algébricas usadas pelos autores até que eles obtenham essas equacoes.

O ponto central desta demonstragao, nao percebido por ninguém na época de Gruber e
Kunz, é que as equagoes de Kirkwood-Salzburg sdo conseqiiéncia imediata da entao chamada
Identidade Fundamental, equagao satisfeita pela fungao partigdo, equagao (2.6) neste caso, veja
[67] pag. 36.

Essa identidade tem papel fundamental na prova por indugao do Critério de Dobrushin e
isso foi um forte indicio de que poderia existir uma prova indutiva para este critério de Gruber

e Kunz (re-obtido por Ferndndez e Procacci anos mais tarde).

De fato, no capitulo seguinte usando justamente esta identidade, chegaremos neste critério

para a convergéncia da pressao usando o método indutivo.

O restante da prova segue os passos de Gruber e Kunz, usuais no método de Kirkwood-
Salzburg, ou seja, construimos um espago de Banach e um operador a partir das equagoes de

Kirkwood-Salzburg e, do controle da norma, obteremos a analiticidade desejada.

Seja £ > 1 e considere o espaco de Banach B¢ das fun¢oes complexas definidas em subcon-

juntos finitos nao-vazios de V (isto é, em Py) com a norma

X X
W= gop T =
IX|<oo
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Defina a funcio ¢ : Py — C como

M(X), seX CA
0, caso contrario.
Entdo, para p € [0,00)7, claramente qgf\ € B¢ pois \&7&( )| < 1, isso porque, por definigao,

( ) é ou 0 ou a razao entre funcoes de particao onde o numerador possui menos parcelas e
p=0).

/\

Definimos agora em B¢ um operador linear K, como segue:

FX=a) = Z;( )p({xl}US)f(XUS), se |X| =2
SNX=0

(Kof)(X) = (2.10
- S AU us), s X =)
Sn{x}=0

onde P*(V) =Py U {0}.

Afirmacgao: O operador K, estd bem definido em B¢, ou seja, é realmente um operador

K, : B¢ — B¢ quando a atividade p satisfaz
sup Z (7)EN < 0. (2.11)

zeV ~ePy
PEE:

Prova: Pela Defini¢ao 2.10, para qualquer X € Py e f € B,
(K, NX)] < [fX =2+ Y p{z}u9)|IfF(XU9)|

SeP*(V)
SNX=0
< S flle+ DD lo(any U SN £l
SepP*(V)
SNX=0
1
= g IIstg L+ 3 lpaibus) |5S'“]
ssenlzg(\é)
1
< €01l ¢ 1+Sgg 2 le{z3us) |f's'“]
ssemlj(*(\é)
1
= ¢IIflle 1+supZ oty f'”]
A/:f;v

entao,

U0l < Wl g |1+ 5p 3 1olo W]

WGPV
xTEY

42



Assim, K, ¢ um operador limitado em B¢ e ainda

1
[Klle < g |t sw > lMIET. (2.12)
z€Z4 YEPy
TEY
O

Agora a idéia é reescrever a equagao (2.9) como uma equacdo no espaco de Banach B¢

envolvendo o operador K,. Consideremos a fungao caracteristica

1, se X CA
0, caso contrario.

Para volumes fixos A, o conjunto de equagoes (2.9) é vélido para todo ) # X C A. Podemos

estender essas equagoes para todo X € Py usando o operador y, fazendo simplesmente

PA(X) = xa(X)da(X — 1) — xa(X) D p({z1}US)Pa(X US). (2.13)
SCA\X

Observe agora que xA também pode ser vista como operador:

(xaf)(X) = xa(X)f(X), para todo f € Be

que ¢é linear (e limitado) em B¢. Também definimos o vetor o € B¢ como

1, se | X|=1
a(X) =

0, caso contrario.

Entao, (2.13) se torna
dr = xa0 + XaK 04, (2.14)
cuja tnica solucao em B é
ér = (1—xaK,) ! xac,
desde que

IxaKplle <1

que é claramente satisfeita se
1Kl < 1. (2.15)
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Portanto, podemos concluir que, onde (2.15) é satisfeita, ¢4 existe, é finita e analitica em p.

Isso acontecerd, lembrando (2.12), quando a seguinte desigualdade for satisfeita

2 L+ sup Y [p(m)|EM] < 1. (2.16)

erd7€?V
zEY

Ou seja, seguindo a notacdo mais usual com £ = e® (a > 0), provamos o seguinte teorema nesta

secao:

Teorema 2.1. As fungoes de correlagao (2.3) (a volume finito A qualquer) do gds de subcon-
juntos finitos de V sio analiticas no polidisco {(2y)yep € CT 1 |24| < py} se existe a > 0 tal
que
sup »  |p(y)] e < e — 1. (2.17)
zeV

YEPyY
TEY

Conforme dito antes, a simplificacao da prova de Gruber e Kunz é devida a observacao de que
as equagoes de Kirkwood-Salzburg sao conseqiiéncia direta da identidade fundamental satisfeita

pela funcao particao (2.6):

Ezuay(p) = Zz(p) + > p({z1} US)Ens(p). (2.18)
sScZz

No contexto do gas de polimeros abstratos essa equagao se escreve como:

Ezutr0}(P) = Ez(p) + p(70)E2\1+ (1) (), (2.19)
onde Z é um subconjunto finito do conjunto de polimeros, vo ¢ Z e I™*(y9) = {y € Z : v # Y}-
Assim, como esta identidade fundamental gera as equacgoes de Kirkwood-Salzburg que de-

terminam as correlagoes no caso do gas de subconjuntos, é natural que a sua correspondente no

gas abstrato nos leve as correlagoes também, veremos isso na préxima secao.

A condigao para a convergéncia no caso abstrato utilizando essa abordagem classica das
equagoes de Kirkwood-Salzburg nos levard a uma condigao levemente pior do que a condigao de
Dobrushin, como veremos a seguir. No entanto, com uma modificacao na abordagem, voltando
a tentar controlar a série e nao a norma do operador, obteremos de fato a condigao de Dobrushin

que serd apresentada na Secao 2.3l

2.2 As equacoes de Kirkwood-Salzburg para o gas de polimeros

abstratos

Nesta secao aplicaremos o método das equacgoes de Kirkwood-Salzburg para o sistema de polimeros

abstratos. Para aplicar este método primeiramente precisaremos definir as funcoes de correlacao
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do sistema.

Definicao 2.2. Seja U C P. Dizemos que U é compativel se |U| = 1, ou |U| > 2 e para qualquer

par {v,v'} C U temos v ~~'. Do contrdrio, dizemos que U C P ¢é incompativel.

As fungoes de correlagao representam a probabilidade de ver no sistema os polimeros 1, . . ., Vn.
No volume finito A, se U = {v1,...,7} é compativel, definimos a fun¢ao de correlagdo por
OA(YLs -5 Yp) = p(v) o) D p(n) . p(An) (2.20)

:A(PA) n>1 {71, An}CA

Vi~Yis Vi~

enquanto que, se U = {7y1,...,7,} é incompativel, dizemos que ¢a(71,...,7) = 0. Isso é

condizente com a convencao usual de que soma de zeros parcelas é zero.

Note que ¢ (7y1,-..,7p) é a soma das probabilidades das configuragoes nas quais o conjunto

{71,...,7p} esta presente.

Notagao 2.1. Seja U C P e seja v € P. Usaremos o simbolo v # U quando existe v € U tal
que v £ 7.

Notagao 2.2. Denotamos I'(U) ={yeP:y ¢ U} eI (U)={yeA: v ¢ Ue~¢U}.

Entao observe que a correlagao pode ser escrita como

EA ivi
SA(V1, -5 p) = p(11) - -p(’yp)M (2.21)

—
—

Assim como Gruber e Kunz, para X C A vamos considerar as fungoes

) Eax

Pa(X) = (2.22)

ZA
Este conjunto de fungoes é maior do que o conjunto de funcées de correlagao a volume finito
quando X varia em A, pois existem muitos conjuntos Y C A para os quais nao ha U C A

compativel tal que I'(Y) = U.

Assim, as fungoes de correlagao formam um subconjunto préprio deste conjunto de fungoes
do tipo (2.22) acima. Dessa forma, se provarmos que para qualquer X C A a fungio (2.22) é
analitica em relacao as atividades algum polidisco uniformemente no volume A, entdo o mesmo

serd verdade para as fungdes de correlagao (2.20).

As equagdes de Kirkwood-Salzburg para as funcdes ¢ (X) podem ser obtidas através da

relacao
Ez0{03(P) = Ez(p) + p(70)E2\1% (7o) (P) (2.23)
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onde Z é um subconjunto finito do conjunto de polimeros, vo ¢ Z e I'} () ={vy € Z : v # 0}

Suponha que Z U {7y} C A com vy ¢ Z. Dividindo a equacao anterior por Zx(p) temos:

Zz0003 () _ Ez(p) +p(%)52\r;(m>(f’>
) = '

=n) - Ealp =0() (2:24)

Assim, fazendo Z = A\ X temos que 7 € X e, pela definigao (2.22), a equagao (2.24) se

torna
PA(X\70) = OA(X) + p(70)#a(X UT (70)) (2.25)
isto é,

PA(X) = oa(X\70) = p(70)0a(X UT 1 (70)). (2.26)

Note que vy € X, enquanto I'} (y0) = {y € A v # 70, v % v} C A\X.

Lembrando a se¢ao anterior, é natural denominarmos estas equacoes de Fquagoes de Kirkwood-

Salzburg para o gds de polimeros abstratos.

Seja Pr(P) o conjunto de todos os subconjuntos finitos de P. Definimos o espago de Banach

IB%% formado pelas funcoes f : Pp(P) — C com norma

f(X)

- ) 2.27
e = 38, e 220

onde ¢ : P — RT é uma fungao positiva que serd escolhida adequadamente de modo que &(7) > 1,
para todo v € P.

Considere o operador K ;\ em Ef) definido por:

(X =0) = p(r0) F(X UTR (7)) se [X[=2
(Kp f)(X) =
=p(70) (X UT{(70)) se X = {0},
onde 7y é o primeiro polimero em X onde escolhemos alguma enumeracao £ : N — P :n+— v,

do conjunto enumeravel P de modo que em qualquer conjunto X C P podemos pegar um

polimero ¢ com o menor indice n da enumeracao escolhida.

Vamos verificar que K Z,\ é, de fato, um operador agindo em IB%f,.
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K ﬁ é claramente linear. Além disso

Ky A (X = (X \%)| + [p(0)]f (X UT3 (7))l
< Ifle TI € +letollifle [Ten TI €=
YEX\0 veEX €'} (v0)
1
< LI [ +|n( §(y ]
7161( ! ‘ 5(70)[ o) 'yeFl:I'yo) }

onde I'a(70) = T3 (v0) U{ro} ={7 € A:7 % 70}
Assim, temos que para qualquer f € IB%%, qualquer X C P ey € X:

(K [)(X)]
H'yEXg(’Y) —Hf”f[( )[1+|,0 ’YO H f ]]

Y€ (70)
pois [ [ er(re) €(7) = T ery, (vo) §(7) € usando &(v) > 1, Vv € P.

€.
Portanto, para qualquer f € Bp:

1
IG5 Dle < 171l s L(%)[Hm@ [T <t ]]

Y€l (70)

Portanto, K é\ é um operador limitado em ]B%% com norma limitada por

1
1K e < sup L(%)[ +lo0o)l T €0 }] (2.28)

70 v€T' (7o)

notando que a cota é uniforme no volume A.

De novo, a idéia é reescrever o conjunto de equagoes (2.26) como uma equagao no espago de
Banach Bg envolvendo o operador K é‘. Em vista disso, vamos estender a definicao das fungoes

éa(X) para qualquer conjunto finito X C P (e ndo apenas para os conjuntos X C A).
Como antes, xa : P — R é dada por:
1, seXCA
xXa(X) =
0, caso contrario
A extensio de ¢, para qualquer conjunto é dada por ¢a(X) = xa(X)da(X).
Novamente a fungdo ya define um operador linear e limitado no espago de Banach:

(Xaf)(X) = xa(X)f(X), ¥V f€Bj.
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E entao, podemos escrever as equagoes (2.26), para todo X C Pp(P) conforme:

OA(X) = xa(X)Da(X\{10}) — xa(X)p(70)oa(X UT; (70))- (2.29)

Se a funcao a € IB%% entao, como antes, temos:

1, sel|X|=1
alX) =
0, caso contrario.
Assim, (2.29) se torna
da = xac + Xa K} da, (2.30)
cuja Unica solucao em IB%% é
on = (1 - xakp) ™ ( xaa), (2.31)

desde que HXAK,f}Hg < 1, que ¢ garantido quando HKé\Hg < 1.
Ou seja, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Dada p > 0, se existe £(y) > 1, para todo v tal que

1
sup L(%)[lﬂp wl J] ¢t ]] (2.32)

epP
7o €T (7o)

entdo, por (2.28), HKé\Hg < 1, onde A € um conjunto finito qualquer, e as funcoes de correlacao

(2.20) do gds de polimeros abstratos sio analiticas no polidisco {(z)yep € CF : |24] < py}.

Note que, a menos do supremo, esta é a Condigao de Dobrushin. De fato, basta tomar

£(y) = e, 1> 0 em (3.1) e observar que:

[t ltol IT €] <1 beol TT €0 <éto -1 (2:33)

&0 ~ET (7o) ~ET (7o)

Aqui, mais uma vez, o método de controlar diretamente a série formal de interesse se mostrara

superior aos demais, mesmo nesta abordagem das equacgoes de Kirkwood-Salzburg.

De fato, na sessao seguinte ndo vamos usar um operador num espaco de Banach, controlare-
mos diretamente a série formal gerada pelas equagoes de Kirkwood-Salzburg que correspondem
as correlagoes e provaremos que é suficiente o Critério de Dobrushin, sem a necessidade do

supremo da condi¢ao (2.32).
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2.3 A prova do Critério de Dobrushin usando as equacoes de

Kirkwood-Salzburg

A maneira de escapar desta hipétese mais restritiva que precisamos exigir na sessido anterior
¢é utilizar uma filosofia mais proxima a de Fernandez-Procacci do que a de Gruber-Kunz na
abordagem do problema. Ou seja, tentar controlar a série formal que é produzida a partir das

equagoes de Kirkwood-Salzburg que as correlagoes satisfazem e nao a norma do operador.

Como ja vimos, as correlacoes de um gas de polimeros abstratos com atividades {2z} ep
serdo analiticas no polidisco {{z,},ep € C” : |2,| < p,} onde p, > 0,V v € P, se conseguirmos

provar que a seguinte série formal é convergente:

dr = (1=xaKp) ' (xae) = xa D (K3)"( xa). (2.34)
n>0

Lembrando a definicao de K ﬁ : CF(P) - cF(P)

KM (X) = { —Xa(X)ps0f (X UT2(70); se [X| = 1(X ={n}) , 40/
XA(X) (X =70) = xa(X)pyo (X UTA(10)),  se2<[X],

onde F(P) denota a colegao de todos os subconjuntos finitos de P,  é o primeiro elemento de

X segundo alguma ordem fixada de inicio e

1 X|=1
a<X>:{ o=
0, caso contrario.

Como estamos supondo p > 0, ou seja, py, > 0V v € P, temos que K fp leva fungoes positivas

em funcoes positivas, ou seja, Kép 2 [0, +00]FP) — [0, +00]F'(P) ¢ definida por

KA F(x) = { XA(X) s f(X UTA (), se [X] = 1(X = {0}) 5509
-’ XA(X) (X —70) + Xa(X)pyo f(X UTA(0)),  se2 < [X],
donde segue facilmente que
by = (L=xaK)) " (xae) = xa D _(KE))"( xae) <> (K™ )" (). (2.37)

n>0 n>0

Assim, basta provar que a Condi¢ao de Dobrushin para a atividade p nos garante que a série

> (K2 () (2.38)

n>0
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é convergente, uniformemente em A.
Sabemos que a Condigao de Dobrushin pode ser enunciada da seguinte forma:

Eziste € € (1, +oo)F(P) tal que para todo o € P, vale a desigualdade:

L+p [ & < & (2.39)
€l (70)

Podemos estender £ de maneira natural para uma fungao que denotaremos pela mesma letra
£ € [0, +00]F(P) definida por £(X) = [[ex &

E importante ressaltar que & assume somente valores finitos. A prova de que (2.38) é conver-

gente seguira da Condicao de Dobrushin.

Na proxima proposi¢ao, como queremos controlar uma cotar superior, podemos desprezar as

funcoes caracteristicas e assim trabalhar com o operador:

KMF(X) = { —~prof (X UTa(30)), se [X] =1 (X = {70})
’ J(X =0) = pro /(X UTa(10)),  se2<|X]

Proposicao 2.1. Seja <I>;} 2 0, 400]¥P) — [0, +00]P) o funcio definida por:
A _ A
(I)p (f) =a+ K—p(f)a
onde p e & satisfazem a Condigcdo de Dobrushin (2.39).
Entao:
(i) ZnZO(K/_\p)"(a) é finita e é o ponto fizo minimo de <I>£,\.
(i6) 184 (0)(X)] < ThsolK2,)"(@)(X) < €(X) pora qualquer X € F(P). Como € nio

depende de A, a cota € uniforme em A.

Prova: Aqui usaremos resultados sobre reticulados que sao discutidos em detalhe no Apéndice
Bl Se f < g, entao @ﬁ}(f) < <I>f,}(g), ou seja, @”} é monétona e ainda, como [0, +o00]F'P) é um

reticulado completo, pelo Teorema de Knaster-Tarski, sabemos que <I>f,} possui um ponto fixo.

A existéncia do ponto fixo nao surpreende, pois de imediato percebemos que a fungéo cons-

A

»» mas a Condigao de Dobrushin nos garantird a existéncia de

tante f = 400 é ponto fixo de ¢

outro ponto fixo que serd finito.

Como }_,~ (Ki\p)”(a)(X) é uma soma de termos positivos para qualquer X € F(P), segue
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que ZnZO(Kfp)”(oz) = supy ZQLO(K/_\,J)”(O() e entao:

N N
<I>2 Z(K/_\p)”(oz) = <I>£ [Sl]tp Z(Kﬁp)"(a)] = oz—l—K/_\p lsup Z(Kﬁp)”(a)]
n=0

N

n>0 n=0
N N+1
= a+sup Kﬁp [Z(Kﬁp)"(a)] =+ sup Z (Kfp)n(a)]
N n=0 N n=1
= Z(Ki\p)"(a).
n>0

E importante ressaltar que este ponto fixo é construindo de maneira iterativa a partir do

menor elemento do reticulado, ou seja, a funcao nula. De fato,

N-1

(@) (0) =D (K2,)"(a),

n=0

ou seja, (QQ)N (0) é uma seqiiéncia crescente e

ln (1) (0) = sup(@)" (0) = 3(K2,)" (@)

Assim, tal como no teorema de Tarski-Kantorovitch, ¢é facil ver que - (K A )" (@) é o ponto
fixo minimo ¥ de @ﬁ}. De fato, como 0 < ¥, entao 0 < @ﬁ(O) < (@2)2(0) <..< (QQ)N(O) <.

Disto segue que limN(Q)é\)N(O) = ano(K§p)"(a) < W e, por outro lado, como ji sa-
bemos que ano(Kﬁp)”(a) é ponto fixo e que ¥ é o ponto fixo minimo, concluimos que
ZnZO(Ki\p)n(Q) =V

Para terminar a prova de (i), basta provar que anO(Kﬁp)"(a) = W ¢é de fato finito e isso
segue do item (ii) que provaremos agora. Observemos que a Condi¢ao de Dobrushin implica
que:

PUE)(X) < &(X), VX eF(P), (2.40)

ou seja, @;}(5) < &. Como & é finita e, lembrando que pelo Teorema de Knaster-Tarski o ponto
fixo minimo é o menor ponto g do reticulado [0, +00]"(P) tal que @2(9) < g e também como ji
provamos que ZnZO(K/_\p)”(a) é ponto fixo, segue entao que ZnZO(K[_\p)"(a)(X) < (X)), para
qualquer que seja X € F(P). Resta apenas provar a desigualdade (2.40).
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Seja X tal que |X| > 2, entao:

OEX) = (a+ KD, ) (X) =E(X —70) + pro (X UTA(70))
E(X —70) + Py £(X —70)€(Ta(10))
§(X —0) [1 + Pyo E(FA('YO))}

= (X —10)[1+ py H &)

RISUNCT))
< (X —10)&, = E(X).

IN

A primeira desigualdade é assegurada pelo fato de £, > 1 para todo 7, pois disto segue
que £(X UY) < &(X)&(Y) para quaisquer X e Y em F(P). A segunda desigualdade segue da

Condigao de Dobrushin. O caso em que |X| =1 é andlogo. O

Observagao: E possivel provar o item (ii) sem apelar para a caracterizagdo do ponto fixo
minimo de Knaster-Tarski. Para provar a desigualdade (2.40) s6 precisamos da Condicao de
Dobrushin e, iterando esta desigualdade e usando a monotonicidade da funcao @f,}, obtemos que
para todo N > 1:

N N-1
STEE )M o)+ (KA )N < Y (KA () + (KA )N ¢ < ¢ (2.41)
n=0 n=0

e entao

> (KR )Ma) < €. (2.42)

n>0

O fato de £ ser finita e de usarmos uma desigualdade do tipo @;}(5) < ¢ sao os mesmos
principios usados por Ferndndez e Procacci em [32] e por Faris em [30]. Assim como nestes
trabalhos, temos interesse no ponto fixo que é uma série gerada de maneira iterativa cuja finitude
é garantida por esta desigualdade. O ponto fixo acaba se mostrando finito e, como conseqiiéncia,

a série de interesse também.
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Capitulo 3

O Método indutivo

Neste capitulo apresentaremos varias demonstracoes, todas por indugao, dos critérios de convergéncia
para a expansao do gas de polimeros abstratos e do Critério de Fernandez-Procacci para a

convergéncia da expansao do gas de subconjuntos finitos da rede.

Note que ja vimos nos capitulos anteriores que o Critério de Dobrushin pode ser obtido
usando duas técnicas diferentes: cotando diretamente os termos da série usando identidades do
tipo grafo-arvore como fizeram Ferndndez e Procacci [32] ou usando as equagdes de Kirkwood-

Salzburg como vimos no capitulo anterior.

Cabe ressaltar que sera respondida uma questao que intrigava especialistas da area referente
ao gas de subconjuntos da rede. Depois de Fernandez e Procacci [32] terem obtido para o
gds de polimeros abstratos, através do controle da série, o0 mesmo critério que Gruber e Kunz
[43] obtiveram para o gas de subconjuntos da rede usando as equagoes de Kirkwood-Salzburg,

naturalmente surge a pergunta se é possivel obter a mesma cota através da inducao.

Apresentaremos esta prova por inducao no final deste capitulo respondendo a pergunta.

3.1 Critério de Dobrushin

A Prova a seguir utiliza a abordagem de Miracle-Solé [52].

Em todas as provas por indugao deste capitulo supomos p(y) > 0 para todo polimero, e

garantiremos a analiticidade no polidisco {|z,| < p(7)}.

Teorema 3.1. Seja P um conjunto de polimeros com a relacao de incompatibilidade . Supon-
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hamos que exista uma fun¢ao positiva i(y), v € P, tal que, para todo vy € P

p(10) < (") — ) exp{~ Y ()} (3.1)
Y0
Entao, para qualquer o € P, temos
X6 1(p) < A(70) (3.2)
(3.3)

p(10)[T|(p) < &0 — 1,
onde |X4,|(p) € a série definida em (1.5) e Il (p) € a série definida em (1.9).
Conforme observado nas segoes anteriores, esta formulacdao é equivalente a Proposicao 1.1

através de mudanca da varidveis
u(y) = et (10) _ 1.

Prova: A prova sera feita por indugao em |A|. Assuma que para um dado A (e qualquer um de

seus subconjuntos) a seguinte estimativa é satisfeita, para qualquer v € A,

1%, [(pa) < (), (3.4)

onde |X,|(pa) € a versao a volume finito da série |¥,|(p). J& vimos vérias vezes que ¥, pode ser

escrita como diferenca de logaritmos, donde

—log ZA(—pa) +10g Ep\y, (—pavy) < A(7)

e também, para todo A’ C A,
—logEa(—pa) +1ogBn(—pa) < Y (7). (3.5)
~EAA
Considere agora vy € P\A, assim:
Euro (PAUY) = Ea(pa) + p(10)EA\T* (v0) (PA\T* (70))
e entao,
(3.6)

EAUro (—PAUY) = Ea(=pA) = P(10)EA\T* (v0) (—PA\D* (o))

onde I (v9) = {y € A : v % v}. Por (3.5)

—log Zx(—pa) +108 Zp\1+(10) (—PA\T* () < Z
YEr*(v0)

().
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Observe que, como I™*(vy) C A e v ¢ A, temos

> ) < —ilv) + Y i)

V€T (0) 1eP
Y%Y0

e também

- - _ o [Eave o) (FPavre (o)
— log —‘A(_p/\) + 1Og ‘—'A\F*(’yo)(_pA\F*(’yo)) - log |: EOA<—PA) ° :| :
Logo,

EA\ (7o) (—PA\T* (30))
Ea(—pa)

<exp{ — o) + Y i)}

vEP
Y%Y0

e, pela hipétese (3.1)),

)EA\r*m)(—PA\F*(w))
Ea(—pa)

IN

p(ro) exp { = filyo) + D i) }

< (M0 —1)eF0) = 1 — ¢H00),

p(70

Assim, usando o fato de que —In(1 — z) é uma funcao de = crescente para = € (—1, 1),

|Z'Yo | (pAU’Yo) = —log EAU’YO (_pAU’Yo) + log EA(_pA)
EAuyo (—PAU) ]

= —log =
EA(—pa)

= —log |1 — p(7)

< —log 1 (1 — e~A00))y

6)

0)(_pA\F*(70)):|
A(=pa)

= (7o)

[1]

—

Isso prova a afirmagao (3.4) para A U ~, e logo, para todo A finito em P.
Para provar a cota (3.3) apenas observe que, para A tal que vy € A, temos

EA\T* (o) (—PA\T* (70)) .
Ea(=pr)

P(70)[Iy, [ (pa) = p(70)

0 _
02 log ‘:‘A(ZA)’ZA:—PA = p(70)

Agora podemos usar (3.7) levando em conta que vy € A. Entao,

EA\r+ (1) (—PAT () _ S
o S expyq + By
EA(—pn) { = ( )}

Y7*Y0

Finalmente, usando (3.8) e a hip6tese (3.1), obtemos (3.3).

A seguir, veremos a versao de Sokal para a prova do Critério de Dobrushin [67].
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Teorema 3.2. Seja P um conjunto de polimeros com rela¢do de incompatibilidade +¢. Suponha-
mos que uma seqiiéncia de nimeros positivos v € dada e, suponhamos a existéncia de constantes
ky, v € P tais que 0 < k, < 1/ry e, para todo v € P,

1

s
bk T
FAy

Entao, para qualquer A C P finito, a fungdo parti¢ao Zp(z) nao se anula no polidisco
D, ={2€C”:|z| <r, VyeP}
satisfazendo

ky

< , (3.10)
1= ky[2|

0logZx(2)
0z,

onde v € A, do contrdrio, d1log=x(2)/0zy, = 0. Além disso, se z e Z pertencem a D, e Z,/z, €
[0,00) para cada v € P, entao

1- kv’zy’
1= kylz|

EA(2)

=0 . (3.11)

log

<y

YEA

log

Observagao. Primeiramente, observamos que (3.10) implica (3.11) por integracao. De fato,
suponhamos que z and Z diferem apenas em um ponto vy € A, isto ¢, 25 = 25 para todo ¥ #

€ Zy # 2y com Zy/z, > 0. Definamos agora a fungao z, tal que

faln) = { S (3.12)

az5 sey =1

Entao, para Z, z tais que 25 = zy para todo 4 # v e Zy # z, com Z,/zy > 0.

EA(Z = /s =
oy 2253~ flog=0(2) - log=a(2)
2y /2y d _ Zy /2y 0 -
= /1 %log:/\(z@)doz = /1 Zyaizyl()g En(za)da
Zy /2y 0 | d
< — =
< Jal| [ |5 orZateafdo
Zy /2y k 1 — ky|Zy|
< > 77(10( = |lo - el . 3.13
<z /1 1 — ks |2y ‘ gl—k:y]zy\ (3.13)
Vamos agora ordenar os polimeros em A como 71,...,7, com n = |A| e definir z} para
1=1,...,n:
sio_ ) 2 oseve st (3.14)
v Zy sey € {Vigl,-- s}
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Por convengao, podemos assumir z¥ = Z e z* = z. Entao,

log 22| _ ‘log Ea(?) Ea(Z)  Ea(E")
Ea(z) Ea(21) Ea(2?) Ea(z)
n = i—1 n = (3i—1
= s 2 <3 g 2
i =1 B CY)

Note que quaisquer i = 1,...,n 3~ e 3 sdo tais que 2%‘1 = Z% para todo v € A exceto
quando v = ;. Neste caso, 2@‘1 =zy€ 2% = Z,. Isso significa que em cada termo da desigualdade
acima podemos aplicar a cota (3.13)) e obter:

—_ ~ n ~ ~

EA(2) 1 — ky| 2y, 1= ky|2,|
log — < log ——| = log ————1,

Ea(2) Z 1 — Ky |2y Z 1 — kylzy|

=1 YEA
a qual é, de fato, a desigualdade (3.11)).

Observacgao. O Teorema 3.2/ é equivalente ao Corolério [1.4. De fato,

1 1 1
k72H1_k~~ — kVTVZT7H1_k~~ A C’Y>T7H1_ >
F#Y 7Ty F#Y thel F#Y l
Ay FAY FAY

onde ¢, = kyr,, isto ¢,

1 c 1
k> —— = > ]
Sy 1—]%77"& 1—67 1—6:/
oy
ou, fazendo
Cy

MV:1_073

com -, > 0. Como ¢y = kyry < 1, obtemos

1
kvzllm =z [[ 0+ ).
FEY vy 5
bl tkatt

Assim, o Teorema 3.2 pode ser reformulado como segue: se existe py 74, v € P tal que

pry > 0,7, >0e
Hy

D —
DT ()
Ay
entao,
‘810g EA(2) < k. (3.15)
02y 1 — ky|2y]

que é a equacao (1.66).
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Prova do Teoremal3.2. Usaremos novamente inducao na cardinalidade A. Para A = () a prova é
trivial. Assim, assuma que com a hipétese (3.9), a cota (3.10) (e por isso (3.11) sao verdadeiras
para todos os conjuntos com cardinalidade < n em P. Considere agora A C P com cardinalidade

|A| = n. Lembrando que:

Fa\fy0) (2)
I°(z) = InZ)(z) = 0 , 3.16
A( ) BZ'YO ( ) 1+Z'YOFA\{»YO}(Z) ( )
onde
EA (2) Ea (2)
o) (2) = morowss - Aol (3.17)

Engor()  Engre(?)
com I'(0) ={y € A: v %} e

. ) 2y sey € T(n)
“r = { 0 sevyeTI(y). (3.18)

Note que Z/zy > 0. Assim, podemos aplicar a hipétese de indugao em (3.17) e obter

1 byl 1
[og Favproy (2) < ) [log 7— o > g | < oo
~yEA\Y0 Rl 76;(70) Lt}
YFY0

de forma que na tltima desigualdade usamos a hipétese (3.9). Sendo assim,
‘ d

82’70

Fagny A Ry
1- ’Z’YOHFA\{%}('Z” 11— |270’k’70

In EA(Z) <

3.2 Critério de Gruber-Kunz-Fernandez-Procacci para o Gas de

subconjuntos finitos

Usando uma abordagem proxima a de Miracle-Solé, apresentamos agora uma prova do critério

encontrado por Ferndndez e Procacci [32] para o gas de subconjuntos finitos.

Como vimos anteriormente, os dois obtiveram esta condicao aplicando o novo critério obtido
por ambos para o gés de polimeros abstratos para este modelo fazendo uma estimativa da fungao

particao, veja a desigualdade 1.83.

Teorema 3.1. Considere novamente Py a colecdo de subconjuntos finitos de um conjunto enu-
merdvel V com a relagdo de incompatibilidade dada pela intersec¢do N. Suponhamos que exista
um numero positivo a > 0 tal que, para todo x € V,

> o) el < e -1

YEPyY
reY
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Entao, para todo A C'V finito,

221(p) < a, (3.19)

onde x € A e

A
=2l =D 167 (71| (1) - p(m)-
n=1 (71,--,7n) CAT
Ji: zEy;

Prova. Primeiro observe que pela propriedade da alternancia de sinais de ¢ (y1,...,v,), temos
221(p) = —1og Ea(—p) +log Ep\ () () (3.20)

A prova sera por indugao em |A|.

O primeiro passo consiste em determinar a base da prova por inducao. Neste caso, provare-

mos que (3.19) é vélida quando A contém apenas um ponto.

Seja A = {x}, entao

M) = Do D 1T m)l () ()
n=1 (715 vm) S| H™
Ji: zEy;

00 1 . . 00 1 .

- > lot (et Aa )l p({ap)]" = Zﬁ [p({z})]
n=1 n=1
1 1qn 1

L

onde a terceira igualdade é devida a Identidade de Penrose, pois ela nos garante que |¢7 ({z},..., {z})| =

(n —1)!. J4 a desigualdade ocorre por hipétese p({z}) <1--2L.

Suponha, por hipétese de inducao, que a desigualdade (3.19) & satisfeita para um dado A e
qualquer um de seus subconjuntos. Tome z € Z4\A. Queremos limitar
EAu{x}(_P>

oAU () = —log Eau{a}(=p) +10gEA(=p) = —log Ea(—p)

Sabemos que
Enu(a}(—p) =Ea(—p) = Y p({x} U S)Zps(—p),
SCA
assim,

Eavgay(=p) _ . Zns(=p)
BT P DL A e

29



Agora, seja S = {y1,...,yx} com k = |S|, entao,

EA\S(_:O> _ EA\{y1}(_p) EA\{yhyQ}(_p) EA\{yLyz,y:s}(_p) o EA\{y1,---7yk}(_p)
EA(—p) Ea(=p)  Enyr(=0)  Ea{yiaer(—p) EA{y1r 1} (—P)

O lado direito da equagao acima é um produto de k = |S| termos da forma

—_—
—
—

e (P)
Eil=p)
comACAezeA. Assim, pela hipotese de inducao, para cada um desses termos, obtemos

Eival—p
tog AP e (o)

=5(-7) ~1085A(0)

= —logEx(—p) +1logEj, (1 (—p)
= [Z2l(p) <a

Adotando a convengao A\{y1,...,yi—1} = A, parai =1,

~A\S EA\{y,i} (—P)
log log < |S|a
( P) Z "A\{ylymyyifl}(_p) ’ ’

donde obtemos,
:A\S(_P) < ealsl.

Ea(=p) —
Portanto,
SV () = —logEpugey(—p) + logZa(—p) = — log P
] Ea(=p)
Ens(=n) u
= —log|1- Z p({z} U S):\(_)] < —log [1 - Z p({z} U S)e Sl]
L SCA SATP ScA

= —log|l— Z p({z} U S)eaS] = —log [1 _ ela Z p({z} U S)e |S|+1)]

L SCA SCA

(&

1
< —log l—a(ea—l)]:

e a inducao esta completa.
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Capitulo 4

Aplicacoes a Combinatdria e Teoria
dos Grafos: o Método Probabilistico

Entre os muitos assuntos estudados e desenvolvidos no século passado por Paul Erdos, um dos
mais prolificos matemaéticos de todos os tempos, estd o Método Probabilistico. Uma técnica nao-
construtiva que é hoje usada em diversas areas da matematica tais como Teoria dos Numeros,

Combinatéria, Algebra Linear e Teoria dos Grafos.

Aparentemente, Szele em [72], foi quem primeiro explorou essa técnica. Ele mostrou que

(n=1) caminhos hamiltonianos e também

existem torneios de n vértices com pelo menos n!2~
conjecturou que o nimero maximo de caminhos hamiltonianos em um torneio de n vértices é

no maximo W Essa conjectura foi provada em 1990[4].

De 1947 em diante Erdds publicou uma série de trabalhos, entre eles [25, 26], 27, 28], aplicando
0 Método Probabilistico em varios problemas, popularizando a técnica de tal forma que hé alguns

anos atrds o método era chamado de “Método de Erdos” [3].

A abordagem é a seguinte: para assegurar a existéncia de determinados objetos (estrutu-
ras combinatorias, grafos com determinadas propriedades pré-estabelicidas, etc) constréi-se um
espaco de probabilidade onde nossos objetos de interesse tem probabilidade positiva de ocorre-

rem. Nesta situacao, em particular, tais objetos obrigatoriamente existem.

E vasta a literatura com resultados obtidos pelo préprio Erdoés e por muitos outros ma-
teméticos usando essa poderosa ferramenta, mais recentemente o livro [3], que contém muitas
aplicagoes mostrando as diferentes maneiras de se aplicar a técnica. Dentre os diferentes en-
foques que podem ser usados ao aplicarmos o Método Probabilistico em um problema estao o
Método do Primeiro Momento, o Método do Segundo Momento, Concentracao via Martingais,

argumentos de contagem e o Lema local de Lovasz. A contribuicdo desta tese é neste utimo
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enfoque.

Usando o trabalho de Shearer [69], Scott e Sokal mostraram a inesperada conexao entre os
aparentemente desconexos Critério de Dobrushin para convergéncia da expansao em polimeros

e Lema local de Lovéasz.

Um dos objetivos deste capitulo é chamar a atencao para o fato de que o Lema local de
Lovéasz pode ser enunciado de tal forma que seja equivalente & convergéncia da expansao em
polimeros (e ndo a um critério especifico desta). Em particular, ndo sé a melhora de Fernandez
e Procacci traz conseqiiéncias ao lema, bem como novos critérios de convergéncia que no futuro
surjam, poderao nos fornecer resultados mais fortes aumentando o niimero de exemplos onde o

Lema de Lovész é eficaz.

Este capitulo é organizado da seguinte forma: na primeira se¢ao introduzimos o Lema local

de Lovész obtido por Erdds e Lovéasz em [27], e sua versao mais geral devida a Spencer [71].

Na Secao 4.2, esclarecemos a conexao entre o Lema de Lovéasz e a Mecanica Estatistica ou,
mais especificamente, os critérios de convergéncia para o gas de rede, percebida por Scott e
Sokal.

Na Secao 4.3, comparamos as cotas inferiores obtidas por Spencer e Shearer.
Ja na Secao 4.4), apresentamos nosso resultado que melhora o Lema de Lovéasz.

Por fim, na ultima secao, aplicamos nossa versao do Lema de Lovasz em alguns exemplos

classicos comparando com os resultados conhecidos até entao.

4.1 O Lema Local de Lovasz

A menos que se fale o contrario, nesta secdo X denotara um conjunto finito e G um grafo tal
que V(G) = X.

Problema: Vocé possui uma cole¢ao (A;)zcx de eventos ruins num determinado espago de
probabilidade (2,4, P) os quais deseja evitar. Dentro da filosofia do Método Probabilistico vocé
quer descobrir condigoes, as mais gerais possiveis, de modo a garantir que com probabilidade
positiva nenhum destes eventos ruins ocorre, ou seja, quer o minimo de restri¢coes possiveis para

que
P((] 4) >0, (4.1)
zeX

onde A, denota o complementar de A,.

Exemplo 4.1. Seja (Az)zex uma familia de eventos independentes em (2, A, P).
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Basta exigir que P(A;) = p, < 1,V & € X, pois neste caso:
P(() 4z) = [ P(A:) = [] (1 = px) > 0.
zeX zeX rzeX

Exemplo 4.2. Seja (Ay)zex uma familia de eventos em (2, A, P) tal que P(A;) = py sobre a

qual vocé nao sabe quais sao independentes.

Como P(U,ex Ac) < D pex P(Az) = > cx Pz, impondo que ) v p, < 1 obtemos o
resultado. De fato,

P(ﬂzw):P(UA:v)zl_]P(UAz)Zl_sz>0-
zeX

zeX zeX zeX

Exemplo 4.3. Seja (A;)icn) uma familia de eventos em (2, A, P) tal que P(A;) =p Vi € [n],

ou seja, o mesmo exemplo anterior onde agora todos os eventos sdo equiprovdveis.

Como no exemplo anterior, basta tomar n.p < 1.

Os dois ultimos exemplos nao levam em conta a dependéncia entre os eventos. A idéia entao
é que, caso seja possivel usar esta informagao, obteremos maiores valores para as probabilidades

pe de forma ainda a garantir P((, ¢y Az) > 0.

O primeiro resultado nesta diregao foi obtido por Paul Erdés e Lészlé Lovasz em 1973 [27],
o qual continha a primeira versao do entao chamado Lema Local de Lovdsz. Antes de enunciar

o teorema precisamos de algumas definicoes:

Definicao 4.1. Seja A um evento em um espago de probabilidade e (Ay)zex uma familia de
eventos. Dizemos que A é mutuamente independente da familia (Ay)ex quando A € inde-

pendente de todos os conjuntos da forma (\,cq Az, com S C X.

Definicao 4.2. Dizemos que G é um grafo de dependéncia para a familia de eventos (Az)zex

em um espaco de probabilidade quando, para cada r € X, A, € mutuamente independente da
familia {A, 1y € X\I'"(x)}.

E importante ressaltar que o grafo de dependéncia nao é tinico, basta observar que dado um
grafo de dependéncia G para uma familia de eventos (A;)zex, qualquer outro grafo obtido a
partir deste adicionando elos a G serd um grafo de dependéncia para a familia. O resultado

obtido por Erdés e Lovéasz pode entao ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 4.1. (Erdés e Lovéasz) Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos

(Az)zex com grau mdzimo A e P(Ay) = py. Suponha que 4p,A < 1, para todo x € X. Entao,

P(Nyex Az) > 0.
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A prova do teorema é por inducdo, assim como a prova da versdo mais geral obtida por
Joel Spencer em 1977 [71] que apresentaremos agora. De fato, segundo o préprio Spencer, esta
formulacao da prova foi-lhe comunicada por Cecil Rousseau. Esta é a formulagdo mais popular
hoje em dia e a mais geral, no caso de grafos nao orientados, que antecede nosso resultado o

qual apresentaremos na segao seguinte.
O Lema Local de Lovdsz enunciado por Spencer foi:

Teorema 4.2. (Lema Local de Lovasz) Seja G um grafo de dependéncia para a familia de

eventos (Az)zex e suponha que existam (ry)zex nimeros em [0,1) tais que, para cada x,

P(As) =p.<ra [ =1y (4.2)
y€el'(z)

Entdo, P(OIEX Zw) > erx(l - T-T) > 0.

Prova: Suponhamos que | X| = n, ou seja, X = {x1,22,...,2,}. Assim, ndo s6 nesta demons-
tragdo mas em vdrias outras, sem perda de generalidade, vamos supor que X = [n] = {1,2,...,n}

seguindo a tradicao de varios artigos sobre este teorema.

Afirmagao: Para qualquer que seja i € [n] e S C [n] com i ¢ S, temos que:

P(Ai| [ 45) < i (4.3)
jeS
O teorema segue imediatamente da afirmagao, de fato:

n—

n 1
P((4) = P([)A)P(A
=1 =1

n—2 n—1
= P(A)) P(Ay[Ay) P(A5[ A1 N Ay).. P(A, 4| () 4).P(A,| () 4i)
i=1 =1
n i—1 1—1 n
= J[P@A@IN4) =] -Pil (4)) =[] -r) (4.4)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Prova da afirma¢do: Em dois casos é trivial, quando S = () e quando SN T (i) = (. Nestes dois
casos temos que P(4;|(;cg A;) =P(A;) e por hipdtese P(4;) <r; H (1—r;) <
JEr(@)

Suponhamos agora que S NT'(i) # 0. Seja S = S1 U Sy, onde S; = SNT(i) e So = S\5.

A prova é por indugdo na cardinalidade do conjunto S. A base de indugao é facilmente
verificada pois a desigualdade é valida quando S = (). Suponhamos entao que para qualquer
T CS,T#S, adesigualdade (4.3) seja verdadeira.
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Assim, se S1 = {j1, j2, ..., Je}, por hipétese de indugao segue que

k—1
P(Az| () 4j 0 () A) <1y ¥V 2<k <L (4.5)
m=1 j€SS

Quando k = 1 a desigualdade é novamente garantida pela hipotese de inducao:

Assim como fizemos antes, temos que:

¢ k-1
P(() 4.l (4 = JIP@A. (4.0 () 4)
JmESh JESs k=1 m=1 jESs
¢ Bl B
= JIa-PA;l () 4.0 () 4)
¢
> [[a-r)= T a-rp, (4.7)
k=1 jEr(4)
donde
P(Ain () 4l (] 4)
P(Al () 4) = Pl () 4.0 () 4)= Imeh I
JES Im€ES1 JES2 P( ﬂ A]m| ﬂ A])
Jm€S1 JES2
P(AN () Al () A PAl [ 4)
< Jm€S1 JES2 JES2
- IT a—rp) S]] a=rp
JET () JET ()
ri [T 0=rp)
_ P(A;) < JEL(3) — ;. (4.8)

ITa-r» " JIa-r

Jer(7) JED(3)

O

Na penultima igualdade usamos o fato de que Sy é composto somente por vértices que nao
sao adjacentes a i e, sendo G um grafo de dependéncia, A; é mutuamente independente da familia

(Aj){jes,}- Salientamos que a demonstragao usa fortemente a identidade P(A;) = P(A;| ﬂ Aj),
JES2
onde Sz C [n]\I"*(4).

Esta tultima observacao permite enfraquecer as hipéteses do teorema e nos leva a seguinte

definicao:
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Definicao 4.3. Dizemos que G é um grafo de dependéncia assimétrico' para a familia de

eventos (Az)zex em um espago de probabilidade quando, para cada x € X,

P(As| (1) 4y) < P(As), (4.9)
yey

para todo Y C X\I'*(z).

Observagao 4.1. Todo grafo de dependéncia é em particular um grafo de dependéncia as-

simétrico.

Este fato foi observado por Spencer e Erdos em 1991 [28], que perceberam a importancia de
trabalhar com grafos mais gerais. O novo conceito foi usado para uma nova aplicagao do Lema
Local de Lovéasz no estudo dos Latin Transversals. Veremos este exemplo no detalhe ainda neste

capitulo, no qual serd aplicado a generalizagao do Lema de Lovasz obtida nesta tese.
O resultado obtido por Spencer e Erdos é o seguinte:

Teorema 4.3. Suponha que G € um grafo de dependéncia assimétrico para a familia de eventos

(Az)zex e suponha que existam (ry).cx numeros em [0,1) tais que, para cada x,

P(As)=pe <1z [ =1y (4.10)
yel'(z)

Entao, P(Nyex Az) = Tlpex (1 —72) > 0.

Prova: Anéaloga a do teorema anterior, observando que a penultima igualdade da demonstracao
é substituida pela desigualdade P(A,| ﬂ A;) <P(4). O
JES2

Agora podemos enunciar a generalizagao natural do teorema obtido por Erdds e Lovasz. Esta
versao é chamada de caso simétrico, isto porque é muitas vezes enunciada no caso onde todos
os eventos tem uma mesma probabilidade p de ocorrerem ou tomando p = su[p] {P(4;) = pi}.

ichn

Pela praticidade na verificagao das hipéteses, esta versao do teorema é muitas vezes preferida
pelos autores. Neste caso ndo é necessario ter uma informacao mais refinada a respeito da
estrutura do grafo de dependéncia, apenas o valor da probabilidade dos eventos (ou o supremo

destas) e o grau maximo A do grafo de dependéncia.

Teorema 4.4. (Lema Local de Lovasz - caso simétrico) Seja G um grafo de dependéncia
para uma familia de eventos (A;)ie|n) com grau mdzimo A e P(A;) = p;. Suponhap.(A+1).e <1

e considere p = sup p;. Entao P((;cpy A;) > 0.
i€[n]

LA nomenclatura usual em inglés para este tipo de grafo é lopsidependency graph.
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Prova: Segue do Lema de Lovész usual, tomando r; = ﬁ para todo ¢ € [n]. De fato, para ver

isso precisamos verificar a hipétese do Lema de Lovasz, ou seja, para cada i € [n] devemos ter:

P(A)=pi<r; J[ 1=y (4.11)
Jer@)

Mas como definimos r; = ﬁ, temos:

[[a-r» = I (1—A1+1>2<1_A1+1>A

Jer(4) Jer(4)
B A NS (A+1\A e -4 (4.12)
N A+1 N A N A ’
Lembre que a seqiiéncia by = (1 + %)k é crescente e converge para o numero de Euler,

RO | 1\—k ., 1
portanto a sequencia - (1 + E) ¢é decrescente e converge para o

k =
Agora basta observar que, como por hipdtese temos p.(A 4+ 1).e < 1, entéo para todo i € [n]:

11 1 1\ 2 1\ 2
P < p < —< A1+ — =r; 14+ — <7 1—17r; 4.1
PSP AT S AT < +A> r(+A> rl€|F|(')( ry)  (413)
7 A

O]

Antes de entrarmos nos trabalhos de Shearer, Scott e Sokal, que nos ajudarao a entender a
ligacao entre o Lema de Lovész e a convergéncia da expansao em polimeros, cabe ressaltar que
em 1996 Dobrushin [21, 22] chegou na mesma cota que Spencer aparentemente desconhecendo

completamente os trabalhos de Spencer, Erdos e Lovéasz.

O fato até aqui parece milagroso. Porém, apds expormos o resultado de Shearer [69] ficara
claro que Scott e Sokal [67] perceberam que Shearer havia provado que a fung¢éo partigao nao se

anulava dentro do raio de convergéncia estipulado por Dobrushin.

Ao apresentar a condicdo exigida pelo Lema Local de Lovész para um pesquisador de

Mecénica Estatistica sem falar que se trata da hipdtese do lema:
Ezistem (ry)zex nimeros em [0,1) tais que, para cada x € X,

Pz STy H (1 - 7ny)a (414)
y€el'(z)

Se este desconhecesse o trabalho de Scott e Sokal, provavelmente responderia que o enunciado

se refere ao Critério de Dobrushin.

De fato, com uma facil mudanca de variaveis podemos colocar esta desigualdade na forma

que usualmente encontramos a condi¢ao de Dobrushin nos trabalhos em Mecéanica Estatistica:
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M
1+Mz

Tome 0 < p = (puz)zex definida por p, = ou seja, ry = e entao a desigualdade

Tz
1—ryg?
Pz STy H (1 —ry) nas novas varidveis pode ser escrita como:

y€el'(z)

] [ P ] [ Hy
b= T ( Ty) T+ py ( 1 My)

yel(z) y€el(z)
- Ha . (4.15)
H (1 + py)
yel*(z)
Assim, obtemos
Ezistem (pg)zex numeros em [0,4+00) tais que, para cada x € X,
Pe < Ha =t _=pp (4.16)
[T a+p) =W
yEr*(z)

E esta é a maneira que apresentamos o Critério de Dobrushin no Capitulo [1.

Outro ponto a ressaltar é que o Lema de Lovasz nao sé fornece uma cota superior para

uma regiao para as probabilidades (p:)zcx onde temos a garantia de que P((1), ¢ x Az) > 0, mas
também nos fornece uma cota inferior para a probabilidade P((,cx Az) > [[,ex (1 — pz) > 0.
Esta cota inferior é valida dentro das hipdteses do Lema de Lovasz, ou seja, dentro do polidisco

de poli-raio (R} )zcx proveniente do critério de Dobrushin.

O que veremos a seguir é que Shearer [69] mostrou em 1985, entre outras coisas, que se
a pressio do gas de rede é analftica em um polidisco de poli-raio (R} )zex, entdo a funcao

particdo Zg(w) em particular ndo se anula neste polidisco fechado e ainda é possivel garantir

que B((,ex Ar) > Za(—p) > 0.

Scott e Sokal [67] perceberam o fato e esclareceram esta conexao somente em 2005. Note
que dentro do polidisco de poli-raio (R} ).cx e pelo que apresentamos até agora, existem duas

cotas inferiores para IP([,cx Az): a que foi obtida por Spencer [], . x(1—pz) e a que foi obtida
por Shearer Zg(—p).

A relagao entre estas cotas veremos mais tarde. Na verdade, dentro do polidisco {(wy)zex :

lw,| < R} proveniente do Critério de Dobrushin valem as seguintes desigualdades:

Za(w)| = Za(—p) = [] (1 = pa)- (4.17)
zeX

Antes de apresentar o resultado de Shearer que foi revisitado por Scott e Sokal, introduzire-

mos alguns fatos sobre o gas de rede. A referéncia para a préxima secao é o excelente artigo de
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ambos [67] e o trabalho de Shearer [69].

4.2 A conexao com o Gas de Rede

Ja estudamos o gas de polimeros abstratos, agora vamos citar alguns fatos de um modelo mais

especifico que citamos rapidamente no inicio para melhor entendermos o resultado de Shearer.

Como antes, nosso enfoque é no caso de interacao do tipo carogo duro. Um andlogo abstrato
dos modelos de gases em Mecanica Estatistica que usam a formulacao do ensemble grande

canonico pode ser posto da seguinte forma:

Seja X um conjunto finito que fara o papel do conjunto de posicoes onde as particulas ou o
centro de massa destas podem estar. O nome gds de rede se refere ao fato que em geral estes pon-
tos estdo dispostos em um ambiente espacial, por exemplo Z2. Em casos assim existe a nocio de
distancia e podemos refinar o modelo impondo, por exemplo, a exclusao dos primeiros vizinhos,

proibindo dessa forma que duas posicoes vizinhas na rede estejam ocupadas simultaneamente.

Um caso bem simples é quando para cada um dos pontos de X pode existir ou ndo uma
particula, e no maximo uma, e que ainda a interacao dependa somente da distancia entre elas.
Vamos supor também que as particulas estejam dispostas numa rede onde os pontos de X sao

muito distantes de modo a nao existir interagao entre elas.

Digamos que a atividade ou fugacidade de cada particula é a mesma w € C. Lembre que
nos modelos esta quantidade contém informagoes como temperatura do sistema, entre outros.

Neste caso a fungao particao grande canonica se escreve da maneira mais simples possivel:

2(w) = (1 +w)X. (4.18)

Note que isso nada mais é do que a soma de todas as possibilidades de existir ou nao particula
em cada um dos pontos de X. Se introduzirmos um func¢do interacdo de pares do tipo carogo
duro auto-repulsiva W : X x X — {0, 1}, onde o adjetivo de auto-repulsivo se refere ao fato que
cada posicao da rede sé pode ter uma tnica particula (W (z,z) =0V x € X). A fungao partigao
pode ser escrita da seguinte forma:

o0

1
Sw)=04w)M=3 5 D, wt ]I Wy (4.19)
n=0 """ (21, am)CXn  1<i<j<n

Vamos generalizar um pouco considerando que as atividades nao sao todas iguais. Trabal-
haremos daqui pra frente no caso onde temos um vetor atividade w = (wy)zex € CX e também

vamos supor que existe interagao entre as particulas.
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A maneira que faremos isso é introduzindo um grafo G = (X, E(G)) cujos elos sao deter-
minados pela interacdo W e vice-versa, ou seja, se  # y entdo zy € FE(G) se e somente se
W(z,y) =0.

Desta forma, fica claro que fixar a interagao de pares W é o mesmo fixar um grafo G cujo
conjunto de vértices é X. Assim, podemos considerar modelos mais gerais como, por exemplo,
o gas de rede com uma interacao onde as particulas interagem com os seus primeiros vizinhos
determinados pelo grafo. Em Z? cada ponto z teria quatro vizinhos. Se a posicio x estivesse
ocupada por uma particula, entdo as quatro posigoes vizinhas deveriam estar vazias. Ainda
poderiam ser considerados gases com exclusao dos primeiros e segundos vizinhos, primeiros

segundos e terceiros etc

Assim, seguindo a notagao de Scott e Sokal [67], a fungao particao = que é determinada pelo

vetor atividade w e pela interagao W, pode ser escrita na forma:

o0

ZW(W):Z% > < w%) T Wiz, (4.20)
=1

n=0 (T1,esn ) CX™ 1<i<j<n

ou seja,

Zw(w) =Y (wa) I Wy ]- (4.21)

TCX \zeT {z,y}CT

Como o caso considerado aqui é o do gas com interacao repulsiva do tipo caroco duro, dada
W construimos o grafo G e, reciprocamente, dado G podemos determinar os pares para os quais
W vale zero ou 1. Também podemos escrever a funcao particao em fungao do grafo G, em outras

palavras, a funcao (4.21)) de fato pode ser escrita como:

Zaw)= > []w- (4.22)

TCX zeT
TEI(G)

onde I(G) detona a familia de subconjuntos independentes em relagao ao grafo G do conjunto

X =V(Q).

Definicao 4.4. Dado um grafo G = (V,E) dizemos que T C V ¢ independente em relagao

ao grafo G se nao existe elo de E ligando pontos de T.

Definicao 4.5. Dado um grafo G = (V, E) o polinémio de conjuntos independentes? de

G € dado por
Za(w)= Y ] w= (4.23)

TCX zxeT
TEI(G)

2A nomenclatura em inglés é independent-set polynomial
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Em geral, nos artigos de combinatéria e Teoria dos Grafos, ver por exemplo [18], o po-
linébmio de conjuntos independentes é encontrado no caso mais restrito onde todas as atividades
coincidem, ou seja,

T
Zow)= > w, (4.24)
TCX
TEIN(G)
no entanto, usaremos a verao mais geral de varias variaveis.

Assim, o polinémio de conjuntos independentes de um grafo G = (X, E) é a funcao partigao

do gas com interacao W do tipo caroco duro construida a partir do conjunto de elos F.

O que veremos a seguir é que se nos restringirmos a um polidisco onde a funcao partigao

nao possui zeros, ou seja, se as probabilidades p = (p;).ex da familia de eventos (A;).cx estao

neste polidisco, entao o teorema de Shearer nos garante que P((, .y Az) > Zg(—p) > 0.

Para ajudar a entender o significado bem como a prova do resultado de Shearer e ja prepa-
rando para a secao seguinte, lembramos um teorema de Scott e Sokal que prova uma série de

equivaléncias entre afirmacoes sobre o gas de rede:

Teorema 4.5. (Scott e Sokal) Considere um gds de rede em X com interagdo do tipo carogo

duro auto repulsiva determinada pelos elos do grafo G = (X, E) e seja R = (Ry)zex > 0.

Entdo, as sequintes afirmacgoes sdo equivalentes:

(1) =R = (—Ry)zex pertence a componente conexa do conjunto Zg" (0, +00) N (—o00,0]% que

contém o vetor nulo 0.

(2) Zg(w) >0, para todo w satisfazendo —R < w < 0.

(8) Zg(w) # 0, para todo w satisfazendo |w| < R.

(4) A série de Taylor de log Zg(w) em torno do vetor 0 é convergente em w = —R.

(5) A série de Taylor de log Zg(w) € absolutamente convergente para |w| < R.

(6) Zg(—R1g) > 0 para todo S C X, onde (—R1g), = R, quando x € S e zero caso contrdrio.

(7) Za(=R) >0 e P(S) = (—1)I¥1Zg(-R; S) > 0 para todo S C X, onde

Za(w;S)= > [] wa (4.25)

Tel(G) zeT
SCTCX

(8) Eriste uma medida de probabilidade P definida em 2% tal que P()) > 0 e para cada S C X

> P(T):(wa> I W |- (4.26)

T:TDS z€S {z,y}CS
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Lembre que se x #y entao W(x,y) =0 se, e somente se, xy € E.

Eziste uma unica probabilidade satisfazendo estas condi¢des e esta € definida por
P(S) = (~1)¥1 Zg(~R; ) (4.27)

para todo S C X. Em particular, P(0) = Zg(—R) > 0.

Prova: Ver [67] pagina 17.

Na verdade boa parte deste teorema é valido para um gas mais geral: as 5 primeiras
afirmacoes sao equivalentes para qualquer gas com interacao do tipo repulsiva 0 < W(z,y) < 1,

nao necessariamente do tipo carogo duro.

Definigao 4.6. Denotaremos por R(G) o conjunto de todos os vetores [0, +00)X satisfazendo

as condigoes do teorema (4.5).

E feito um estudo sobre as diversas propriedades do conjunto R(G) em [67], em particular

temos:

Proposicao 4.1. Para qualquer gds de rede repulsivo (0 < W(x,y) < 1) temos que:

(a) R(G) é um aberto de [0, +00)~.
(b) Se 0 <R’ <R eR € R(G) entao R’ € R(G).

(c) Se R € OR(G) em [0,+00)* entdo Zg(—R) = 0.

Prova: O item (a) é imediato do item (1) do teorema (4.5), e o item (b) segue direto do item (3)

do mesmo teorema. Para provar (c) lembre que OR(G) = R(G)\R(G) e suponhamos por absurdo
que R € OR(G) e que Zg(—R) > 0. Note que ja sabfamos que Zg(—R) > 0 pois R € R(G)
e Zg é continua e positiva quando restrita a R(G). Entao, —R pertence & componente conexa
do conjunto Z;'(0, +00) N (=00, 0]X que contém o vetor nulo 0. Para ver isso basta observar
que o conjunto —R(G)U{—R} é conexo, onde —R(G) = {—p: p € R(G)}. Assim teriamos que
R € R(G), absurdo. O

Vejamos agora um pequeno lema necessario antes de provarmos o resultado de Shearer que

conectou as duas teorias:
Lema 4.1. Seja (A;)ic[n) uma colegio de eventos em um espagco de probabilidade (22, A,P) e
seja S C [n], entio P(N;es B;) = > _(—1)TP([) B;).

TCS jeT
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Prova: Para cada T' C S defina f(T") = P( m B;j).
JET

Agora, sobre os conjuntos Z tais que T C Z C S defina a funcao

9(2)=P((B;n () By (4.28)

jez jES\Z

Assim

fI)= > 92 (4.29)

Z:
TCZCS

e do principio de Inclusdo-Exclusdo® segue que

o)=Y ()Tg(2). (4.30)

Z:
TCZCS

Em particular, quando T = (), temos

90) =P(()Bj) = >_ (-1 f(2) = Y (-1)7IB([") By). (4.31)

= i ZCS jez

O

Teorema 4.6. (Shearer) Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos (Az)zex
com P(A,) = pg. Suponha que P(S) = (—1)1%1Z5(—p; S) > 0, para todo S C X.

Entao P(,ex Az) > Za(—p) = P(0) e esta cota inferior é a melhor possivel.

Prova : Se |X| = n entdo podemos assumir que X = [n] e consideramos o espa¢o mensurével
(Q,P(Q)) onde Q2 = {0,1}" é o conjunto das seqiiéncias de zeros e uns e P(£2) é o conjunto das

partes de 2.

Tome a seguinte familia dos cilindros (B;);c[n, onde B; = {(a1,...,an) € Q 1 a; = 1} e a

medida P ¢ definida por

BB)= 3 P0)= Y (-)Mze(-pi1), (4.32)

€S T: T:
SCTC[n] SCTC[n]

onde, como antes

Zo:S) = > [[r: (4.33)

SCTCn]: ¢€T
Tel(G)

$Veja o apéndice (A)
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Aqui adotamos a convencdo padrao de que a soma de zero parcelas é zero e o produto de

zero fatores é 1.

O valor de P sobre a algebra gerada pelos cilindros determina completamente a medida.

Mostraremos agora que (£, P(Q),P) é de fato um espaco de probabilidade.

Se ) # S C [n] ndo é um conjunto independente em relacdo a G, isto é, se existem dois
vértices ¢ e j em S tais que {i,j} € E(G), entao nao existem conjuntos independentes em I(G)
que contém S. Isso implica que Zg(p;S) é uma soma de zero parcelas, que por convengao é

Zero.

Assim, quando o conjunto {i € [n] : i € S} ndo é um conjunto independente para o grafo G,
temos I@(ﬂies B;) =0.

Por outro lado, se S C [n] é independente,

B(B) = P Z DI Ze(~p:T)

ies T: T
SCTC[n] crc
= > Z H
T: R: R
SCTCn) QTQR
RelI(G
_ Z Hpi Z (_1)|R|_|T|:Hpi. (4.34)
schtm B gerdhem ies
ReI(G)

Quando S =0, N;cg Bi = {(a1,...,an) € Q:a; =1se i e} = Q. Entdo podemos definir
diretamente }fp(ﬂie@

coerente com o produto de zero fatores resultar 1. Ou seja

=P(\B) =]]pri=1 (4.35)

i€ €0

B;) = 1 e isso estd consistente com nossa convencao acima, isto é, estd

Nos resta mostrar que todas as seqiiéncias tem medida maior ou igual a zero de ocorrerem
e teremos mostrado que P é de fato uma probabilidade, em outras palavras, temos que verificar

que, para todo T' C [n],

P((B:n()Bi) = 0. (4.36)

ieT i¢T

Por um lado temos que para todo T C [n],

P(()Bi) = Z ﬂB n()Bi), (4.37)

i€l ¢S
Tcscm]
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mas por definigao

P(\B)= > P(S) (4.38)

€T S:
TCSCn]

Pelo Principio de Inclusao-Exclusao segue que

0<P(T) =P(\Bin(\B)= > ()PFI=TR(By). (4.39)

ieT i¢T St ics
Assim, em particular,
P(®) =P(() Bi) = Za(—p;¥) = Za(—p). (4.40)
i€[n]

A ddltima identidade esclarece o enunciado do teorema quanto a afirmacgéao de que a cota

inferior Zg(—p) é a melhor possivel.

De fato, acabamos de construir um espaco de probabilidade (Q,P(Q),P) e uma familia
de eventos (B;);c[, com P(B;) = p;, tal que G é um grafo de dependéncia para a familia e
P(Niep Bi) = Za(—p).

O teorema estara provado se conseguirmos mostrar que

P(() 4) =P(() By (4.41)

i€[n] i€[n]
Como para todo S C [n] temos que P(ﬂies B;) > @’(ﬂie[n] B;), a desigualdade (4.41)) é ébvia
se existe um conjunto S C [n] tal que fP)(ﬂieS B;) =0.
Consideramos entao o caso interessante onde I@(ﬂze ¢ Bi) > 0, para todo S C [n].

Afirmacgao 1: A prova do teorema estard finalizada se provarmos que S; C Sy implica que

]f”(ﬂiesl Zi) Ifb(ﬂieSQ Zi)
P(miesl El) P(ﬂieSQ EZ) .

IA

(4.42)

De fato, se isto for verdade, entao

P(ﬂz‘e@ Ei) p(mie[n}

A;)
5 (4.43)

E ainda, é suficiente provar a Afirmagao 1 para o caso onde |Sy — S1| = 1.
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Para ver que basta provar para este caso suponha que este esteja provado e que |Sy—S1| > 2,

se a desigualdade (4.42) é verdadeira quando |S2 — S1| = 1, ent@o se Sy = S1 U {i1, 42, ..., ik}

temos
]F)(ﬂiesl Ez) < IED(ﬂieSlU{il}Ei) <. < IED(ﬂieSlU{il,ig,...,ik}zi). (4.44)
P(Mies, Bi) — P(Nies,uqiyy Bi) P(Micsyugivia,...pin} Bi)
A prova da afirmacao é por indugao em |Sy|.
Caso 1: |S3| = 1. Nesse caso,
P(() 4) =P(4;) = 1 —p; = P(B;) = B([] By). (4.45)

1€ES2 1€ES2

Caso 2: Agora suponha que |S2| > 2 e que a desigualdade (4.42) é verdadeira para qualquer
subconjunto S} tal que |S5| < |Sa].

Tome S; com Sy = S1 U {i} e defina:

Ni={eS:{i,jt ¢ BG)} e Ta={jes:{ij}cEG)}

Entao S1 =717 UTs e pelo Lema (4.1) temos que:

P(()B) = > "B B)

JES2 TCSs JET
- Y )T
TCS U{i} JjeT
Tel(G)
- Y et X 0 s
TCS) JET TCTU{i} JeT
TEI(G) Tel(G)
ieT
= fp)( m EJ) + (—pZ)P( ﬂ EJ) (4.46)
JESL JeET

Para P((;cs, A;) temos

JES2 JEST JEST
= P(ﬂﬂj)—m 7Jm‘41)
JjES1 JjeT
= P([) 4) —pP([) 4)), (4.47)
JES1 JET

onde a tltima identidade é conseqiiéncia de G ser um grafo de dependéncia para (4;);e(n)-
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Para simplificar a notagao renomeamos P(ﬂjes j) = a(S) e P((;cs Bj) == B(S). Entao,

para concluir a prova basta mostrar que

O‘(S2) 04(51) Oé(Sg) a(,S’l)
B(S) ~ B(S) © B(5) BS) - 0 (4.48)

A desigualdade (4.47) e a igualdade (4.46) implicam, respectivamente, que
a(92) 2 a(S1) — pia(T1) e B(S2) = B(S1) — piB(Th),

entao,
a(S2) _alS) 04(51) ia(T1)  a(S)
pi(B ( ) (51)—a(T1)B 1))

(B(S1) — piB(T1))B(S1)

)
_ ‘B(Tl) a(S1)  o(Th)
= B(S) _pB0) <B<sl> B(T1>>ZO' (4.49)

onde a tltima desigualdade vem do fato que estamos no caso onde B(T}) = P( e Bj)>0e

por hipétese de inducao, (2.;((?1)) g((%))) > 0, pois |S1] < |Sa. O

Coroldrio 4.1. Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos (Az)zex com
P(A,) = pe. Suponha que P(S) = (—1)I%1Zg(=p; S) > 0, para todo S C X e que Zg(—p; () =
Za(—p) > 0. Entao, P(",cx Az) > 0.

Prova: Imediata.

Corolario 4.2. Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos (Az)zex com
P(A,) = pz. Suponha que a série de Taylor de log Zg(w) é absolutamente convergente para
\w| < p. Entao, P(,ex Az) > Za(—p) > 0.

Prova: Imediata se observamos as equivaléncias do Teorema 4.5 e o resultado de Shearer acima.
Porém, como exibiremos um novo lema garantindo que a probabilidade P([,. x Ay) é positiva
num polidisco que pode ser maior do que o estipulado pelo Lema de Lovasz dependendo do grafo
G (usando justamente a convergéncia da série do logaritmo e o critério de Ferndndez e Procacci
que sobrepoe o de Dobrushin), apresentaremos a prova deste corolario usando diretamente o
resultado de Shearer. De fato, isso é reescrever parte das equivaléncias do teorema de Scott e

Sokal, e essa prova também é apresentada em [9].

Assim, para demonstrar este coroldrio considere, para cada ) # S C X,

Py = Y D Te= Y TIGea) [Iw

U:SCUCX xeU REX\(SUr'(S)) z€R yeS
Uel(G) ReI(G)
= Za(-plxsures) [ po- (4.50)
yes
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Note que quando S nao ¢é independente, S é uma soma de zero parcelas e portanto nula.

A restricao de Zg(w) ao conjunto Kp = [[.cx[—Pz,pz] é uma funcao polinomial real e

portanto continua e positiva em K;,r = [Liex[0,pz).

Como log Zg(w) é absolutamente convergente no polidisco |w,| < pg, a funcdo partigao

Zc(w) nao tem zeros no mesmo polidisco |w,| < p, e portanto Zg(w) nao possui zeros em

Kp = erX[_pxypx]~

Disso concluimos que Zg(w) é positiva em todo ponto de K pois, como nunca se anula e é
continua e definida em um conexo, se assumisse também valores negativos, obrigatoriamente se

anularia em algum ponto de Kp,.

Em particular P(()) = Zg(—p) > 0 e ainda, como para todo S C X temos que o conjunto

Kyse = erX[—pr,pfc] estd contido em Kp, onde p¥ = {pfc}xex e

P?cq = (p-1x\surg(s))z = . (4.51)
Pz Caso contrario,

temos que Zg(w) ¢ também positiva em Kse e entao Zg(—plx\surg(s)) = 0

Disto e da identidade (4.50) concluimos que P(S) > 0 para qualquer S C X e P()) =
Za(—p) > 0. O resultado segue do teorema de Shearer. O

Agora podemos provar o resultado fundamental obtido por Shearer que mostra que obter
condigoes onde a conclusao do Lema de Lovész é véalida é equivalente a obter condi¢oes para que
a fungao parti¢do (polinomio de conjuntos independentes) nao se anule. Isso reduz o problema
a conseguir o maior polidisco possivel onde o logaritmo da funcao particao do gas de rede com
interacao do tipo carogo duro seja uma funcao analitica pelo Teorema [4.5. A prova de que é

suficiente a analiticidade do logaritmo acabamos de dar na proposi¢ao acima.

E importante ressaltar que o Lema de Lovasz nao é equivalente a nenhum critério especifico
para a convergéncia, mas sim a convergéncia da série do logaritmo em si. Isso revela que da
mesma forma que apresentamos na sessao seguinte uma melhora do lema usando o novo critério
de Fernandez e Procacci, eventuais novos critérios que surjam obrigatoriamente irao melhorar a

regiao onde o Lema de Lovasz é eficiente.

Teorema 4.7. Pode-se aplicar o Lema Local de Lovdsz de modo a garantir que a probabilidade
do evento (N;epy A; € positiva, onde (Aj);epn) € wma famdlia arbitraria de eventos com P(A;) = p;
e grafo de dependéncia G se, e somente se, Zg(—p) > 0 e P(S) = (=1)!%1Z5(—p; S) > 0, para
todo S C [n].

Prova: A prova da ida faremos por contraposicao.
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Se Zg(—p) = 0e P(S) > 0 para qualquer S C [n], entao é facil ver que o lema de Lovész nao
é eficiente pois, pelo Teorema de Shearer [4.6, é possivel construir uma familia de eventos cujo
A;) =

grafo de dependéncia é G, onde os eventos tem probabilidades (p;);c[,) mas que P([
P(0) = Za(—p) = 0.

i€[n]

Suponhamos agora que nao seja verdade que P(S) = (—1)!%1Zg(—p;S) > 0, para todo
S C [n]. Pelo Teorema [4.5 item (7), temos que p ¢ R(G) e lembrando que R(G) é um aberto
conexo [0,00)" contendo o vetor nulo, segue do Teorema da Alfandega que qualquer caminho
continuo que tomarmos ligando p ao vetor nulo 0 certamente interceptard a fronteira de R(G) em
[0, 00)™. Portanto, existe um vetor p’ < p com p’ € OR(G) em [0,00)" e entdo, pela Proposigao

4.1, segue que Zg(—p’) = 0.

Temos que P(S) = (—1)I%1Zg5(=p’;S) > 0 para todo S C [n], pois p’ € IR(G) e, para
cada S fixado a funcio que associa q ao nimero (—1)1°1Z5(—q; S) é continua e nao negativa em

R(G), portanto nao negativa também na fronteira OR(G).

Sabemos entao, pelo Teorema /4.6, que é possivel construir uma familia de eventos (Bi)ie[n] em
um espaco de probabilidade (€, P(Q),P) com P(B;) = P}, tal que G é um grafo de dependéncia
para a familia (B;)ie[n) com Za(—p') = P(;cpy B;)=0.

Construiremos um espago de probabilidade e uma familia de eventos (A;);c[,) com P(A;) = p;
tal que G é um grafo de dependéncia para a familia e P(ﬂie[n] A;) = 0. O caso trivial é quando

algum dos p; é 1 pois p; < p; e portanto, P(A;) = 0, assim qualquer familia (4;);c},) com
P(A;) = p; satisfaz P(();¢py; A;) = 0.

Assim vamos considerar o caso onde p} < 1, para todo i € [n].

Como no Teorema 4.6 consideramos o espago mensuravel (2, P(€2)) onde Q = {0,1}" é o

conjunto das seqiiéncias de zeros e uns e, P(2) é o conjunto das partes de €.

Tome a familia dos cilindros (Bi)ie[n], onde B; = {(a1,...,an) € Q: a; = 1} e a medida P

construida no teorema.

Considere o espago produto (2 x Q,P(2 x 2),P) com P definida por

P()Bi x () ;) =B() BZ-)lej_]?, (4.52)

i€S jeT i€S  jeT J

onde, fazendo a identificagio natural de Q x  com {0, 1}?", para quaisquer S, T C [n] e i € [n]:
Ci :={(a1,...,a2n) € A X Q:aj4, =1}

ﬂBi X ﬂ C; :={(a1,...,a9,) €EQAxQ:a;=1quandoi € SU(n+1T)}
i€s JET
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B; :={(a1,...,a2,) €A xQ:a; =1}

Assim (C;);e[n) ¢ uma familia independente de eventos e, definindo A; = B; U C; para cada

i € [n], segue que G é um grafo de dependéncia para a familia (A;);c|,) € ainda:

P(AZ) = P(Bi U Cl) = P(BZ) + P(Cl) — P(Bi N CZ)
/ / / /
o Pi—P v p o, (=P —pj)

Conclufmos entdo que G é um grafo de dependéncia para a familia (A;);c, com P(A4;) = p;

P(()A)=P((BiUC)=P([\Bin () C) <P([)| Bi) =P([] Bi) =0. (4.54)
1€[n]

1€[n] i€[n] 1€[n] i€[n] 1€[n]

A volta segue diretamente do Corolério 4.1.

4.3 A relagao entre as cotas inferiores para P([,., A;)

Suponhamos que esteja fixado o grafo G e consideramos familias (Ai)ie[n] de eventos em espagcos

de probabilidade tais que G é um grafo de dependéncia para estas.

O Lema Local de Lovéasz, Teorema 4.2, nos fornece um polidisco (definido pela condigao de

Dobrushin) no qual é possivel obter a cota inferior para P([) }ZZ'), a saber:

i€n
Se existem (r3)zex numeros em [0,1) tais que, para cada x,

P(Ay) =ps <ro [ (1=my). (4.55)

yel'(z)

Entio P(N,ex Az) > [Toex (1 —72) > 0.

A maneira de Shearer garantir que P(ﬂie[n] A;) é positiva é a mesma, é produzida uma cota
inferior para a probabilidade, esta cota inferior por hipdtese é positiva e o Lema de Lovasz estd
provado. A diferenga na abordagem de Shearer é que nao é estipulado um poli-raio, exige-se
que P(S) = (=1)81Z5(—=p;S) > 0 para todo S € X e que Zg(—p) > 0, nestas hipéteses
P(Nyex 4z) = Za(—p) = P(0) > 0.

Como vimos no Teorema 4.5 as hipdteses exigidas por Shearer sao equivalentes a analiticidade

da fungao log Zg(w) no polidisco |w| < p. Entdo agora basta lembrarmos que no polidisco
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definido pela condicao (4.55) a funcao log Zg(w) é analitica (Teorema 2.39), ou seja, se vale
(4.55) entdo pelo Teorema de Shearer também temos que P((,c x 4z) > Za(—p) = P(0) > 0.

Assim concluimos que se p, < 7, Hyer(a;)(l —ry) para todo x € X, entao sao validas as

desigualdades:

P(mxeX ) > HxEX( Tx) >0 e P(ﬂmeX A~T) > ZG(_p) > 0.

De fato, temos:

Proposicao 4.2. Seja (A;)ic,) uma familia de eventos com P(A;) = p; e grafo de dependéncia
G. Sepi <rilljeru (1 —1j) para qualquer i € [n] entdo

P(() 42) > Za(-p) = [[ (1 —ri) > (4.56)

1€ [n] i€ [TL]

Prova: Faremos duas demonstracoes destas desigualdades, a primeira prova é obtida observando
que na prova do Teorema 4.6/ construimos uma familia de eventos (B;);e[, com P(B;) = p; tal
que G é um grafo de dependéncia para esta e ainda ]P’(ﬂie[n} B;) = Zg(—p). Agora, aplicando
o Lema Local de Lovész na familia (B;);c[n obtemos Zg(—p) = [[;,)(1 — i) > 0. A primeira
desigualdade segue diretamente do fato de o polidisco proveniente da condicao de Dobrushin

estar contido na regiao onde valem as hipéteses do Teorema 4.6.

A segunda demonstragao segue diretamente do Critério de Dobrushin e é desta maneira que

procederemos na se¢ao seguinte, mas 14 usando o Critério de Fernandez-Procacci.

4.4 Um Novo Lema

Como antes, em toda esta se¢ado X denotard um conjunto finito e G um grafo tal que V(G) = X.

Lembrando a Secao [1.5.2] no gds de rede os polimeros sao os vértices do grafo, e os elos
determinam quem s&ao os vértices incompativeis, sendo cada vértice incompativel com ele mesmo

e dois vértices distintos incompativeis se, e somente se, existe um elo entre eles.

Seguindo a notacao dos capitulos iniciais, para cada z € X definimos a particao restrita aos
vizinhos de x por:

(P:Ijzp (/'l') = Ex( ) A x) Z H Kz

TCrg (=) z€T
TeI(G)

e a seguinte funcao auxiliar:

ME D || 7 (4.57)

TCrg(z) x€T
TeI(G)
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Reescreveremos as séries usadas para obter os critérios de convergéncia no caso do gas de
polimeros abstratos para este caso especifico do gés de rede. (1.4),(1.5) e (1.6) se tornam,

respectivamente:

~log Za(=p) = |log Zc|(p Z Yoo 10 @t )l P

n= 1 (mlv a-’En EX"

’2| Zn' |¢T(x1""7xn)|pw1"'pxn

00
1
|H‘$(p) = Zﬁ Z |¢T(l’,l'1,...,l'n)|px1 * Py

n=1 (z1,eeyTn ) EX™
E, é claro, para cada x € X novamente teremos:
7 tog Zs(~p) = N,(p)
apx gLG\—P) = z\P
—log Za(—p) +1og Zen (21 (—p) = [E]z(p). (4.58)

Portanto,

1
Slip) = po /0 1], (p(a) (4.59)

onde

apy, se Yy =um.

Estamos considerando 0 < p = {p;}.cx. Entao, por (4.58), no polidisco {|wy| < psz}rex
temos:

—log Za(—|wl) < —log Za(—p) < Y |Z]a( (4.60)
zeX

Conhecidos os teoremas de Shearer e o novo critério de convergéncia de Fernandez-Procacci é

de se esperar que exista um teorema estilo Lema de Lovasz que corresponde a este novo critério.

A versao do Lema de Lovéasz que apresentamos anteriormente, Teorema 4.2, que é devida a
Spencer e é a mais popular nos dias de hoje, nao sé nos fornece uma regiao onde existe a garantia
da probabilidade de nenhum dos eventos ocorrerem ser estritamente positiva, mas também nos

dé uma cota inferior para esta, como vimos na secao anterior.
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Antes de apresentarmos a versao do Lema de Lovasz que corresponde ao critério de Fernandez-

Procacci, provaremos um lema que nos dard uma cota inferior para a probabilidade neste caso.

Como a atividade 0 < p = {p, }zex fard o papel das probabilidades e estamos interessados
na probabilidade de nenhum dos eventos ocorrerem, suporemos no proximo lema que para todo
re X:

0<ps <1

Lema 4.2. Suponhamos que existam p = {u;}zex nimeros reais em [0,+00) tais que, para

cada x:
pe <R = <p§/:g€u)' (4.61)
Entao, no polidisco {|wy| < prleex, temos
Zo(~w)) = [ (1 p)® ), (4.62)

onde @i () € a funcao dada em|{.57 que nao depende de p, e satisfaz

onl (1) = pe + @ (1)

Prova: Para cada x € X, retomamos a série p,IL;" (p) definida em (1.21), que é o ponto fixo
do critério de Fernandez-Procacci, conforme foi mostrado na Proposicao [1.1. De fato, o que

concluimos desta proposicio é que se pII'"(p) = {p.II;"(p)}sex e ¢y (1) = {#5" (1)}eex,
entao pII"™"(p) é um ponto fixo da aplicagio

TP ={TF}, : [0, oo)X — [O,oo)X

) = pavn (), (4.63)
isto é,
P15 (p) = T2 (pTI™(p) ). (4.64)
Como o Teorema 1.3 nos garante que se p, < RQFCP = @5‘;“”(“) entao,
pelllle(p) < poIl"(p) < pra, (4.65)

conseqiientemente, as séries |II|,(p) e IL."(p) convergem.

Agora observamos o seguinte: sendo p,IL."(p) ponto fixo, segue que

pI1L () = pups (PII™"(p)).
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Usando a monotonicidade da fungao @5 () em relagdo a p e a desigualdade (4.65) temos

IL"(p) = ¢, (pPII7(p)) = p 11" (p) + &, (PII""(p))
< pdL (p) + &5 ().

(4.66)

Entao, como para todo z € X temos que |II|.(p) < II."(p) e 0 < pp < 1, de (4.66) obtemos

@r (1)
1—p,

Mlz(p) <

Integrando e usando a identidade (4.59) segue que

1 1 ~Fp _
21a() = e [ Me(pla)) < e | P () g — log[1 - pg W
0 0o L—aps

Somando a desigualdade (4.67) em X,

> [Zla(p) < —log [H [1 —px]“ng(“)] :

zeX zeX

De (4.60)), obtemos que se p, < R.", entdo,

~FP
log Za(—|w]) > log Za(—p) = = > _ |Z]a(p) > log [H [1— pa]® (“)] :
zeX reX

donde concluimos

Agora podemos enunciar o principal resultado deste capitulo:

tais que, para cada x € X, P(A,) = p, satisfaz:

Entao,
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(4.67)

Teorema 4.8. Suponha que G é um grafo de dependéncia para o familia de eventos (Az)zex

em um espaco de probabilidade (Q, A,P) e que existem p = {g}rex nimeros reais em [0, +00)

(4.68)



Prova: Conseqiiéncia da combinacao dos seguintes resultados: Teorema de Shearer [4.6; do
Corolario 4.2, ou melhor, da prova deste corolario o qual mostra que a analiticidade do logaritmo
da funcdo particdo implica nas hipéteses do teorema de Shearer; do critério de Fernandez-

Procacci 1.3l e do lema anterior. O

Comparagao entre as cotas inferiores:

Assim como no lema Lovasz usual, onde mostramos que dentro do polidisco proveniente
do Critério de Dobrushin (R, )zex, tinhamos a desigualdade Zg(—p) > 7z [Tyer@@ —ry) e
esta cota inferior era valida se p; < 7y Hyel"(:p)(l — ry). Neste novo lema obtemos uma regiao

maior onde a probabilidade de nenhum dos eventos ocorrer é positiva e a cota inferior obtida é
~FP
erx (1 — pg)¥ (1)

Nossa nova cota sera melhor do que a do Lema de Lovasz usual se para cada x € X tivermos:

1 ~FP
1— — < (1 — @r ()
= T S (1—pa)
ou seja,
o 1 1/@513 (k)
< R, =1-
o=t (1 +Nm>

Lema 4.3. Para os poli-raios dos polidiscos onde o Lema de Lovdsz € eficiente (o usual e a

nova versao) valem as sequintes desigualdades:

R >R, > R = Ha_ > R 4.69
(1 1) 857 () (469)

Prova: Lembremos que pela desigualdade de Bernoulli sabemos que (1 + a)b <l4absea> -1
e0<b<1 Fazendoa=r,eb=1/p."(u) obtemos

~FP
1 ¢ (k) P r
(1)) < T 4.70
(1%) (1 -ra) 1o (4.70)
donde

o 1 1/3EF (w) e . )
R,=1- —1—(1—rp)/ee W > __2 ___ R 4.71
<1+ux) ( ) T on (w) (4.71)
Como (1 + pg) @' (1) < 5 (p) temos que R > RY. U

Vale a pena ressaltar que todas as desigualdades sdo estritas, menos no caso onde @." (u) = 1,

ou seja, f1y = 0 para todo y € I'g(x).
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A conclusio é que melhoramos a cota inferior da probabilidade dentro do polidisco original

de Dobrushin {p, < RY} e ainda numa regido um pouco maior {p, < R;}.

Igualmente como no caso do Lema de Lovész usual, o seguinte resultado é imediato:

Teorema 4.9. Suponha que G € um grafo de dependéncia assimétrico para a familia de eventos
(Az)zex em um espago de probabilidade (2, A, P) e que existem p = {1z }zcx nimeros reais em

[0, +00) tais que, para cada x € X temos que P(Ay) = p, satisfaz:

[ o
pe <R, = = . 4.72
O (1) Zpezy (1) (4.72)
Entao,
— ~FP
P(() 4w) > Za(-p) > J] (1 —pa)? ¥ > 0. (4.73)
rxeX xeX

O Lema local de Lovasz é usado em centenas de artigos de combinatéria, Teoria dos Grafos
e outras areas, a seguir aplicamos nossa versao em alguns exemplos para mostrar a melhora nas
estimativas em relagao a versao usual do lema. O capitulo 5 inteiro de [3] pode ser reescrito com

esta nova versao do lema, apresentamos apenas alguns.

4.5 Aplicagoes

Apresentamos agora alguns resultados onde usamos nossa nova versao do Lema de Lovasz com-

parando com os resultados obtidos usando o Lema de Lovéasz usual.

Proposicao 4.3. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau mdximo A e seja
V =ViuWaU...UV, uma particio do conjunto dos vértices V. em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto V; tenhamos |V;| > 4A. Entao existe um
conjunto independente W C V' de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada
Vi.

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que para cada conjunto V; temos |V;| = k,
onde k é a menor dentre as cardinalidades dos conjuntos V;, 1 <7 < n. O caso geral segue deste
usando o grafo induzido por G em uma uniao de n subconjuntos de cardinalidade k, cada um

deles subconjunto de um dos V;.

Escolhemos um conjunto W de n vértices como segue: em cada conjunto V; escolhemos,
aleatoriamente e independentemente, um tinico vértice de acordo com a distribuicao uniforme,

isto é, em cada V; a probabilidade de um vértice ser escolhido é 1/k.
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Para cada elo ab € E, seja Wy, o evento “W contém ambos os vértices a e b”’. Entao
P(Wa) = 0, se a e b sdo elementos do mesmo V; e P(Wy,) = 1/k* = p, se a € V; e b € V}, com
i # j. Note que, se os vértices a e b pertencem a V; UV} temos que o evento Wy, ¢ mutuamente
independente da familia de eventos composta por todos os outros eventos W,y tais que nem c e

nem d pertencem a V; U V.

Assim, existe um grafo de dependéncia H = ((Wap)aper(c), £(H)) para a familia de eventos
(Wab)abe E(G) com grau maximo menor ou igual a 2kA. Podemos tomar H sendo o grafo de
dependéncia para a familia (Wyp)apep (@) com menor nimero de elos possivel, ou seja, existird

um elo de H entre dois eventos Wy, e W4 se, e somente se, W, e W, forem dependentes.

Seja {a,b} C V;UVj. Pela definicao do grafo H temos que se W4 € I'y(Wgp), entao ¢ € V;UV;
ou d € V; UV}, donde segue que |I'y(Wyp)| < 2kA. O valor 2kA é obtido observando que cada
vértice de V; estd ligado a no méximo A vértices de G e que V; possui k vértices, isso totaliza kA
elos incidentes em algum elemento de V;. O mesmo ¢ vélido para V; totalizando 2kA, podendo

alguns elos de G terem sido contados duas vezes.

Para aplicar o Teorema 4.8 usando o grafo de dependéncia H temos que calcular ou pelo

menos dar uma cota superior para Zp: (Wsp), onde ab é um elo arbitrario de G.

Em vista disso, precisamos de uma cota superior para o nimero de pares de eventos {Weq, Wy}
independentes em H que sejam adjacentes a W,,. Claramente o nimero de pares nao excede
k2A? pois temos no méaximo kA eventos W,q adjacentes a Wy, tais que ou ¢ ou d nao pertence

aV;uVj.

Nao existem trincas {Weq, Wey, Wgh} de eventos adjacentes a W, e independentes dois a
dois em H. De fato, se {a,b} C V; UV} ja vimos que se Weq € I'y(Wy), entdo ¢ € V; UV
oud € V; UV;, o mesmo vale para W,y e Wy,. Assim, cada um dos eventos do conjunto
{Weq, Wey, Wgh} deveria satisfazer as seguintes condigoes simultaneamente: cada um dos seus
indices (elos de G) deveria ter pelo menos um vértice em V; U V; e os eventos deveriam ser

independentes dois a dois, o que é impossivel. Assim:
Zr: (Wap) <14 2kAp + k*A% 12
e, para aplicar o Teorema 4.8 usando o grafo de dependéncia H, observamos que

p p
= >
ue Zrs (Wap) ~ 1+ 2kAp + k2A22

onde p = (ftab)aber(c) € tal que pgp = p > 0 para todo ab € E(G).

Como o lado direito da desigualdade acima assume seu valor méximo em pg = ﬁ, pelo
Teorema 4.8, se p < 1/4kA < f(up) entdao a probabilidade de nenhum dos eventos da familia

(Wab)aveE() ocorrer é positiva. Em particular, com probabilidade positiva nosso conjunto
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aleatorio W é um conjunto independente de vértices de G contendo exatamente um vértice de
cada V;.

Isso conclui a prova, pois p = 1/k? e entdo p < 1/4kA se, e somente se, k > 4A. ]

Se usédssemos o Lema de Lovdsz original precisariamos exigir que |V;| > 2eA ao invés de
|Vi| > 4A, ver [3] pag. 70. Esse exemplo serve para ilustrar a melhora do lema usando o novo
critério de Fernandez-Procacci, no entanto, utilizando outras técnicas e nao o Lema de Lovész
é possivel mostrar que a Proposicao 4.3/ é valida ainda com 2A no lugar de 4A, sendo este o

menor valor possivel, ver [44].

Exemplo: Marcamos k.n pontos coloridos com n cores ao longo de um circulo, k£ pontos
de cada cor. Se k > 8 entao existe um conjunto de n pontos que nao sao vizinhos no circulo

contendo exatamente um ponto de cada cor.

Prova: Segue imediatamente da Proposigao (4.3)), pra ver isto basta definir que dois pontos sao

adjacentes em G quando sao vizinhos no circulo. O

Usando a versao standard do Lema é preciso exigir k£ > 11 para o mesmo exemplo.

Proposicao 4.4. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau mdzimo A e seja
V =VuUWVU..UV, uma particio do conjunto dos vértices V. em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto V; tenhamos |V;| > 97%. FEntdo existe um
conjunto de vértices W C V' de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada V;
cujo o grau mdzximo do grafo induzido (W) é 1. Ou seja, (W) é formado por vértices isolados e

elos independentes.

Prova: A prova é muito semelhante a da proposicao anterior. Assumimos que cada conjunto V;

tem cardinalidade k, onde k é a menor dentre as cardinalidades dos conjuntos V;, 1 <i < mn.

Escolhemos um conjunto W de n vértices, um de cada conjunto V;, aleatoriamente e inde-

pendentemente segundo a distribui¢ao uniforme em cada V;.

Seja T' o conjunto de trincas de vértices t = {a, b, ¢} de G tais que o grafo induzido (t) contém
pelo menos dois elos de G. Para cada t € T consideramos W; o evento “W contém todos os

vértices de t”.

Assim, P(W;) = p = 1/k3, se todos os trés vértices de t pertencem a diferentes V; e P(W;) = 0,
caso contrario. Se a € V;, b € Vj e ¢c € Vj, entao o evento W; é mutuamente independente da
familia de eventos composta por todos os outros eventos Wy tais que todos os vértices de
t' = {d’,V, '} nao pertencem a V; UV; U V.

Entao, existe um grafo de dependéncia H = ((W)ier, E(H)) para a familia de eventos

;. . 2
(Wi)ter com grau méaximo menor ou igual a %. Podemos tomar H sendo o grafo de de-
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pendéncia para a familia (W};)¢er com menor niimero de elos possivel, ou seja, existird um elo

de H entre dois eventos W; e Wy se, e somente se, Wy e Wy forem dependentes.

Sejat = {a,b,c} C V;UV;UVj. Pela definicao do grafo H temos que se Wy € I'g(W;) entao
deV;uV;UVyoult € V;UV; UV, oud € V;UV; UV, disto segue que [I'g(Wy)] < %. 0

2 7 . ’ . ’ . ’ . 7 .
valor 9’“2A é obtido observando que cada vértice de V; esta ligado a no maximo A vértices de G

e que V; possui k vértices. Isso totaliza kA elos incidentes em algum elemento de V;, cada elo

destes é adjacente a no maximo (A — 1) outros elos em cada um de seus vértices, resultando no

- 2 . . -
mdaximo de % elementos ¢’ € T tais que Wy € I'}; (W) e t' possui pelo menos um vértice em
s s 2
Vi. O mesmo é valido para V; e Vi, donde segue que |I'};(Wy)| < %. Na verdade, pode-se
afirmar que |I'};(W;)] < w mas usaremos a cota mais grosseira.

Para aplicar o teorema 4.8 usando o grafo de dependéncia H temos que calcular, ou pelo

menos dar uma cota superior para ZF;I(Wt), onde t € T.

Fazendo uma anélise parecida com a da proposicao anterior temos que:
9. A2 3 A2 ? 2 3 A2 ’ 3 3. A2 ’

e, portanto,

o 1
fw) = Zry, (Wh) - (14 3kA24)° e

onde p = (u)ier € tal que py = > 0, para todo t € T'.

Derivando e igualando a zero a expressao do lado direito da desigualdade acima, o valor para

o qual a expressao assume seu valor maximo é g = ﬁ.

Pelo Teorema 4.8, se p < slk% < f(po) entao a probabilidade de nenhum dos eventos da

familia (W})ier ocorrer é positiva. Em particular, com probabilidade positiva, nosso conjunto
aleatério W é tal que (W) é formado por vértices isolados e elos independentes contendo um

vértice de cada Vj.

5 o1 = 8 9IA ~
Isso prova a proposi¢ao, pois p = 13 € entao p < g7-x7 se, e somente se, k > Vi 3,18A. O

Em 1991, Filip Guldan [41] havia obtido o mesmo resultado usando o lema de Lovéasz usual.
A condicao exigida por Guldan foi k > %. De fato, Guldan comete um pequeno erro quando
estima o grau do grafo de dependéncia, no entanto, seu objetivo é melhorar as cotas no problema
da Arvoricidade Linear [1, 2,5, [77].

O problema da Arvoricidade Linear é resolvido usando técnicas especificas da Teoria dos
Grafos quando o grau é pequeno e, quando a cintura do grafo é suficientemente grande, a
prova se baseia na Proposicao [4.3. Portanto, este também é apenas um exemplo para fazer um

comparativo entre as diferentes versoes do Lema de Lovéasz.
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O préximo exemplo traz uma nova cota que até entao nao era possivel de ser obtida sem o uso
do Método Probabilistico e da nova versao apresentada aqui do Lema de Lovasz. E também serve

para mostrar a necessidade do grafo de dependéncia assimétrico para determinados problemas.
Latin Transversal

Definicao 4.7. Seja A uma matriz n x n com entradas a;j. Suponha que a;; sao inteiros para
todoij =1,...,n. Uma permutagdo o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} :i— o(i) € chamada Latin

transversal de A se as entradas a;,(;y comi=1....,n sao todas distintas.

Proposigao 4.5. Seja A uma matriz n x n e k < (n —1)/(256/27). Suponha que nenhum

inteiro aparece em mais do que k entradas de A. Entao A tem um Latin transversal.

Prova: Seja o uma permutacao de {1,2,...,n} escolhida aleatoriamente de acordo com distri-
buigao uniforme. Denote por T' o conjunto de todas as quatro-uplas ordenadas (i, 7,4, ') tais
que i < i, j # j eay = ayy. Para cada (i,7,7,7") € T, seja A;jj» o evento que o(i) = j e
o(i)=j"

Claramente, A;;;; tem probabilidade ﬁ de ocorrer e qualquer permutacao o tal que
A;jirjr ocorre nao ¢ Latin transversal. Por isso, um Latin transversal de A existe quando uma
probabilidade nao-nula de nenhum do eventos A;;y;» ocorrerem existe. Definimos, entao, um

grafo G cujo conjunto de vértices é T', onde dois vértices (i, j,7,5') e (p,q,p’,q") sdo adjacentes
se, e somente se, {7,7'} N {p,p'} # 0 ou {j,5'} N{q,¢'} # 0.

Esse grafo tem grau méximo menor do que 4nk. De fato, para (i,7,4,j’) fixos, podemos
escolher (s,t) de 4n maneiras diferentes com s € {i,7'} ou t € {j,j'} para (i, 4,7, ;') dados, e
entdo, uma vez (s,t) é escolhido, temos menos do que k escolhas para (s',t') diferente de (s,t),
tal que ag = agy, uma vez que, por hipdtese, existem no méximo k entradas de A com o mesmo

valor.

Assim, temos menos do que 4nk quatro-uplas (s,t,s',t') tais que s =i ous =14 out =j
out=j' com ag = agy. Agora, para cada uma das quatro-uplas (s, t,s’,t’), podemos associar
as quatro-uplas (p,q,p’,q") = (s,t,5',t') se s < s’ ou as quatro-uplas (p,q,p’,¢') = (¢,t',s,t) se

s < s.

Nao é dificil ver que G é um grafo de dependéncia assimétrico para a familia de eventos
Ajjirjr, ou seja
P(Ajjirj] ﬂ Apgprqr) < n(nl—l)
(p.g.0",a")EY
para quaisquer (i, 7,4, j') € T e qualquer conjunto Y dos membros de T' que nao sio adjacentes
em G para (i,7,4, 7). Portanto, podemos aplicar Teorema 4.3 para o grafo lopsidependency G

com o conjunto de vértices T' descritos acima. Tome p,; = p > 0, para todo x € T, e observe que
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o conjunto de vértices em I'5((7, 7,7, j')) ¢, pela construgao anterior, a uniao de 4 subconjuntos,
cada um com cardinalidade maxima nk tais que todos os vértices em cada um desses quatro

subconjuntos sao adjacentes. Logo, para tal grafo G,

@?i7j7¢/7j/)(ﬁ‘) <1+ nk’#)él

p p
> = f(p).
Pligargn#) — (1 +nkp)t "

Como o lado direito assume seu valor maximo em gy = ?mik, podemos usar o Teorema 4.3 na
regiao p = n(nl_l) < 27/256nk = f(uo), o que é equivalente a dizer que k < (n—1)/(256/27). O

A mesma proposi¢ao com 4e em vez de 256/27 é provada em [3] pdg. 73, usando a versao

do Lema Local de Lovéasz usual.
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Trabalhos Futuros

Como vimos, no importante modelo do gés de subconjuntos finitos, o Critério de Gruber-Kunz-

Fernandez-Procacci possui demonstragoes utilizando as trés técnicas:

e usando as equagoes de Kirkwood-Salzburg, primeiramente feita por Gruber e Kunz [43] e,

de maneira bem mais simples nesta tese;
e cotando diretamente os coeficientes de Ursell, feita por Ferndndez e Procacci em [32];

e por inducao, prova também apresentada aqui.

No entanto, no caso do gas de polimeros abstratos, ainda é um problema em aberto provar o
Critério de Fernandez-Procacci através de um outro método que nao seja usando combinatoria

e identidades grafo-arvore.

Sobre a parte do Lema de Lovasz e o teorema obtido aqui, sdo centenas de artigos que

utilizam o Lema Local de Lovész, fizemos apenas alguns exemplos.

Outra diregao é investigar se existe um teorema dentro de Mecanica Estatistica que seja o
representante do Lema de Lovédsz para grafos orientados, veja Capitulo 4 de [3] para o teorema

e exemplos.
Esta dtima questao foi levantada por Scott e Sokal e o problema continua sem resposta.

Scott e Sokal ainda chamaram a atencao para o fato de que o lema no caso de grafos orien-
tados precisa de outro objeto matematico, diferente da funcao particao, para ser formulado em
Mecanica Estatistica. Isso se deve ao fato da interagao W (z,y) ser simétrica e, portanto, nao

detecta a orientagao dos elos.
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Apéndice A
Principio de Inclusao-Exclusao

Notacao A.1l. Dados dois conjuntos T' e Z. O simbolo o z assume o valor 1 quando T = Z e

zero caso contrdrio.

Lema A.1l. (Principio de Inclusao-Exclusao)

Seja X um congunto finito. Considere o sequinte espaco vetorial real de fungoes V= {f :

2X — R} e a sequinte aplicacio linear ¢ -V — V definida por

5] (A1)
Y:YOT
Entao ¢ € inversivel e
o7 (T = Y ()T, (A.2)
Y:Y2T
Prova: Seja ¢ : V — V definida por
AT = D ()T, (A.3)
Y:YDT
Entao segue que
Wod)f(T) = d(of(T) = > (1) Tlgf(y) (A4)
Y:Y 2T
= D )Y A2 (A.5)
Y:Y DT Z:22Y
= > Y )Tz (A.6)
2:22T | Yi
= Y rzf(Z2) = f(D). (A7)
Z:Z20T
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Apéndice B

Reticulados e Pontos Fixos

Seja S um conjunto.
Notagao: Escreveremos a < b para indicar que (a,b) € R, onde R é uma relacado R C S x S.

Definicao B.1. Uma relacio R C S x S € dita uma ordem parcial em S quando satisfaz as

sequintes condigoes:

(i))z<z,Vzels. (reflexividade)
(ii) Se x <y ey <z entio x =y. (anti-simetria)
(ii)Se x <y ey < z entao = < z. (transitividade)

Definigao B.2. Um conjunto S munido de uma ordem parcial < € dito parcialmente orde-
nado.
Notagao: (5, <).

Definicao B.3. Seja X C S, onde (S,<) € parcialmente ordenado. Dizemos que a € S é um

limite superior (inferior) de X quando x <a (a <z), Vz € X.

Definicao B.4. Seja X C S, onde S € parcialmente ordenado. Dizemos que a € S € o supremo
(infimo) de X quando a € o menor (maior) dos limites superiores (inferiores) de X. Ou seja,

a <d (a <a) para todo a' limite superior (inferior) de X.

A unicidade tanto do infimo quanto do supremo (quando estes existem) de qualquer subcon-

junto de S segue da anti-simetria.

Definicao B.5. Um conjunto parcialmente ordenado (L,<) é chamado de reticulado quando

todos os subconjuntos com exatamente dois elementos de L tiverem supremo e infimo.
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Notagao: Seja (L, <) um reticulado. O supremo de um subconjunto de dois elementos

{a,b} C L sera denotado por a V b e o infimo por a A b.

Exemplo B.1. Considere ([0, +o0], <) munido da ordem < usual da reta estendida, neste caso
um ordem total. Este € um exemplo onde o supremo dos conjuntos de dois elementos € um dos

dos elementos do conjunto, ou seja, a Vb = max{a,b}. Analogamente, a A\ b = min{a, b}

Definicao B.6. Seja (L, <) um reticulado. Se todo subconjunto X C L possui supremo e
infimo entdo chamaremos L de reticulado completo. FEstes serao denotados por sup X e

inf X, respectivamente.
Observagao B.1. Note que no caso de X = () temos que sup X = inf L e inf X =sup L.

Exemplo B.2. Seja P um conjunto enumerdvel e considere L o sequinte conjunto de funcdes
L={f:27 —[0,4+0c]}. Tome (L,<) onde < é a ordem parcial pontual, ou seja, f < g quando
f(X) < g(X) para qualquer subconjunto de P. Agora € facil de ver que (L,<) € um reticulado

completo.

Note ainda neste exemplo que se {f,g} C L, entao (f V ¢)(X) = max{f(X),g(X)} e (f A
9)(X) = min{ f(X),9(X)}. O reticulado (L, <) é completo devido ao fato de L conter as fungoes

constantes f =0 e g = +oc.
Exemplo B.3. L = [0, +0o]” novamente com a ordem parcial pontual é um reticulado completo.

Definicao B.7. Seja (L, <) um conjunto parcialmente ordenado. Diremos que ¢ : L — L é
crescente se ¢(z) < ¢(y) quando x < y.
Teorema B.1. (Teorema do Ponto Fixo de Knaster-Tarski) Seja (L, <) um reticulado

completo e ¢ : L — L crescente. Entao o conjunto P dos pontos fixos de ¢ (p(x) = x) é

nao-vazio e (P, <) é um reticulado completo.

Antes da prova observe que o teorema acima garante a existéncia de um ponto fixo maximo,
ou seja, um elemento M € L tal que ¢(M) = M e x < M para todo z € P. E ainda, um ponto
fixo minimo m que satisfaz m < z para todo x € P, podendo inclusive ocorrer de ambos
serem iguais. Isso ocorre porque apesar de P ser um subconjunto de um reticulado completo,
o supremo ou infimo de P poderiam nao pertencer ao conjunto, o que nao ocorre pois (P, <) é

um reticulado completo.

Prova: Tome A = {z € L : ¢(x) < z}. Como L é completo existe inf A = z € L tal que
z < x para todo elemento x € A e, sendo ¢ crescente, temos que ¢(z) < ¢(x) < z. Ou seja, ¢(z)

é limite inferior para A e, pela definigao de infimo, segue que ¢(z) < z.

Do fato de ¢ ser crescente obtemos ¢(¢(z)) < ¢(2), e isso implica que ¢(z) € A. Assim,

como z é o infimo de A, temos que z < ¢(z), donde ¢(z) = 2.
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Agora que ja sabemos que P é nao-vazio, ainda vale a pena observar que inf P = inf A = z.
De fato, como P C A temos z < inf P. Por outro lado, ja4 provamos que z é ponto fixo, donde

segue que z > inf P, ou seja, z = inf P = m.
Analogamente, sup P =sup{z € L: x < ¢(x)} = M € P.

Resta provar que (P, <) é um reticulado completo. Para isso primeiramente observe que os

intervalos fechados [a,b] em L sao reticulados completos, onde [a,b] = {z € L:a <z < b}.

Seja Y C P. Se provarmos que ¢(B) C B onde B = [supY,sup P], podemos restringir ¢
ao reticulado completo (B, <) e entdo, pelo que ji provamos, sabemos que os pontos fixos da
restricao é um conjunto que contém seu supremo e infimo. Ou seja, existe um mp que é o ponto
fixo minimo desta restrigao, donde seque que mp é o menor dos limites superiores de ¥ em P,

ou seja, supY = mp. Assim, ¢p(supY) =supY € P.
Agora, se y <supY < z entdo y = ¢(y) < ¢(supY) < ¢(z), para qualquer y € Y e z € B.
Assim, supY < ¢(supY’) < ¢(z), para qualquer z € B e portanto, ¢(B) C B.

Para o infimo de Y a prova é andloga. E assim provamos que todo subconjunto de Y C P

possui um supremo e infimo em P, ou seja, (P, <) é um reticulado completo. O

Este resultado foi provado por Tarski em 1955 e muitas vezes é enunciado como Teorema
do ponto fizo de Tarski. O motivo do nome de Bronislaw Knaster aparecer no resultado é
que em 1928 o mesmo teorema havia sido provado por ele no caso particular do reticulado de

subconjuntos de um conjunto, onde a ordem parcial era a da inclusao.

Definicao B.8. Seja (L, <) um reticulado. Dizemos que uma funcdo ¢ : L — L é continua se

para toda seqiéncia (Tn)nen crescente (x, < Tpi+1) em L tivermos sup ¢(xy,) = ¢(sup xy,).
n n

Observagao B.2. Toda funcdao continua € crescente. De fato, seja ¢ continua, se x <y entdo
por continuidade seque que ¢(y) = sup{p(z), dp(y)} donde ¢(z) < ¢(y).

E possivel obter de uma maneira construtiva o ponto fixo minimal de uma funcao crescente

quando esta for continua:

Teorema B.2. (Teorema do Ponto Fixo de Tarski-Kantorovitch) Se (L, <) é um reti-
culado completo e ¢ : L — L € continua entdo ¢ tem um ponto fixo e o ponto fixo minimo é

igual a sup ¢"(inf L).

Prova: Seja o = inf L. Como ¢ é continua e entao crescente, a seqiiéncia xg < ¢(xg) <
®*(x0) < ... é crescente. E facil ver que para qualquer n temos ¢"(x9) < m onde m é o ponto

fixo minimo de ¢. Assim, sup,, " (xo) < m e ainda, como a seqiiéncia ¢"(xg) é crescente e ¢ é
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continua temos que sup,, ¢"(zo) = sup,, ¢" " (zo) = ¢(sup,, ¢"(x0)), ou seja, sup,, ¢"(zo) é um

ponto fixo de ¢.

Sendo m é o menor ponto fixo para ¢, segue que m < sup,, " (x¢) e como j& sabiamos que

sup,, " (xg) < m, concluimos que m = sup,, " (xo). O

O teorema pode ser enunciado de maneira mais geral, ver [23] pag. 26.
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