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Resumo

Sejam (X, d) um espago métrico compacto e (C(X,R), || - o) 0 espaco de Banach
das fungoes a valores reais, continuas, definidas sobre X; munido da norma do supremo.
Nesta notas, vamos mostrar que o dual topoldogico deste espaco de Banach, que sera
denotado por C(X,R)* é isometricamente isomorfo a (. (X, B(X)), | - |vr), isto &,
o espago das medidas com sinal, finitas e definidas sobre a o-algebra de Borel de X;
munido da norma da variacao total.

Para obter o isomorfismo mencionado acima, vamos provar, no contexto de espagos
métricos compactos, a validade do famoso Teorema de Representagao de Riesz-Markov
que afirma que se ® : C'(X,R) — R é um funcional linear limitado, positivo e norma-
lizado, entao existe uma unica medida de probabilidade p sobre #(X) tal que

(I)(f):/deu, Vf € C(X,R).

1 Introducao

A proposta deste texto é apresentar uma prova completa e bem detalhada do Teorema de
Representacao de Riesz-Markov e mostrar como este teorema pode ser usado para construir
explicitamente um espaco de Banach que ¢é isometricamente isomorfo ao dual topoldgico do
espaco das funcgoes reais continuas, definidas sobre um espaco métrico compacto.

Esta notas sao baseadas em alguns dos resultados das Sec¢oes 1.4, 3.1,4.1,4.5, 7.1 e 7.3 da
referéncia [1] e do Capitulo 1 da referéncia [2]. Na referéncia [1] o Teorema de Representacao
de Riesz-Markov é provado no contexto de espacos topoldgicos localmente compactos. Os
argumentos envolvidos na prova dada em [1], dependem de diversos resultados espalhados
pelos capitulos mencionados acima. Como o nivel de generalidade considerado em cada um
destes diversos capitulos é bastante distinto, nao é dificil suspeitar que a tarefa de reunir
todas as informagoes e organizéd-las no mesmo contexto é muito dura para o leitor menos
experiente.



O principal resultado deste texto é o Teorema de Representacao de Riesz-Markov
(Teorema 11), no contexto de espagos métricos compactos. Este teorema, apresentado
na Secao 5, fornece uma caracterizagao, em termos de medidas, de funcionais lineares, po-
sitivos, normalizados e limitados, definidos sobre C'(X,R), onde (X, d) é um espago métrico
compacto arbitrario.

A versao do Teorema de Riesz-Markov apresentada neste texto, embora nao seja a mais
geral, abrange a maioria das aplicagoes mais comuns. Por exemplo, ela é aplicavel ao estudo
de medidas invariantes em fluxos gerados por EDO’s em variedades compactas, bem como
em diversos problemas na Teoria de Probabilidade, Mecanica Estatistica e Teoria Ergddica.

Este texto foi elaborado de modo a oferecer explicacoes detalhadas e acessiveis das provas
mencionadas nas referéncias anteriores, para leitores que possuam apenas um conhecimento
bésico da Teoria da Medida e Integragao. Dedicamos especial atencao a clareza, utilizando
ilustracoes e até repeticoes intencionais para facilitar o entendimento dos conceitos mais
complexos. Em vez de priorizar um estilo minimalista, focamos em garantir que a leitura
seja fluida e intuitiva, mantendo os conceitos essenciais sempre proximos as explicagoes mais
elaboradas. Embora seja um pouco longo, esperamos que a leitura seja bem suave.

O texto conta também com um pequeno apéndice que relaciona alguns fatos basicos
sobre medidas exteriores, medidas com sinal e bem como algumas propriedades elementares
de distancias em espacos métricos.

Em um resumo, as técnicas usadas neste texto sao muito parecidas com aquelas empre-
gadas, em varias outras referéncias que consideram casos em que o espaco X pode ser mais
geral que um espaco métrico compacto. Aqui, bem como em quase todos outros textos, a
argumentacao se baseia nos seguintes fatos de Analise Real:

e toda medida finita, definida na o-algebra de Borel de um espaco métrico é regular;

Lema de Urysohn;

particoes da unidade subordinadas a coberturas abertas;

Teorema de Extensao de Carathéodory;

e decomposicao de funcionais lineares limitados em diferencas de funcionais positivos;

Teorema da Decomposicao de Hahn-Jordan.

Como optamos por apresentar a prova do Teorema de Representacao de Riesz-Markov
para o caso de espacos métricos compactos, alguns dos fatos mencionados acima admitem
provas mais simples e explicitas. Por exemplo, quando assumimos que X é um espaco
métrico, a prova do Lema de Urysohn se torna bastante intuitiva e geométrica. Além disto,
quando assumimos a compacidade de X alguns argumentos baseados na regularidade das
medidas sao mais simples de serem compreendidos. Assumir a compacidade de X também
facilita a construcao de uma particao da unidade subordinada a uma cobertura aberta.
Grosseiramente falando, assumindo que (X, d) é um espaco métrico compacto, a construgao
de praticamente todas as funcgoes e dos demais objetos necessarios na prova do teorema,
podem ser obtidos explicitamente a partir de construgoes simples envolvendo a funcao de
distancia.



2 Regularidade das Medidas Finitas Definidas sobre #(X)

Os principais objetivos desta se¢ao sao: introduzir o importante conceito de medida regular
(Definigao 1); e provar que qualquer medida p finita definida sobre Z(X) é uma medida
regular (Teorema 8).

Antes de prosseguir, gostariamos de mencionar que, embora os principais resultados
destas notas assumam a compacidade de (X, d), alguns resultados auxiliares serdo enunciados
e provados para espagos métricos mais gerais. A razao dessa escolha é que, para esses
resultados especificos, a hipotese de compacidade nao simplifica a argumentacao. Assim,
para manter a clareza e evitar confusoes, sempre que for necessario considerar a hipdtese de
compacidade, faremos mencao explicita.

Relembramos que a o-algebra de Borel de um espago métrico (X,d) é definida como
sendo o-dlgebra gerada pelos subconjuntos abertos do espago topoldgico (X, 74), onde 74
denota a topologia em X induzida pela métrica d. Esta o-adlgebra serd denotada, como de
maneira usual, por Z(X).

Uma medida p sobre #(X) é uma fungao u : B(X) — [0, +o0| que satisfaz:
o 1(2)=0;
e 1(B) >0, para todo B € #(X);

e se {B,}nen é uma sequéncia de conjuntos em #(X) dois-a-dois disjuntos, entao

K (U Bn) = Z,U(Bn)-

Dizemos que uma medida p ¢ finita se u(X) < 4+00. Se u(X) = 1, entao dizemos que
¢ uma medida de probabilidade.

Definicao 1 (Conjunto p-regular e Medida Regular). Sejam (X, d) um espago métrico e
uma medida sobre Z(X). Dizemos que um boreliano B € #(X) é u-regular se

sup{u(F) : F C B, F fechado} = u(B) = inf{u(A): B C A, A aberto}.

Se todo boreliano B € #(X) é u-regular, entdo dizemos que p é regular.

A (aberto)




Antes de prosseguir para a prova do principal resultado desta secao que é o Teorema 8
vamos estabelecer novas (e mais simples) condigoes necessérias e suficientes para um conjunto
B € #B(X) ser p-regular. Em seguida, vamos mostrar que a cole¢do de todos os borelianos
p-regulares forma uma sub-o-édlgebra de A(X).

Lema 2. Sejam (X, d) um espaco métrico e u uma medida definida sobre (X)) satisfazendo
u(X) < 4o00. Um boreliano B € A(X) é p-regular se, e somente se, para todo € > 0

dado, existem um conjunto aberto A, e um conjunto fechado F, tais que: F. C B C A, e
(AN Fr) < e.
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Prova. Suponha inicialmente que B € Z#(X) é um conjunto p-regular. Entao segue direta-
mente da Definicao 1 que dado € > 0, existem um conjunto aberto A. O B e um conjunto
fechado F. C B satisfazendo:

o ju(A:) < pu(B)+5;

o 1(B) =5 < p(F).

u(B) =3 n(Fe) 1(B)

sup{u(F) : F C B, F fechado}



Ja que F. C B, segue da propriedade de monotonicidade da medida p e da desigualdade
acima que

—C<u(F)-p(B)<0 = |u(B) - plF)| < <.

Combinando estas desigualdades obtemos
N(Ae \ Fe) = M(AE) - M(Fe)

< u(B)+ 5 = u(F)

< 5+ |u(B) = u(E)|

<E.

O que encerra a prova de que se B € #(X) é u-regular, entao para todo £ > 0 dado, existem
um conjunto aberto A, e um conjunto fechado F; tais que: F. C B C A, e u(A. — F.) < e.

Agora vamos provar a reciproca. Primeiro observamos que dado um Boreliano B €
P (X) temos da propriedade de monotonicidade da medida, para qualquer aberto A C X
satisfazendo B C A, que

u(B) < w(A) = u(B) < inf{u(A): BC A, A aberto}.
Por hipdtese, dado € > 0 existem um aberto A, e um fechado F; tais que F. C B C A, e
A\ Fe) <e = wlA) — p(B) < p(A:) — p(Fe) = p(A:\ Fr) <e.
Portanto segue da desigualdade acima que u(A.) — u(B) < € que por sua vez implica
p1(Ae) < u(B) +e.

Daf segue da definigao de infimo que inf{u(A) : B C A, A aberto} < u(A.) < u(B) +¢. J&
que € > 0 é arbitrario, segue da desigualdade anterior que

inf{u(A): BC A, A aberto} < u(B).
Como a desigualdade reversa foi estabelecida acima, podemos concluir que
u(B) =inf{u(A) : B C A, A aberto}.
Resta mostrar a igualdade sup{u(F') : F C B, F fechado} = u(B). Como observado

anteriormente, temos da hipdtese que dado € > 0, existem A, aberto e F. fechado tais que
F. C B C A.. Novamente pela monotonicidade de p temos as seguintes desigualdades:

N(Ae) - :U’(Fe) <é = :U'(B> o M(Fs> <e.

Da ultima desigualdade segue imediatamente que u(B) < pu(F.) + . Tomando o supremo,
sobre todos os fechado contidos em B e observando que € > 0 é arbitrario, concluimos que

w(B) < sup{u(F): F C B, F fechado}.

Observe que a desigualdade reversa segue também da monotonicidade de p. De fato, se F' é
um fechado tal que F' C B temos pu(F') < pu(B) e portanto sup{u(F) : F C B, F fechado} <
w(B). Portanto podemos finalmente concluir que

wu(B) = sup{u(F) : FF C B, F fechado}

o que completa a prova que B ¢é p-regular. [ |



Proposicao 3. Se (X,d) um espago métrico e p uma medida sobre #(X) satisfazendo
u(X) < +o0. Entao a colegao

X ={B € B(X) : B é pregular}
é uma o-algebra de subconjuntos de X.

Prova. A prova desta proposicao é baseada em sucessivas aplicacoes do Lema 2.

Vamos comecar mostrando que @ € #. Primeiro, observe que o conjunto @ é simultane-
amente aberto e fechado. Assim, dado € > 0, podemos tomar como conjunto aberto A. = &
e como conjunto fechado F. = &. Claramente, estes conjuntos satisfazem F, C @ C A, e
ja que p é uma medida temos 0 = u(@) = u(A: \ Fr) < e. Como £ > 0 é arbitrario segue
diretamente do Lema 2 que @ é p-regular e consequentemente & € Z.

Analogamente, ja que o espaco todo, X, é também simultaneamente aberto e fechado,
dado € > 0, podemos tomar como conjunto aberto A. = X e como conjunto fechado F. = X.
Claramente que estes conjuntos satisfazem F. C X C A, e como no paragrafo anterior temos
0=pu(@) = u(A:\ F.) < e. Novamente, como € > 0 é arbitrario podemos aplicar mais uma
vez o Lema 2 e concluir X is p-regular e portanto X € Z.

Agora vamos mostrar que a colecao Z é fechada por complementacao, isto é, se B € Z,
entdo B¢ € Z. Sejam B € % um conjunto arbitrario e ¢ > 0 dado. Ja que B é u-regular
podemos afirmar que existem um conjunto aberto A. e um conjunto fechado F. tais que
F.C B C A e u(A:\F.) < e. Observe que tomando complementares, temos AS C B® C F*€.
Como estamos assumindo que p é uma medida finita temos das propriedades elementares de
uma medida e da iltima desigualdade que

p(FE N\ AQ) = p(FY) — p(A7)
= p(X) = pAD) = ((X) — p(FY))
= M(As) - M(Fa)
= N(As \ Fs)
< E.

J& que € > 0 é arbitrario podemos aplicar mais uma vez o Lema 2 e concluir que que B¢ é
p-regular. Portanto concluimos que se B € Z, entao B¢ € % o que mostra que # é uma
colecao fechada por complementares.

Para finalizar a prova desta proposicao resta mostrar que # é uma colecao fechada para
unides enumeraveis. Sejam By, By, ... uma sequéncia arbitraria em % e B = (J, oy Bn-

Dado ¢ > 0, segue da pu-regularidade de B,, e do Lema 2 que, para n € N, existem um
aberto A? e um fechado F tais que

FICB, A and  p(AD\FY) < . (1)
Considere os conjuntos A. = J,cny AL € F' = U, oy F2'. Alertamos que na notacao deste

ultimo conjunto nao esta faltando o subindice €. Na verdade, vamos definir mais a frente
quem serd o conjunto fechado F.
Note que segue da definigao do conjunto F' e do Teorema da Convergéncia Mondétona que

/XXF = /Xngnoox(Ug:ng) W= )



J& que estamos assumindo que u(X) < 400 segue das propriedades elementares de medida
e da igualdade acima que

N
Jmp(FAU R = i e

= lm [ xr =Xy ) di

N—o0 X

= U X dp / X(ux mdﬂ}
/Xpd,u— hm/ X(UN_, )

=0.

Portanto existe algum Ny € N tal que para todo N > Ny temos

u(F\ LN_JF") < g 2)

Agora estamos prontos para definir o fechado F.. Ja que unides finitas de conjuntos
fechados é um conjunto fechado, temos que F;. = Ui:le F é um conjunto fechado.

Por outro lado, como unioes arbitrarias de conjuntos abertos ¢ um conjunto aberto temos
que A, é um conjunto aberto.

Segue diretamente das definicoes dos conjuntos F, F., A. e das relagoes de continéncia
que aparecem em (1) que

Segue das propriedades elementares de medidas finitas e das desigualdades que aparecem
em (1) e (2) que

1A\ Fo) = p(A:) = p(Fe) = p(Ae) — p(F) + p(F) — p(Fr)
= AN\ F) + p(F\ Fr)

S (VN RES

neN neN

UA?EAE, ouseja, F.CFCBCA..

n=1

@(U (A?\F:)) T+ u(F\ F)

neN
< pAT\ )+
n=1



Ja que € > 0 é arbitrario, podemos aplicar novamente o Lema 2 para concluir que o
conjunto B = (J,cny Bn € #Z. Com isto finalmente encerramos a prova de que # é uma
o-algebra. [ |

Na sequéncia, mostramos a validade de dois resultados simples de natureza topoldgica
que irao auxiliar na prova do Teorema 8.

Lema 4. Sejam (X, d) espaco métrico arbitrario nao-vazio e C' C X um subconjunto qual-
quer nao-vazio. Entao para quaisquer x,y € X temos

|d(xz,C) —d(y,C)| < d(z,y), onde d(z,C) = inf{d(z,w) : w € C}.
Em particular, a aplica¢do z — d(z, C') define uma func¢éo uniformemente continua em X.

Prova. Observe que segue diretamente da desigualdade triangular e da defini¢ao de d(x, C) =
inf{d(z,w) : w € C'} que temos para quaisquer z € C' e z,y € X

d(z,C) <d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Tomando o infimo sobre z € C' na desigualdade acima obtemos d(x,C) < d(x,y) + d(y, C)
e consequentemente d(z,C') — d(y,C) < d(x,y). Analogamente, trocando os papeis de z e
y, podemos verificar que também vale a seguinte desigualdade d(y,C) < d(x,y) + d(z,C) o
que implica d(y, C') — d(z,C) < d(z,y). Portanto, segue destas desigualdades que

|d(z, C) = d(y, C)] < d(z,y).
u

Definicao 5 (Conjuntos Gs e F,). Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que um conjunto
arbitrario /' C X é um conjunto G, se existe uma colegdo enumeravel {4, },en de abertos
em (X, d) tal que F' = NyenAp.

Vamos dizer que um subconjunto £ C X é um conjunto F, se existe uma colecao enu-
meravel {F, },en de fechados em (X, d) tal que E = U,enF,.

Proposicao 6. Para qualquer C' C X, nao-vazio fixado e n € N, temos que

1
{a: € X :d(z,C) < —} ¢ um subconjunto aberto de X. (3)

n

Prova. Seja C' C X um conjunto arbitrario nao-vazio. Neste caso, podemos afirmar que a
funcao fo: X — R dada por

fo(x) =d(x,C) = inf d(z,y), Vo e X,

yeC

esta bem-definida.
Observe que segue diretamente do Lema 4 que a funcao fo satisfaz

|fo(z) = fe(y)| = |d(z,C) — d(y, C)| < d(z,y),

e portanto fo é uma funcao Lipschitziana, logo continua. Ja que para cada n € N temos

{xEX:d(:c,C) < %} e ((—oo%))

segue da continuidade de fo que o conjunto acima é aberto o que prova a validade de (3). W

8



Coroldrio 7. Seja (X, d) um espaco métrico arbitrério.

i) Se FF C X é um subconjunto fechado, entdo F' é um conjunto G5. Além do mais,
podemos mostrar que existe uma sequéncia {4, },en de conjuntos abertos em X tal
que A,,1 C A, paratodon € Ne

F:ﬂAn.

neN

i) Se A C X é um aberto, entdo A é um conjunto F,. Além do mais, podemos mostrar
que existe uma sequéncia {F), }n,en de conjuntos fechados em X tal que F,, C F, 41,

para todon € N e
A=|JF.

neN

Prova. Note que o corolario é obviamente verdadeiro se o conjunto fechado F' e o conjunto
aberto A sao vazios, pois os conjuntos A,’s e F,’s do enunciados podem ser tomados todos
como sendo o conjunto vazio. Portanto, resta considerar o caso em que estes conjuntos sao
nao-vazios.

Prova de 7). Das propriedades elementares de espagos métricos (veja Proposi¢ao B.1)
sabemos que para qualquer conjunto C' C X temos d(z,C') = 0 se, e somente se, x € C. Em
particular, se aplicamos esta afirmacao a um conjunto fechado F' C X temos

F:{xeX:d(:z:,F)zo}:ﬁ{xeX:d(x,F)<l}.

n
n=0

Se definimos, para cada n € N,

Anz{xexzd(:p,p)<l}

n

segue das propriedades elementares de distancia que 4,1 C A, e da Proposicao 6 que A, é
aberto, para cada n € N, e portanto

F={)A.
neN

O que encerra a prova de que todo fechado F' é um conjunto G e que ele pode ser escrito
como uma intersecao enumeravel de uma sequéncia decrescente de abertos.

Prova de ). Por outro lado, ja que todo aberto A C X é complementar de um fechado e
vice-versa, segue diretamente das leis de Morgan que se A é um conjunto aberto entao A é

um conjunto F,. De fato,
o 1 ¢
(ﬂ {x € X :d(x,A%) < —})
n
n=0

:po ({:v € X :d(z, A) < %})

A= (A= ({x e X :d(x, A% =0})°



Além do mais, se definimos

F, = ({az‘ € X :d(x, A% < %})C

temos novamente da Proposicao 6 que F,, é fechado. Usando as propriedades elementares de
distancia podemos verificar imediatamente que F,, C F, 1, para cada n € N. Logo

o
A=|]JF.,
n=0
0 que encerra a prova de que todo aberto A é um conjunto F, e que, além do mais, pode ser
escrito como uma uniao enumeravel de uma sequéncia crescente de fechados. [ |

Teorema 8. Sejam (X, d) um espaco métrico arbitrario nao-vazio e #(X) a o-dlgebra de
Borel de X. Se p é uma medida finita (u(X) < 4+00) sobre #(X), entdo u é regular, ou
seja, para cada B € Z(X) temos

sup{u(F) : F C B, F fechado} = u(B) = inf{u(A): B C A, A aberto}.
Prova. Considere a colegao
X ={B € B(X): B é pregular}.

Como estamos assumindo que p é uma medida finita sobre #(X), todas as hipéteses da
Proposicao 3 sao satisfeitas e portanto podemos concluir que a colecao # é uma sub-o-
algebra de A(X).

Vamos mostrar que a colecao de todos os fechados de X estd contida na colecao Z. De
fato, seja F' C X um conjunto fechado. Pelo Corolario 7 sabemos F' é um G; e que além do
mais, existe uma sequéncia de conjuntos abertos { A, }nen com A, 1 C A, para todon € N

tal que
F={)An

neN
Ja que p(X) < oo, temos em particular que pu(A;) < +oo e assim podemos usar a
propriedade de continuidade da medida para garantir que

lim pu(A,) = p <ﬂ An> = u(F).

neN

Como F' C A, para todo n € N e u ¢ finita, segue da igualdade acima que
lim (A, \ F) = lim p(A,) — p(F) = 0.
n—oo n—oo

Portanto dado € > 0 existe algum ny € N tal que p(A,, \ F) < e. Tomando A, = A, e
F. = F, concluimos da desigualdade acima que para cada € > 0 dado, existem um conjunto
aberto A. e um conjunto fechado F. satisfazendo F. C F C A, e pu(A. \ F.) < . Como
e > 0 é arbitrario, segue do Lema 2 que F' é p-regular e consequentemente que F € Z.
Ja que o argumento acima é valido para qualquer fechado F' C X, temos que a colecao de
todos os fechados de X estd contida na o-dlgebra Z. Como Z ¢é fechada para complementos
temos que a colecao de todos os abertos de X esta contida em &. Desta 1ltima observagao
e da definicao de o-élgebra gerada segue que B(X) C Z. Mas como Z é por definicao uma
sub-o-dlgebra de #(X), podemos concluir que, na verdade, temos #A(X) = Z e logo todo
conjunto boreliano é p-regular, o que implica que p é regular. [ |
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3 Lema de Urysohn em Espacgos Métricos

Sejam f,g : X — R fungdes. Como de costume vamos usar a notacao f < g quando a
desigualdade f(z) < g(z) for valida para todo z € X. A funcado constante f(x) = 1, para
todo x € X, sera denota por 1.

Lema 9 (Lema de Urysohn). Sejam (X, d) um espago métrico, @ C K C A C X, onde
K é compacto e A é um aberto. Entao existe um aberto O C X e uma funcao continua
f X — R tais que:

e K COCOCA;

.nggl) XK<f7 esupp(f)gA

Prova. Vamos supor inicialmente que o aberto A # X. Assim podemos afirmar que A°
¢ um conjunto fechado nao-vazio. Como K C A, segue que A° e K sao disjuntos. J&a
que estamos assumindo que K # O, segue das propriedades elementares de distancia que
d(Ac, K) =6 > 0.

Considere o conjunto O definido abaixo

OEAﬂ{xeX:ﬂLK)<g}. (4)

Como A é um aberto de X e o Lema 4 garante que o segundo conjunto que aparece na
intersecao acima também é um conjunto aberto, podemos concluir que o conjunto O é um
conjunto aberto. Além do mais,

KCA e KQ{xEX:d(x,K)<g} — OCKCO. (5)

Afirmamos que O N A° = @. De fato, suponha que existe z € O N A°. Entdo z € A® e
x € O. Desta tultima afirmacao, do fato de O ser nao-vazio e da definigao de fecho, podemos

afirmar que existe alguma sequéncia {z, },en contida em O tal que d(z,x,) — 0, quando
n — oo. Ja que d(A°,K) =0 > 0eax € A° temos que d(z, K) > d(A° K) > §. Desta
ultima desigualdade e da desigualdade triangular temos, para cada n € N, que

6 <d(z,K) <d(z,y) < d(z,z,) + d(n,y), Vy e K

Ja que, para cada n € N fixado, a desigualdade acima é valida para todo y € K. Entao,
tomando o infimo sobre y € K, com n fixado, podemos concluir que a seguinte desigualdade

§ <d(z,z,) +d(x,, K)

¢é valida, para cada n € N fixado. Ja que x, € O, para cada n € N, segue da defini¢ao do
conjunto O e da desigualdade acima que
) )
para cada n € N fixado. Mas esta tultima desigualdade sendo valida para qualquer n € N
contradiz o fato que d(ﬁ, x,) — 0, quando n — oo. Desta contradi¢ao, concluimos que
O N A°= g e portanto O C A.
Como observado em (5) temos K C O. Desta relagao e da continéncia acima segue que

KCOCOCA. (6)

Se A = X basta tomar o aberto O como em (4) e neste caso as relagoes em (6) sdo
evidentemente validas. Isto encerra a prova da primeira parte do lema.
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Resta construir a fungao f do enunciado. A ideia é usar os conjuntos construidos em
(6). Como na primeira parte, vamos dividir a prova em dois casos. Primeiro, consideramos o
caso O = X. Neste caso temos de (6) que A = X. Mas entao a conclusao do lema é trivial,
pois a funcao f = 1, satisfaz todas as exigéncias.

Agora vamos considerar o caso O # X. Neste caso, observe que segue das propriedades
elementares de distancia, de O ser um conjunto aberto e das relagoes de continéncia em (6)
que

d(z, K)+d(x,0° =0 = reEKNO=KNO*=@. (7)

Desta tltima observacao segue que o mapa levando x — d(z, K) + d(z,O°), estd bem-
definido pois, K e O¢ sao ambos nao-vazios e define uma aplicacao que nunca se anula. Além
do mais, segue do Lema 4 que esta aplicacao é dada por soma de duas fungoes continuas e
portanto define uma funcao continua em X nao-negativa e que nao se anula. Agora, considere
a funcao f : X — R dada por

d(x,0°)

1) = ) + dw, 09

Segue das observacoes feitas acima que f define uma aplicacao continua em X, nao-negativa.
Além do mais, f(z) = 1 para todo z € K. De fato, para cada x € K temos d(z, K) = 0.
Como distancias entre um compacto e um fechado disjuntos é um nimero positivo estrito,
temos para qualquer = € K que d(z,0¢) > 0 e portanto

d(x,0°) d(x,0°)

I = ) v dw.09 dwon 1 TEEER (8)

Em particular, xyx < f. Por outro lado, temos diretamente da definicao de f que para todo
x € O° que f(x) = 0. Portanto

{reX: f(z)#0} CO.
Desta tltima observagao e das relagoes de continéncia em (6) segue que

supp(f) ={r € X : f(2) #0} COC A, (9)
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4 Particoes da Unidade em Espacgos Métricos

Sejam (X, d) um espago métrico nao-vazio e C' C X um conjunto arbitrario. Uma particao
da unidade em C é uma familia de fungoes {h,}aer, onde para cada a € T' a funcao
he : X — R é uma funcao continua e as seguintes condigoes sao satisfeitas:

e para cada x € X existe algum € > 0 tal que apenas uma quantidade finita de h,’s é
nao nula em B(z,¢);

. Zha(x) =1, para todo x € C.

a€cl’

Dizemos que uma parti¢gao da unidade {h, }aer em um conjunto C' C X é subordinada
a uma cobertura por abertos &/ = {Az}geco, do conjunto C, se para cada « € I' existe algum
S € O tal que supp(h,) € Ag, onde supp(h,) é o chamado suporte de h, e definido como
sendo o fecho do conjunto dos pontos onde h,, é nao-nula, isto é,

supp(hq) = {2z € X : ho(z) # 0}.

Teorema 10. Sejam (X, d) um espago métrico, K C X um compacto e & = {A;,..., A,}
uma cobertura por abertos de K. Entao existe uma particdo da unidade {hq,...,h,} em
K subordinada & cobertura 7. Mais precisamente, para cada j € {1,...,n} temos que
supp(h;) C A, e

Zhj(a;)zl, Vo e K.
j=1

Prova. Como & é uma cobertura por abertos de K, podemos afirmar que para cada ponto
x € K existe algum j € {1,...,n} e algum nimero real e(x) > 0 tais que B(xz,e(x)) C Aj;.

Claramente
U Bz e(x) = K.
rzeK

Como estamos assumindo que K é compacto, a cobertura por abertos mostrada acima admite
uma subcobertura finita. Isto é, existe um conjunto finito {x1,...,z,} C K tal que

U B(zj,e(zj)) = K.

Desta ultima igualdade e do fato que Dy U Do U ... U D, = D,UD,U. ..UD,, para quaisquer
Dq,...,D, C X, temos

U B(xj,e(z))) = K. (10)
j=1
Para cada j € {1,...,n}, seja I'; o conjunto de indices definido por

Iy={ie{l,...,m}: B(x;,e(z;)) C A;}.

Agora considere o conjunto compacto

K; = U B(z;,e(x;)).

i€l
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Observe que, por construgao, cada K; ¢ um conjunto fechado e como esta contido em K
compacto, entdo K; é compacto. Além do mais, K; C A;, para cada j € {1,...,n}.

Pelo Lema de Urysohn (Lema 9) sabemos que existe, para cada j € {1,...,n}, uma
funcao continua g; : X — R satisfazendo

0<g; <1, xx; <gj, e supp(g;) C A;. (11)

JiqueMulLyu...Ul, ={1,...,m} temos de (10) que

UK U U (x;,€ U (g, € ) =K.
: F k=1

j=1
Daf decorre que, para cada = € K, existe algum j, € {1,...,n} tal que x € Kj,. Por (11)
sabemos que se x € K, entao g,,(z) = 1. Como g; > 0, para todo j € {1,...,n} podemos
concluir que a soma » 7, g;(z) > 1. Como este argumento ¢ independente da escolha de
x € K, podemos concluir que

Zgj(x)>1, Ve € K.

Segue da desigualdade acima que,

KQ{IEX:igj(x)>O}EO.

j=1

Como K é compacto e O é um aberto contendo K, podemos aplicar mais uma vez o Lema de
Urysohn (Lema 9) para garantir que existe uma funcao f € C'(X,R) satisfazendo 0 < f < 1,
xx < f esupp(f) C O. Usando esta fungao definimos mais uma fungao auxiliar que sera
denotada por g,+1 € C(X,R) e dada por g,41(x) =1 — f(x). Como 0 < gn11 < 1, segue da
definicao do conjunto O e de g,11 = 1 em O° que

Zg] )+ Gni1(z) >0, Vz € X.

Agora para cada j € {1,...,n+ 1}, considere a fungao h; : X — R dada por

_ 9]( )
hi(z) = <=5, Vr e X. (12)
Zk+1 9k ()
A desigualdade anterior garante que cada h; estd bem-definida e que define uma funcao
continua em X. Observe que para todo x € K, temos g,.1(x) = 0 e portanto h,1(z) =0
em K. Dai segue que

n n+1 n+1 n+1
Z o Z A ;ZZ*% 0@ S e €K (13)

Ja que {hy,..., hy,} é uma colegao finita de fungdes continuas sobre X satisfazendo a
identidade acima em K, temos que esta colecao de funcoes satisfaz a definicao de particao
da unidade em K.
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Segue diretamente de (12) que

{r e X :hj(x)#0} ={zr e X :g;(z) #0}.

Logo podemos concluir que supp(h;) = supp(g;), para cada j € {1,...,n}. Desta dltima
igualdade e da relacdo (11) temos que supp(h;) = supp(g;) € A;, para todo j € {1,...,n}.

Como a colegao {A;,...,A,} é uma cobertura por abertos de K, segue das observagoes
anteriores que {hy, ..., h,} é uma particdo da unidade em K subordinada a cobertura &/ =
{A;,..., A,}. Isto encerra a prova do teorema. |

15



5 O Teorema de Representacao de Riesz-Markov

Por toda esta segao (X, d) denota um espago métrico compacto e como de costume
CX,R)={f: X —>R: féuma fungao continua em X}

denota o espaco vetorial de todas as funcoes a valores reais definidas sobre X, munido de
suas operagoes algébricas naturais de: soma de fungdes e multiplicagao por escalares. Para
cada f € C(X,R) temos da compacidade de X que ||f|loc = sup{|f(x)] : € X} estd
bem-definido como nimero real e a aplicagdo f —— || f||c define uma norma em C'(X,R).
E bem conhecido que C'(X,R) munido desta norma é um espago de Banach.

Uma funcdo @ : C'(X,R) — R é chamada de um funcional linear sobre C'(X,R) se para
quaisquer f,g € C(X,R) e a € R temos ®(f + ag) = ¢(f) + ad(g).

Dizemos que um funcional linear ® : C'(X,R) — R ¢é limitado se

|®]lop = sup )|<I>(f)| < +o00.

fEC(XR
[ flloo=1

Exemplo. Seja p uma medida finita sobre Z(X). A aplicacao ¢, : C(X,R) — R dada por

/)= /X fdu,  YfeC(X.R), (14)

define uma funcional linear limitado sobre C'(X,R).

Primeiro é preciso argumentar que ®,(f) estd bem-definido para cada f € C(X,R). De
fato, se f é uma fungao a valores reais e continua sobre X, entdo sabemos que f é B(X)-
mensurdavel. Como |f(z)] < ||fllec < 400, para todo x € X e u(X) < 400, segue da
monotonicidade da integral de Lebesgue que

/|f )] dyu(a /HfHoodu—llfHoo (X) < +oc

e portanto que f é u-integravel. Consequentemente, segue das propriedades elementares da
integral de Lebesgue que a expressao de ®,(f) dada pelo lado direito de (14), define um
nimero real para cada fungao f € C'(X,R). A linearidade de ®, é consequéncia direta da
linearidade da integral de Lebesgue. De fato,

%(fﬂxg)=/Xf+agdu=/xfdu+a/xgdu:%(f)+04<1>u(g).

Por ultimo, para verificar que ®, ¢ um funcional linear limitado, basta notar que

/deu

< sup / f] di
feC(X,R)
|l fllo=1

[@ullop = sup |Pu(f)|= sup
FEC(XR) FEC(XR)
Ifllco=1 Ifllco=1

< sup [ flloo p(X)
feC(X,R)
I Flloe=1

= u(X) < +oc.
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Teorema 11 (Teorema de Representagao de Riesz-Markov). Sejam (X, d) um espago métrico
compacto e ® : C'(X,R) — R um funcional linear limitado satisfazendo:

e (positivo) se f > 0, entao ®(f) > 0;
e (normalizado) ®(1) = 1.

Entao existe uma tinica medida de probabilidade p definida sobre Z(X) tal que ® admite a
seguinte representagao integral

cp(f):/xfdu, Vf € C(X,R).

Além do mais, a medida u é caraterizada pelas seguintes propriedades

f e C(X,R),

M(A):sup{q)(f): 0<f<1 e supp(f) C A }, VA C X aberto (15)

w(K) =inf {®(f): f € C(X,R) e xx < [}, VK C X compacto. (16)

Prova. Vamos comecar estabelecendo a unicidade da representacao integral de @, isto €, se
w e v sdo medidas de probabilidade definidas sobre #(X) e satisfazem

Ajdu=®ﬁ%=éjdm Vi € C(X,R) (17)

entao pu = v.

Seja A € X um conjunto aberto ndo-vazio, o € A e K = {¢}. Pelo Lema de Urysohn
(Lema 9) podemos afirmar que existe alguma funcao f € C(X,R) satisfazendo 0 < f < 1,
Xk < f esupp(f) C A. Portanto segue de (17), das propriedades de f e das propriedades
elementares da integral de Lebesgue que

‘P(f)Z/deu</Xxsupp<f)du</XxAdu=u(A)-

Da estimativa acima e da definicao de supremo obtemos a seguinte desigualdade

sw{wﬂzogfgfﬂﬁibﬂ;4}<mm. (18)

Por outro lado, se K C A é um conjunto compacto arbitrario, podemos aplicar novamente
o Lema de Urysohn (Lema 9) para garantir que existe alguma fungao g € C(X,R) satisfa-
zendo 0 < g < 1, xx < g e supp(g) C A. Portanto, segue das propriedades elementares da
integral de Lebesgue, das propriedades de g e da desigualdade (18) que

M(K)Z/Xdeué/nguzﬂg)

‘ feC(X,R),
gsup{q)(f)' 0<f<1l e Supp(f)gA}

< w(A).
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Como a estimativa acima é valida para qualquer compacto K C A, segue da definigao de
supremo que

- K CA, . feC(X,R),
sop () o e, ITONE L O b <. a9

Ja que p é uma medida de probabilidade sobre (X ), podemos aplicar o Teorema 8 para
garantir que p é regular. Em particular, o Teorema 8 garante que o aberto A fixado acima é
um boreliano p-regular. Como estamos assumindo que (X, d) é um espag¢o métrico compacto
temos que se F' C X é um subconjunto fechado entao F' é compacto. Portanto, segue da
pu-regularidade de A e desta tltima observacao que

FC A, _ . K CA,
p(A) = sup {M(F) " F fechado } - oup {N(K) " K compacto } (20)
Das desigualdades em (19) e da identidade (20) concluimos que

f e C(X,R),
u(A):sup{q)(f)10<f<1€ e<supp>(f)§f4 }

Note que a igualdade acima estabelece a validade da identidade (15), sob a condi¢ao de ®
admitir uma representagao integral.

Como estamos assumindo que

| fan=o)= [ ran. viecxm
X X

podemos repetir todos os passos do argumento apresentado acima, ipsis litteris, porém subs-
tituindo g por v e concluir que

feC(X,R),

u(A) = sup{ﬂ?(f) 0<f<1 e supp(f) QA} = v(A), VA C X aberto.

Estabelecida a igualdade acima para a colecao de todos os abertos de X, segue de mais
aplicagao do Teorema 8 que garante a regularidade de p e v que

. B C A, : B C A,
p(B) = inf {M(A) " A aberto } = inf {I/(A) " A aberto } =v(B), VB € B(X).

O que encerra a prova da unicidade.

Agora vamos mostrar a existéncia de pu. Como deve ter ficado claro para o leitor o
argumento da unicidade ja d4 uma pista de como podemos proceder para construir a medida
1 a partir do funcional linear ®.

Seja A C X é um aberto nao-vazio, o € A qualquer e K = {x¢}. Aplicando novamente
o Lema de Urysohn (Lema 9) podemos afirmar que existe alguma fungao f € C(X,R)
satisfazendo: 0 < f < 1, xx < f e supp(f) C A. Desta forma podemos garantir que a
expressao abaixo esta bem-definida

p(A) Esu]p{<1><f) 0« fgfleg(gili)(f) CA } e p@)=0, (21)
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e que pela positividade do funcional linear ®, determina uma fungao p : 7y — [0, +00), onde
T4 ¢ a topologia em X induzida pela métrica d.
Observe que se A; C A, sao abertos nao-vazios de X, entao segue da definicao de supremo

que
B . f € C(X,R),
p(A1) ZSUP{(I)(f) "0< f<1 e supp(f) C A }

< sup {CI)(f) : f € C(X,R), } p(Az2), (22)

"0< f<1 e supp(f) C Ay

ou seja, p tem a propriedade de monotonicidade.

Agora considere a funcao p* : Z(X) — [0, 400) definida para cada E C X por

. : E CA,
W (E) = inf {p(A) * A aberto }

Nosso proximo passo é mostrar que p* ¢ uma medida exterior.

Antes de prosseguir vamos fazer algumas observacoes. Como, por hipétese, o funcional
linear ® é normalizado, isto é, ®(1) = 1 e positivo, temos diretamente da defini¢ao de p que
vale a seguinte desigualdade p(A) < 1, para todo aberto A C X. Logo segue da definigao de
u* que p*(E) < 1, para todo £ C X.

Agora, vamos voltar & anélise de u*. Como p(A) > 0, para todo aberto A # & segue que
W (E) > 0, para todo £ C X. Da igualdade p(@) = 0 e da ndo-negatividade de p* segue que
@ (@) = 0. Vamos verificar agora que p* possui a propriedade de monotonicidade. Sejam
C e D subconjuntos arbitrarios de X satisfazendo C' C D. Entao se A é um aberto tal que
D C A, entao C' C A e portanto segue da continéncia abaixo e das defini¢oes de infimo e de
w* que (I CJ = inf(J) <inf(]))

DC A, cca, . :
{'O(A> "~ A aberto } S {p(A) "~ A aberto } — w(C) < w(D).

Para completar a prova de que p* é uma medida exterior, resta mostrar que p* é subaditiva,
isto é, para qualquer sequéncia {E, },en de subconjuntos de X temos:

(o] (o]
Ty (U En> <Y w(En). (23)
n=1 n=1

A prova da subaditividade p* serd feita em duas etapas. Primeiro vamos mostrar, usando
o Lema de Urysohn (Lema 9) e o teorema de existéncia de partigoes da unidade (Teorema 10)
que p é subaditiva na colecao dos abertos de X. Em seguida, usaremos esta propriedade de
p para obter uma nova representacao para p* que permitird concluir que p* é uma medida
exterior sobre Z(X).

Seja { A }nen uma sequéncia arbitraria de abertos de X e A = U,enA,. Se A = &, entao
A, = @ para todo n € N e a desigualdade

p(A) = p( An) <D p(An)

n= n=1
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é trivialmente satisfeita, ja que p(@) = 0. Portanto podemos assumir que A é um aberto nao-
vazio. Fixando qualquer compacto nao-vazio (por exemplo, um conjunto unitario) contido
em A, podemos aplicar o Lema de Urysohn (Lema 9) para garantir que existe alguma funcao
nao-nula f € C(X,R), satisfazendo 0 < f < 1 e supp(f) € A. J& que supp(f) é um
compacto e coberto por A, sabemos que existe algum n € N tal que

supp(f) C U Aj.

Aplicando o Teorema 10 podemos afirmar que existe uma particao da unidade {hq, ..., h,},
em supp(f), subordinada a cobertura {A;,...,A,}, ou seja, para cada 7 € {1,...,n}, a
funcao h; € C(X,R) e satisfaz 0 < h; < 1, supp(h;) C A, e Z;”Zl h;(xz) = 1, para todo
x € supp(f). Portanto, podemos decompor f em uma soma da forma f = Z?Zl fh;,
onde cada parcela, desta soma, satisfaz 0 < fh; < 1 e supp(fh;) € A;. Assim segue
da decomposicao de f obtida acima, das propriedades de cada uma destas parcelas, da
linearidade do funcional ¢ e da definicao de p que

o(f) =2 (Z fhj> = Z‘I’(fhj) < ZP(AJ') < p(4y).

Jj=1

Como a desigualdade acima é vélida para qualquer f € C'(X,R), satisfazendo 0 < f < 1e
supp(f) € A. Concluimos que

[ee]

o) < pl4)). (24)

Da desigualdade acima, do fato do conjunto vazio ser aberto, p(@) = 0 e de unido
enumeravel de abertos ser aberto, temos para qualquer £ C X

ECA = ECU, A,
“(F) = inf A): -] = inf A :
H(E) {p( ) A aberto } {; p(4n) A,, aberto Vn € N

Como a expressao do lado direito da igualdade acima define uma medida exterior sobre
P(X), segue que p* é uma medida exterior.
Observamos também que a monotonicidade de p fornece a seguinte igualdade

ACO, }

p*(A) = inf {p(O) "0 aberto [ = p(A), VA C X aberto. (25)

A seguir, vamos mostrar que todo aberto A C X satisfaz a condi¢ao de mensurabilidade
de Carathéodory, ou seja, p*(E) = p*(ENA) + p*(E N A°), para todo £ C X. Como u* é
subaditiva basta mostrar que

W(ENA) + i (ENA°) < p*(E), VECX. (26)

Primeiro, vamos estabelecer a desigualdade (26) quando o conjunto E é um aberto.
Observe que a desigualdade é claramente verdadeira se E ou A sao vazios. Note também
que nao ha nada a fazer caso AN FE = &, pois F C A° e (26) é obviamente satisfeita neste
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caso. Analogamente, a desigualdade é trivial se £ N A¢ = @. Portanto, sé precisamos nos
concentra no caso em que ambos AN E # @ e EN A # @. Neste caso, temos FN A é um
aberto nao-vazio e assim podemos usar o Lema de Urysohn para garantir que existe uma
funcao f € C(X,R) tal que 0 < f <1 esupp(f) C ENA. Como p(ENA) é o supremo de
®(f) tomado sobre tais fungoes, dado € > 0, podemos escolher f também satisfazendo

p(ENA)—e < d(f). (27)

Como estamos assumindo que E é um aberto temos que E\supp(f) é também um aberto.
Ja que E N A° # @, segue que o conjunto E \ supp(f) é um aberto nao-vazio. Aplicando
mais uma vez o Lema de Urysohn (Lema 9) podemos encontrar uma fungao g € C(X,R)
satisfazendo 0 < g < 1 e supp(g) C (F \ supp(f)). Segue novamente da definigao de p que
g pode ser escolhida possuindo as propriedades mencionadas acima e também satisfazendo

p(E\ supp(f)) —e < @(g). (28)

Como supp(f) N supp(g) = &, podemos verificar que

0
supp(f+g) € supp(f)Usupp(g) € (ENA)U(E\supp(f)) €
da definicao de p e da linearidade do funcional ® que

O(f) + P(g9) = @(f +9g) < p(E) (29)

Usando em (29) as cotas inferiores para ®(f) e ®(g) fornecidas por (27) e (28), respecti-
vamente, ficamos com

< f+ g < 1. Além do mais,
FE. Portanto temos diretamente

p(ENA) e+ p(E\supp(f)) — & < p(E)

J& que ambos E, ANE e (E \ supp(f)) sdo conjuntos abertos, segue da identidade (25) que
p(E) = p*(E), p(ANE) = > (ANE) e p(E\supp(f)) = p*(E\supp(f)). Portanto podemos
reescrever a desigualdade acima como segue

pr(ENA)+ p*(E \ supp(f)) — 2e < p*(E).
Ja que (E'\ A) C (E \ supp(f)) segue da monotonicidade de u* e da desigualdade acima que
P (ENA)+ p (ENAS) —2 < u*(E).
Como € > 0 é arbitrario temos a desigualdade (26) quando F é um conjunto aberto, isto é,
pr(ENA)+p (ENA%) < p*(E). (30)

Para verificar a validade de (26) para £ C X arbitrario, a ideia é usar a desigualdade
provada acima e a defini¢ao de p* dada em (25). J& que para qualquer £ C X temos
w(E) < 400, segue da definigao de infimo que dado € > 0, existe O C X aberto satisfazendo:
E C O e p(O) < p*(E) + €. Desta desigualdade, da monotonicidade de p*, da validade de
(30) para qualquer aberto e da igualdade p*(O) = p(O), fornecida por (25), temos



Ja que € > 0 é arbitrario segue da desigualdade acima que (26) é vélida para qualquer £ C X
o que encerra prova de que todo aberto A C X satisfaz a condicao de mensurabilidade de
Carathéodory.

Seja .# a o-algebra dos conjuntos mensuraveis no sentido de Carathéodory. O que
mostramos acima é que a colecao de todos os abertos esta contida nesta o-algebra, ou seja,
74 C . Portanto segue da definigao de o-algebra gerada que Z(X) C .#. J& que a restri¢ao
de uma medida exterior a o-algebra dos conjuntos mensuraveis no sentido de Carathéodory
define uma medida nesta o-dlgebra. temos que p*|, é uma medida. Como A(X) C A
temos, em particular, que a restricdo de p* a o-dlgebra de Borel #(X) também define uma
medida, que denotaremos por p. Veremos a seguir que esta medida p é a medida, sobre
P (X), que representa o funcional linear .

Note que, segue da definigao de p e da igualdade (25) que

' feC(X,R),
p(A):SUp{q)(f) 0K f<1 e supp(f)CA

=}
=
I
=
*
=
I

} VA C X aberto.

O que prova a validade de (15).

Préximo passo é provar a validade de (16). Seja K C X um compacto nao vazio. Pelo
Lema de Urysohn (aplicado aos conjuntos K e A = X) sabemos que existe alguma funcao
f e C(X,R) tal que 0 < f < 1 tal que xg < f e supp(f) é algum compacto em X.
(Como estamos assumindo que (X, d) é compacto, aqui poderiamos simplesmente tomar a
funcao f como sendo a fungao constante igual a um.) Dado 0 < ¢ < 1 conidere o aberto
A.={r € X :1—¢e < f(x)}. Invocando novamente o Lema de Urysohn podemos garantir
que existe alguma fungdo g € C(X,R) tal que 0 < g < 1 e supp(g) € A.. Usando as
definigoes de A. e que 0 < g < 1 temos:

(1-2)<fl@), Veed — g@)(1—e)<g@)f@)<flx), VoeA

Como supp(g) C A, e f é nao-negativa, podemos concluir que as duas tltimas desigualdades
acima sao validas, na verdade, para todo x € X. Consequentemente, temos

1
(1-¢)

gx)(1—e) < f, VeeX = 0« f(z) —g(x), VxelX.

Dai segue da positividade do funcional & que

0<o (ol 9) =N -2 — B < sel) (6

Como g é uma fungao arbitraria satisfazendo ¢ € C(X,R), 0 < g
segue da ultima desigualdade acima e da identidade (15) que

g9 € C(X,R), o !
<g<1lesupp(g) CA [ = (1—¢)

N
—
@
n
=
i
5=
S
1N
&

W(AL) = sup {@(g) -, a())

Como xx < f, temos que K C A, = {x € X : 1 —¢ < f(z)}. Desta relagdo e da
propriedade de monotonicidade da medida temos p(K) < p(A:). Usando esta desigualdade
na desigualdade que acabamos de mostrar acima ficamos com




Como a desigualdade acima é vélida para qualquer 0 < € < 1, tomando o limite, quando
e — 0T, concluimos que

u(K) < ®(f),  VfeC(XR) tal que K C supp(f).
Tomando o infimo na desigualdade acima obtemos
p(K) <inf{@(f): f € C(X,R) e xx < f} < O(h),

para qualquer fungao h € C(X,R) satisfazendo 0 < h < 1 e K C supp(h). Por outro lado,
sabemos do Lema de Urysohn (Lema 9) que para qualquer A aberto satisfazendo K C A,
existe alguma fungao h € C(X, R) satisfazendo 0 < h < 1, xxg < h e supp(h) C A. Portanto,
usando a desigualdade acima e a identidade (15) obtemos

p(K) <inf {@(f): f € C(X,R) e xx < f}

gsup{@(h) "0<h<1 e supp(h)C A }

= n(A), VK C A, A aberto.

Como p é uma medida finita sobre %(X) podemos aplicar o Teorema 8 para garantir que
K é p-regular. Logo, segue da p-regularidade de K e das desigualdades acima que

pK) <inf{@(f): f € C(X,R) e xx < [}
< inf{u(A) : K C A, A aberto}
= pu(K).
O que finaliza a prova de (16), ou seja,

p(K) =inf {&(f): f€ C(X,R) e xx < [}.
Agora vamos para a ultima parte do teorema que é a prova da validade da igualdade

o)~ [ fan  vreC(uR)

Antes porém observamos que, pela linearidade do funcional ® basta provar a igualdade acima
para fungoes na bola fechada unitaria de C'(X,R), isto é, para f tal que ||f]|o < 1. De fato,
f =0, nao ha nada a fazer pois todo funcional linear leva o vetor nulo no zero e a integral
de Lebesgue de uma fungao nula também é zero. Por outro lado, se f € C(X,R)\ {0} e a
identidade acima vale na bola fechada unitaria, entao temos

/ ): / )
CD(HJ”HOO R = o) /de“'

Portanto, a identidade acima ¢é valida para toda f € C(X,R).
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Na verdade, podemos reduzir a prova ao caso em que ||f|l.c < 1 e f é ndo-negativa.
Pois, qualquer fungao continua f pode ser escrita como diferenga de duas func¢oes continuas
nao-negativas, mais precisamente,

f=f"—f, onde f*=max{f,0} e [~ =max{—f0}.

Logo, se a igualdade acima vale para toda funcao nao-negativa e pertencente a bola unitaria
de C'(X,R), entao ela vale para toda fun¢ao em C(X,R). Portanto resta mostrar a validade
da representagao integral de ® para fungoes f € C(X,R) satisfazendo 0 < f < 1.

Fixe f € C(X,R) satisfazendo 0 < f < 1. Dado N € N defina para cada j € {1,..., N}
0s seguintes conjuntos

KjE{IGX:%Sf(I)} e Ko = supp(f).

Para cada j € {1,..., N} considere fungao f; : X — [0, 1] dada por

0, se v ¢ K;_1;
filw) = fla) = 55, sew € Ky \ Ky
%, se x € Kj.
Obviamente podemos reescrever as funcoes fi,..., f;y como segue:
0, se x ¢ supp(f); 0, se 0< f(z) < J%,
A@) = J@), se 0< @) < e filo) =1 fla) -G se G < f(@) < 4
L se 1< f@) L se 4 < f(@)
para j € {2,..., N}. Podemos verificar imediatamente que f; também pode ser representada

da seguinte maneira

. Jg—1 1
fi(x) :mln{max{f—T,O} , N}

e consequentemente f; € C'(X,R) para todo j € {1,..., N}.

Da terceira linha da definicao de f; temos que %XK]- < fj. Da tltima representagao de
f; concluimos que f; < % Além do mais, temos que K; C supp(f;) € K;_;. Assim, segue
da desigualdade anterior que f; < %XKJA- Juntando as duas desigualdades obtidas neste
paragrafo ficamos com:

1 1

Integrando, com respeito a u, obtemos
1 1
() < / fidi < (K ). (33)
N ! P N !

Como observado anteriormente, temos da definicao de f; que 0 < f; < %, ou seja,
0< Nf; <1leK; Csupp(fj) € K;_1. Assim se A é um aberto satisfazendo K;_; C A,
entdo temos 0 < Nf; < 1esupp(Nf;) C A, logo

o) <sw{am o IECTE b o) = ua)
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para todo aberto A tal que K;_; C A.
De (32) temos que xx; < Nf;. Portanto segue de (16), da definicdo de infimo e da
desigualdade acima que

pK;) = inf {@(f): f € C(X,R) e xx, <[} < ®NS) < pu(A),

para todo aberto A tal que K;_; C A. Usando mais uma vez que a medida p é regular temos
(K —1) =inf{u(A) : K;_1 C A, A aberto}. Desta observagao, da defini¢do de infimo e da
desigualdade acima obtemos

1K)
N

Neiee
p(K) SONE) < plkn) = <o) <M @
Afirmamos que f = fi+...4 fn. De fato, considere a seguinte decomposi¢ao do intervalo

fechado

0.1 0 1 1 2 j—1 3 N-1 N 1
[0, ]_{ ’N)U{N’N)U”'U[T’N)U“'U{ I ,N)U{ }.

J& que os conjuntos acima formam uma particao da imagem da funcao f, basta mostrar
que a identidade é valida quando a imagem de f toma valor em qualquer um destes conjuntos.
Para fazer isto vamos separar estes conjuntos em trés classes: a primeira classe é a que contém
o primeiro destes conjuntos, a segunda classe ¢ a que contém os demais, exceto o ultimo e
a terceira classe ¢ a que contém o 1ltimo conjunto (que é o conjunto unitario {1}). Vamos

comegcar considerando o caso em que f toma valores na segunda classe. Mais precisamente,
fixe k € {1,..., N — 1} e suponha que x € X satisfaz:

k k+1 k k+1
oo - — I > -
j—1
ﬂ(somando N )
k—j54+1 j—1 k—354+2
T J T _
A A i

J& que para quaisquer a,b € R fixados, as fungées v — max{z,a} e v — min{z, b}
sao monotonas nao-decrescentes segue das desigualdades acima e da definicao de f; que

. k—j+1 1 . k—j+2 1
Il G < -2 = — .
min {max{ N ,O} , N} < fi(r) < min {max{ N ,0} , N}

Note que, para j = {1,...,k}, o valor das expressoes que aparecem nos extremos das desi-
gualdades acima, sao todos iguais a 1/N. Logo f;(x) = 1/N, para todo j = {1,...,k}. Para
Jj =k + 1, segue da definicao de fiy1 e de (35) que fyi1(z) = f(z) — k/N. Para j > k + 2,
o valor do lado direito da desigualdade acima é zero e portanto fj(x) = 0. Juntando estas
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trés observacoes podemos verificar imediatamente que

N
D fi@) = fi@) + o fil@) + fea(@) 4 frre o+ (@)
j=1
1 1 kL, .
_N+"'+N+f(x)_ﬁ+ + ...+
k vezes
= f(z).

Resta mostra que esta identidade permanece vélida nos casos em que f(x) € [0,1/N) e
f(z) = 1. No primeiro caso, vamos ter fi(z) = f(z) e f;j(x) = 0, para todo j = 2,..., N.
Portanto a identidade desejada é claramente verdadeira, neste caso. Por tltimo, se f(z) = 1,
segue diretamente da definicao de f; que fi(z) = fo(z) = ... = fn(x) = 1/N e claro
f(x)=1= fi(z) +...+ fn(z). O que encerra a prova da identidade

N
x) :ij(a:), Vo e X.

De (33) e (34) e da identidade acima temos

ilu(K‘Ki/f’du:/fdu il# (36)
il ’ \j=1 x X =N
N o N N
Z NM(KJ') < Z‘I)(fj) =o(f) < Z NU(KJ?I)- (37)
j=1 j=1 j=1
Multiplicando (37) por (—1) e, em seguida, somando com (36) ficamos com
) = () < [l = () < 5 0(05) = ()

Ja que pu(X) = 1 segue da desigualdade acima que

—2 2

Tomando o limite, quando N — oo, nas desigualdades acima concluimos finalmente que

@(f):/xfd,u, VieC(X,R) talque 0 < f < 1.

Como explicado anteriormente, a afirmagao acima implica que a igualdade é vélida para
toda f € C'(X,R) o que encerra a prova do teorema. [ |
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6 Propriedades Elementares de Funcionais Lineares Positivos

Lema 12. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Se ® : C'(X,R) — R um funcional
linear positivo, entao @ é limitado e ||®|,, = P(1).

Prova. Seja f € C(X,R) e considere sua decomposi¢do como diferenca de duas fungdes
positivas e continuas f = f* — f~. Observe que segue da positividade e linearidade do
funcional ® que:

—max{®(f7), ®(f7)} < —0(f7) <

A

(f7) —2(f7)

e portanto
[@(f)] < max{®(fT),(f7)}. (38)
Observe também que

= max{||f " loo, [1f 7Moo} < —max{f™, [T} < —f~

~ =
+

NN NN

=

ax{f™, [T} < max{|[/ "o, /" [loc}

o que implica | f| < max{[| f*[|o, [|f ||} € consequentemente || f[|oc < max{|lf*|loc, I/ [lsc}-
Por outro lado, temos:

o [T =< s

o [T+ =A<l

Logo || f T lee < Iflloo € |/ |loo < ||f]|oo- Desta duas tltimas desigualdades podemos concluir
imediatamente que max{||f*|co; |/ lloc} < [|flco- Como também estabelecemos acima a
validade da desigualdade reversa, a esta tltima, temos que

max{ || f oos |1/ oo} = [1f || oo-

Usando em (38) que ® é um funcional linear positivo e a identidade acima, obtemos:
P(f)] < max{®(f7), 2(f ")} < max{®(|| [l - 1), (|| f " [lc - 1)}
= max{®(L) - [f "o, (L) - [/ [loc}
= ©(1) - max{||f oo, I/ lloc}

= O(1) - [|flloe-

O que mostra que o funcional linear ® : C'(X,R) — R ¢ limitado e ||®||p, < ®(1). Observe
que tomando f = 1, na desigualdade acima, temos uma igualdade. De fato, ®(1) = |®(1)| <
O(1)||1]|c = P(1). Desta igualdade e da definigdo da norma ||®||,, podemos concluir,
finalmente, que ||®||,, = ®(1). |
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A seguir, provamos um corolario do Teorema 11, Teorema de Representacao de Riesz-
Markov, que pode ser aplicado a funcionais lineares positivos e nao-normalizados.

Corolario 13. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e ¢ : C'(X,R) — R um funcional
linear positivo e limitado. Entao, existe uma tnica medida finita e nao-negativa pu, definida
sobre A(X), tal que ® admite a seguinte representacao integral

:/fdu, vf € O(X.R).
X

Prova. Se ®(1) = 0, entao segue do Lema 12 que ® = 0. Considerando a medida u = 0,
temos que a igualdade acima é satisfeita para toda f € C(X,R) e assim sé resta mostrar
que a medida identicamente nula é a tinica medida satisfazendo a igualdade acima para toda

f € C(X,R). Suponha que

/ fdv=0, VfeC(X,R)
X

o corolario esta provado neste caso.
Portanto, resta mostrar a validade do coroldrio quando ®(1) # 0.
Ja que ® é um funcional linear positivo e limitado, temos que a aplicacao

)
o)
®(1)
define um funcional linear positivo limitado e normalizado. Portanto, podemos aplicar o
Teorema de Representacao de Riesz-Markov, para garantir que existe uma tnica medida de

probabilidade v, definida sobre %’(X ) tal que

/fd Vf e C(X,R).

J& que ®(1) > 0, temos que u = ®(1)v define uma medida finita sobre B(X) e além do
mais, segue da identidade acima e da linearidade da integral de Lebesgue que

:/fdu, ¥f € C(X,R).

Agora, vamos mostrar que p é a tinica medida finita sobre (X)) que satisfaz a igualdade
acima para toda f € C'(X,R). Suponha que v é uma medida finita ndo-negativa sobre %(X)
satisfazendo

:/fd% Vf € C(X,R).

Note que tomando f = 1 na igualdade acima temos que ®(1) = v(X). Portanto p = v/®(1)
define uma medida de probabilidade sobre Z(X). Observe também que segue da igualdade
acima que

L]l)/xfdy:/xfdp, Vi e C(X,R).

Pela unicidade fornecida pelo Teorema de Representacao de Riesz-Markov, podemos afirmar
que v = p. Mas ja que p = v/®(1), e v = u/P(1) temos que p =y 0 que prova a unicidade
e encerra a prova do corolario. [ |
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7 Decomposicao de Funcionais Lineares

Lema 14. Seja (X,d) um espago métrico compacto e ® : C(X,R) — R um funcional
linear limitado, entdo existem funcionais lineares positivos @, &~ : C(X,R) — R tais que
O =o" — P isto é,

O(f) =27(f) -2 (f), VfeCX,R).
Prova. Primeiro vamos definir uma fungao auxiliar ¥ : C*(X,R) — R, cujo dominio é o
espago convexo CT(X R) = {f € C(X,R) : f > 0}. Em seguida, vamos mostrar que ¥
admite uma extensao a todo C(X,R) e que esta extensao define um funcional linear positivo

e limitado.
A funcao ¥ é definida para cada f € CT(X,R) pela seguinte expressao

U(f) =sup{®(g): g C(X,R)e0<g< [}, (39)

J& que todo funcional linear leva o vetor nulo no zero, considerando a funcao constante g = 0,
podemos verificar que W(f) > 0. Observe também que, segue da definigdo de supremo que

{9eCXR)e0<yg< [} C{ge C(X,R)e0<g <[]}
C{g e C(X,R) e gl < flloc}-
E claro que para cada g € C(X,R) temos ®(g) < |®(g)|. Além do mais, j& que estamos

assumindo que @ é limitado, temos que |2 (g)| < ||P||op||g]/- Portanto, segue das observagoes
acima que

(W) =U(f) =sup{®(g): g€ C(X,R)e0<g< [}
<sup{|P(g)|: ge C(X,R)e0< g < f}
<sup {[®(g)]: g € C(X,R) e [[glle <flloc}
< sup {[|@flopllgllee = g € C(X,R) e [lglloc < [[flloc}
= [|®llop sup {llgllec = 9 € C(X,R) e [|glloc < [[f]loc}
= [1®llop [ flloe; VS € C(X,R) tal que f > 0.
Assim, temos

0<W(f) <[[®Pllop 1 flloe,  Vf € C(X,R) tal que f > 0. (40)

Na sequéncia vamos mostrar que para todo escalar A > 0 e para todo par de funcoes
f,g € CT(X,R), temos a seguinte igualdade:

V(Af+g)=AU(f)+¥(g).
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Primeiro, observamos que para cada funcao f € C*(X,R) e cada escalar A > 0 temos:
(i) se A =0, entao
PO f)=V(0)=0=0-U(f);
(ii) se A > 0, entao a aplicacdo g — ¢g/A = h define uma bijegdo em C(X,R). Além do
mais, 0 < g < Af se, e somente se, 0 < Ah = Ag/A =g < Af. O que implica

V(Af) =sup{®(g): g€ C(X,R) e 0<g<Af}

—sup {B(M\L) : M€ C(X,R) e 0< M <Af)
=sup{A\®(h): he C(X,R) e 0<h<f}
=Asup{®(h): he C(X,R) e 0<h< [}

— ().
Ou seja,

TOf) = \NU(f), VYf>0 e A>0. (41)

No que segue, fixamos um par de fungoes f1, fo € CT(X,R). E claro que para cada par de
fungoes g1, g2 € C (X, R) satisfazendo 0 < g1 < f1 e 0 < g2 < fa, temos 0 < g1 + g2 < f1+ fo.
Destas desigualdades, da linearidade de ® e da definicao de ¥ segue que

®(g1) + P(g2) = P(g1 + g2) <sup{P(g9): g€ C(X,R) e 0< g < fi+ fo}

=VU(fi + f2).

Tomando o supremo, do lado esquerdo da desigualdade acima, primeiro sobre todas as
fungdes g1 € C(X,R) satisfazendo 0 < ¢g; < fi com g, ndo-negativa fixada e satisfazendo
g2 < fa e, em seguida, sobre go € C(X,R) satisfazendo 0 < g2 < f> ficamos com a seguinte
desigualdade

U(f1) +¥(f2) S U(fi+ f2) (42)
Por outro lado, para cada g € C(X,R) satisfazendo 0 < g < f1 + f2, considere as fungoes

a1 Emin{g,fl} € g2 =9 —4q1.

Claramente temos que 0 < ¢; < fi1 e g = ¢ o que implica 0 < go. Vamos verificar
que g2 < fo. Seja x € X um ponto arbltrarlo. Se g1(z) = mm{g( ), fi(x)} = g(x),
entdo go(z) = g(x) — g(z) = 0 < fa(x), uma vez que fo > 0. Caso contrario, g,(z) =

min{g(z), fi(x)} = fi(z). Logo g2(z) = g(x) — fi(z) < fi(z) + fo(z) — fi(x) = f2(2), pois g
satisfaz 0 < g < fi1+ fo. Portanto, go < fy. Destas desigualdades (0 < g1 < f1e0 < g2 < fo)
que acabamos de estabelecer, da definicao de g, e linearidade do funcional ® segue que

D(g) = 2(g1) + P(g2) < U(f1) + ¥(fa),

para toda g € C(X,R), satisfazendo 0 < g < f; + fo. Tomando o supremo sobre tais g’s
obtemos a seguinte desigualdade:

V(fi+ f2) < U(f1) + ¥(fa).
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Como em (42) j& haviamos estabelecido a desigualdade reversa, podemos concluir que

U(f1+ f2) = U(f1) + V(fa), Vf1, fo € C(X,R) satisfazendo f1, fo = 0. (43)

A seguir, vamos mostrar que ¥ admite uma extensao linear, definida em todo C'(X,R)
que sera denotada por ®*. Como veremos abaixo, ® serd um funcional linear limitado
e positivo e também uma das parcelas que aparece na decomposicao, ® = &+ — ®~, do
enunciado do lema.

Para isto, dada uma fungao arbitraria f € C'(X,R) considere sua decomposi¢ao padrao
como diferenca de duas funcoes positivas, isto é, f = f* — f~. Defina

OT(f) = W(fT) - T(f)

Vamos mostrar que ®* define um funcional linear, positivo e limitado sobre C'(X,R). Seja
feC(X,R)e f=g—h, uma decomposicao arbitraria de f como diferenca de duas fungoes
continuas e nao-negativas. Neste caso temos [t — [~ = f=g—helogo ff+h=g+ .
De (43) segue U(fT) + W (h) =V (fT+h)=V(g+ f7) =V(g) + ¥(f). Mostrando que

OT(f) =W(fT) = U(fT) =W(g) — ¥(h)

e consequentemente que V(f) nao depende de como fazemos a decomposigao de f como dife-
renca de fungoes continuas nao-negativas. Este fato sera importante na prova da linearidade
de .

Agora vamos provar que @1 define um funcional linear. De fato, sejam f,g € C'(X,R) e
a € R um escalar arbitrario. Entao, temos da defini¢do de ®* e de (43) que

(f +ag) = (£ = £+ (ag)” ~ (ag)")
— ot <f+ + ()" = (" + (049)_)>
= W(f* + (ag)") ~ ¥(f + (ag))
=U(f") +¥((ag)") = U(f7) — ¥((ag)7))
=7(f) + 2" (ag).

Para finalizar a prova de que ®* é um funcional linear, resta mostrar que ®*(ag) = a®*(g).
Vamos dividir esta prova em dois casos. Primeiro consideramos o caso a > 0. Neste caso a
prova segue diretamente da definigdo de ®* e da identidade (41) ja que

+

> (ag) = 2" (alg" —g7))
= <I>+(Oég+ ag”)

U(ag") — ¥(ag™)
—a\I/( ) —av(g)
:a( (97) = V(g™ ))
= a®™(g).

No segundo caso, onde assumimos que a < 0, basta considerar a seguinte decomposicao
de ag = (—a)(¢g- —¢g") = (—a)g~ — (—a)g™. Note que esta é também uma forma de
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escrever a funcao ag como diferenca de duas fungoes continuas nao-negativas. Logo, podemos
argumentar, de maneira andloga a feita no caso anterior que ®*(ag) = a®*(g).

Portanto podemos afirmar que para todo escalar o € R e toda fungao g € C(X,R) temos
Ot (ag) = ad®'(g). O que completa a prova de que ®* é um funcional linear.

Podemos verificar imediatamente da definicao de ®* que este funcional linear é positivo,
jad quese f >0, entdo f = fT e segue diretamente de (40) que ®*(f) = ¥(f*) > 0. Como o
Lema 12 garante que todo funcional linear positivo definido sobre todo C'(X,R) é limitado,
segue que 1 é um funcional linear limitado.

Para finalizar, definimos ®~ : C'(X,R) — R por

7 (f) = 27 (f) — (/). (44)

Ja que @~ ¢ definido como diferenca de dois funcionais lineares, entao &~ também é um
funcional linear. Como diferengas de funcionais lineares limitados também sao funcionais
lineares limitados, temos que @~ ¢ um funcional linear limitado. Portanto, resta mostrar
que este funcional linear é positivo. Para isto, seja f € C(X,R) satisfazendo 0 < f. Entao,

f=1Te

7(f) =@ (f) — (/)
= oF(f") —o(f")
=U(f") - 2(f)
=sup {®(g): g € C(X,R) e 0< g < fT} —D(f7)
> 0.

O que mostra que ¢~ é um funcional positivo. Finalmente, segue de (44) e das propriedades
demonstradas acima que

o(f) =27(f) —27(f), VfECXR)

com @ e &~ sendo funcionais lineares limitados e positivos. [ |

8 O Dual Topolégico de C'(X,R)

Como nas segdes anteriores (X, d) denota um espago métrico compacto. Lembramos que
uma medida com sinal finita v sobre Z(X) é uma funcdo v : B(X) — R satisfazendo as
seguintes condigoes:

o V(D) =0
e se {E,}nen € uma sequéncia de conjuntos dois-a-dois disjuntos em %(X), entao

: (‘Q E> S ),

n=1 n=1

com a série acima sendo absolutamente convergente.
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A colegao de todas as medidas com sinal finitas, definidas sobre a o-algebra A(X) serd
denotada por (X, #(X)), ou seja,

M{(X, B(X)) ={v: B(X)— R:v éuma medida finita com sinal} .

Pelo Teorema da Decomposi¢ao de Hahn-Jordan, veja [1, p.86-87] sabemos que para
cada v € (X, %A(X)), existem tnicas medidas positivas v, v~ : ZB(X) — [0,400) tais
que v = vT —v~. As medidas vt e v~ sdo chamadas de variagbes positiva e negativa de
v, respectivamente. Definimos a variagao total de uma medida com sinal v, como sendo
a medida (nao-negativa) dada por |v| = vt + v~. Olhando para (X, (X)) como um
espaco vetorial, sobre R, com as operacoes naturais de soma e multiplicacao por escalar,
podemos verificar que a aplicacao

M(X, B(X)) 3 v— [v[(X) = [[vflvr
define uma norma em (X, %(X)) que é conhecida como norma da variacgao total.
Teorema 15. Se (X, d) é um espa¢o métrico compacto, entao
(CXR) - [lop) = (As(X, (X)), | - vr),
ou seja, existe uma bijecao linear 7' : C(X,R)* — (X, Z(X)) isométrica
[T(®)lvr = 1®Plep, VP € C(X,R)".

Em outras palavras, o dual topolégico de C'(X,R) é isometricamente isomorfo ao espaco
vetorial das medidas finitas com sinal, sobre a o-algebra de Borel, munido da norma da
variacao total.

Prova. Seja ® € C(X,R)* arbitrario. Pelo Lema 14 sabemos que é possivel escrever & como
diferenca de dois funcionais lineares limitados positivos, isto é, ® = ®* —®~. Vamos mostrar,
a seguir, como esta decomposicao pode ser usada para construir um isomorfismo isométrico
T:C(X,R)* = (X, AB(X)), por meio do Coroldrio 13 do Teorema de Representagao de
Riesz-Markov (Teorema 11).

Considere a aplicacao
C(X,R)"> &+ T(P) = p,

onde p € (X, #(X)) é medida com sinal dada por p = p — v e as medidas p e v s@o
as unicas medidas nao-negativas e finitas fornecidas pelo Coroldrio 13 que representam os
funcionais lineares ®* e ®~, respectivamente, isto é,

()= [ fau e @)= [ fan VrECXR)

Note que a definicao da aplicacao T' é feita com base na decomposicao do funcional ®
fornecida pelo Lema 14. Em outras palavras, a rigor, para calcular T'(®) precisamos primeiro
decompor ® como no Lema 14, isto é, ® = & — P~ e em seguida, usar a forma mais geral do
Teorema de Representacao de Riesz-Markov (Coroldrio 13). Embora isto sempre possa ser
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feito é mais pratico mostrar que se consideramos uma decomposicao arbitraria de ® como
diferenca de dois funcionais lineares positivos limitados e, em seguida, usamos o Teorema de
Representagao de Riesz-Markov para cada um destes funcionais e consideramos a diferenca
destas medidas obtemos a mesma medida com sinal que p construida acima.

Mais precisamente, vamos mostrar no que segue que se Y+ — T~ ¢ uma decomposicao
arbitraria de ® como diferenca de dois funcionais lineares positivos e

Y= [san e Y= [ fan v CXR)
X b's
entao vale a seguinte igualdade n — 9 = p = u — v. De fato, ja que

OH(f) =@ (f) =) =T"(f)) =T (), VfECXR)

temos que

A+ = T(H+E(f), VfeCXR).

Como consequéncia direta da igualdade acima, podemos afirmar que

[raweoy = [ gans [ gar = [ gans [ pav = [ rameo)

para toda f € C(X,R). Desta tltima identidade, do fato de soma de medidas nao-negativas
e finitas ser uma medida nao-negativa e finita; e da unicidade garantida pelo Corolario 13
podemos afirmar que p+1v = n+v e portanto p = p—v = n—1. Isto mostra que 7'(P) é uma
medida com sinal definida independentemente da forma de como decompomos o funcional
® como diferenca de dois funcionais positivos. Este fato sera importante no nosso préximo
passo que é a prova da linearidade da aplicacao T

No que segue, mostramos que 7' é uma aplicacao linear. Sejam ®, ¥ € C(X,R)*. Entéao,
temos da conclusao do paragrafo anterior que qualquer decomposicao do funcional 4W¥ como
diferenca de funcionais lineares positivos pode ser usada para determinacgao de T'(® + ).
Portanto, para a calcular T'(® + ¥), podemos usar a decomposi¢gao ® + ¥ = (& + ¥t) —
(d~ 4+ V™). Pelo Teorema de Representacao de Riesz-Markov sabemos que existem medidas
sobre A(X) nao-negativas e finitas p, v, n, ¥ tais que:

cor ()= [ s ()= [ fan

. V(f)z/xfdn e W‘(f)z/deﬂ,

para toda f € C(X,R). Usando a decomposicio ® + ¥ = (& + UH) — (&~ + U7) e
as identidades acima, temos que T(® + V) = (u+17n) — (v +9) = T(®) + T (V). Para
completar a prova da linearidade, basta mostrar que T'(a®) = oT(®). para qualquer escalar
a € R. Para isto podemos usar a igualdade T'(a®) = T(a®t — ad®). Se a > 0, entao
adt e a®~ sao funcionais lineares positivos. Além do mais, se p representa . entao apu
representa a®®. Analogamente, se v representa ®~, entdo av representa a®~. Portanto
T(a®) = a(p —v) = aT(P). O caso a < 0, pode ser tratado de maneira andloga bastando
observar que T(a®) = T(—a®™ — (—a)®") = (—a)(v — u) = a(p —v) = oT(P). O que
completa a prova da linearidade de T
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No que segue, mostramos o seguinte resultado auxiliar: se ® é um funcional linear limitado
e positivo e p é a medida que representa ®, entao ||T(®)|vr = u(X) = ®(1) = || P|op. De
fato, como p é uma medida positiva, sua decomposi¢ao de Hahn-Jordan ¢ igual a ela mesma
e portanto

I7@)lvr = lllvr = 0(X) = [ Ldu=(0). ()
X

Ja que o valor absoluto de uma fungao continua é uma fungao continua, —|f| < f < |f]|
e o funcional linear ® é positivo, temos —®(|f]) < @(f) < ®(|f|). Consequentemente,
|D(f)] < @(|f]). Usando mais uma vez a positividade de ® e a desigualdade |f| < || f]|o1
temos ®(|f]) < O(|| fllool) < ||flloc®(1), para toda f € C(X,R). Desta forma,

sup [D(f)] < sup [|flle®(1) = (1) < sup |D(f)],
I flloe=1 #lloe=1 flloe=1

o que implica

[P]lop = o [@() = (1) (46)

De (45) e (46) temos finalmente que

[]lop = Sup (N = |2(M)] = (1) = [lpllvr = [[T(®)][vr. (47)

Préximo passo é estender a conclusao acima para funcionais lineares arbitrarios, isto é,
mostrar a validade da igualdade ||®|lop = ||7(®)||vr, para todo ® € C(X,R)*. Primeiro
observamos que

\<I>(f)\=‘ /X fdv‘ < /X Al < oo - GO = 1l Illve ¥F € C(X.R).

O que implica imediatamente que

[flop < T (@) ][y (48)

Observe que segue da identidade (46) que
127 [lop =@7(1) e (|7 [lop = 27 (1).
Além do mais, segue da desigualdade triangular para a norma || - ||op que
[2flop = 127 = @7 [lop < 2T lop + [[ @7 [lop = @T(1) + @7 (1). (49)

Para obter a desigualdade reversa, tomamos uma fungao g € C'(X,R) arbitraria satisfazendo
0 < g < 1. Multiplicando ambos lados destas desigualdades por dois, ficamos com 0 < 2g < 2
o que implica —1 < 2g—1 < 1 elogo [29—1] < 1, ou seja, ||2g — 1]|s < 1. Desta observagoes
e das propriedades elementares da norma de operadores temos

®(29—1) <229 —1)| < sup [®(f)] = sup [D(f)] =[|P]lop
[l flleo<1 1 £]loo=1
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Da desigualdade acima, da linearidade de ® e definicao de ®* temos
20(g) — (27(1) = 27 (1)) = 2(29 — 1) < [ @[[op-

Tomando, na desigualdade acima, o supremo sobre todas as fungoes continuas ¢’s satis-
fazendo 0 < g < 1 temos

2 sup ®(g) — (27(1) = 27 (1)) < [|[[op-
geC(X,R)
0<g<1

Lembrando que: ®* é definido em termos da funcao V¥ introduzida no inicio da prova
do Lema 14 e que ®*(1) = ¥(1), pela identidade (39), é dado pela seguinte expressao
Ot (1) = sup{P(g) : g € C(X,R)e 0 < g < 1}, podemos concluir, usando a desigualdade
acima, que

(1) + (1) =207(1) — (27(1) — 27(1))

=2 sup ®(g) — (¢7(1) - 27 (1))
geC(X,R)
0<g<1

< 19 ]op-

Desta dltima desigualdade e de (49) segue que (1) + (1) = ||D||op-
Por outro lado, lembrando que: v = u — v; das propriedades étimas da decomposicao de
Hahn-Jordan (Proposi¢ao A.4) e da identidade (45) obtemos a seguinte estimativa:

IT(@)llvr = yllvr =" (X) + 97 (X) < p(X) + v(X) = @7(1) + 27 (1) = [|2[lop,
que junto com (48) mostra a validade da igualdade ||T(®)||vr = ||P||op-

Para finalizar a prova deste teorema ainda precisamos mostrar que a aplicagao linear
T:C(X,R)" » (X, #(X)) é uma bijecao.

Para verificar que T é injetiva basta usar sua linearidade e que esta aplicacao é isométrica.
De fato, se ®,¥ € C(X,R)* s@o tais que T(®) = T(¥), entao 0 = ||T(®) — T(V)||yr =
|1T(® — V) |lyr = ||P — Ulop € logo & = V. O que mostra que 7' é injetiva.

Para verificar que T' é sobrejetiva, vamos usar o Teorema da Decomposicao de Hahn-
Jordan e o Teorema de Representacao de Riesz-Markov. Com efeito, dada v € (X, (X))
sabemos pelo Teorema de Decomposicao de Hahn-Jordan que existem medidas finitas e nao-
negativas 7t e 4~ tais que v = v — 7. Considere os funcionais positivos definidos abaixo

<I>+(f)=/dev+ e <I>‘(f)=/dev‘, Vf € C(X,R)

e d = o —d . Entao, claramente € C(X,R)* e pela defini¢ao de T temos que T'(P) = .
Como vy € (X, B(X)) é uma medida com sinal finita e arbitraria segue que 1" é sobrejetiva.
O que completa a prova do teorema. [ |
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Apéndice A - Teoria da Medida

Uma medida exterior em um conjunto X nao-vazio é uma fungao u* : Z2(X) — [0, +o0]
satisfazendo:

o 1*(2) =0;
e se AC B, entao pu*(A) < p*(B);

e se {A,}nen é uma sequéncia subconjuntos de X, entdao p* (U An> < Z 1 (Ay).

n=1 n=1

Teorema A.l. Seja X um conjunto nao-vazio e ¥ C Z(X) uma colegdo arbitraria de
subconjuntos de X satisfazendo: @ € € e X € €. Seja p : € — [0,+00] uma fungao
arbitraria satisfazendo p(@) = 0. Entao a fungao u* : Z(X) — [0, +00] dada por

p*(E) = inf {Zp(Ej) : EjeteEC| E]}
j=1 j=1

define uma medida exterior sobre X.

Definigao A.2 (Condigao Carathéodory). Seja X um conjunto nao-vazio e p* uma medida
exterior sobre X. Dizemos que um conjunto A C X satisfaz a condigao de Carathéodory
(alternativamente, que A é p*-mensurével) se

p(E)=p"(ENA)+ p* (EN A, VE C X.

Denotaremos por .#,~ a colecao de todos os subconjuntos de X que satisfazem a condicao
de Carathéodory.

Teorema A.3 (Teorema de Carathéodory). Seja X um conjunto nao-vazio e p* uma me-
dida exterior sobre X. Entao a colegao .#,~ dos conjuntos que satisfazem a condigao de
Carathéodory da Definicao A.2 é uma o-dlgebra de subconjuntos de X. Além do mais,
w=pt . define uma medida completa sobre .Z,-.

Proposicao A.4. Seja v € (X, (X)) uma medida com sinal finita e suponha que
v =p —, onde u e v sdo medidas positivas e finitas definidas sobre #(X). Sejam v* e v~
as variagoes positiva e negativa de v, respectivamente (v = v* — v 7). Entéo

vt (B) < u(B) e v (B)<~vy(B) VBeHABX).

Apéndice B - Espacos Métricos

Sejam (X, d) um espago métrico e C' C X um subconjunto arbitrario ndo-vazio. Definimos
a distancia de um ponto qualquer x € X ao conjunto C' pela seguinte expressao

d(z,C) = ;g(f;d(:v,y).
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Proposicao B.1. Sejam (X,d) um espago métrico nao-vazio e C' C X um subconjunto
arbitrario. Entao d(z,C') = 0 se, e somente, se x € C.

Teorema B.2. Sejam (X,d) um espa¢o métrico nao-vazio, K C X é um subconjunto
compacto de X nao-vazio e e F' C X um subconjunto de X fechado nao-vazio. Se KNF = &,
entao

d(K,F) = in}f{d(a:,y) > 0.
yer
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