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Abstract

Various types of systems of probabilistic proofs have played a decisive role in the development of Com-
puter Science Theory in the last decade. This can be verified through the great number of studies about
interactive proofs, zero—knowledge proofs, and transparent (or holographic) proofs. These topics are
guided by the robustness of the codifications and by the computational capacity of checking them. In
this text, we aim at presenting a tecnical introduction relative to the probabilistically checkable robust
proofs. Within this approach, the new characterization of the non—deterministic polynomial-time class
through the Probabilistically Checkable Proofs class formulated by Arora, Lund, Motwani, Sudan e
Szegedy in [ALM192], N'P = PCP(logn, 1), is of central importance. We intend to prove this characte-
rization, because it encompasses the principal points of the subject and, furthermore, covers subjacently
a wide set of computational, algebraic, and probabilistic tools, which are fundamental in this topic.

The theorem NP = PCP(logn, 1) contains the surprising property that problems of decision in AP may
be solved by Turing Machines with polynomial-time in the input length, if they are helped by a robust
proof (therefore, a non—deterministic machine) and can toss “honest” coins (a probabilistic machine).
However, these machines are restricted to read only a constant number in the input length of letters of
the robust proofs, drawn like a logarithmic number of random bits, and to have a constant, and as low
as wanted, probability of accepting “wrongly” an input.

Taking as basis the referred theorem, or using its techniques, several results of the inapprozimability of
optimal solutions may be obtained. Thus, the text also presents a simple example of the use of the
probabilistically checkable robust proofs. With it, in Combinatorial Optimization it is now known that
problems MAX—SNP-hard are not in PTAS or, in other words, it is impossible to obtain the optimal
solution, within a whatsoever constant fraction, in polynomial-time algorithms, supposing P # NP.

Resumo

Na ultima década, varios tipos de sistemas de provas probabilisticas mostraram ter papel decisivo no
desenvolvimento da Teoria da Ciéncia da Computacao. Isto pode ser verificado pelo grande niimero
de estudos acerca das provas interativas, provas com conhecimento—zero e provas transparentes (ou
hologréficas). Estes tépicos se norteiam pela robustez das codificagées e pela capacidade computa-
cional em checa-las. Buscamos, no texto, trazer uma introducao técnica relativa as provas robustas
checdveis probabilisticamente. Neste enfoque, a nova caracterizacao da classe nao—deterministica de
tempo polinomial pela classe das Provas Checaveis Probabilisticamente formulada por Arora,
Lund, Motwani, Sudan e Szegedy em [ALM'*92], NP = PCP(logn,1), é de importancia central.
Pretendemos provar tal caracterizagao, visto que ela perpassa os principais pontos do assunto e,
ainda, abrange subjacentemente um grande ferramental computacional, algébrico e probabilistico,
que é fundamental neste topico.

O teorema NP = PCP(logn,1) tem no seu bojo a surpreendente propriedade que problemas de
decisao em N'P podem ser resolvidos por Maquinas de Turing de tempo polinomial no comprimento
da entrada, se obtiverem ajuda de uma prova robusta (portanto, uma médquina nao—deterministica)
e se puderem lancar moedas “justas” (uma mdquina probabilistica). Entretanto, estas maquinas
sao restritas a s6 poderem ler um nimero constante no comprimento da entrada de letras da prova
robusta, sorteadas por um niimero logaritmico de bits aleatérios, e tém uma probabilidade constante,
e tao pequena quanto se queira, de aceitarem “erradamente” uma entrada.

Tendo como base o referido teorema, ou utilizando-se as suas técnicas, pode-se obter diversos resul-
tados de inaprozimabilidade de solugoes dtimas. Assim, o texto também fornece um exemplo simples
do uso das provas robustas checaveis probabilisticamente. Com ele, na Otimizacao Combinatoria
sabe-se hoje que os problemas MAX—SN P—dificeis nao estao em PTAS ou, em outras palavras,
nao se pode obter a solucao ¢tima, a menos de uma fragao constante qualquer, com algoritmos de
tempo polinomial, supondo-se P # NP.
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Capitulo 1

Esquema de Provas Robustas

Neste texto tentaremos introduzir o leitor ao fascinante mundo das provas robustas checaveis
probabilisticamente. Na Teoria da Complexidade Computacional, elas originaram a classe de complexidade
PCP(R(n),Q(n)), que tém as suas iniciais correspondendo a Probabilistically Checkable Proofs.

Temos como meta apresentar, apesar de um modo introdutoério e direto, um intrincado arcabouco
técnico no qual estd imersa esta area. Por isto nao nos preocuparemos muito com relagao a motivagao ao
tema, nem daremos um apanhado mais geral sobre o mesmo. Pode-se, também, sentir falta de uma introdugao
histérica. Portanto, para quem é leigo no assunto, recomendamos fortemente se inicializar por outros textos,
com por exemplo Goldreich [Gol94]. Nele temos um resumo sobre os sistemas de provas probabilisticas. Entre-
tanto, talvez o maior motivador as classes de complexidade probabilisticas seja Babai em [Bab90]. No Brasil,
recomendamos a leitura de Kohayakawa e Soares [KS95].

Neste sentido, o nosso texto procurara se centrar no arsenal de técnicas que esta area exige. Elas
se baseiam: na parte computacional, num melhor tratamento dos esquemas de provas (ou seja, dos testes sobre
testemunhas), que embutem afi as provas interativas, sendo que as mesmas estavam tao em “voga” anteriormente;
e na parte algébrico—probabilistica, num aprofundamento no acoplamento entre estas duas teorias, permitindo
assim um grande avanco em relagao aos algoritmos probabilisticos. Estas técnicas surgem da aproximacao da
Area de Complexidade Computacional com areas como Criptografia e Teoria dos Cédigos. Passam, deste modo,
a Algebra e a Probabilidade, a serem o “carro chefe” dos ferramentais tedricos e contribuem sobremaneira na
definigao do esquema de provas robustas. As provas robustas, também chamadas de provas transparentes
ou holograficas, permitem uma “facil” verificacao da corretude das suas testemunhas.

Até agora, talvez, o dpice da utilizagdo destas novas técnicas seja o intrigante Teorema do PCP
1.4-4 (Probabilistically Checkable Proofs Class), isto é, NP = PCP(logn, 1), de Arora, Lund, Motwani, Sudan e
Szegedy [ALMT92], que se baseou em Arora e Safra [AS92]. Nele, todos os problemas em NP (Non-deterministic
Polynomial Time Class) tém um esquema de provas robustas que permite checar, em tempo polinomial e com
probabilidade de erro tao pequena quanto se queira, se uma dada testemunha é uma correta prova. Para isto,
podem-se utilizar bits aleatorios em niimero apenas logaritmico no comprimento da entrada e ler no méximo
um numero constante de letras da testemunha.

O maior problema da Teoria da Complexidade Computacional é saber se realmente P # NP (em
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que P advém de Deterministic Polynomial Time Class) e, muito a grosso modo, isto significa saber, com relacao
as computagdes de tempo polinomial, se as testemunhas (e/ou os ordculos) sdo “efetivamente tteis”. Ou seja, se
temos um problema de decisao que sabemos resolver em tempo polinomial com a ajuda das testemunhas, também
podemos resolvé-lo em tempo polinomial dispensando-se as testemunhas? Agora o Teorema do PCP 1.4-4, isto
é NP = PCP(logn, 1), nos afirma que se temos uma computacao que pode contar, além da testemunha, com
lances “justos” de dados e uma permissao de “erro” na resposta (mesmo que se exija um erro muito pequeno
e constante), entdao toda computacao de tempo polinomial com a ajuda da testemunha também pode ser feita
lendo-se apenas um ntmero constante de letras da testemunha e langando-se apenas um nimero logaritmico de
vezes o dado. Isto é realmente incrivel, tendo-se em vista a nossa convicgao que P # NP!

No final dos anos 80 emergiu a utilizagao pratica dos algoritmos probabilisticos para diversos fins. No
seu rastro, fortaleceram-se muito dois tépicos distintos da Teoria da Complexidade Computacional. O primeiro
inaugurou a ascensao dos testes computacionais que buscam checar codificacoes e auto—corrigi-las. Sobre isto,
pode-se ler Blum e Kannan [BK89|, Friedl, Hatsdgi e Shen [FHS94], Gemmell, Lipton, Rubinfeld, Sudan e
Wigderson [GLR 91|, Rubinfeld e Sudan [RS92] e Blum, Luby e Rubinfeld [BLR93|. Por outro lado, temos o
segundo tépico centrado nas classes de complexidade com provas interativas e nas suas respectivas hierarquias.
O seu percurso pode ser acompanhado em Goldwasser e Sipser [GS86], Babai [Bab88], Babai e Moran [BM89],
Lund, Fortnow, Karloff e Nisan [LFKN92], Shamir [Sha92] e Shen [She92]. Note que, pela proximidade, visto
que ambos sao igualmente baseados nas caracteristicas probabilisticas sobre propriedades algébricas, estes dois
topicos acabam se fundindo. Fruto disto, definiu-se a classe PCP, que é uma generalizacao das classes interativas,
e obtiveram-se surpreendentes resultados, como o Teorema do PCP 1.4-4.

O interessante é que, apesar de intrigante, o Teorema do PCP 1.4-4 poderia ter apenas uma con-
seqiiéncia abstrata. Mas, nao! Os seus principais resultados surgiram na Area de Otimizagao Combinatéria
e se referem a inaproximabilidade as solugoes 6timas por computagoes de tempo polinomial de diversos e
importantes problemas de otimizagio compativeis aos NP—dificeis. No comeco dos anos 90, pesquisadores, ao
se darem conta do quao fértil este assunto é para a Otimizacao Combinatoria, acabaram tomando esta tltima,
que seria apenas uma conseqiiéncia, como o grande impulsor do estudo sobre a Classe de Complexidade PCP.

Com isto, buscaremos somente provar o Teorema do PCP 1.4—4, visto que ele abrange um contingen-
te grande de detalhes, podendo assim servir como uma introducao técnica relativa as provas robustas checdveis
probabilisticamente. Apenas como ilustragao, daremos no final do primeiro capitulo uma rapida prova da ina-
proximabilidade em tempo polinomial para a Classe de Complexidade MAX—SNP. Deste modo, dedicamos o
Capitulo I Esquema de Provas Robustas as concepgoes mais caracteristicas da Teoria da Complexidade Compu-
tacional propriamente dita. A partir do segundo capitulo iniciamos a demonstragao do Teorema do PCP 1.4—4 e
de imediato comegaremos com a Segao I1.1 Estrutura Global da Demonstracdo do Teorema do PCP que procu-
rard fornecer uma visao geral da referida demonstragao. No restante do Capitulo II Codificagdes Algébricas e por
todo o Capitulo III Testes Probabilisticos continuamos fornecendo os subsidios tedricos preliminares necessarios
aos esquemas de provas robustas. Fica, assim, para o Capitulo IV Classe de Complexidade PCP o fechamento
da demonstragao do Teorema do PCP 1.4-4, utilizando-se da aritmetizagao de férmulas booleanas e do impor-
tante Teorema da Composicao de Testes IV.4-2. Ja o Capitulo V Polinémios de Grau Baixo é mais técnico e
trata do ferramental essencial, envolvendo Algebra e Probabilidade. Tal técnica nos permite asseverar sobre a
proximidade de uma fungao qualquer a um polindomio de grau baixo e é fundamental na prova da corretude de
alguns testes do terceiro capitulo.

As referéncias bésicas do texto sdo Hougardy, Promel e Steger [HPS94], Sudan [Sud92] e, principal-
mente, Arora [Aro94]. Comegaremos, agora, fixando um pouco de notagao.
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I.1 Introducao

b))

I.1-1. Como de costume, [a,b), (a,b], etc. serdo intervalos reais (i.e., de R), fechados para “[’ e
“”, e abertos para “(” e “)”. J4 para um conjunto A, denotaremos A, := A~ {0}, ou seja, retira-se o elemento
zerode Ae AL :={z € ANR || z > 0}. O simbolo “:=" (ou “=:") serd utilizado significando defini¢do. Por
outro lado, {i...j} é o conjunto de inteiros (i.e., em Z) de i a j. O conjunto Zg := {0...k — 1} é um grupo
aditivo de k elementos. Mais ainda, para um primo p, Z, é um corpo e Zy» pode ser visto como o tnico (a
menos de isomorfismo) Z,—espaco vetorial de dimensdo n. Se o produto por escalar deste espaco vetorial for
tomado convenientemente, sempre podemos estendé-lo para todo o Zy», transformando-o também em um corpo.
Se € R é um ndmero real, entdo [x] serd chamado de teto de @ e é o menor ntimero natural N que é pelo
menos .

Para conjuntos nao vazios A4, X, denotaremos por 4 X ao conjunto de todas as funcoes f: A — X.
Continuando, as fungées f: A — X, f: A — X e f: A —» X sao respectivamente, injetora, sobrejetora e
bijetora. Se C' C A entdo f [C] é a imagem de C por f e flc é f com o dominio restrito a C. J4 #.A serd a
cardinalidade de A.

Chamaremos de fung&o natural as fungdes com dominio natural positivo (N,), contra—dominio
real (R) e que possam ser computadas em tempo polinomial.ll Seja uma familia de fun¢des naturais F (n), de-
notaremos por Poli(F(n)) a também familia de fungdes naturais que tenham crescimento polinomial sobre
F(n). Ou seja, para todas as fungdes fi(n),..., fum)(n) € F(n), Poli(F(n)) é a familia das fungdes dadas por
P(f1(n),..., fu(n)(n)), em que P é um polinémio de k varigveisl!l com coeficientes em N. A familia das funcoes
de no maximo da ordem de F(n), ou simplesmente da ordem de F(n), serd denotada por O(F(n)) e re-
presenta as fungdes majoradas por fungdes de crescimento linear sobre F(n), isto é, h(n) € O(F(n)) sselill
existem a,b € N e f(n) € F(n), tais que h(n) < af(n)+ b, para todo n € N. Por outro lado, 2(F(n)) sdo as
funcées de no minimo da ordem de F(n). Logo sdo as fungdes h(n), tais que existem a,b € N e f(n) € F(n),
tais que af(n) — b < h(n), para todo n € N. E evidente que, se a familia F(n) := {f(n)} tiver uma s6 funcao,
denoté-la-emos por Poli(f(n)), O(f(n)) e Q(f(n)) no lugar de Poli({f(n)}), O({f(n)}) e Q({f(n)}). Por abuso,
tomaremos somente a fungdo nula como de ordem zero (i.e., O(0) := Q(0) := {0}).

Se ¢ for uma férmula 16gica, entdo a fungio caracteristica [p] é 1 se ¢ é verdadeiro e 0 se
¢ é falso. Tomando-se x como uma varidvel que percorre o conjunto X e, se ¢(z) estiver em funcdo dela,
denotaremos por {p(z)} = { € X || p(x) } o conjunto que a satisfaz. Uma probabilidade Pr, ( A )
(de A em X) é uma medida sobre uma o—élgebra, (a qual pressupomos englobar todos os subconjuntos A de
X), em que vale Pr, ( X ) = 1. Seguindo a convengao anterior, escrevemos Przex { ¢(x) } para designar a
probabilidade de ser satisfeita ¢(z), com = em X.

I.2 Classes de Complexidade sobre Problemas de Decisao

Introduziremos, no que for necessério, a formalidade da Teoria da Complexidade sobre Problemas de
Decisao. Nao temos a pretensao de ensinar a ninguém que ja nao tenha tido contacto com o assunto, somente
fixaremos a nomenclatura. Para uma melhor familiaridade com os termos aqui utilizados, recomendamos a

il Seria necessério precisar esta definigdo e declarar mais restrigoes computacionais as fun¢des naturais, entretanto, nao entraremos
nestes detalhes por ora.

(il Aqui k varia em Ni.

iiil No decorrer do texto, utilizaremos, como é de praxe, “sse” como sendo “se e somente se”.
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leitura de Papadimitriou [Pap94] e de Lovéasz [Lov94].

I.2-1. Um alfabeto X é um conjunto finito e nao vazio, cujos elementos chamaremos de letras.
O simbolo separador serd uma letra especial, que denotaremos por $. Assim, 3, := X\ { §} é o alfabeto &
sem o simbolo separador. Letras distintas do simbolo separador serao chamadas de letras relevantes.[V] Para
n € Ny, destacaremos o alfabeto especial ¥ (), o qual contém o simbolo separador e as suas letras relevantes
serdo os elementos de Z,. Mais especificamente, diremos que W(5), que sé tem os elementos 0, 1 e #, éo
alfabeto binario e as suas letras relevantes serdo os bits. Se ¥ é um alfabeto,') 3™ serd o conjunto das
n-uplas o de letras de ¥. Cada uma delas chamaremos de string, diremos que o seu comprimento é n e o
denotaremos por ||| := n. Também, X* serd o conjunto dos strings de ¥ e, se ¥ nao contiver o simbolo
separador § (p.e., £, C X~ {§}), os strings por ele formados serdo as palavras.! O vocabulario é o
conjunto de todas as palavras de um alfabeto X, isto é, X7. Qualquer subconjunto do vocabulario serd um
problema de decis&o e as suas palavras, as instédncias do problema de decis&o. Estaremos interessados
em mdquinas que, ao receberem alguma entrada (isto é, uma palavra), decidam se ela é ou ndo uma instancia
do problema de decisao.

Ainda, uma fita de uma—via sobre o alfabeto ¥ é uma seqiiéncia de letras de ¥ indexada pelos
ntimeros naturais N e, caso a indexemos pelos inteiros Z, temos uma fita de duas—vias. Esta indexacao
definird as posigoes, ou seja, os enderecos da fita. Uma Mdquina de Turing terd, para cada uma das suas fitas,
uma cabeca de leitura que estara posicionada em um dos seus enderegos e apontando para a correspondente
letra. Esta cabega de leitura poderd ir a direita ou & esquerda e fornecerd & maquina (i.e., lerd) a letra por ela
enderecada. Mas se a fita for de leitura—escrita, a cabeca também poderd escrever uma letra do alfabeto
sobre o endereco da cabega de leitura. Se isto nao for o caso, a fita sera chamada de sé—leitura. Entretanto,
a fita serd de s6—escrita sse nao puder fornecer & méquina a letra enderecada pela cabeca de leitura. Todas
as Mdaquinas de Turing tém uma fita de trabalho de duas—vias que é de leitura—escrita no alfabeto bindrio
U(2). No comego da computagao, esta fita poderd fornecer alguma informacao ttil a execugdo da mdquina, a
qual chamaremos de constantes da computagio, com a estrita restricao de nao poder variar com as entradas
da computacdo. Outro tipo de fita é a de acesso direto na qual, para ler (leitura—direta) ou escrever
(escrita—direta) em uma das suas posigdes, nao ha necessidade de se ir com a cabeca de leitura até a mesma,
bastando escrever o numero do endereco na palavra a esquerda da posicdo da cabeca de leitura da fita de
trabalho. Entao, a maquina em tempo “wum” posicionara a sua cabeca de leitura no referido endereco.

Consideraremos toda Mdquina de Turing como sendo deterministica. A parte ndo—deterministica
vird da leitura de uma fita adicional. Excetuando-se a fita de trabalho, todas as outras fitas das maquinas serao
de so-leitura e uma—via, devendo comegar a computagao no primeiro endereco e serao escolhidas entre as trés
abaixo:

e fita de entrada ( p ) na qual, no comego da computagdo, deverd estar escrita somente
a palavra de entrada x, precedida por um simbolo separador e completada, ao final, pela
seqiiéncia infinita de simbolos separadores.

e fita de testemunha ( 7 ) de leitura—direta, que deverd conter palavras que variam conjun-
tamente com a entrada x e que podem (e neste caso pensé-las-emos como sendo uma prova),
ou nao, ajudar na computacao, operando assim a parte nao—deterministica do problema de
decisao.

e fita de probabilidade ( 7 ) com o alfabeto bindrio W(y) , em que s6 aparecem as letras
relevantes, (i.e., ndo tem o simbolo separador). Na verdade é uma seqiiéncia de bits Zs, que

(iv] Portanto, um alfabeto tem todas as suas letras distintas entre si, assim como podemos distinguir o simbolo separador } das
demais letras relevantes.

V] Isto é, conjunto de letras relevantes com ou sem o simbolo separador.

Vil Ou seja, as palavras sdo os strings que sé tém letras relevantes, portanto nao sdo formadas pelo simbolo separador J.
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teoricamente devem ser escolhidos com probabilidade uniforme.

Uma Maquina de Turing deve ser pensada como um programa de computador. Ela é uma seqiiéncia
numerada e finita de comandos, chamados de estados e que devem ser executados ordenadamente, a menos de
possiveis desvios. Cada estado pode conter, para cada fita da maquina, um dos quatro comandos abaixo:

e dependendo da letra lida no endereco da cabeca de leitura da fita, desviar para um outro
estado;

e escrever na fita uma das letras do alfabeto da fita;
e ir com a cabeca de leitura para o endereco & direita ou & esquerda na fita;V1 e

e ir com a cabega de leitura para o enderego codificado na palavra a esquerda da cabeca de
leitura da fita de trabalho.

E importante ver que a leitura e/ou a escrita nos dois primeiros itens depende do tipo de permissao definida
pela maquina para cada uma das suas fitas, assim como o tltimo item depende da permissao de acesso direto
da fita.

Ja uma Maéaquina de Turing, ao ler uma fita de sé-leitura, pode nao querer distinguir as letras
relevantes (i.e., as letras, a menos do simbolo separador §). Isto acontece se todo comando de leitura tratar
igualmente todas as letras relevantes, podendo apenas variar a instrugao para o simbolo separador. Seria como se
a fita tivesse alfabeto W (). Neste caso, a mdquina fica restrita a saber o comprimento das palavras, nao podendo
decodificd-las. Diremos entao que a maquina tem a fita como sé—leitura—indistinguivel. A MAaquina de
Turing para a computagfo se no primeiro item a maquina é desviada para um estado que porventura nao
exista. Ao parar a computacdo, uma maquina aceita a entrada x fornecida na fita de entrada sse a cabega
de leitura da fita de trabalho estiver sobre um simbolo separador $. O tempo de execugao desta maquina é o
ntimero dos estados executados até ela parar. Estaremos sempre interessados no tempo de parada para aceite
de entradas.

1.2-2. Queremos agora utilizar propriedades probabilisticas sobre modelos computacionais de
tal forma que possamos “reconhecer” problemas de decisao, dividindo-os assim em classes de complexidade.
Definamos, entao, o que chamaremos de modelos computacionais e propriedades probabilisticas. Os nossos
modelos computacionais serdo de Maquinas de Turing que sempre se valem da fita de entrada p e de trabalho,
nas quais nao havera limitacoes, e sobre elas iremos definir:

e a utilizacao ou nao das fitas de testemunha 7 e de probabilidade T;
e o alfabeto das fitas de entrada p e de testemunha ; e

e restrigoes sobre quais aceites das entradas da méquina consideraremos como vdlidos, como
por exemplo:

e quanto a limitacao no tempo de execucao e

e quanto a limitacao no numero de leituras nas fitas de testemunha 7 e de probabili-
dade 7.

Tendo um modelo computacional fixado, definiremos propriedades probabilisticas sobre as fitas de teste-

[Vii] Se a fita for de uma—via, a cabega de leitura estiver no primeiro enderego e o comando for ir & esquerda, entao nada acontecera.
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munha 7 e de probabilidade 7 Vil com respeito aos aceites vdlidos das palavras dadas como entrada. Estas
propriedades probabilisticas sao compostas por duas propriedades mutuamente contraditérias, uma para definir
as palavras do alfabeto da fita de entrada p da méquina que devem pertencer ao problema de decisao e outra
para definir as palavras que nao devem pertencer. Entao, sobre eles definimos uma classe de complexidade
como sendo composta pelos problemas de decisao L de alfabeto X, para os quais existe uma Méaquina de Turing
M deste modelo computacional que também tenha a fita de entrada p no alfabeto X, tal que as palavras que
sao instancias de L satisfacam a primeira propriedade probabilistica e as palavras de ¥ que nao sao de L satis-
fagam a segunda propriedade. Observe o seguinte: se as duas propriedades probabilisticas sao complementares
entre si, toda maquina deste modelo computacional sempre define um problema de decisao. Caso contrario, ou
seja, quando as duas propriedades formam um “gap”, isto ja nao é verdade “a priori’. Neste caso, somente as
méquinas do modelo computacional que nao tenham entradas que caiam neste gap de propriedades definirao
um problema de decisdo. Isto é, maquinas que tenham todos os seus aceites vdlidos das entradas de tal forma
que sempre satisfacam uma das duas propriedades probabilisticas.

Assim, uma classe de complezidade é a familia dos problemas de decisao definidos quando fixamos um
modelo computacional e as propriedades probabilisticas. Ainda, diremos que a Méquina de Turing reconhece o
problema de decisao por ela definido como sendo da referida classe de complexidade. Na Teoria da Complexidade
convencional, como veremos a seguir, sao definidas classes de complexidade com propriedades probabilisticas
complementares entre si. Mas o nosso trabalho se centra na classe PCP e buscaremos méquinas que reproduzam
este “gap” nas propriedades.

I1.2-3. Esta definicao tornar-se-4 mais clara com os exemplos e, portanto, descreveremos agora
alguns modelos computacionais e as respectivas propriedades probabilisticas, com as quais definiremos as classes
de complezidade por nés utilizadas. Seja F(n) uma familia de fungdes naturais. A primeira classe de comple-
xidade é a deterministica de tempo em F(n) e é denotada por TZME(F(n)). Ela serd o conjunto dos
problemas de decisao em que as suas instancias sao as entradas aceitas por Maquinas de Turing que sé usam
as fitas obrigatérias (de entrada p e de trabalho) e, para algum ¢(n) € F(n), cada palavra de entrada x no
alfabeto da fita de entrada p sé serd considerada como aceita, se a sua computacao for em tempo nao superior
a t(||z|)). Temos ainda a classe NTZME(F(n)) que é ndo—deterministica de tempo em F(n). O seu
modelo computacional serd de Maquinas de Turing que rodam sobre a fita de testemunha 7,0 em que também
serd necessdrio existir ¢(n) € F(n), tal que uma entrada x vai ser considerada aceita (ou serd vdlida a sua
aceitagao) se a maquina o fizer em tempo no méximo t(||z||). Definimos a classe de complezidade como sendo
dos problemas de decisao L que tenham esquema de provas para maquinas M deste modelo computacional,
isto é, para toda palavra z no alfabeto da fita de entrada de M,

x€L sse Pr{ M aceitaz } > 0.

Af a probabilidade é tomada uniformemente sobre todas as possiveis fitas de testemunha 7. Veja que o niimero
das possiveis fitas de testemunha é infinito e, rigorosamente falando, nao podemos toma-las uniformemente.
Tomamos assim cada uma das suas letras uniformemente. Mas, como o tempo de aceite é limitado por #(n),
considera-se somente os t(||z||) primeiros enderecos da fita de testemunha. Deste modo, tendo em vista apenas
a parte relevante da fita de testemunha, ela passa a ser escolhida uniformemente. Este mesmo critério sera
utilizado outras vezes.

Portanto, tudo isto significa dizer que L é o conjunto das palavras z que tém pelo menos uma
testemunha 7., que é chamada de prova da pertinéncia de x em L, e faz com que a maquina o aceite em
tempo no méaximo ¢(||z||). As duas classes de complexidade mais importantes sdo a de tempo polinomial e a
ndo—deterministica de tempo polinomial, respectivamente:

P = TIME(Poli(n))

Viii] Tsto se o modelo computacional admitir a utilizacdo de tais fitas.

(ix] Além, é claro, das fitas de entrada p e de trabalho.
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NP = NTIME(Poli(n)).

Se L é um problema de decisao sobre um alfabeto, o seu problema de decisfo complementar
(co—L) é definido pelas palavras deste alfabeto que nao estdo em L. Se X é uma classe de complexidade, a
classe de complexidade complementar (co—X’) sdo os problemas de decisdo complementares aos de X. Seja
uma Maquina de Turing M que reconhece um problema de decisao L como sendo de P, tendo o limite de
tempo ¢(n) € Poli(n). Entado grava-se a funcdo ¢(n), ponto a ponto, na fita de trabalho como uma constante
da computacdo.!  Se temos uma entrada de comprimento n, entdo em tempo polinomial, podemos ler t(n) e
simular a computagido de M nos t(n) primeiros passos. Se até 14 M ndo aceitou a entrada, aceitamo-la. Assim
podemos decidir co-L em tempo polinomial no comprimento da entrada e temos que P = co—P. Observe que
nao podemos fazer a mesma coisa com a classe N'P.

Trabalharemos, a seguir, com um pouco de probabilidade.

I.3 Classes de Complexidade Probabilisticas

Neste ponto, veremos propriedades probabilisticas que sao dadas sobre esquemas de provas robustas,
com as quais definiremos a classe de complexidade PCP, generalizaremos o resto das classes de complexidade
e definiremos também os testes probabilisticos necessarios para a prova do Teorema do PCP 1.4-4. Espera-
mos que, ao final deste, fique mais clara a vantagem de definirmos as classes de complexidade pelos modelos
computacionais e propriedades probabilisticas, o que, a primeira vista, pode parecer desnecessario.

I1.3-1. Seja M uma Maquina de Turing que tem as fitas de entrada p com alfabeto ¥ e de trabalho
e possivelmente as fitas de probabilidade 7 e de testemunha 7 com alfabeto ®. Neste caso, um problema de
decisdo L C ¥* tem esquema de provas robustas para M sse existe ¢ € (0,1), tal que

se x €L entdo Pr{Pr{Maceitax}:1}>O

se x€X*\NL entdo Pr{Pr{Maceitax}<a}=l.

Lembremos inicialmente que as probabilidades sao tomadas uniformemente. Chamaremos ainda ¢ de taxa de
erro da robustez.

Vejamos que temos aqui um tipo de “gap” que corresponde a taxa de erro da robustez €. Note
que, se a miquina M n&o tem a fita de probabilidade 7, entdo Pr, { M aceita x } < ¢ sse M ndo aceita a
entrada x. Logo, para as classes nao—deterministicas, dizer que um problema de decisao L tem esquema de
provas para M é a mesma coisa que dizer que L tem esquema de provas robustas para M. Por outro lado, se
pudéssemos pegar € := 1, perceba que Pry { Pr.{ M aceitaxz } =1} >0ePr{ Pr.{ M aceitax } <e} =1
sao complementares. Neste caso, toda Maquina de Turing do modelo computacional definiria um problema de
decisao. Como isto nao acontece, temos ai algumas maquinas que nao definem nenhum problema de decisao.
Note que, até agora, definimos propriedades probabilisticas de tal modo que, para cada Maquina de Turing de
um modelo computacional, temos um problema de decisdo a ela associado (ou definido), mas isto néo precisa
ser de praxe.

Continuando, suponha que a maquina M mnao tenha a fita de testemunha 7.
Entdo Prp{ Pr.{ M aceitaz } =1} > 0 sse Pr.{Maceitaz} = 1. Por outro lado,

[ Vide definigio no Pardgrafo 1.2-1.
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Pro{ Pr,{ M aceitaz } <e} = 1 sse Pr;{ M aceitaz } < e. Deste modo, para uma familia de
funges naturais F(n), a classe de complexidade aleatéria de tempo em F(n), ou seja, RTZTME(F(n)),
serd definida pelos problemas de decisao L que tenham esquema de provas robustas por uma Maquina de
Turing M do modelo computacional de maquinas com fita de probabilidade 7 X e que tém aceites vélidos em
tempo nao superior a uma fungdo de F(n). Temos também a classe aleatéria de tempo polinomial, ]
que muitas vezes é chamada de Monte Carlo, e é dada por

RP = RTIME( Poli(n) ).

Voltemos ao “gap’. Neste caso, conforme descrito, temos que, se x € L, M sempre aceita e, se
x & L, M aceita erradamente com probabilidade menor do que a taza de erro da robustez . Como vimos, a
méquina M, para definir um problema de decisao com o esquema de provas robustas, precisa produzir um gap
de fracao 1 — ¢ nas fitas de probabilidade 7. Ele é a probabilidade da certeza que podemos ter na computagao.
Note que, se trocassemos o “< €” por “= 0" na segunda propriedade, recairiamos na classe nao—deterministica,
no caso geral, e na classe deterministica, se nao temos a fita de testemunha 7.

1.3—2. Observe que s6 usaremos modelos computacionais nos quais as limitagoes que dependam
do comprimento da entrada sempre serao tomadas sobre O ou Poli. Assim, se temos uma maquina de um
modelo computacional, outra méquina que simule a computagao desta méquina em um ntmero constante z
de vezes, continua sendo do mesmo modelo computacional.  Com isto, para uma maquina de um modelo
computacional que tenha um esquema de provas robustas para um problema de decisao com tazra de erro da
robustez € (ou seja, a maquina tem uma certeza 1 — ¢ de nao aceitar erradamente entradas que nao sejam
instancia deste problema de decisdo), temos uma outra maquina deste mesmo modelo computacional que tem o
mesmo esquema de provas robustas para este problema de decisao, mas com uma taza de erro de robustez de €*
(ou seja, uma certeza na computagao de 1 — %) tdo pequena quanto se queira, mas constante no comprimento
da entrada. Portanto, problemas de decisao de uma classe de complexidade sobre esquema de provas robustas
podem ser resolvidos com taxa de erro de robustez tao pequena quanto se queira, sem com isto mudarem de
classe de complexidade. Mais ainda, podemos iterar um nimero constante de computacoes com esquema de
provas robustas que continuamos no esquema de provas robustas e no mesmo modelo computacional.

1.3-3. Comegamos a descrever a classe de complexidade PCP (Probabilistically Checkable Pro-
ofs). Para R(n) e Q(n), familias de fungdes naturais, o modelo computacional da classe de complexidade
PCP(R(n),Q(n)) é de Mdquinas de Turing M que tém as suas computagoes divididas em duas partes: a
fase de enderecamento e a fase de decisfo. S6 consideraremos aceites validos em computagoes que ter-
minem em tempo polinomial no comprimento da entrada, em cada uma das duas fases. Devem, ainda, existir
r(n) € O(R(n)) e g(n) € O(Q(n)), tais que a fase de enderecamento de M, utilizando-se das fitas de entrada p
e de probabilidade 7,5V 1& a entrada x e no maximo 7(||z||) bits aleatérios da fita de probabilidade 7 e grava
na fita de trabalho ¢(||z||) enderecos da fita de testemunha m e possivelmente outras informagoes derivadas da
entrada. Por sua vez, a fase de decisao de M, através da fita de trabalho e conhecendo em leitura—direta so-
mente as ¢(||z||) letras do alfabeto da fita de testemunha 7 nos enderegos fornecidos, devera atestar a aceitagéo
ou nao de z. Finalizando, a classe de complexidade PCP(R(n), Q(n)) é formada pelos problemas de decisao
que tém esquema de provas robustas para Maquinas de Turing do modelo computacional descrito acima.

Trocando por palavras, se L é um problema de decisdo da classe de complexidade PCP(R(n), Q(n)),
para cada entrada x de comprimento n, se ela é instancia de L, existe uma prova robusta m, (na fita de
testemunha) em que a fase de enderecamento, computando em tempo polinomial em n e lendo da ordem de
R(n) bits aleatérios (na fita de probabilidade 7), escolhe da ordem de Q(n) letras da fita de testemunha 7. J&

] B as fitas de entrada p e de trabalho.
[xii] Note que h4 textos em que a definicdo corresponde a classe co-RP.
(il Esta simulagéo de repetidas computagdes de uma maquina é conveniente quando lemos a fita de probabilidade T, pois, em cada
uma das computagoes, o resultado pode variar.
[xivl Além, é claro, da fita de trabalho.
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a fase de decisao, lendo somente tais letras da fita de testemunha e as informacGes contidas na fita de trabalho,
deve, em tempo polinomial em n, sempre aceitar a entrada como sendo do problema de decisao L. Por outro
lado, com uma entrada x que nao é instancia de L, qualquer que seja a testemunha 7, que neste sentido nao
pode ser uma prova, ou seja, ¢ uma “testemunha falsa” (fornecida na fita de testemunha 7), com uma chance
menor do que ¢, (referente a fita de probabilidade 7), a fase de enderegamento deve escolher letras de m que
fagam com que a fase de decisdo aceite a entrada, ou seja, que a fase de decisdo seja enganada. Se R(n) ou
Q(n) é {0}, seria como se M nao utilizasse, respectivamente, as fitas de probabilidade 7 ou de testemunha 7.

Assim, para ilustrar, conforme os comentérios anteriores, é facil ver que
P = PCP(0,0),
NP = PCP(0, Poli(n) ) e
RP = PCP( Poli(n), 0).

A primeira igualdade é imediata. Na segunda, basta lembrar que, se temos uma Maquina de Turing da classe
NP, podemos gravar o seu tempo de execugdo nos aceites (¢t(n)) na fita de trabalho como uma constante da
computagado, conforme feito para provar que P = co—P, no final do Pardgrafo 1.2-3. A fase de endere¢camento
da méquina de PCP fornece os t(n) primeiros enderegos da fita de testemunha 7 e, assim, a fase de decisdo
pode simular toda a computacao da maquina N'P. Na verdade, este texto buscard uma igualdade bem melhor
do PCP com a classe N'P. A tltima igualdade também ¢é imediata.

Esta definicao decorre de trabalhos nas areas de Complexidade, de Codificacao e de Criptografia.
Na verdade, para cada problema de decisao, buscamos um conveniente esquema de provas robustas, que nos
permite classificd-lo como pertencendo a classe PCP. Estas provas também sao chamadas de transparentes
e holograficas e tém a propriedade de, ao se “mentir” um pouco, esta “mentira” deverd obrigatoriamente se
espalhar, formando assim um “gap”, de tal sorte que ao se checar a testemunha, com uma probabilidade grande,
deve-se achar a “mentira”.

A nossa definigdo da classe PCP é de tipo nfo—adaptativo, sendo assim mais fraca do que a
primeira defini¢gio em Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [ALM192], que é de tipo adaptativo. Na
verdade, as outras defini¢Oes posteriores também sao nao—adaptativas, pois obrigam a fase de enderecamento a
escolher todas as letras da testemunha de uma sé vez, conhecendo somente a entrada e os bits aleatérios. Com
isto, nao podemos, a medida que vamos lendo as letras da testemunha, ir decidindo os novos enderegos a serem
consultados. Mas para nds, a menos de um dos testes, a fase de enderecamento serd ainda mais restrita, pois, s6
com a informacao do comprimento da entrada e com os bits aleatorios, ela deve decidir de uma s6 vez todos os
enderegos a serem consultados na testemunha. Esta computacao serd entao denominada de tipo totalmente
n&do—adaptativo.

I.4 Introducao ao Teorema do PCP

Introduziremos, agora, o Teorema do PCP 1.4-4, ou seja NP = PCP(log(n),1), e partiremos &
primeira parte da sua demonstragao.

I.4-1. Sera de fundamental importancia o Teorema de Cook-Levin 1.4-2, que nos diz que o
problema 3SAT é N'P-completo. Um problema de decisao L é dito dificil (ou polinomialmente dificil) para
uma classe de complexidade X (i.e., L € X—dificil) sse, para todo problema de decisio de X, existe uma
Maquina de Turing (ou uma redugdo de tempo polinomial) que, em tempo polinomial na entrada, transforma
instancias deste problema de decisao em instancias de L e entradas que nao sao instancias deste problema de
decisao, em entradas que também nao sao instancias de L. Se além disto, ainda L € X, ele serd chamado de
completo (ou polinomialmente completo) para X (i.e., L € X—completo).
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—

Uma férmula booleana () é uma expressao aritmética com operadores e (A), ou (V) e ndo (),
em que as m € N, varidveis { = (&1,...,&,) sdo booleanas, isto é, correm sobre falso e verdadeiro.® Um
literal é uma das varidveis booleanas (§;), ou a sua negagdo (—¢;). Uma cliusula é a disjuncao (V) de
literais. J4 uma férmula 3FNC (em trés forma normal conjuntiva) é a conjuncao (A) de cldusulas com
exatamente trés literais. Note agora que, se evitarmos redundéncias, uma férmula 3FNC de m variaveis tem um
nimero polinomial em m de cldusulas; mais ainda, podemos representd-la na fita bindria ¥5) em uma palavra
de comprimento também polinomial em m. Portanto, para uma codificagao conveniente das férmulas 3FNC, o
problema 3SAT é formado pelas formulas 3FNC satisfaziveis. Como é de imediata observacao, 3SAT estd na
classe NP, visto que a satisfacao de uma valoragao das m variaveis pode ser facilmente verificada em tempo
polinomial em m, sendo que ela forma um esquema de provas para o problema.

Finalizando, diremos que a férmula booleana ¢ é satisfazivel fixando-se x sse x é uma
seqiiéncia de n elementos de Zy (ou seja, uma palavra do alfabeto bindrio W, bevi] ) e ¢ é satisfazivel para uma
valoracao em que as n primeiras varidveis representam x. Veja que podemos construir em tempo polinomial
em m uma outra formula ¢, tal que é satisfazivel sse ¢ é satisfazivel fixando-se z. Chamaremos este passo de
incorporagdo de « pela férmula ¢. Também podemos transformar em tempo polinomial em m uma férmula
booleana de m varidveis em uma outra em 3FNC com O(m) varidveis, mas preservando a satisfazibilidade.

Teorema de Cook—Levin 1.4-2. O problema de decisio 3SAT é N'P—completo.

Prova. (Prova sucinta.) Seja uma Maquina de Turing M de NP que, para aceitar instincias do
problema de decisao, roda em tempo t(n)—2 que, por sua vez, é no maximo polinomial no comprimento n de cada
instdncia. Estamos portanto supondo que, para tal problema de decisdio em NP, conhecemos tanto a maquina
como o seu tempo de execugao. Sem perda de generalidade, tomamos M rodando sobre apenas uma fita de uma—
via e de alfabeto 3. Entao, codificamos M e t(n) na fita de trabalho como uma constante da computagio,X¥1 j4
que sao fixos para a computacao, e iremos mostrar uma construcao, em tempo polinomial em n, que, para cada
n, faz uma férmula booleana ¢y, em 3FNC. Esta férmula deve ser satisfazivel fizando-se x bevifi] gse 2 é uma
instancia do problema de decisdo definido por M, ou seja, existe uma prova m, fazendo M aceitar x. Perceba
que isto é mais forte do que uma simples reduc¢do polinomial. Dado = na fita de entrada p, apenas calculando-se
o comprimento n, construimos ¢us,. Podemos entao, lendo z, incorpora-lo a ¢ps p Bviii] ey tempo polinomial
em n, tal que pas, se torne indicativa da pertinéncia (ou ndo) de « como instancia do problema de decisao, ou
seja, obtemos assim a reducdo polinomial. Assim sendo, provamos o teorema.

Observe apenas que aqui nao estamos muito interessados em conhecer a prova m,, bastando-nos
somente saber da sua existéncia. Para construir ¢y, codificamos numa tabela ¢(n) x t(n), toda uma possivel
computacgao de M, sendo que as linhas representarao as letras dos enderecos alcangaveis na fita por M, incluindo-
se af um marcador no comeco da fita, e as colunas, cada passo de M. Neste formato, cada entrada (ou posigao)
da tabela deve conter: a letra naquele enderego e instante da fita; um indicador da presenga (ou nao) da cabega
de leitura sobre esta posigao, e caso afirmativo, o numero do estado de M. O segredo agora é reparar que
podemos verificar localmente se a tabela representa uma verdadeira computacao de M ao aceitar z para
alguma prova m,, olhando-se somente:

e para a primeira linha, para assegurar que a cabega de leitura estd na primeira posicao da
fita e no primeiro estado da maquina e que a palavra z é dada como entrada. Veja que
no comeco da computacio, a fita deve ter o formato J-z- J-mp S+, em que 7, é a
testemunha de z;

vl Durante todo o texto, iremos propositadamente confundir falso com o 0 e o verdadeiro com o 1.
Vil Portanto, sem o simbolo separador f.
[xvii] Veja a definicio no Paragrafo 1.2-1.
Conforme mencionado no Paragrafo 1.4-1.
(xix] Aqui, o sfmbolo “” representa a concatenagdo de strings.

[xviii]
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e para todos os quadros 2 x 2 da tabela, vendo se as duas posicoes da fita estdo, com respeito
ao estado da méaquina, em consonancia com as mesmas duas posi¢oes, no passo seguinte da
computagao;

e se a primeira coluna é composta s6 de marcadores de comeco de fita (portanto, ndo deve ter
computacao sobre elas);

e se nao tem computagao chegando a ultima coluna; e

e se na ultima linha, o estado da méaquina é parado, com a cabeca de leitura sobre um simbolo
separador H, representando o aceite.

Portanto, em cada entrada (ou posi¢ao) da tabela, definimos um nimero fixo de varidveis booleanas (ou seja,
um bloco de variaveis) que devem representar a respectiva entrada da tabela. Acrescentamos a estes blocos
de varidveis, mais n, que agora devem representar x. Assim, constata-se facilmente que, em tempo polinomial
em n, podemos construir uma férmula booleana ¢,s,,, que verifica localmente as assergdes acima. Ou seja, uma
satisfagdo de ¢, que fixa z, é uma representacdo das entradas (ou posi¢des) de uma tabela, a qual simula
a computacao de M ao aceitar x, para alguma prova m,. Portanto, was, é satisfazivel fixando-se x sse = ¢é
instancia do problema de decisao definido por M.

S6 a titulo de ilustragao, daremos aqui apenas um exemplo das possiveis varidveis de ¢ur,,. Para
cadai,j € {1...t(n)} el € {1...n}, declare os blocos de varidveis:

—

Z; — representando a letra em X na [-ésima posicao da entrada x;
U;,; — representando a letra em ¥ no tempo j e no enderego ¢ da fita; e

§;; — indicando a veracidade (ou nao) de M estar no tempo j e com a cabeca de leitura no enderego ¢
da fita. Caso seja verdade, fornece também o nimero do estado da maquina M neste tempo j.

Deste modo, temos os blocos de varidveis dados por:

& o= (T, T0k),
.
Vi, j = (vi,j,la"'7vi,j,k) e
Sij = (Sig1s---sSije)

sendo que k := [log,(#X)] e e é o teto do logaritmo na base dois do ntimero de estados da maquina M (incluindo-
se af um estado de parada e ainda um indicador da néo presenga da cabega de leitura). Agora, em tempo também
polinomial em n, podemos transformar ¢y , de modo a ter formato 3FNC, possivelmente acrescendo-se algumas
varidveis, mas preservando a satisfazibilidade. Temos, assim, a tabela bem “representada”, como queriamos.

L4-2] M

Esta mesma idéia serd utilizada duas outras vezes. A primeira é agora no lema que demonstrara
a primeira parte do Teorema do PCP 1.4-4. Outros limitantes superiores da classe PCP(R(n), Q(n)) também
podem ser achados em Goldreich e Hastad [GH96].

Lema I1.4-3. Para famdias de fungoes naturais R(n) e Q(n), temos

PCP( R(n),Q(n) ) C J\/TIM&( 90(R() . poli(n) )
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Prova. Evidentemente, esta demonstracao tem como base a do Teorema de Cook—Levin [.4-2. Seja
M uma Mdaquina de Turing de PCP(R(n), Q(n)), que roda lendo r(n) € O(R(n)) bits da fita de probabilidade ,
para cada instdncia de comprimento n. Tome Z(n) := O( 2°E().Poli(n) ). Entdo, para cada n, construiremos
com tempo em Z(n) uma férmula booleana ¢y, com varidveis em nimero também em Z(n), de tal modo que
uma entrada x de comprimento n é instancia do problema de decisio definido por M sse s, é satisfazivel
fizando-se x. Portanto, a construgao e o teste da satisfazibilidade de s, é sem didvida um problema de decisdo
ndo—deterministico de solugdo em tempo em Z(n), o que demonstra o teorema.

Levando-se em conta somente a parte significativa, temos 2"(") possiveis fitas de probabilidade 7
distintas. Descreveremos um algoritmo que se repete a cada uma destas fitas e tem o intuito, passo-a-passo, de
ir:

e montando uma tabela em que constem todos os enderegos da fita de testemunha 7 que por
ventura sejam possiveis de serem fornecidos pela fase de enderecamento de M a sua fase de
decisao. Cada um deles deve apontar para um bloco de varidveis que representarao uma
letra da fita de testemunha 7; e

e construindo a férmula booleana ¢y p.

Entéo, seja a Méaquina de Turing que reproduza cada uma destas 2"(") possiveis fitas de probabilidade 7 e, para
cada uma delas:

e simule a fase de enderecamento de M e, para cada enderego da fita de testemunha 7 forne-
cido:

e veja se o enderego pertence a tabela que estd sendo montada. Caso nao pertenga a
ela, declare um novo bloco de varidveis (que possam representar uma letra de fita de
testemunha ) e abra uma nova entrada (ou posigdo) na tabela com este endereco,
apontando-o a este novo bloco de variaveis, e

e selecione, ordenadamente, o bloco de varidveis apontado; e

e complete a construcao da férmula booleana ¢y, representando nela a computacao da fase
de decisdo de M, conforme o Teorema de Cook—Levin 1.4-2. Aqui, todas as leituras na fita
de testemunha 7 serao tomadas sobre os blocos de variaveis selecionados no item anterior
(ainda referente a esta mesma fita de probabilidade 7).

Deve-se também declarar n blocos de varidveis de modo a representar uma entrada de comprimento n na fita
de entrada p. Entao, no ultimo item, também devemos tomar as leituras da fita de entrada p sobre estes blocos
de variaveis.

Note que as fases de enderecamento e de decisao de M tém tempo polinomial em n e, assim sendo,
a tabela tem o seu tamanho limitado em Z(n). Portanto, a tarefa mais custosa desta Médquina de Turing
serd procurar o endereco na tabela. Como repetimos isto 27(") - Poli(n) vezes, o tempo total deve ser limitado
em Z(n). Nao ¢ dificil perceber que o nimero de varidveis de ¢pr, é da ordem do tempo gasto para a sua
construgdo. A demonstragao termina ao verificarmos que @ar,, € satisfazivel fizrando-se x sse existe uma fita de
testemunha m, tal que M aceita & com probabilidade “um” (sobre as fitas de probabilidade 7). Temos assim
@M,n com a propriedade que desejadvamos.

[[4-3] W
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Note que 290°e(™) C  Poli(n) e disto tiramos, direto do lema acima, que NP =
NTIME( 200esm)Poli(n) ) D PCP( log(n),Poli(n) ) 2 PCP( log(n),1 ). Concluimos assim a parte facil do

Teorema do PCP 1.4-4 ([ALM192)).

NP = PCP(log(n),1).

A segunda parte deste teorema serd provada na Secao IV.4 Composicao de Testes sobre a Classe de
Compleridade PCP e se deve a Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [ALM™92]. Na verdade, ela serd uma
decorréncia de tudo mais que veremos no texto, mas antes, apenas a titulo ilustrativo, trataremos da primeira
grande conseqiiéncia deste teorema.

1.5 Inexisténcia de Esquema de Aproximacao de Tempo Polinomial

para a Classe MAX—SNP

Houve um grande “boom” na Area de Otimizagdo Combinatoria tendo como base o Teorema do PCP
1.4-4, surgindo, dia apds dia, mais e mais resultados. Como estes resultados sao conseqiiéncia de um teorema
que é da Area de Complezidade Computacional, eles nao poderiam deixar de ser de cardter “destrutivo de pos-
sibilidades”, ou seja, indicando a inezisténcia computacional de maquinas para resolver certas tarefas. Através
do Teorema do PCP 1.4-4, sabemos hoje de diversos fatores de inaproximabilidade em tempo polinomial
sobre os mais importantes problemas da Otimizacao Combinatéria. Mas, talvez o mais abrangente seja ainda
o resultado ja fornecido no artigo de Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [ALM™92], que descreveremos
nesta secao.

A Otimizacao Combinatéria representa, hd muito, uma importante area da Teoria da Computacio,
entretanto, a sua insercao na Area de Complexidade Computacional é mais recente e se deve primeiramente a
Papadimitriou e Yannakakis em [PY88]. Este foi um passo decisivo, visto que, por outro lado e na mesma época, a
Teoria da Complexidade Computacional comegou a ir em dire¢ao as provas interativas, que mesclam propriedades
algébricas com probabilisticas. Nesta juncao, estava criado um caminho fértil concomitantemente as duas
areas e buscamos reproduzir o seu apice neste texto. Quanto aos demais resultados obtidos em Otimizagao
Combinatéria, hd diversas referéncias importantes, mas salientamos Babai em [Bab94].

Agora comegaremos dando uma nogdo de uma aproximagdo em tempo polinomial, para depois
fornecermos um exemplo de uma classe de complexidade em otimizagao combinatoria, sobre a qual verificaremos
a inexisténcia de esquema de aproximacao de tempo polinomial.

I.5-1. Para dois alfabetos ¥ e ®, seja um problema de decisio L C ¥F := (X~ { })* *J e uma
funcao
W : Lxd — Ry,

tal que, para toda palavra x € L, a funcao restrita a segunda coordenada
Wy @ — Ry

é limitada. Deste modo, W serda chamada de fungio peso e sobre ela definimos o problema de otimizag3o,

(<] Lembre-se que ¥4 é o alfabeto ¥ sem o simbolo separador ¥ e X%, o seu vocabuldrio, conforme definido no Pardgrafo 1.2-1.
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que é associado a uma das suas duas fungdes valor Stimo,

MAX-W : L — R,

v e sup (Wa(m))
TeEDP*

Vejamos agora um exemplo para a funcgao valor 6timo maximo.

Exemplo do Problema de Otimizacao MAX-3SAT E—-A. Seja o problema de decisao
3FNC C »F ] codificado de alguma maneira interessante sobre um alfabeto ¥, de tal modo que toda férmula
booleana ¢ € 3FNC tenha comprimento polinomial no seu nimero de varidveis. Assim, para uma férmula
booleana ¢ € 3FNC de n varidveis, definimos a fungao peso 3SAT () pelo nimero de cldusulas de ¢ que
sao satisfeitas pela valoracao m € \11?2)*.[""“] Entretanto, no caso de m nao pertencer a \11?2)*, entao 3SAT ()
deve ser zero. Por convengao, as clausulas repetidas também serao contadas na sua multiplicidade. Concluimos
assim que a fungao valor 6timo MAX—-3SAT () designa o nimero médximo de cldusulas de ¢ que podem ser
satisfeitas simultaneamente. Portanto, se ¢ é satisfazivel, MAX-3SAT(p) é igual ao niimero de cldusulas que ¢

tem.

1.5-2. Voltemos as Maquinas de Turing, mas agora deixando de lado as computacoes sobre
problemas de decisdo. Para isto, precisamos definir a:

e fita de saida ( @ ) como sendo de uma-via e de sé-escrita,*" a qual, no inicio da
computagao, deve conter somente simbolos separadores .

Entao, consideraremos como saida da computagao o string que, ao final da computagao, estiver a esquerda da
cabeca de leitura da fita de saida 0. Pode, assim, uma Maquina de Turing M com esta fita computar mais do que
uma simples resposta sim ou nao. Tal resposta serd representada por M (x), sendo que x é a entrada. Veja que,
apesar de nao termos entrado nos detalhes, ja utilizamos este tipo de computagao para falarmos das reducoes,
sobre as quais definimos os problemas de decisio dificeis e completos para uma classe de complexidade.PiV]
Se esta maquina M esta associada a um problema de otimizacao definido sobre uma fungao peso W, entao as
entradas z, tais que W (M (z)) > 0, serdo chamadas de solug8o.

Continuando, sejam a € [0,1] e a fung¢do peso W definida no Pardgrafo 1.5-1. Diremos que o seu
problema de otimizag¢do associado tem uma c—aproximagdo de tempo polinomial sse existe uma Maquina de
Turing M com uma fita de entrada p de alfabeto X e outra de saida 8 de alfabeto ® V] e de tempo polinomial
no comprimento da entrada, tal que, para toda entrada = € ¥}, temos, conforme for o caso,

We(M(z)) > (1-a) MAX-W(z),

Wo(M(z)) < (1+a) MIN-W ().

[xxi] Note que 3FNC sdo as férmulas booleanas em trés forma normal conjuntiva e que foram definidas no Paragrafo 1.4—1.

[pexci] Veja aqui que, como o alfabeto binario \11(2)* = W) N { ¥} ndo tem o simbolo separador, a valoracdo 7 é exatamente uma
seqiiéncia de bits em ZZ.

[xiii] Vide definicdes no Pardgrafo 1.2-1.

vl Vide o Paréagrafo 1.4-1.

xxv] Além, é claro, da fita de trabalho.
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Ou seja, M calcula em tempo polinomial uma solugao para x com perda de no maximo uma fragdo a do wvalor
dtimo MAX-W (z) ou MIN-W (z). Observe que um problema de otimizac¢do tem uma 0-aprozimacdo de tempo
polinomial sse a solugao de valor 6timo puder ser computada em tempo polinomial. Como sabemos, nem sempre
este é o caso.

Exemplo de uma %prroximagéo de Tempo Polinomial para o MAX-3SAT E-B.

Vejamos que MAX-3SAT tem uma %ﬂmpmxim&géo de tempo polinomial. E imediato; seja uma Maquina de
Turing que, a cada variavel de uma férmula booleana ¢ dada como entrada, vé o nimero de cldusulas de ¢
que tém um literal formado exatamente por esta variavel e, também, pela sua negacao. Portanto, ela toma
a valoracao desta variavel como sendo a que satisfaz o maior nimero de cldusulas. Posteriormente, despreza
todas as clausulas em que esta variavel aparece e repete o processo. Perceba que isto pode ser feito em tempo

polinomial na entrada.

1.5-3. A Teoria da Complexidade Computacional tem como principio basico buscar a prova de
P # N'P. Entretanto, e bem mais forte do que isto, na pratica, se este ndo for o caso, a grande maioria
dos resultados da teoria, ou deixam de valer, ou perdem o seu “sentido”. Um exemplo cldssico em que quase
todo o “sentido” depende desta diferenga esta nesta Area de Complezidade Computacional em Otimizagao
Combinatoria. Vejamos, entao, um dos grandes resultados do Teorema do PCP 1.4-4. Pelo comentario acima,
ele nao perde absolutamente em importancia pela sua hipotese.

Lema da Inaproximabilidade para 0o MAX-3SAT 1.5-4 ([ALM™92]). FEuiste uma constante
a € (0,1/2), tal que o problema de otimizacdo MAX-3SAT nao tem uma a—aprozimacao de tempo polinomial,
a menos que P = NP.

Prova. Seja um problema de decisao L € NP. Pelo Teorema do PCP 1.4-4, temos NP =
PCP(log(n), 1) e existe uma Méquina de Turing M de PCP com taza de erro da robustez®¥1 ¢ € (0,1) e que
1& r(n) € O(log(n)) bits na fita de probabilidade 7 e ¢ € O(1) letras na fita de testemunha m, para decidir se
uma entrada de comprimento n é ou nao instancia de L.

Fixe uma entrada x para M de comprimento n. Tome um bloco de varidveis {r; para representar
cada letra efetivamente 1til da fita de testemunha 7. Veja que, ao fixarmos cada uma das 2"(") € Poli(n) fitas
de probabilidade 7 significativas, temos que a fase de decisao de M passa a ser deterministica sobre os g blocos
de variaveis {il, e ,5:- , escolhidos pela fase de enderecamento de M. Ora, neste caso, a fase de decisao de M
define uma funcao booleana F; . sobre estes blocos de varigveis.[oViil - Logo, podemos representé-la por uma
férmula booleana ¢, » € 3FNC, acrescendo-se, possivelmente, algumas varidveis, mas sem com isto alterar a sua
satisfazibilidade. Queremos agora supor que, independentemente da fita de probabilidade 7, ¢, » tenha sempre
o mesmo nimero de clausulas. Podemos fazer isto, pois o niimero de varidveis de ¢, , é constante para n, tendo
assim o nimero de cldusulas limitado por um z, também constante. Para as férmulas ¢, r que tenham menos
do que z cldusulas, completa-se com cldusulas novas sobre varidveis também novas. Assim, como estas cldusulas
sao sempre satisfaziveis, nao alteram a satisfazibilidade de ¢, r. Seja, entao, a conjungao

Py = /\ P,

e suponha ¢, com c¢(n) € Poli(n) cldusulas. Veja que tudo isto pode ser feito em tempo polinomial em n.

Perceba agora que, se z € L, entao

Er{ Er{Maceitax}zl } > 0.

xxvi] Vide o Parégrafo 1.3-3.
boxvil] [sto &, Fy - é uma funcao booleana que tem como variaveis estes blocos de varidveis. Cada uma delas deve correr sobre Zs> e o
contra—dominio também deve ser Zs.
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Ou seja, existe uma fita de testemunha =, tal que, para toda fita de probabilidade 7, 7 “satisfaz” ¢, . Logo,
. € satisfazivel. Por outro lado, se x &€ L, entao

Er{ ’PTI{Maceita:v}<£}:1

e, qualquer que seja a valoracao que se “dé” a fita de testemunha 7 (e incluidas af as demais varidveis), mais
do que uma fragao 1 — € das fitas de probabilidade 7 terao as suas férmulas ¢, r nao satisfeitas. Ou seja, mais
do que uma fragao (1 — €)/z das cldusulas de ¢, ndo podem ser satisfeitas, independentemente da valoragao.

Como s6 um destes dois casos pode acontecer, construimos um gap de fragdo (1 — €)/z sobre as
clausulas que podem ser satisfeitas, isto é, um “gap” nos possiveis valores étimos. Terminamos a demonstragao
ao vermos que se sabemos satisfazer cldusulas em tempo polinomial na entrada, a menos de uma fragao (1—¢)/z
do walor étimo, entao podemos decidir se x estd ou nao em L (em tempo polinomial). Portanto, L € Pe P = NP.

[L5-4 W

I.5-5. Veja que as classes de complexidade na Area de Otimizacao Combinatdria nao sao mais
definidas sobre problemas de decisao e sim sobre problemas de otimizagao referentes as fungoes peso. Estamos,
agora, nao so6 interessados no tempo de execugao das Maquinas de Turing, como também na sua capacidade em
aproximar os valores étimos, e, por isto, passaremos a chamé-las de classes de aproximabilidade. Fagin em
[Fag74] fez uma brilhante caracterizagio das cldssicas classes de complexidade através da descrigao sintdtica e/ou
lingiifstica sobre a l6gica moderna de segunda ordem. Em particular, ele redefiniu a classe NP e Kolaitis e Vardi
[KV87] valeram-se dela para fazer uma versao restrita, denotada por SN’ P .bevill Egta caracterizacio sintética
permitiu a Papadimitriou e Yannakakis [PY88] definirem as classes de aproximabilidade MAX—NP e
MAX—SNP. Além disto, [PY88] trouxeram uma definicio de redugdo em aproximagdo de um problema
em otimizacao para outro. Esta reducao preserva linearmente as aproximacgoes em tempo polinomial. Com ela,
podemos recuperar a nogao usual de problemas de decisao dificeis e completos, agora para as classes de aproxi-
mabilidade.’*™  Mais recentemente, tornou-se comum redefinir as classes de aproximabilidade MAX—NP e
MAX—SNP, fechando-as por esta reducdo em aproximagdo. Por sinal, com este fecho, acabaram entrando nes-
tas classes os problemas de minimizacao correspondentes. Nao é o nosso objetivo entrar nos detalhes quanto a
estas classes de aproximabilidade, entretanto, para ilustrar melhor, veja que MAX—SNP C MAX—NP e que
os problemas MAX-SAT, MAX-INDEP-SET e MIN-COBERT sao de MAX—NP e MAX—SNP-dificeis.
Por sua vez, MAX-CUT, MAX-kSAT (para k € N e k > 2 fixo), MAX-INDEP-SET-b ¢ MIN-COBERT-b
(para b € N, fixo, sendo o grau maximo) sio MAX—SNP-completos.>

Diremos que uma classe de aproximabilidade tem esquema de aproximag&o de tempo polinomial
sse todos os seus problemas de otimizacao tém uma a—aproximacao de tempo polinomial, qualquer que seja o
a € (0,1) tomado. Na verdade, perceba que se uma classe de aproximabilidade nao tem esquema de aprozimagdo
de tempo polinomial, entdo nenhum problema de otimizacdo dificilP*¥ para esta classe pode ter uma o
aproximacao de tempo polinomial, para todos os a’s em (0,1). Como j4 foi dito, MAX-3SAT € MAX-SNP
e, assim, temos

Teorema da Inaproximabilidade em MAX—SNP 1.5-6. A classe de aprozimabilidade
MAX—-SNP (e obviamente MAX—NP também) nao tem esquema de aprozimacdo de tempo polinomial, a
menos que P = NP.

bexviill O S da classe SNP advém de uma redefini¢io “strict” da classe N'P.
[xxix] Veja maiores detalhes no Paragrafo 1.4-1.
xx] N3o forneceremos aqui as definicdes destes problemas de otimizagdo, entretanto, elas sao evidentes e constam de diversos textos
da drea. Vide por exemplo [Pap94].
[exxi] O problema de otimizacgado deve ser dificil para a redugao em aproximagao tratada acima.
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1.5-7. Portanto, para todo os importantes problemas de otimizacao da classe de aproximabilidade
MAX—SNP-dificil (como os de MAX—NP—-dificil) ndo conseguimos computacao em tempo polinomial que
forneca solugao tao préxima quanto desejada da solugao 6tima. Ou seja, todos os problemas de MAX—SNP-
dificeis tém um fator de inaproximabilidade que independe do comprimento da entrada, sendo que, a partir
deste, ndao podemos achar, de modo “barato”, solugoes com valores mais préximos do que este fator do valor

6timo.

Outros autores também procuraram introduzir classes de aproximabilidade, além, é claro, de Papa-
dimitriou e Yannakakis em [PY88]. Por exemplo, Ausiello, Crescenzi e Protasi [ACP94] buscaram defini¢oes
mais “computacionais” e criaram as classes de aproximabilidade PTAS ¢ APX. A primeira é a classe de
aproximabilidade maximal com esquema de aproximacao de tempo polinomial e a segunda é formada pelos pro-
blemas de otimizacao que tém uma a—aproximacao de tempo polinomial, para algum « € (0, 1). Neste sentido,

temos os seguintes resultados:

PTAS

MAX-SNP

MAX-NP 2> MAX-SNP
PTAS N MAX—SNP-dificil

C
C
Z

APX,
APX,
PTAS e
%]

Para se obter mais detalhes da inter-relacao entre estas classe de aproximabilidade, veja Khanna, Motwani,

Sudan e Vazirani em [KMSV95].

Perceba que existem muitos outros grandiosos resultados em Otimizacao Combinatéria decorrentes
do Teorema do PCP 1.4-4, mas nos concentramos no mais simples e, talvez, importante.
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CAPITULO 1. ESQUEMA DE PROVAS ROBUSTAS




Capitulo 1I

Codificacoes Algébricas

Este capitulo serd como um guia ao que faremos a seguir, principalmente quanto aos testes proba-
bilisticos. Tendo como fundo Sudan [Sud95], basearemos toda a nossa demonstra¢ao do Teorema do PCP 1.4—4
nos testes sobre cddigos. Todavia, alertamos para o fato que a Teoria dos Cdédigos é deveras mais abrangente
do que poderiamos pretender apresentar no texto. Antes de entrarmos na especificacao dos cddigos, talvez seja
aconselhavel darmos uma visao mais ampla da sua utilizagao através da segao

I1.1 Estrutura Global da Demonstracao do Teorema do PCP

Antes de anunciarmos o Teorema do PCP 1.4—4 no Capitulo I Esquema de Provas Robustas, ja
haviamos visto que

NP 2 PCP(log(n),1)

saia como corolario do Lema 1.4-3. Portanto, todo o nosso trabalho daqui para frente no texto serd demonstrar
a outra inclusao, qual seja,

NP C PCP(log(n),1).

Buscaremos agora exatamente “mapear” esta demonstracao, ou seja, dar uma visao geral dela. Basicamente
a prova se divide em trés itens distintos, descritos a seguir, e tem os seus objetivos alcancados nas segoes do
Capitulo IV Classe de Complexidade PCP, conforme mencionaremos mais abaixo:

A — a prova do Coroldrio do PCP para Leitura de O(1) Letras da Testemunha IV.2-4, i.e.
NP C PCP(Poli(n), 1);
B — a prova do Coroldrio do PCP para Leitura de O(log(n)) Bits Aleatérios IV.3+4, i.e.

NP C PCP(log(n), loglog(n) ); e

19
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C — a prova e a utilizagao do Teorema da Composicao de Testes IV.4-2 sobre os Itens A e B.

Na verdade, nos Itens A e B necessitaremos provar resultados mais especificos do que os referidos corolérios,
que sao o Teorema do Teste com Leitura Constante de Bits na Pseudo-Fita de Testemunha IV.2-2 e o Teorema
do Teste com Leitura Logaritmica de Bits Aleatérios IV.3-2. Nao obstante, tais coroldrios sdo mais ilustrativos
e fornecem uma melhor nocao de grandeza com relagao aos teoremas.

No Item C, descrito na Se¢ao IV.4 Composicdo de Testes sobre a Classe de Complexidade PCP, pri-
meiramente provaremos o Teorema da Composicao de Testes IV.4-2 e logo em seguida, na Pagina 62, aplicando-o
por duas vezes, demonstraremos o Teorema do PCP 1.4-4. Veja que, neste ponto, tal demonstragao ja se tor-
nard muito simples. O Teorema da Composicao de Testes IV.4-2 nos informa que, se por hipétese sabemos
da pertinéncia de uma conveniente reestruturagao do problema de decisdo 3SAT a uma classe de complexidade
PCP, temos como tese a inclusdo de uma outra classe PCP nesta primeira (tendo ela apenas uma pequena
expansdo técnica). N&o entraremos nos detalhes sobre o Teorema da Composi¢ao de Testes IV.4-2, mas é de
facil observacao que ele s6 é satisfatério quando nos permitir incluir uma classe PCP “maior” em uma outra
“menor”. Pois bem, os Itens A e B fornecem exatamente as hipdteses necessdrias para a utilizagdo, por duas
vezes, do Teorema da Composicao de Testes IV.4-2 e obtemos assim um resultado um pouco mais restrito do
que

PCP( log(n), loglog(n) ) < PCP(log(n),1).

Mas veja que, aplicando-se mais uma vez o Item B, temos o que queriamos, ou seja,

NP C PCP(log(n),1).

Em todo teste podemos separar a tultima parte da computagao, em que o teste efetivamente e
deterministicamente decide a aceitagao, ou nao, da entrada. Computagao esta que serd chamada de fase de
decis@o e o seu tempo, de tempo de decisdo.lll O Teorema da Composicio de Testes IV.4-2 é bastante engenhoso
e, partindo da idéia do Teorema de Cook—Levin .42, simula a fase de decisao da computagao de um teste PCP
“dispendioso” com a computacao completa de um outro teste. Isto pode ser mais “economico” se a fase de
decisao do primeiro teste também o for e consegue-se descer em magnitude o limite no nimero de leituras de
letras na testemunha, o tamanho dos blocos de leitura na testemunha e, por fim, o tempo de decisao. Deve-se,
para isto, acoplar convenientemente um teste que resolva o problema de decisao 3SAT configurado de acordo
com as hipéteses do Teorema da Composicao de Testes IV.4-2.

Continuando, a despeito da Secao IV.4 Composicao de Testes sobre a Classe de Complexidade PCP
supra citada, as demais se¢des do Capitulo II Codificacées Algébricas, do Capitulo III Testes Probabilisticos e
do Capitulo IV Classe de Complexidade PCP provardo paralelamente os Itens A e B. Os dois itens se alicercam
sobre os testes probabilisticos do Capitulo III. Estes testes tentam, em um primeiro passo, verificar se uma de-
terminada testemunha (ou um pedago dela) é uma codificagio predeterminada, ou se pelo menos a testemunha
estd muito proxima a esta codificacao. Em um segundo passo, os testes procuram assegurar-se se reconhecemos
tal codificagdo como uma prova satisfatoria para a entrada do problema. A diferenciagdo mais precisa entre
estes dois passos estard na Secao III.1 Introducdo aos Testes e o conteido de tais testes serao descritos, res-
pectivamente, na Secao II1.2 Testes de Prorimidade da Codificacao e na Secao I11.3 Testes de Reconhecimento
da Codificacdo, tanto com relagao ao Item A, como com o Item B. Também pode-se notar facilmente que tais
testes sao baseados sobre as codificagbes que introduziremos neste Capitulo II Codificacoes Algébricas.

Dados os testes, seguiremos para o Capitulo IV Classe de Complexidade PCP. Primeiramente, na
Secao IV.1 Variantes da Classe de Complexidade PCP sera necessario estender a nogao da classe PCP de modo
a adapté-la ao Teorema da Composicao de Testes IV.4-2. Basicamente precisamos trabalhar sobre a teste-
munha com blocos de letras (variando estes de tamanho conforme o comprimento da entrada) e também ter
um limitante para o tempo de decisao. Por fim, em uma préxima meta, também precisamos saber resolver o

[l Veja mais detalhes no Pardgrafo I11.1-2.
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problema de decisao 3SAT fixando-se previamente e convenientemente a satisfagao das primeiras varidveis. Fi-
nalmente na Secao IV.2 Aritmetizacdo de Formulas Booleanas para Leitura Constante de Letras na Testemunha
e na Secao IV.3 Aritmetiza¢ao de Formulas Booleanas para Leitura Logaritmica de Bits Aleatérios concluimos,
respectivamente, os Itens A e B.

Veremos primeiro o Item A, em que precisamos basicamente obter um teste para o problema de
decisdo 3SAT com leitura constante no ntimero de letras da testemunha. Este item encontra-se sintetizado na
Secao IV.3 Aritmetizacao de Férmulas Booleanas para Leitura Logaritmica de Bits Aleatdrios e é totalmente
baseado em funcionais lineares e produtos tensoriais. Entao, sobre a Codificacao por Funcional Linear C-I,
conseguimos tal objetivo fazendo:

e No teste de proximidade da codificacao:

e Repete-se o Teste de Linearidade T—V um niimero constante de vezes. Ele é um caso
particular do Teste de Linearidade T-IV, que, por sua vez, tem a sua corretude como
conseqiiéncia do Teorema de Linearidade I11.2—1.

e No teste de reconhecimento da codificagao:
e Utiliza-se o Teste do Produto Tensorial T-X por duas vezes.

e E uma vez o Teste da Nulidade de Funcionais Lineares T-1.

Por sua vez, o Item B ¢é totalmente baseado em polindomios e nas suas nulidades em um dominio
restrito. Grosso modo, buscamos nele um teste para o problema de decisao 3SAT com leitura logaritmica de
bits aleatérios. A sua descricdo sucinta se encontra na Secao IV.2 Aritmetiza¢ao de Formulas Booleanas para
Leitura Constante de Letras na Testemunha e é baseada na Codificagao Polinomial com Grau nas Varidveis
Baixo C-IV e na Codificagao Polinomial com Grau Total Baixo C-VIII, que sao, por sua vez, generalizacoes
respectivamente da Codificagido Polinomial com Grau nas Varidveis Baixo C-III (Segunda versao) (e Codificagao
Polinomial com Grau nas Varidveis Baixo C-II (Primeira versao)) e da Codificagdo Polinomial com Grau Total
Baixo C-V. Os seus passos sao compostos por:

e No teste de proximidade da codificacao:

e Repete-se o Teste Polinomial de Grau Total Baixo T-IX um ntmero constante de
vezes. Este teste é extraido do Teste Polinomial de Grau Total Baixo T—VIII, entre-
tanto a demonstragao da sua corretude é o topico mais técnico do texto. Por isto,
deixé-la-emos em separado, ocupando todo o Capitulo V Polinémios de Grau Baizo,
e serd uma decorréncia imediata do Teorema da Proximidade a um Polindomio de
Grau Total Baixo V.1-5.

e No teste de reconhecimento da codificagao:

e Também repete-se o Teste da Nulidade de Polinémios de Grau nas Varidveis Baixo
sobre Dominio Restrito T-XIV um niimero constante de vezes. Ele é um caso parti-
cular do Teste da Nulidade de Polinémios de Grau nas Varidveis Baixo sobre Dominio
Restrito T-XIII, que, por sua vez, é o resultado do Teste da Soma sobre Polinémios
de Uma Variavel e de Grau Baixo T-XI e do Teste da Soma sobre Polinomios de
Grau nas Varidveis Baixo T—XII.

Terminamos assim o nosso resumo da demonstracao do Teorema do PCP 1.4—4, esperando que ele
sirva como acompanhante pelo restante do texto.
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I1.2 Introducao as Codificagoes

A idéia da codificagao vem de problemas na comunica¢do de dados (a distdncia), dentro da Teoria
da Computacao. Como se sabe, toda comunicagao, com maior ou menor intensidade, esta sujeita a “ruidos”.
Um exemplo simples de codificagao sao os digitos de controle. O nosso CPF tem os dois ultimos algarismos
como digitos de controle. Eles sao tomados como uma funcao dos nimeros precedentes que, por sinal, formam
o “verdadeiro” numero do CPF. Portanto, pode-se checar, com alta probabilidade, se um digitador entrou no
computador com o nimero do CPF certo. Caso este nao seja o caso, pede-se ao digitador repetir a operagao.

A Teoria dos Cédigos comega a tomar corpo quando somos mais exigentes. Em comunicagdes de
dados a distancia, ruidos de transmissao sao freqiientes. Entao, queremos evitar de, sempre que detectamos
um problema, sermos obrigados a repetir a operacao. Ou seja, precisamos corrigir, com alta probabilidade e
sem muito “esforgo”, a informacao fornecida com ruidos. Para isto, a idéia é sempre espalhar (i.e., codificar) o
universo das palavras possiveis de serem comunicadas em uma estrutura (algébrica) conveniente.

Ja no nosso caso, utilizamos, a grosso modo, as idéias de Teoria dos Cédigos para basearmos os testes
probabilisticos. Também estamos interessados no espalhamento fornecido pela codificagao, embora, estaremos
totalmente em outro contexto. Entraremos nos detalhes das diferencas no préximo capitulo.

Serao utilizadas durante os préximos capitulos as seguintes notagées: K como um corpo finito de
caracteristica prima p e de k elementos; m,d, £ € N, como, respectivamente, o nimero de varidveis, o grau
méaximo do polindémio (para o grau total ou o grau nas varidveis) e o tamanho de uma restrigdo sobre K
D C H C K com d+ 1 e £ elementos, respectivamente, e, por fim, f,g,h € 7" K como funcdes de H™ a
valores em K. Queremos que d <ped < /{<k.

I1.2-1. Sejam A um conjunto nao vazio com uma probabilidade associada Pr e ¥ um alfa-
beto. Entdo, para z,y € “Y%, tomemos a métrica A(x,y) = #{i € Al|z(i) # y(i)} e a pseudo-métrica
w(z,y) := pa(z,y) := Prica{ z(i) # y(i) }, ambas sobre 4. Note que, se A é finito e com probabili-
dade uniforme, entdo u(z,y) = A(z,y)/#A e é também uma métrica que assume valores em [0,1]. Nes-
te caso, chamaé-la-emos de Proximidade de Hamming e utilizd-la-emos pelo resto do texto. Por sua vez,
Az, y) := Aa(z,y) :== 1 — p(z,y) := Prica{ (i) = y(i) } chamaremos de Distancia de Hamming.[il Para

€ (0,1], diremos que x e y sdo a—préximos sse u(z,y) < a (i.e., AMz,y) > 1 —a). Se z e y sdo palavras e
estamos interessados em que estejam proximas, entao a a—proximidade nos garante que temos menos do que
uma fragdo « de letras distintas (i.e., letras “ruins”). Por outro lado, se « € [0, 1), também diremos que z e y
sdo a—distantes sse ndo sao (1 — a)fpréximos.[i“] Neste caso, se x e y sao palavras e desejamos que sejam
distantes, entdo a a—distancia é a fracdo maxima de letras iguais (i.e., letras nao desejadas). Se C C 4%, entdo
a a—vizinhanga de C, (Vo (C):={ye X | Fz € C,\(z,y) > 1 —a } ), sdo os elementos de ¥ que sdo
a—préximos a algum elemento de C. Neste texto, a partir de agora, assumiremos que X, ®, Y, 3, e ®, sao
alfabetos puros, para todos os n’s em N.

Continuando, para uma funcao f: N, — N, estritamente crescente e para todo n € N,, C,, C
@, 1™ = (&, ~ { )™ (um conjunto de palavras de comprimento f(n) em ®,, ou seja, sem o simbolo
separador f), F,, C X7 := (X~ { #})" (outro conjunto de palavras de comprimento n em ¥ e, também, sem o

simbolo separador) e a(n) € [0, 1), tome F := | F,eC:= Cp. Entao a funcéo injetora

neN, neN,

p: FCEIC® — cC |Je@r,c | e
neN, neN,

é uma a(n)—codificagéo de F em C (ou simplesmente, de F,, em C,,) sse cada imagem de F,, por ¢ estd

il Note apenas que, infelizmente, a Distdncia de Hamming tem um sentido oposto ao convencional de distancias métricas, visto
que, se = e y tem distancia 0, eles ndo sé ndo sdo iguais, como sdo totalmente distintos.
] Isto ¢, Az, y) < a, ou w(z,y) > 1 —a.




11.2. INTRODUCAO AS CODIFICACOES 23

contida em C,, (i.e., ¢ [F,] C C,) e, para todo n € N, suficientemente grande e para todo z,y € F,, ¢(z)
e p(y) ™ sdo a(n) distantes™ e, portanto, p(y) & ¥i_aem) (p(z)). Assim, quanto menor for a(n), mais
esparsa estard a codificacao (i.e., a imagem de F pelo ¢), permitindo um melhor reconhecimento dos cédigos
distintos. Algumas vezes utilizaremos os alfabetos ®,, iguais a um tnico alfabeto ®. Com isto teremos a func¢ao
p: FCY: CY¥ — C C P C P* com a propriedade de levar palavras distintas e de mesmo comprimento n
no alfabeto ¥, para também palavras de mesmo comprimento de ®, mas a(n)—distantes. Note que, neste caso,
C := U, en. Cn seria um problema de decisdo em ®*.

Se ¢ é uma «a(n)—codificagdo, entdo, para todo a € ®,,, existe no méximo um z € F,,, tal que a estd

na 1_+(")7Vizinhanga de ¢(x).M Observe antes que, da definico, se existe tal , a e ¢(x) devem ter o mesmo
comprimento. Com efeito, suponha z, 2’ € F,, tais que ¢(z) e ¢(2’) sejam 17%(71)7préximos de a. Como p é

pseudo—métrica,

1—a(n) 1-—an)

o), p(@") < ple(x),a) + plp(a’),a) < 5 T = 1-a(n).

Logo, ¢(x) e ¢(z') sdo (1 — a(n))—préximos, portanto ndo sao a(n)-distantes e, pela definicao de codificagdo,
eles sao iguais.

As codificagoes serdao de fundamental importancia para a nossa tarefa de provar o Teorema do PCP
I.4-4. Por seu lado, elas inevitavelmente decorrem de propriedades algébricas. Por isto, para cada n € N,
fixamos convenientemente um corpo finito K de k elementos e de caracteristica p e um conjunto nao vazio
H C K de ¢ elementos. A idéia serd escolher um “bom” m (que também variard com n) e codificar uma
seqiiéncia x em H", por uma funcio f, € ”" K. Para isto, ordena-se a gosto o conjunto H e fornece-se f,
ponto-a-ponto, isto é, como uma seqiiéncia indexada por H™, ( fz(a) Jaemm. Estamos, entdo, codificando uma
palavra z no alfabeto ¥, e de comprimento n, em uma outra f, no alfabeto ¥, e de comprimento ¢™. Vamos
ao primeiro exemplo.

Codificagao por Funcional Linear C-I (%wodiﬁca(;éo). Codificaremos a seqiiéncia v € H"
pelo funcional linear dado pelo produto interno

fo(8) = Fu(§) = &-at,

sendo que € == (£1,...,&,) € uma varidvel e z+ € o vetor transposto. Note que f, estd em H"K . Parax,y € H"

distintos, x—y # 0, entdo para a € H", f.(a) = f,(a) sse a-(x—y)* = 0 sse a estd no hiper-plano perpendicular
ao vetor nao nulo x —y. Como um hiper-plano tem uma fragdo 1/¢ de pontos de H"™, Agn(fz, fy) = 1/C €
1 : ~ o
obtemos a g—codificagao de \IJ&) em \Il(k).
Observe que esta codificagao (i.e., 1/£), assim como os alfabetos ¥ ;) e ¥ (), podem ser constantes
para n. Apesar disto ser o ideal para nods, nao é de praxe. Por outro lado, temos algo de ruim, qual seja, o
comprimento exponencial da palavra codificada. Teremos bastante trabalho na busca de outras codificacoes
que minorem este problema e nao atrapalhem muito no resto. Para isto, a ferramenta mais poderosa sao, sem
divida nenhuma, os polinémios.

[iv] Note que, pela definicéo, p(z) e p(y) tém o mesmo comprimento.

M Ou seja, Ap(x), o(y)) < a(n), ou u(p(z), ¢(y) > 1 —a(n).
M Isto ¢, ¢(z) e a sdo 172(n)7préximos; nao sdo 17LQT(n)7distauntcs; w(p(z),a) < (1 —a(n))/2; ou, A(e(z),a) > (1 + a(n))/2.
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I1.3 Polinémios

I1.3—1. Entraremos entao no detalhamento dos polindmios. Estamos interessados exatamente nos
valores dos polinémios sobre os pontos[¥il e, por isto, deliberadamente sempre cometemos o abuso de confundir
as funcgoes polinomiais com os polinémios propriamente ditos. Portanto, assumiremos sempre o grau em cada
varidavel menor do que p, a caracteristica do corpo K de k elementos. Tomaremos também £ como a cardinalidade
de H C K eainda D C H terd d+1 elementos, comd < ped < £ < k. Se h é um polinémio, 8[5] (h) é o grau do
polindmio h na varidvel £ e 8(h) é o grau total do polindmio. Como é comum, polinémios constantes
e nao nulos tém grau 0 e o polinémio nulo tem grau negativo (ou melhor, infinito negativo). Os conjuntos dos
polindmios de m variaveis K|[&1,...,&mld, K[&1,-- s &m](ds,....dm) € K[E15 -+ s &m](ay, 580, respectiva-
mente, os de grau total no mdximo d, os de grau na variadvel &; noméximo d;, paratodoi € {1...m},
eos de grau nas variaveis no maximo d.lVl Se quisermos restringi-los a um dominio J C K™, denota-los-
emos respectivamente por K[(§1,...,&m) € J]a, K[(§15---+1&m) € J](ds,....dn) © K[(€15+ -3 &m) € J](a)-

Observagao. Nesta observacao e nos teoremas subseqiientes nao sera necessario supor o corpo
K finito, bastando tomar finito H C K. Se h € K[{ € H|q é um polinémio nao nulo de grau na varidvel
¢ no maximo d, entao h tem no maximo d raizes em H. Mais ainda, sobre a Proximidade de Hamming,
wr(h,0) > 1 —d/#H, em que 0 € K[ € H|q é o polinémio nulo. Podemos também dizer que h e 0 séo
#LHfdistantes em H, ou A\ (h,0) < d/#H.

Teorema de Schwartz II.3—2 ([Sch80]). Sejam J := [[*, J;, tal que J; C K € finito e ndo
vazio, € hy, € K[(&1,...,&m) € J], um polindmio nao nulo de m varidveis e restrito ao dominio J. Tome entdo
recursivamente, para cada i € {m...1} em ordem decrescente,

o d;:= 0, (hi), o grau de h; na varidvel &;, e

o hi_1 € Kl[&,...,&—1], tal que, pela Divisao de Euclides,

hi(€r, .. &) = hica(&,.. &) & (. &),
sendo que (’“)[51.](7“) <d;, sed; >0, er =0, caso contrdrio.
Entao hy, e 0 sao (Zgl %)%ﬁstantes em J, (ou seja, A\j(k,0) <37, %, ou py(k,0)>1->", %)

Prova. Nas hipéteses do teorema, seja H; := H;’:l Jj. Procuraremos provar por indugao em

i € {1...m} que Ag,(h;,0) < Z;Zl(dj/#Jj). Como para i := 1 é imediato, dada a observagdo acima,
suporemos valido para i — 1. Defina

Gerrti 2 (&) = hil€r,. &) = hisa(&r,e. o &im1) - EF (&, 6).

[Vil] Entendemos por pontos de uma fungao os elementos do dominio.

[Viii] Este caso seria o mesmo do anterior, em que todos os d;’s sdo iguais a d.
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Portanto,
)\Hl(hZ,O) = PI‘ {hl(Il,,Il):O}
(z1,..,2i)EH;
= Pr {hi_l(l'l,...,l'i_l):() e hi(wl,...,wi):()}
(z1,..,2i)EH;
hi* R 0 L1, i i =0
+ (ml,..zri)em{ 1(z1 i) #0 e guyai (%) }
< P hi_ s, 1) =0
o (11;~~~7$€)€Hi{ 1(1'1 * 1) }
+ ( 731“) . { #; é uma raiz do polindémio néo nulo gz, ..z, , € K[&]a }
T1,...,04)EH;
d; L d
< Pr hici(xi,...,2;-1)=0)}4+ " < z_
- (11,...,Ii71)€H171 { 1( ! 1) } #Jl _]:Zl #J]

(1.3-2] W

Vejamos agora os corolarios, que sao uma imediata conseqiiéncia do teorema e sobre os quais base-
aremos todo o nosso trabalho.

Corolario da Distancia dos Polinémios de Grau Baixo II.3-3. Se f,g € K[({1,...,&m) €
H™)(ay,...dm) S H™ K sdo polindmios distintos de m wvaridveis e de grau na varidvel & mno mdzimo d;,

para todo 1 € {l.j.m}, entdo também sdo Z'Zzl %*distantes em H™, (i.e., Agm(f,g) < Z‘Zzl di/l, ou

|
Corolario da Distancia dos Polinémios de Grau nas Variadveis Baixo II1.3—4. Se
fr9 € K[(&,.,6m) € H"] (g C H™ K sio polinémios distintos de m varidveis e de grau nas varidveis no

mdzimo d, entio também sio 4 -distantes em H™, (i.e., Agm (f,g) < md/l, ou pi,.. (f,g) > 1 —md/¢).
]

Corolario da Distancia dos Polindmios de Grau Total Baixo 11.3-5. Se
f,9 € K[(&,...,&m) € H™y € " K sdio polinémios distintos de m wvaridveis e de grau total no mdrimo d,

entdo também sao 4 -distantes em H™, (i.e., A (f,g) < d/L, ou pi,.. (f,9) > 1—d/L).
]

I1.4 Codificagoes

I1.4-1. Como D C H tem cardinalidade d + 1, para ii= (i1, .. ,im), uma matriz

v = (tp)iepm € HWDT

)

serd chamada de cubo de dimens&o m e tamanho d 4+ 1 de H. Por outro lado,  pode ser visto como uma
fungao f; de D™ C H™ a H e chama-la-emos de uma representagdo do cubo x ou de uma fung8o definida
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no cubo de dimensio m e de tamanho d + 1.

Codificagdo Polinomial com Grau nas Varidveis Baixo C-II (Primeira versio) (Z¢-

codificagdo).  Escolheremos convenientes m e d, tais que d < p, md < € en < (d+ 1)™.X Com isto,
podemos assumir x € H" “C 7 HUHD™  ou seja, podemos estendé-lo a um cubo de dimensdo m e de tama-
nhod+1

T = (w;);e{omd}m S H(dJrl)m,
para i = (i1,...,in). Tomemos fs € K[(&1,...,&m) € H™] g C H™ K tal que o cubo z defina os coeficientes
dos monomios de f,, isto é,
Folrn-o&m) = D0 it
ic{o...d}™

Entao, do Corolario da Distancia dos Polinomios de Grau nas Varidveis Bairo 11.3-4, concluimos a %lf

codificagao de \IJ(Z) em \I!( Conforme observado no Pardgrafo 11.2-1, uma funcio f € " K estd no mdzimo

1—md/¢
2

em uma —vizinhanca de algum polindomio de m wvaridveis e de grau mas varidveis no mdximo d.¥

I1.4-2. Lembrando que d < p e d < ¢ < k, tomemos uma fungao f, de D™ em H que represente
o cubo de dimensao m e de tamanho d + 1,

T = (xf)feDm S H(d+l)m.

Sendo assim, f. (i) = x7, para todo i:=(i1,...,im) € D™ C H™. E de conhecimento geral que, utilizando-se a
Interpolagdo de Lagrange, temos a construgao, por uma Maquina de Turing com alfabeto k-drio W) e de
tempo polinomial em m e d, do wnico polinomio f. € K[(&1,...,6m) € H™](qy C H" K que estende f. de D™
para todo o H™.

Codificagdo Polinomial com Grau nas Varidveis Baixo C-III (Segunda versdo) (Z¢-
codificacdo).  Na verdade, esta codificacdo € andloga a anterior, mudando somente o método de construcdo.
Escolha novamente convenientes m e d, tais que d < p, d < £ < k, md < ¢ en < (d+ 1)™ e assumiremos
x e H" “C 7 H4D™ | Logo podemos tomar wma funcio fi de D™ a H que representa a extensdo de x ao
cubo de dimensao m e de tamanho d+ 1. Conforme observado acima, pela Interpolagao de Lagrange, existe um
tinico polindémio de m varidveis e de grau nas varidveis no maximo d, f, € K[(&1,...,&m) € H™]q) C H™ K que
estende fl. de D™ para todo o H™. A defcodiﬁca(;éo \Il?é) em \Ilf;:) decorre conforme a Codificacao Polinomial

(md

com Grau nas Varidveis Baizo C-II (Primeira versao) (=—codificagao).

Vejamos agora a proxima codificagao. Logo mais, utilizd-la-emos para construir outra codificagao.

Codificacao Polinomial com Grau nas Variaveis Baixo C-IV (mmodiﬁcagéo).

Queremos codificar de maneira conveniente © € 75, ou seja, uma palavra de n bits. Tome d(n) := [log(n)] —1,
m(n) := [(d(n) +1)/log(d(n) + 1)], p(n) um primo entre (d(n)+1)? e 2(d(n)+1)2, k(n) := p(n)* (para z € N,)
e £(n) entre (d(n) +1)? e k(n). Seja D,, C H,, C K,,, tal que #D,, =: d(n)+ 1 (e, pela definicio, #H, =: £(n)
e #K,, =: k(n)). Portanto,

#D,T(") — (d(n)+1)m(n) —  gm(n)log(d(n)+1)

—  elmamgiy s+ 5 gdm)+l 5 glles(m)] s

[ix] Observe que, se tomarmos d fixo, m e ¢ podem ser de ordem logaritmica em n.

(] Isto 6, existe no méximo um g € K[(£1,...,&m) € H™] 4y, tal que f e g sdo 17772ﬂ”d/zfpréximos.
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e temos uma sobrejecdo pr 2, {1...n}. Por outro lado, temos a inclusdo candnica Zy — Zp,) — Kp.
Conjugando a sobrejecdo e a inclusdo com a fungdo f,: {1...n} — Zy que representa x := (Z;)ic(1..n} € Zy,

temos [l de D,T(") - H,T(n) a K,. Note que

d(n)+1 d(n)+1
m(n)d(n) - ’Vilog(d(n)-i-l)—‘ d(n) _ [—bg(d(n—)ﬂ)w _ 1 N 1
£(n) - (d(n) +1)? - dn)+1 ~ log(d(n)+1) d(n)+1
1 1 2
< 1,

<
log log(n) + log(n) — loglog(n)

m(n)d(n) = [Mhnogmﬂ—n < (%H) Mlog(n)]

flog(m)® log(n)? I
< PEOL o) € 0B} < ofPoifog(n)
m(n)log((n) < m(n)log(k(n)) = m(n)log(p(n)) < [wﬁ]zlog@(d(mm?)
d(n) + 1+ log(d(n) + 1)
< ( Tog(d(n) + 1) )3zlog(d(n)+1)
= 3z([log(n)] +log [log(n)]) € O(log(n)) e
(n)mD) = gmmlosltn) < g3x(log(m+logloEm) < (ne(log(n) + 1))

€ 0Om*log(n)*) < O(Poli(n)).

Portanto, temos para n suficientemente grande, m(n)d(n) < £(n). Como d(n) < p(n) e d(n) < £(n) < k(n),
analogamente a Codificagao Polinomial com Grau nas Varidveis Baizo C-III (Segunda versao) (# —codificagdo),

existe um tnico polinomio fr € Kn[(&1,. -+, &mm)) € H;n(n)](d(n)) de m(n) varidveis e de grau nas varidveis no

—1
. ) o . .
mazimo d(n), que estende fl. Assim, escolhendo-se {1...n} — D™ como uma das inversoes de o, temos

-1 ,. ., . . . . ~
feoo (i) = x;, o i-ésimo elemento de x. Assim, concluimos a —codificacao de \11?2) em palavras de

2
log log(n)
comprimento £(n)™™ € O(n3?log(n)3*) sobre o alfabeto \11(22 Mog(n)]%%)" Para finalizar, é bom lembrar que
2/loglog(n) tende para 0 quando n cresce, logo temos uma a—codifica¢ao, para todo o € (0,1), ao se tomar n
suficientemente grande.

Codificacao Polinomial com Grau Total Baixo C-V (%fcodiﬁcagéo). Primeiro veremos

(m+d) = (m;:d) monoémsios.

que um polinémio de m wvaridveis e de grau total no mdzrimo d tem no mdximo
Cada mondémio pode ser representado por d bolinhas (e) e m tragos verticais (| ) devidamente ordenados. O
nimero de bolinhas (e) entre o (i —1)-ésimo e o i-ésimo traco (| ), representa o grau da i-ésima varidvel neste
mondémio. As bolinhas (e) que porventura venham no final, representam o quanto falta para o grau do monémio

chegar a d. Entao, das m + d possiveis posicoes, escolhemos d (ou m) para serem as bolinhas (e) (ou tragos

(1)), e temos o nimero (m;d) = (m;:d).

Visto isto, igualmente a Codificacio Polinomial com Grau nas Varidveis Baizo C-II (Primeira

versaoy (de 7codiﬁc+ad§do), escolha convenientes m e d, tais que d < p, d <l en < (m:lrd),[xi] Assumindo-se
re H* “«C7” a3 podemos tomar f, € K[(&1,...,&m) € H™]q C H™ [ wm polinémio de m varidveis e de

(xil Observe que, se tomarmos d fixo, m pode ser de ordem da raiz d-ésima de n, sendo ainda £ e k constantes. Entdo m nao é mais
de ordem logaritmica em n, mas por sua vez, a distancia da codificacdo nao depende mais de m.
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grau total no mdzimo d, tal que f, tenha como coeficientes os valores de x. Entdo, do Coroldrio da Distancia
dos Polinomios de Grau Total Baixo 11.3-5 concluimos a %fcodiﬁcagéo de \I/&) em \Ilf;:) Conforme observado

1—d/e
2

no Pardgrafo 11.2-1, uma funcio f € #" K estd no mdzimo em uma —vizinhanca de algum polinémio de

m varidveis e de grau total no mdzimo d.X1

Codificagao Polinomial com Grau Total no Méaximo 1 C-VI (Primeira versio) (3-
codificagao).  Tome d(n) := 1, {(n) := k(n) := p(n) := 2, ou seja Hy, = K,, := Zz, e m(n) := n — 1.

Logo (m(z)(';’)i(")) =m(n)+1=n. Para x:= (2;)icf1..n} € ZS‘H, tome fr € Zal&1,...,&]1, tal que

fo(€1,000&n) == w0+ Z ;&

ie{l..n}

din—=1) _ 1

Conforme a Codificacio Polinomial com Grau Total Baizo C-V (%lwodiﬁcano), obtemos a =) = 2

codificagao \11?2) em \IJ%;)A. Voltamos assim a obter uma codificacao constante com um comprimento exponencial
da palavra codificada.

Codificagao Polinomial com Grau Total no Maximo 1 C-VII (Segunda versio) (3

codificacdo). Sejam z(n) := 2M°82("1 ¢ s inclusdes candnicas

() R +1] [ | '

n z
Ly — Ly 2

Entdo, conforme a Codificagdo Polinomial com Grau Total no Mdzimo 1 C-VI (Primeira versio) (i-

), temos uma —codificacio de Zglog?("ﬂﬂ

_n

codificagdo), note que, para cada um dos [ﬂ—‘ e O(

log, (n)+1 log(n) 2
em ZgﬂogQ(nﬂ =: Zg(n). Componha todas estas codificagdes, bloco por bloco, e obtemos uma codificacao em
2(n) | g . . - .
Z, L B2 )“1. Ou seja, uma 1—codificagio de U{,, em palavras de comprimento z(n) [logi%—‘ € O(n?) no

alfabeto W (y).

Esta codificagao é muito boa, a menos de ser dividida em muitos blocos de polindmios. Na anterior
isto ndo acontece, mas o nimero de varidveis m(n) € O(n). Adaptaremos entdo a Codificagdo Polinomial com

Grau nas Varidveis Baixo C-IV (mfcodiﬁca@io).

Codificacao Polinomial com Grau Total Baixo C-VIII (m
um polinomio de m wvaridveis e de grau nas varidveis no mdzximo s tem o grau total no mdzimo d := ms. Por-
tanto, conforme a Codificagdo Polinomial com Grau nas Varidveis Baizo C-IV (m —codificagdo), sejam
s(n) := [log(n)] — 1, m(n) := [(s(n) +1)/log(s(n) + 1)], p(n) um primo entre (s(n) + 1)% e 2(s(n) + 1)2,
k(n) = p(n)* (para z € N,), £(n) entre (s(n) + 1)? e k(n) e d(n) := m(n)s(n). Temos assim, nos po-

linomios de Kn[(&1,- -5 &mm)) € Hy' n)]d(n) a mfcodiﬁcagéo de Uy em palavras de comprimento

—codificagdo).  Note que

0(n)™™ € O(n®*log(n)3*) sobre \11(22 Mog(n)12%)* Cumpre-nos lembrar também que vimos na Codificagdo Po-
linomial com Grau nas Varidveis Baizo C-1V (m —codificagdo) que 2(m(n) 4+ 1)log(k(n)) € O(log(n)) e

d(n) :=m(n)s(n) € O(Poli(log(n))), visto que nos serd de grande serventia no préxzimo capitulo.

Esta codificagao serd suficiente e falaremos agora dos testes probabilisticos.

B<ii] Tsto 6, existe no méximo um g € K[(&1,...,&m) € H™]q, tal que f e g sdo 17;/Z*P1"6Xim05~
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Testes Probabilisticos

Até agora estavamos vendo a codificagcdo do ponto de vista da Teoria dos Cddigos. A idéia principal
é: dada uma palavra x que desejamos transmitir de um computador a outro, buscamos uma codifica¢do em que,
mesmo que tenhamos algum ruido de comunicacao entre os dois computadores, ao receber a mensagem errada
pode-se, com uma alta probabilidade, recuperar x corretamente. Para isto a distancia entre as codificagoes
é essencial. Todavia o nosso enfoque de codificacdo serd outro. Dada uma palavra de entrada x, desejamos
saber se ela é ou nao uma instancia de um determinado problema de decisao, utilizando a ajuda de uma fita
de probabilidade e de um esquema de provas robustas m,,[! mas consultando poucos bits aleatérios e lendo um
nuimero constante de letras da testemunha.

Considere um problema de decisao definido por uma Méquina de Turing nao probabilistica, de tempo
polinomial e “estritamente” nao—determindstica, (se existir!?),[“] com um esquema de provas T, para instancias
2’s. Observe que o comprimento da prova 7, nao pode ser da ordem de log(n) (muito menos constante);
isto porque, caso contrario, poderiamos simular em tempo polinomial todas as possiveis testemunhas 7 até
acharmos 7, (se ela existir), obtendo assim uma mdaquina deterministica. Note também que precisamos de
toda a informacéo de 7, visto que toda letra nao lida poderia, de antemao, ser desprezada. E importante
lembrar que, qualquer que seja a codificagao do alfabeto bindrio W,y no alfabeto k-drio Wy, se lemos d letras
da codificagao, ela nao trard mais informagao do que dlog, (k) bits. Por isto, na Teoria dos Cddigos, codificamos
sobre palavras e/ou alfabetos maiores ainda, mas a distdncia entre elas nos permite diferencid-las, mesmo que
algumas letras sejam trocadas. Isto é bom se nao temos restricao quanto ao nuimero de leituras da codificagao,

0 que nao é 0 nosso caso.

Por outro lado, para um esquema de provas 7., se estamos em problemas de decisao de mdquinas
probabilisticas, podemos talvez nao ser obrigados a ler todo o 7,. Contudo, se quisermos ter constante o
ntmero de leituras em 7,, o nimero de letras ndo lidas aumenta (pelo nosso comentério anterior), e assim,
a certeza da corretude muito provavelmente deixard de ser constante. Nao desejamos isto e todo o nosso
trabalho serd para evitar tal “conseqiiéncia danosa”. Portanto, pelo que foi descrito acima, gostarfamos de
sentir o leitor convencido que, dado um esquema de provas 7, (ndo—deterministico), ndo nos resolverd tomar
um esquema de provas robustas m, que seja simplesmente uma codificacao das provas 7., pois ndo podemos

[i] Veja a definicao no Paragrafo 1.3-1.
(il Isto ¢, se P # NP.
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(e ndo precisaremos) recuperar todo o T,. Vejamos o que podemos fazer entao.

Descobriu-se que para algumas codificagbes, como por exemplo a linear e as polinomiais, temos
testes probabilisticos que certificam, sem muito esforgo, se uma testemunha fornecida é ou nao (préxima) da
codificagao. Seria como se codificissemos nomes de alunos de alguma classe. Rodando-se tais testes podemos
nao saber de quem ¢ a codificacao, mas sabemos se estamos ou nao falando de alguém da classe. Esta codificagao
deve ser de tal modo que, agora, com esta informagao, também sem muito esforco, utilizamos caracteristicas
da classe e da codificacao para descobrir de qual aluno é a testemunha. Como visto, semanticamente os testes
sao de dois tipos distintos e serao chamados respectivamente de: testes de proximidade da codificag&o
e testes de reconhecimento da codificagfo. Lembre-se que todos estes testes, como as suas conjugacoes,
devem estar no esquema de provas robustas.

Conforme o pardgrafo anterior, precisamos de uma codificagdo para o esquema de provas 7, de tal
modo que, para uma entrada x, facilmente nos asseguremos se uma testemunha é ou nao da codificacao, ou seja,
¢ ou nao igual & codificagdo de algum dos 7, (teste de prozimidade da codificagdo) e, depois, se esta testemunha
representa de fato a prova 7, ou seja, é uma prova para a instancia x, (teste de reconhecimento da codifica¢do).
Para conseguir isto, além da codificagdo especial, precisamos, na verdade, compor diversos testes. Assim, o
nosso problema de decisdo terd um esquema de provas robustas m, que serd a composicao da codificacdo de 7,
com os esquemas de provas robustas de cada um dos seus testes.

Portanto, para cada n € N,, fazemos uma codificacdo para cada instdncia x de comprimento n.
O teste de prorimidade da codifica¢ao, informado do comprimento n de uma entrada x, certifica-se, com alta
probabilidade, se a palavra da fita de testemunha estd «(n)-préxima a uma das codificagoes. O teste de
reconhecimento da codifica¢do, de posse de z, verifica, com alta probabilidade, se esta codificagao corresponde
a uma prova para z. Note que a palavra da fita de testemunha pode estar apenas a(n)-préxima de uma
codificagao, e portanto, o segundo teste pode ser enganado ao lé-lo, isto é, para cada letra da testemunha lida,
ele tem uma probabilidade no méximo de a(n) de ser enganado. Como queremos continuar no esquema de
provas robustas, tomaremos o teste de proximidade da codificacdo para a(n) := « constante para n, tal que
possa ser tao pequeno quanto se queira. Por sua vez, como o teste de reconhecimento da codificacao 1& um
ntimero constante para n de letras da fita de testemunha, limitamos esta possibilidade de erro (i.e., a taza
de erro da robustez) a uma fragdo também constante, ou seja, ao conjugarmos os dois testes, continuamos no
esquema de provas robustas.lill Entremos nos detalhes

III.1 Introducao aos Testes

Para definir os testes precisamos mudar um pouco a nossa visao de uma computac¢ao. Sejam fungoes
naturais k(n), p(n), £(n), d(n) e m(n) e conjuntos H,, e K,, todos indexados por n € N, e nas condi¢des do
Pardgrafo I1.3-1 (onde definimos os polindmios). Acrescente a eles S,, C H,, e s(n) := #S,, — 1. A partir de
agora, também suporemos todos eles computaveis em tempo polinomial em n.

III.1-1. O nosso objetivo é construir testes “economicos” para, por exemplo:
J 1% y P %

e verificar se um vetor ¥ € Z;n(g;) = K,T(n) dado como entrada é ou nao nulo e
e verificar se o polinomio f € Kn[(&1,. .., &mm)) € H,T(n)]<d(n)> dado como entrada satisfaz ou

nao f[sm(n)z 0.
n

[ili] Veja mais detalhes sobre a taxa de erro da robustez em computacdes iteradas no Pardgrafo 1.3-2.
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Note que no tltimo teste, se s(n) > d(n), entao f[S::L(n): 0 ¥ sse f é nulo (i.e., f = 0), visto que f tem grau
nas varidveis no méximo d(n). Veremos que isto é facil de se testar, mas poderia nao o ser, nos casos em que

s(n) < d(n).

Queremos assim salientar que fica natural pensarmos em computagoes trabalhando diretamente
sobre K,, (e/ou H, e K7, para algum z € N, constante para n). Neste sentido, terfamos as fitas com alfabetos
de tamanho k(n) (e/ou £(n) e k(n)?) e o tempo de execugao passaria a depender somente de m(n), no primeiro
caso, e de d(n), m(n) e s(n), no segundo. Como n faz parte da entrada, nds sabemos que nao podemos
ter nenhuma fita (e portanto a respectiva computagdo) variando com n. Por outro lado, conhecendo-se n e
calculando-se os pardmetros que dependam s6 de n (p.e., k(n), p(n), £(n), d(n), m(n), s(n), Sp, H, e K,),
podemos simular computagoes com os alfabetos das fitas variando, conforme o nosso desejo. Esta simulagao
sera feita lendo-se a cada vez um bloco de letras da fita. Passaremos entao a usar de tal artificio, mudando
assim a nossa medida de tempo de computacao e de nimero de leituras sobre a fita de testemunha 7. Este
expediente facilitar-nos-a centrar a atencao somente na parte importante da computagao. Entretanto, nunca
podemos deixar de lembrar que para se chegar ao nimero de leituras “real” devemos multiplica-lo por log(k(n))
(ou log(¢(n)), ou log(zk(n))), assim também como para se chegar ao tempo de execugéo.

Lembramos que sempre consideraremos ¥, ®, T, ¥, e ®,, como alfabetos, para todo n € N. Além
do que foi visto até aqui, a partir de agora, para uma «(n)—codificagio ¢ de F,, := Y7 := T, ~ { S} em
Cpi=p[F,] €2, = (S~ {p})* M (ie., C, é aimagem de o por F, que, por sua vez, sdo todas as palavras
de comprimento n de T), esqueceremos da distancia a(n) e da fungéo injetora

p: F = UFn:ZTI — C:= UCng UEZ*

neN, neN, neN,

e 86 nos preocuparemos com a sua imagem C. Por abuso de notagéo, chamaremos C (ou ainda C,) de uma
codificag8o sobre o alfabeto X,. Muitas vezes queremos que as entradas das computacoes sejam restritas a
codificagoes. Nestes casos, gostariamos de ter fitas com alfabetos X,,, mas s6 admitiremos palavras escritas nelas
que sejam de C,, C ¥*  ao invés de todas as de ¥* .Vl Lembremos mais uma vez que, se os alfabetos %,,’s
forem fixos em X, entao C' C X7 serd um problema de decisao.

Para explicar melhor estes abusos conceituais, definimos agora o que chamaremos de pseudo—fitas.
Cada pseudo—fita, como veremos melhor no decorrer do capitulo, ¢ um modo diferente de vermos as velhas fitas
de entrada p e de testemunha 7 (ou de pedagos delas). Podemos, entdo, ou supor que as pseudo—fitas tém
alfabetos X,,’s (variando com n € N,), ou que elas representariam informacoes recebidas na fita de trabalho
por alguma sub-rotina. Neste tltimo caso, seria como se, dado um enderego, ao invés de lermos a pseudo—fita,
calculdssemos e fornecéssemos na fita de trabalho o que deveria estar escrito naquele enderego dela. Assim, para
C := U, en. Cn uma codificagdo sobre os alfabetos X,,, definimos:

e pseudo—fita de par@metro de entradade sé—leitura—indistinguivel (ou seja, com alfabeto
VU (yy). Nela lé-se o pardmetro de entrada n € N,. Podemos pensar que recebemos n na fita
de trabalho por um pré-processamento, como por exemplo, de um teste anterior, ou, a partir
de um célculo sobre a fita de entrada p com sdé-leitura—indistinguivel.

e pseudo—fita de teste ( g ) de sd-leitura—direta e com alfabeto X,. Esta pseudo—fita
também é uma espécie de entrada, que s6 deve conter palavras da codificacao C), C 37 ..

e pseudo—fita de testemunha ( 7 ) de sé-leitura—direta e com alfabeto ®,. Ela tem uma
fungao semelhante a da fita de testemunha.

(vl Denotaremos f[sm(n) como sendo a fung¢do f com o dominio restrito a S:Ln(n), conforme visto no Pardgrafo I.1-1.
n

v] Portanto, F,, e Cy, s6 contém palavras, ou seja, strings sem o simbolo separador J.
Vil Note que, pela definicdo da codificacdo, todas as palavras de C), tém o mesmo comprimento.
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A entrada dos dados para os testes serd feita pelas pseudo—fitas de parametro de entrada e de teste
o. Pela pseudo—fita de pardametro de entrada lemos o par&metro entrada n. Sobre o pardmetro de entrada
calculamos, em tempo polinomial em n, os demais parametros do teste, que devem depender s6 de n. Dentre
eles estd o tamanho do alfabeto da pseudo—fita de teste p, o qual é lido posteriormente como entrada para o
teste, e o tamanho da pseudo-fita de testemunha m. Lembre-se que a pseudo—fita de teste contém somente
palavras da codificagao C,, C X%

/.

E sempre bom ter em mente que o nosso objetivo é propiciar conjuncoes de testes. Portanto,
propriedades testadas em um teste provavelmente serao hipoteses de outro teste. Logo, a pseudofita de teste o
de um teste pode ser um pedaco da pseudo—fita de testemunha 7 de outro teste. Note que, para tornar o tempo
de computagao similar ao que desejamos, deveremos ainda supor que temos uma pseudo—fita de trabalho
com o mesmo alfabeto de cada uma das outras pseudo—fitas. Apesar de sempre estarmos nesta hipétese, nao
iremos mais nos referenciar a isto. Os testes poderao ainda se utilizar da fita de probabilidade 7, do modo mais
conveniente possivel.

IT1.1-2. Daremos agora uma outra definicao para o esquema de provas robustas com uma pequena
variagao da fornecida no Pardgrafo I.3-1. Seja M uma Maquina de Turing utilizando-se da fita de probabilidade
7 e das pseudo—fitas de pardmetro de entrada, de testemunha 7 (com alfabeto ®,,) e de teste g (com a codificagido
C,, sobre o alfabeto ¥,). Sejam, também, L,, C C,, uma sub-codificagio de Cp,, L := Unen. Ln e a(n) uma
fungéo de N, a valores em [0, 1). Portanto, M tem esquema de provas «(n)—robustas para L restrito a
C (ou ainda para L, restrito a C),) sse existe € € (0, 1) tal que, para todo n € N, temos

se z €L, entio Pr{Pr{Maceitax}:1}>O

se x€Cy\Vom) (Ln) Vil entéo 731"{ Pr{ M aceita z } < ¢ } =1.

Aqui a probabilidade é tomada uniformemente, n e x sdo fornecidos na pseudo—fita de parametro de entrada e
na pseudo—fita de teste p, respectivamente, e  é uma pseudo—fita de testemunha. Se «a(n) é constante em zero,
omiti-lo-emos. Lembre-se que € é chamado de taxa de erro da robustez.

Cumpre-nos observar que a definicao admite o segundo “gap” nas aceitagoes de M. O primeiro
gap estd descrito no Pardgrafo 1.3-1 e se refere & taza de erro da robustez € € (0,1). J& o segundo decorre
de permitirmos, mas nao obrigarmos, que M aceite (ou rejeite) palavras a(n)-préximos de palavras de L,, e
que nao estejam em Ly, (i.e., palavras em (¥ (n) (Ln) N Cyr) N Ly). A outra diferenga da primeira definicao de
esquema de provas robustas é a possibilidade de existirem pseudo—fitas, variando assim os alfabetos.

III.1-3. Descreveremos os modelos computacionais dos testes sobre as fitas e pseudo—fitas descritas
acima. Queremos minimizar o numero de leituras na fita de probabilidade e nas pseudo—fitas de teste e de
testemunha, como também o tempo de execucao da fase de decisao. Com efeito, voltaremos a dividir as
computagoes por fases, conforme feito no Pardgrafo .3-3. A fase de decisao serd ainda a mesma, mas precisamos
redividir a fase de enderecamento em duas. Estas sao as fases:

e fase de pré-processamento dos parametros. A partir da pseudo—fita de parametro de
entrada 1é-se o niimero n e calculam-se os demais pardametros do teste em tempo polinomial
em n para fornecé-los na fita de trabalho. Entre outras coisas, obtém-se assim os tamanhos
dos alfabetos das demais pseudo—fitas. A funcdo desta fase néo varia muito de teste para
teste. Com isto, apesar dela existir para todos os testes, nao iremos mais nos preocupar em
descreve-la.

e fase de enderecamento. Com os dados fornecidos na fita de trabalho, 1é-se a fita de pro-
babilidade 7 para fornecer, também na fita de trabalho, enderecos das pseudo—fitas de teste

[Viil Ou seja, sdo os = € Cy, que ndo sdo a(n)-préximos a ninguém de Ly, (i.e., A(z, Ln) < 1 — a(n), ou u(z, Ln) > a(n)).
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o0 e de testemunha 7. O tempo de execugao também deve ser polinomial em n.

e fase de decisfo. Lendo somente as letras das pseudo—fitas de teste o e de testemunha 7
constantes nos enderegos fornecidos pela fase de enderecamento e ajudada pelas informagoes
fornecidas na fita de trabalho, esta fase deve decidir o aceite ou nao da entrada.

O tempo de computacao da ultima fase serd chamado de tempo de decisfo ponderado. Veja que este tempo
se refere a computacao sobre os alfabetos X,, e ®,, que variam. Dentro do nosso espirito de s6 contarmos o
tempo da computacao “relevante”, o tempo de decisao ponderado é a menos do tempo da decodificagao dos
respectivos alfabetos. Por outro lado, ao levarmos em conta esta decodificagao, temos o tempo de decisio
bruto, que se refere ao tempo real de computacao da fase de decisao.

Sejam as familias de fung¢oes naturais R(n), E(n), Q(n) e T'(n). Queremos definir o modelo compu-
tacional das Méquinas de Turing no formato até agora visto e que tenham r(n) € O(R(n)), e(n) € O(E(n)),
q(n) € O(Q(n)) e t(n) € Poli(T(n)), tais que sé consideraremos os aceites de entradas que tenham pardmetro
de entrada m, se o seu tempo de decisdo ponderado ndo ultrapassar t(n). Mais ainda, tal computacdo deve ler
no maximo r(n) bits aleatérios, e(n) letras X, e g(n) letras ®@,,, respectivamente, da fita de probabilidade 7 e
das pseudo-fitas de teste ¢ e de testemunha 7. Fica assim claro que R(n) ou Q(n) sendo {0} significa dizer que
nao podemos utilizar, respectivamente, a fita de probabilidade 7 e a pseudo—fita de testemunha p.

I11.1-4. Diremos que um teste (isto é, uma M4dquina de Turing) é a(n)—seguro—
( R(n), E(n),C, C ¥¥,Q(n),®,,T(n) ) para L (ouainda para L,) sse ele é deste modelo computacional
descrito acima e também tem um esquema de provas a(n)-robustas para L restrito a C. Neste sentido, Cp, C X%
designa a codificacao que esta restrita a pseudo—fita de teste p com alfabeto ¥, ja ®,, representa o alfabeto da
pseudo—fita de testemunha 7. Se a(n) é constante em zero, novamente omiti-lo-emos.

Observe que o esquema de provas a(n)—-robustas requer a existéncia da taza de erro da robustez
e € (0,1) que independa de n € N,. Mas como j4 foi dito no Pardgrafo 1.3-2, podemos fazé-la ser tao pequena
quanto se queira, apenas repetindo o teste um ntimero constante para n de vezes. O importante é lembrar
que tais repeti¢oes nao alteram a a(n)-sequranca do teste. Isto nos facilitard na composi¢ao de um ntimero
constante de testes, como queremos. Por outro lado, apesar de ¢ precisar independer de n, preocupar-nos-
emos somente que ele independa de n’s suficientemente grandes. Isto porque os nossos modelos computacionais
tém as restrigoes que dependem de n dadas por O e Poli. Novamente, com o mesmo argumento utilizado no
Pardgrafo 1.3-2, se estamos em um modelo computacional, podemos fazer pré-computagoes deterministicas para
um numero constante de n’s, sem com isto sairmos deste mesmo modelo computacional.

Como mencionado no comeco da secao, temos semanticamente dois tipos de testes: os testes de
proximidade da codificagcdo e os testes de reconhecimento da codificagao. Nos testes de proximidade da
codificagio nao haverd a restricao da codificagao C), na entrada da pseudo—fita de teste . Ou seja, sempre
tomaremos C), := X%, := (Z, ~ { #})*, para todo n € N, e, portanto, o teste ndo é ajudado pela codificagéo.
Além disto, buscaremos testes em que podemos tomar a(n) constante em « € [0,1) tdo pequeno quanto se
queira. J4 nos testes de reconhecimento da codificag8o, os a(n) serdo constantes em zero. Com isto a
resposta deve ser exata, nao permitindo assim que o teste aceite palavras apenas a(n)-préximas de L,,. Contudo,
nos dois casos sempre procuraremos tomar E(n) e Q(n) constante em {1} e minimizar o niimero de leituras de
bits aleatdrios (referente a R(n)) e o tempo de decisao ponderado (referente a T'(n)). Portanto, o teste sé poderd
ler uma quantidade constante para n de letras ¥, e ®,, nas pseudo—fitas de teste o e de testemunha 7.

Assim, quando um teste de reconhecimento da codificagdo My para L, com taza de erro da robustez
€9, necessita ter como entrada uma codificagao C,,, utilizar-nos-emos de uma prévia computagao de um teste
de proximidade da codificacao My, com taxa de erro da robustez €1, para atestarmos a codificagao C,. Note
que esta composicao de M; e Ms nao é perfeita, visto que M aceita palavras a(n)-préximos de C,,. Contudo,
conforme a descrigdo anterior, o teste My (que é um teste de reconhecimento da codificagdo) s6 ird ler um nimero
constante e de letras da codificac@o e, entao, cada letra tem a probabilidade a(n) de “ser lida errada” (i.e., a(n)
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é a probabilidade de se ler uma letra que néo é da codificagdo de C,). Lembre-se que a(n) em M; (que é um
teste de proximidade da codificagcdo) é constante em « e que pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira.
Com efeito, a conjugagao dos testes tem a taza de erro da robustez em ea+ €1+ €2 e podemos tomé-la constante
e menor do que 1, como queremos. Temos assim uma descrigao “bem por cima” de um teste de reconhecimento
da codificacao para L, que nao necessita que a entrada seja restrita a codificacao C,.

IT1.1-5. S6 para ilustrar, comecaremos dando trés exemplos de testes de reconhecimento da
codificag@o, os quais sao uma decorréncia imediata das codificacoes até agora vistas. Depois, na segao seguinte,
falamos dos testes de prozimidade da codificacdo e, finalizando, completaremos os testes de reconhecimento da
codificagcao na ultima segao. Estes trés testes reconhecem uma determinada codificacao, ou, em outras palavras,
reconhecem a igualdade de uma codificacao fornecida com uma outra pré-determinada. Para tanto, no nosso
caso, qual seja, de codificacbes algébricas, basta-nos saber verificar a nulidade das codificagbes. Relembremos
que ¥, é o alfabeto n-ariolVi1l e comecemos pelos funcionais lineares,

Teste da Nulidade de Funcionais Lineares  T-I (seguro—(m(n)log(¢(n)),1,C, C
Uiy ny)- 0,2, 1)).  Suporemos que £(n) := #H, > 2, para todo n € N,.

ENTRADA: Conforme visto na Codificacao por Funcional Linear C—1, seja, para todo n € N,, C,, C Qf?k(n)) a
codificagio dos funcionais lineares f’s restritos a H,, em que f(&) = Fnp(€) = & - xt, para algum
x € Kfln(n), e f € fornecido ponto-a-ponto. Entendemos por uma fun¢ao fornecida ponto-a-ponto

m(n)

a fungdo fornecida na pseudo—fita pela seqiéncia ( f(u) )ueHm(n) C K™ Na entrada é dado

o numero n na pseudo—fita de parametro de entrada e f € C, na pseudo—fita de teste o, que tem
alfabeto \I/(k(n))

TESTE: O teste wverifica se a entrada f € C, é uma fun¢io nula (i.e., f = 0) com sequranca—
(m(n)log(¢(n)),1,C, C Uli(ny)s 09, 1). Perceba, ainda, que quando {(n) := k(n) := 2 € constante,
temos o teste segurof(m(n), 1,C, C ‘11?2), 0,9, 1).

TESTEMUNHA: Ndao hd.

FASE DE ENDEREGAMENTO:
o Escolhe-se aleatoriamente u € Hy"™ . Para isto, léem-se m(n)log,(€(n)) bits aleatdrios.
e Fornece-se o enderego de f(u) na pseudo—fita de teste a fase de decisdo.

FASE DE DECISAO:
e Lé-se f(u) em um dnico ponto na pseudo—fita de teste.

o Verifica-se se f(u) =0, respondendo conforme o caso.

Vimos que a Codificagdo por Funcional Linear C-I é uma Tln)fcodiﬁca(;éo.[i"] Como £(n) > 2,

temos a %wodiﬁca(;éo, ou seja, todas as suas palavras estao %7distantes.[ix} Portanto, se f nao é nulo, isto é,

f = Fy, com z € H'"™ nio nulo, a probabilidade de tomarmos u € Hyi'™ tal que fu) = Fp(u) =0 ¢
no méximo 1/2. Estamos assim, como queremos, no esquema de provas robustas™! e provamos que o teste é
correto. Note que, neste teste, temos uma natural decorréncia para um teste que verifique a igualdade entre

[vilil O alfabeto V() tem n letras além do simbolo separador .
[ix] Vide defini¢ao no Paragrafo 11.2-1.

(x] Para maiores informacdes, leia o Pardgrafo I11.1-2.
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dois funcionais lineares.

III.1-6. Quanto aos polinémios, tomando-se exatamente o mesmo algoritmo do teste anterior e
com a mesma prova de corretude, definiremos dois outros testes de reconhecimento da codifica¢ao, mudando-se
somente a codificacao C,, C ¥* que restringe as palavras de entrada na pseudo—fita de teste p. Vejamos primeiro
o dos polinémios com o grau nas variaveis baixo,

Teste da Nulidade de Polinémios de Grau nas Varidveis Baixo T-II (seguro—
(m(n)log(¢(n)),1,Cy, C Wzk(n)),o,ﬁ,l)). Suporemos que, para n € N, suficientemente grande, existe
e € (0,1), tal que m(n)d(n)/l(n) <e.

TESTE: Conforme wvisto na Codificagao Polinomial com Grau nas Varidveis Baizo CIII (Sequnda versao)
dos polinomios de grau nas varidveis baizo, seja, para todo n € Ny, C, C \P?k(n)) a codificagcao dos

(n)

polinémios f’s m(n)-drios com o dominio restrito a Hy, "' e de grau nas varidveis no mdzimo d(n)
(i.e., em f € Kp[(&1,. .- &mm)) € Hﬁl(n)](d(n))), em que f € fornecido ponto-a-ponto. Entdo, o teste
verifica se a entrada f € C,, € uma fungio nula (i.e., f =0) com seguranga—(m(n)log(¢(n)),1,Cy C

Uity 0,2, 1).

A sua descrigdo € a mesma do Teste da Nulidade de Funcionais Lineares T—1 (segurof(m(n) log(4(n)),1,C, C
Wiy 0. 2. 1) ).

Se trocarmos os polindmios de grau nas variaveis baixo por polinémios de grau total baixo, teremos
o teste andalogo,

Teste da Nulidade de Polinémios de Grau Total Baixo T-III (seguro—
(m(n)log(¢(n)),1,Cy C Uiy ny)- 0,25 1)). Agora suporemos que, para n € N, suficientemente grande, exista
e €(0,1), tal que d(n)/l(n) <e.

TESTE: Conforme wvisto na Codificacao Polinomial com Grau Total Baixo C-V, seja, para todo n € N,
m(n)

C, C \Ilz‘k(n)) a codificagio dos polinémios f’s m(n)-drios com o dominio restrito a Hy e de
grau total no mdrimo d(n) (i.e., em f € Kp[(&1,--,&mm)) € H,T(n)]d(n)), em que [ € fornecido
ponto-a-ponto. Entdo, o teste verifica se a entrada f € C, € uma fun¢do nula (i.e., f = 0), com

sequranga—(m(n)log(¢(n)),1,C, C Yy 0,2, 1).

A sua descrigdo é a mesma do Teste da Nulidade de Funcionais Lineares T-1 (seguro—(m(n)log(¢(n)),1,Cy C

Ueiny): 052, 1)).

II1.2 Testes de Proximidade da Codificacao

Nesta secao apresentaremos os testes de proximidade da codificacdo que necessitaremos. Eles serao
tomados sobre as codificagoes que apresentamos no Capitulo II Codificacdes Algébricas e que, por sua vez,
se baseiam em funcionais lineares e em polindémios. Procuraremos testes em que: o valor de seguranga «(n)
seja constante para n e tao pequeno quanto se queira; o numero de leituras nas pseudo—fitas de teste g e de
testemunha 7 seja constante para n; e o numero de leituras de bits aleatérios e o tempo de decisao ponderado
sejam minimizados, conforme ja foi discutido no Paragrafo III1.1-4.
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Daremos inicialmente os testes de linearidade. No primeiro deles, tomaremos uma funcao f de K™
em K e testaremos se ela é um funcional linear m-drio. Para tanto, somente para este caso, restringiremos
¢:=k :=p, ou seja, o corpo H := K := Z, é de caracteristica igual ao seu tamanho.

Teste de Linearidade T-IV (a-seguro—(z(n)m(n) log(p(n)),z(n),\Ilrp(n)),(),g,z(n) log(p(n))))-

Para cada n € N, sejam a(n) € ( O,min{%; ﬁ} | e 2(n) > 1/log (%). Neste instante suporemos

que temos m(n), p(n) e z(n) calculdveis em tempo polinomial em n. Neste teste a pseudo—fita de teste o tem
alfabeto W, (n))-

ENTRADA: E dado o nimero n na pseudo—fita de parametro de entrada e a funcdo f de Z;EE:;) a Zy(n) fornecida

ponto-a-ponto na pseudo-fita de teste o. Note que a pseudo-fita de teste tem alfabeto W )y € nao é
restrita a uma codificacao.

TESTE:  Este teste € a(n)-sequro—(z(n)m(n)log(p(n)), z(n), Ui 0,9, 2(n) log(p(n))) para funcionais linea-

res m(n)-drios sobre o corpo Zy(y). Note agora que, se p(n) := p € constante paran e a € ( 0,1/(2p) ]

também constante, temos um teste a—seguro—(m(n),1,¥,),0,@,1). Na verdade, como queremos a(n)
constante para n, p também o deverd ser.
TESTEMUNHA: Nao hd.

FASE DE ENDEREGAMENTO:

e Repete-se z(n) vezes:

o Fscolhem-se aleatoriamente u,v € Zp(n) .

Para isto, léem-se 2m(n)log,(p(n)) bits ale-
atorios a cada vez.

e Fornecem-se a fase de decis@o os enderegos f(u), f(v) e f(u+v) na pseudo—fita de teste.
FASE DE DECISAO:
e Repete-se z(n) vezes:
o Léem-se f(u), f(v) e f(u+v) (i.e., sao trés pontos a cada vez) na pseudo—fita de teste.
o Testa-se se f(u) + f(v) = f(u+v), respondendo NAO, quando for o caso.

e Responde-se SIM.

Primeiro definiremos por K™ o conjunto dos funcionais lineares de K™ a K, portanto, o K —espago
dual a K™. Para verificarmos este teste, veremos o

Teorema de Linearidade III.2-1. Para K :=Z,, a € ( O,min{%; %} lef de K™ em K,
u,vEK™

se  Pr {f(u)+f(v)7éf(u+v)}<% entio f €V, (K™).

Portanto, se f ndo estd na a—vizinhanga (i.e., nio é a—prézimo) de algum funcional linear em K™, entdo,
para uma probabilidade sobre u e v de no minimo a/p, temos f(u) + f(v) # f(u+ v).

I11.2—2. Entao, deste teorema checaremos a corretude do Teste de Linearidade T-IV. Seja ele M.
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Para tanto, é de imediata observacao que precisamos somente verificar que temos uma probabilidade constante

/
()" Para n € N,, suponha que

de M aceitar uma funcdo que nao é a(n)-préxima a um funcional linear em Z;Tzn)

I Z€Yam) (Zm(")l), ou seja, u(f, Km(")/) > a(n) e, pelo teorema,

p(n
) a(n)
Pr{ M aceita f, para z(n) :=1} = Pr {fw+flv)=fu+v)} < 1—-—=.
ez p(n)
Portanto, como as z(n) repeti¢oes do teste sdo independentes,
z(n)
. a(n)
Pr{ M aceita f < (1 — —) .
¢ J p(n)
Entao, z(n) > 1/log (%), temos —ﬁ > —log (%) = log (1 — %) e assim 1 — % < eﬁzl(;.
Logo
Pr{ M aceita f } < (1 - M)Z(n) < 1
- p(n) e
E concluimos a verificacao do teste.
Teste de Linearidade T-V (a-seguro-(n,1,¥(),0,d,1)). Conforme a Codificagdo por

Funcional Linear C-1, sejam {(n) := k(n) := p(n) := 2, entdo H, = K, = Zz e m(n) := n. Para
an) == a € (0,1/3] seja z(n) := z > 1/log(2/(2 — @)), (logo constantes para n). Obtemos o teste a—
sequro—(n, 1, ¥ (2,0, d, 1) que verifica a linearidade.

Isto realmente é muito bom, pois além de termos a seguranga « constante para n, o alfabeto da

pseudo—fita de teste g, também o é. Como nem tudo pode ser perfeito, note que queremos ler O(log(n)) bits
aleatdrios, o que nao ocorre. Para tanto, utilizaremos mais tarde os polinémios. Antes, vamos a

Observagao. Como K = Z,, para f: K™ — K, f € K™ sse f(u) + f(v) = f(u +v), para todo
u,v € K™.

Agora veremos a

Prova do Teorema de Linearidade III.2-1. Para a € K™ sejam f(a) =
Maioria{ f(a +u) — f(u) || v € K™ },¥I sendo que eventuais empates na maioria serdo desempatados ao aca-

so, e P, = Pryegm { fla+u)— f(u) = f(a) } Note que, da definicdo de f pela “maioria”, P, > 1/p.
Usaremos este argumento abaixo.

Primeiro queremos provar que f é linear. Para todo a € K™, como a + u € K™ ¢ aleatério, se
u € K™ também o for, pela hipotese

JPr (flatw s [0 # fatutn)} < 0 < 3
e
P AW et ) £ fatutn)} < Do< 5

(xi] A Maioria é a moda estatistica, ou seja, o evento de maior ocorréncia.
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Logo,
oo < Pr {flatw+f0)=fatute)=fw+fato))

= JPr A flatu) = fu) = flatutv) = flu) = f(v) = fla+v) = f(v) }

< Pr A St - ) = fatv) ) )

< ¥ (B U0 - 0= x))

XeK

- (B fsero-rw=Fo}) + ¥zt rw=x))

XEK\{f(a)}
2
< P+ > Pr{flatu)-flu)=X}

Xek~{f(a)}
= (a0 - 1w £ })
= P24+ (1-P)* < max{P;1-P}(P.+(1—-P,)) = max{P,;;1—P,}.

Portanto, 1 —a < P, ou 1 —a < 1 — P,, (ie., @ > P,). Como da hipdtese a < 1/p < P, :=
Pruckm { fla+u)— flu) = f(a) }, temos P, > 1 — «, para todo a € K™.

Com isto, para a,b € K™, lembrando que a + u,b +u € K™ também sao aleatdrios, se u € K™ o

for, temos
P f@+fo s =sat0+f0 ) = B> 1-a
ug’lgm{f(a+U)+f(b)=f(a+u+b)} = B > l-a
e
ufl{m{f(a+u+b):f(a+b)+f(u)} = Popp > 1-a.
Logo
Pr{F@+fo) =Ffarn) } = Pr { f@+ 0+ f@) = Fla+h)+ 1@} > 1-3a > 0,

-~ ~ -~

e, como independe de u e temos probabilidade positiva, f(a) + f(b) = f(a + b), para todo a,b € K™. Entao,
pela observacio acima, como querfamos, temos f linear. Disto concluimos que u(f, K™') < u(f, f).

Falta-nos ver que f e f sao a—préximos. Suponha que nao sejam, e teremos

~

Pruescn { f(uw) # F(w) } = (£, f) = a. Mas, para todo u € K™, Proecn { fu) = fu+0v) = f(v) } = P, >
1/p. Portanto, Pryvexm { f(u) # f(u+v) — f(v) } > a/p, contrariando a hipétese. Entdo f € ¥y (K™').

[1.2-1] W

Agora daremos dois tipos de testes polinomiais. Estes verificam a proximidade a polinémios e darao
um pouco de trabalho para atestarmos as suas corretudes. Contudo, este serd o tépico do ultimo capitulo.
Comecemos pelo

Teste  Polinomial de Grau nas Varidveis Baixo T-VI  (a-seguro—
(z(n)m(n)log(£(n)), 2(n), ¥ k(ny)» 2(n), ¥ ((d(n)+1)k(n))» 2(n)d(n))). Para cada constante o« € ( 0,1 )
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suficientemente pequena, existe uma varidvel z(n) € O(m(n)/a) que também é calculdvel em tempo polinomial
em n. Vejamos

ENTRADA: E dado o nimero n na pseudo—fita de parametro de entrada e a fungao f de H:ln(n) a K,, fornecida
ponto-a-ponto na pseudo—fita de teste 9. Note que a pseudo—fita de teste tem alfabeto V(i () € ndo é
restrita a uma codificaca@o.

TESTE: O teste é a—seguro-(z(n)m(n)log(£(n)), z(n), ¥ kny), 2(n), ¥ (dn)+1)k(n)), 2(n)d(n)) para polinémios
m(n)-drios com o dominio restrito a H,T(") e de grau nas varidveis no mdximo d(n) (i.e., em
Ku[(&1, - &mm)) € HvT(n)]u(n))}

TESTEMUNHA: Para todo i € {1...m(n)} e @ = (uy,...,Ui_1,Uit1,... s Umn(n)) € H:ln(n)fl, a pseudo—fita de
testemunha m deve conter em apenas uma letra os d(n) + 1 coeficientes do polinémio undrio de grau
no mdzimo d(n), gz € Kn[&lam), que representaria a fungdo f(ui,...,ui1,&,%it1, ..., Upn)) NG
varidvel &;. Fica assim visto que a pseudo-fita de testemunha tem alfabeto W ((a(n)+1)k(n))-

FASE DE ENDEREGAMENTO:

e Fiza e fornecem-se a fase de decisao ap, ..., aq(n) € Hy distintos.
e Repete-se z(n) vezes:

—

o FEscolhem-se aleatoriamente i € {1...m(n)} e @ := (u1,..., Upm)) € HM™ ¢ fornece-se
u; o fase de decisdo. Nisto, léem-se logy(m(n)) + m(n)log,(£(n)) € O(m(n)log(4(n)))
bits aleatorios a cada vez.

e Fornece-se a fase de decisdo o endereco de f(@) na pseudo—fita de teste.

e Fornece-se a fase de decisdo o enderego dos coeficientes do polindmio ggzi(&;) na pseudo—
fita de testemunha.

FASE DE DECISAO:
e Repete-se z(n) vezes:
o Lé-se f(u) (i.e., um ponto a cada vez) na pseudo—fita de teste.
e Em tempo polinomial em d(n), calcula-se gg:(u;) através do polindmio gz € Knl&ilaen)
fornecido (em um dnico ponto a cada vez) pelas d(n) + 1 coordenadas na pseudo—fita de
testemunha.

o Testa-se se f(u) = ggzi(u;), respondendo NAO, se for o caso.

e Responde-se SIM.

A sua corretude é devida a Friedl, Hétsdgi e Shen [FHS94] e serd comentada no Capitulo V Po-
linomios de Grau Baizo. No entanto, perceba que noés precisaremos de algo um pouco mais forte, sendo que
z(n) seja constante (conjuntamente com «). De qualquer forma, veja

Teste  Polinomial de Grau mnas Variaveis Baixo T-VII (a-seguro—
(1og(n)2,1og(n),\Il(mog(nﬂg),log(n),\Il(mog(nﬂg),log(n))). Pela Codificagdo Polinomial com Grau nas Va-
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rigveis Baixo C-IV, para z := 1, podemos codificar palavras de \11?2) em palavras de comprimento O(n?log(n)?)
sobre o alfabeto \I](2flog(n)]2)' Toma-se novamente d(n) := [log(n)] — 1, m(n) := [(d(n) + 1)/log(d(n) + 1)],

((n) == (d(n) + 1) e k(n) := p(n) um primo entre {(n) e 2¢(n).5"  Portanto #H, =: {(n) e K, = Zp,).
Para o e z(n) € O(m(n)/a) nas condi¢ées do Teste Polinomial de Grau nas Varidveis Baizo T-VI
(a—seguro—(z(n)m(n)log(£(n)), 2(n), ¥ (k(ny), 2(n), ¥ (a(n) + 1)k(n))» 2(n)d(n)) ) acima, temos

2n) € O(m(n) C o({%]) c o(%) C Olog(n)).

Conforme visto na Codifica¢io Polinomial com Grau nas Varidveis Baizo C-IV, m(n)log(¢(n)) e d(n) €
O(log(n)). Logo z(n)m(n)log(é(n)) € O(log(n)?) e z(n)d(n) € O(Poli(log(n))), (i.e., majorado poli—

logaritmicamente em n). Portanto,

TESTE: O teste é afsegumf(log(n)z,1og(n),‘11(2“0g(nﬂ2),10g(n),‘11(2“0g(nﬂ3),10g(n)) para polinémios m(n)-

. s . m(n
drios com o dominio restrito a Hn()

e de grau nas waridveis no mdzimo d(n) (i.e., em
Knl(€15- 5 €mm)) € HvT(n)]u(n))}
Queremos observar duas coisas. Em primeiro lugar, no teste anterior, z(n) € O(log(n)) é um fator
das familias R(n), E(n), Q(n) e T(n). Queremos reduzir R(n) para {log(n)} e transformar E(n), Q(n) e T'(n)
em {1}. Evidentemente z(n) é o nosso maior problema(!) e transformando-o em constante para n, teremos o
que queremos. Isto ocorrera no préximo teste, mas a demonstragao da sua corretude ja é totalmente diferente,
como era de se esperar.

A segunda observacao decorre do fato que, no Teste Polinomial de Grau nas Varidveis Baixo T—VI,
podemos facilmente dispensar a testemunha, passando assim Q(n) para {0}. A perda seria em F(n) que passaria
aser {z(n)(d(n) + 1)}. Com isto, terfamos uma perda quadratica sobre o Teste Polinomial de Grau nas Varidveis
Baixo T-VII, ou seja, E(n) := {log(n)2}. Como pode ser feito isto? E simples. Ao invés de lermos o polindmio
ga € Kyl&lam) na pseudo-fita de testemunha 7, construimo-lo em tempo polinomial em d(n), a partir da
leitura de qualquer dos d(n) + 1 pontos de f(u,...,ui—1,&, Uit1,- .- ,um(n)) na pseudo—fita de teste o. Talvez
o teste desta maneira ficasse melhor, mas perdemos a propriedade da primeira observagao, qual seja, fazendo-se
z(n) constante para n, ainda assim F(n) nao seria constante. Fagamos, entdo, z(n) constante.

Teste Polinomial de Grau Total Baixo T-VIII  (a-seguro—((2m(n) +
l)log(k(n)),l,\ll(k(n)),1,\II((d(n)H)k(n)),d(n))). Assumiremos que neste teste os dominios das fungoes
ndo sao restritos, assim, £(n) = k(n) e H, = K,. Ainda, para todo n € N, suficientemente grande, temos
m(n) > 2, d(n) > 4, k(n) > max{227375%132d(n)®} e p(n) > 2d(n) + 1. Entdo, para cada constante
a € (10,1/228375°% |, existe uma outra constante z € Q(1/a), tal que

ENTRADA: E dado o nimero n na pseudo—fita de parametro de entrada e a funcdo f de K,T(n) a K, fornecida
ponto-a-ponto na pseudo-fita de teste 0. Note que a pseudo-fita de teste tem alfabeto W (y () € ndo é
restrita a uma codificacao.

TESTE: O teste é a—sequro—((2m(n) + 1)log(k(n)), 1, ¥ (k(n))s 1, ¥ ((d(n)+1)k(n))> d(n)) para polindémios m(n)-
drios de grau total no mdzimo d(n) (i.e., em Kn[&1,. .., Emm)lam))-

TESTEMUNHA: Para todo u,v € KyT(n), a pseudo—fita de testemunha w deve conter em apenas uma letra os
d(n) + 1 coeficientes do polinomio gy, € Kn[Clam) de grau no mdzimo d(n), que representaria a
fungdo f(Cu+v). Note que a pseudo—fita de testemunha tem alfabeto W ((q(n)41)k(n))-

[xii] Veja que sempre existe um primo entre um ntimero natural e o seu dobro e, nestes caso, ele pode ser achado em tempo polinomial

em n.
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FASE DE ENDEREGAMENTO:

e Repete-se z vezes:

e Escolhem-se aleatoriamente u,v € Ki'™ ¢ 1 € K,. Para isto, léem-se (2m(n) +

1)log(k(n)) bits aleatdrios a cada vez.
e Fornece-se a fase de decisao o endereco de f(lu+ v) na pseudo—fita de teste.

o Fornece-se a fase de decisdao o endereco na pseudo—fita de testemunha dos d(n) + 1 coe-
ficientes de gy ().

FASE DE DECISAO:
e Repete-se z vezes:
o Lé-se f(lu+v) na pseudo—fita de teste em um tnico ponto a cada vez.

e Em tempo polinomial em d(n), calcula-se g (1) através do polinomio gu.. € Kn[Claem)
fornecido (em um ponto sé a cada vez) pelas d(n) + 1 coordenadas na pseudo—fita de
testemunha.

o Testa-se se f(lu+v) = gu(l), respondendo NAO, se for o caso.

e Responde-se SIM.

A corretude do teste serd vista no Capitulo V Polinémios de Grau Baizo e a nossa prova se deve
a Arora [Aro94], mas ela também se baseard em Sudan [Sud92]. Todavia, cumpre-nos lembrar que ela, na
verdade, decorre de Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [ALM™192] e que, por sua vez, seguiram a de Arora
e Safra [AS92].

Na Codificagdo Polinomial com Grau Total no Méximo 1 C-VI (Primeira versdo) precisarfamos
tomar m(n) := n — 1 e novamente lerfamos O(n) bits aleatérios. J4 na Codificacdo Polinomial com Grau
Total no Mdximo 1 C-VII (Segunda versdo), para cada um dos O(n/log(n)) blocos, poderiamos usar o Teste
Polinomial de Grau Total Baixo T-VIII, sendo que para cada bloco temos um bom comportamento; no entanto,
ao compo-los o teste fica pior do que o teste anterior. Portanto veja

Teste Polinomial de Grau Total Baixo T-IX (a—seguro—
(log(n), 1,\11(8“0g(nﬂ6), 1,\If(sﬂog(nﬂg),log(n))). Nele utilizamos o Codificagdo Polinomial com Grau
Total Baixo C-VIII, que codifica palavras de \11?2) em palavras de comprimento polinomial em n sobre o alfabeto
qj(8[log(n)]6)’ (pois tomamos z := 3). Portanto, sejam s(n) := [log(n)] —1, m(n) := [(s(n) + 1)/log(s(n) + 1)1,
p(n) um primo entre (s(n) +1)% e 2(s(n) + 1)%, £(n) := k(n) := p(n)? e d(n) := m(n)s(n).

E imediato vermos que, para n suficientemente grande, temos m(n) > 2, d(n) > 4, p(n) >
(s(n) +1)* > 2d(n) + 1 e k(n) := p(n)® > max{2273755,132d(n)*}. Ainda, vimos na Codificagio Po-
linomial com Grau Total Baizo C-VIII que 2(m(n) 4+ 1)log(k(n)) € O(log(n)), d(n) € O(Poli(log(n))) e
(d(n) + 1)k(r) < (5(n) [(s(n) + 1)/(og(s(m) + 1))] + 1) 8(s(n) + 1)° < (s(n) + 1)?8(s(n) + 1)° = 8 [log(n)]".
Logo, para o € ( 0,1/228375% ], pelo Teste Polinomial de Grau Total Baizo T-VIII (a-seguro—((2m(n) +
1) log(k:(n)), 1, \D(k(n)), 1, \I]((d(n)+1)k(n))7 d(n))), temos

TESTE: O teste é a—seguro—(log(n), 1, \I](Bflog(nﬂG)’ 1, \P(grlog(n)]g),log(n)) para polinémios m(n)-drios de grau
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total no mdrimo d(n) (i.e., em Kn[€1,. .. Emm)lam))-

II1.3 Testes de Reconhecimento da Codificacao

Voltando aos testes de reconhecimento da codifica¢do. Assim como nos Testes de Linearidade T—V,
Polinomial de Grau nas Varidveis Baixo T—VI e Polinomial de Grau Total Baixo T—VIII, tomaremos testes em
que: o valor de seguranca a(n) seja constante em zero; o numero de leituras nas pseudo—fitas de teste g e de
testemunha 7 sejam constantes para n; e o numero de leituras de bits aleatérios e o tempo de decisao ponderado
sejam minimizados; conforme foi discutido no Paragrafo I1I1.1-4. Comegaremos pelo reconhecimento de produtos
tensoriais de funcionais lineares.

(C1y..-,Cw) € os vetores u :=

II1.3-1. Sejam m,w € N,, as varidveis { = (&1,...,€m) € 5 =
€ K". Entao definimos o produto

(U1, yUm), @ = (a1,...,am) € K™ ev:i= (V1,...,04), b:= (b1,...,by
tensorial

(Ei)ie{l...m}@)(Cj)je{L..w} = (§i<j)(i,j)e{l...m}x{l...w} € K™,

e aqui, pensamos (&Cj)(i j) como um vetor de mw entradas e que tenha m blocos (ou linhas), cada um de
tamanho w (representando as colunas). Se temos o vetor ¢ := (ci,j) e K™, IC{l...m}e

J C{l...w}, entdo

(i,5)e{l..m}x{1l..w}
1 — prl —
Lie) = Lileid)uy = (Ci)ier jeq wp
é ter ¢ restrito aos i-ésimos blocos (ou linhas), com i € I, e
2 — 2(.. . - .
L3(e) = L (Cw)(i,j) = (Cw)(ie{l...m} , GET)
s@o as (j € J)-ésimas colunas de c.

Lembremos que na Codificacao por Funcional Linear C—I definimos o funcional linear através do
produto interno F,(€) := € - a*. Disto temos as propriedades que usaremos logo abaixo

Fl®l) = f( ()

i

—

Faep€20) = Fa©F(O).

Portanto, se ¢ # 0, existe 7 € {1...m}, tal que o i-ésimo bloco nao é nulo, i.e. Lh} (¢) # 0. Assim, dado que
k := #K e como visto na Codificagao por Funcional Linear C—I,

1
Pr, { For =0} = -
logo,
Pr { fﬁh}(c)(v) =0 e ‘Fﬁb}(c)(v/) =0 } = ﬁ

v, eKW

Mas, se fﬁh(c)(v) # 0, entdo

Pr F (w)=0 e F (W)=0 = -,
u,u' €K™ (fﬁh}(c)('u)) ‘ (fﬁb}(c) (v)) k2

i
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e pela primeira propriedade acima, concluimos que

2 1

Pr {Fluav)=0 e Flu'®@v)=0 e F(ud)=0 e Flu/®@)=0} < = < 3
u,u' €K™
v,v' €KY

Note agora que, se queremos testar se a ® b = ¢, pela segunda propriedade acima, temos

Fa©F(Q) —F€®C) = Fagp-cl€20),

e podemos, dados u, v/, v e v’, verificar se a equagao é igual a zero. Este teste é feito conhecendo-se apenas os
valores dos funcionais lineares nos 12 pontos definidos por u, u’, v e v’. Portanto, se ¢ # a®b, temos no méaximo
a probabilidade 1/2 de sermos enganados. Estamos, assim, no esquema de provas robustas™ e provamos a
corretude do teste

Teste do Produto Tensorial T-X (seguro—((m(n) + w(n))log(k(n)),1,C, C Uli(n)): 09, 1)).
Sejam fungées naturais m(n), w(n), k(n) € O(Poli(n)). Entdo

ENTRADA: Seja, para todo n € Ny, C,, C Qf?k(n)) a codificagdo de trés funcionais lineares sobre Ky, fo := Fuq,

fo == Fy e fo = Fe, respectivamente, m(n), w(n) e m(n)w(n)-drios, de tal forma que também
sejam fornecidos ponto-a-ponto na pseudo-fita de teste. Logo, sdo a := (a1,...,0mn)) € K:Ln("),
b= (b1,...,bymn)) € K;f(n) ec:=(C1, ) Cmnywmn)) € K,T(n)w(") e assumimos que n, m(n) e w(n)

também sdao fornecidos na codificagao C,. E dado o nimero n na pseudo—fita de parametro de entrada
e fas fo, fe € Cn na pseudo—fita de teste o, que tem alfabeto U (4 (p))-

TESTE: Este teste verifica se dadas como entrada as funcoes fo, fo € fe da codificacao C,, temos o produto

tensorial ¢ = a ® b, com seguranca—((m(n) + w(n))log(k(n)),1,C, C Yl 0,2, 1). Note que,

quando temos k(n) :=2 constante, o teste é sequro—(m(n) + w(n),1,Cy, C U7y, 0,2, 1).
FASE DE ENDEREGAMENTO:
o Sorteiam-se u,u’ € Kn'™ e v, v’ € K¥™ com 2(m(n) + w(n))logy(k(n)) bits aleatdrios.
e Calculam-se u®@v, v @ v, u@v' eu @', em tempo polinomial para n.

e Fornecem-se o fase de decisdao os enderecos na pseudo—fita de teste de fo(u), fo(u'), fa(v),

fa(W"), fo(w), fo(u'), fo(v), fo(v'), fe(u@v), fe(u' @), fe(u@') e fo(u' @0").

FASE DE DECISAO:

e Léem-se os 12 pontos da pseudo—fita de teste o, através dos enderegos fornecidos pela fase de
enderecamento.

e Calcula-se em tempo constante, fq(u)fp(v) — fe(u @), fo(u')fo(v) — fo(u' @v), folu)fp(v') —
felu® ') e fa(u) fo(v') = fe(u' @ 0').

o Verificam-se se todos sdao iguais a zero, respondendo conforme o caso.

IT1.3—2. Mudando de assunto, a partir de agora procuraremos chegar ao Teste da Nulidade de
Polinémios de Grau nas Varidveis Baixo sobre Dominio Restrito T-XIV que, sobre uma conveniente codificagao,

(il Vide Pardgrafo IT1.1-2.
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verifica se uma funcao é nula em um dominio restrito. Para tanto, se J C H™ e f é uma fungdo de H™ a K,
entao denotaremos Sy(f) := > ,c; f(u). Primeiro queremos testar se Sy(f) tem um valor pré-determinado.
Comecemos supondo f de uma varidvel. Lembremos que S, C H,, e s(n) := #5S,, — 1, para n € N,, e também
que sao computaveis em tempo polinomial em n.

Teste da Soma sobre Polindmios de Uma Varidvel e de Grau Baixo T-XI (seguro—
(log(¢(n)),1,Cy < \Ifzﬁk(n)),1,\11((d(n)+1)k(n)),{d(n),s(n)})). Suporemos que, para n € N, suficientemente
grande, existe e € (0,1), tal que d(n)/€(n) < e. Note que tomaremos m(n) := 1, para todo n € N,.

ENTRADA: Seja, para todon € Ny, C,, C Qf?k(n)) a codificagdo dos polinomios f’s undrios com o dominio restrito

a H, e de grau no mdrimo d(n) (i.e., em f € Ky[§ € Hylqwm)) fornecidos ponto-a-ponto. E dado
o numero n na pseudo—fita de parametro de entrada e f € C, na pseudo—fita de teste o, que tem

alfabeto v (k(n))-

TESTE:  Este teste verifica se a fung¢ao natural de entrada f € C,, tem soma ¢, € Ky, em Sy, (i.e., Ss, (f) = cn),
com seguranga—(log({(n)),1,C, C Yl b Ydm)+1)kn)) {d(n),s(n)}).

TESTEMUNHA: A pseudo—fita de testemunha 7 deve conter os d(n)+1 coeficientes do polinémio undrio de grauw no
mdzimo d(n), g € K,[&lam), que representaria a fungao f(§). Portanto, a pseudo—fita de testemunha
tem alfabeto W ((qn)+1)k(n)) € leremos somente uma letra.

FASE DE ENDEREGAMENTO:

o Sorteia-se u € H, (com logy(¢(n)) bits aleatdrios).

e Fornecem-se a fase de decisdo o endereco na pseudo—fita de teste de f(u) e o endereco na
pseudo—fita de testemunha dos d(n) + 1 coeficientes de g.

FASE DE DECISAO:

e Calcula-se Ss, (g), em tempo polinomial em d(n) e s(n), com a leitura dos d(n)+1 coeficientes
de g € Ky[€lam) na pseudo-fita de testemunha. Note que, para isto, lemos s6 uma letra.

o Verifica-se se Ss, (g) = cn, respondendo NAO, se for o caso.
o Lé-se f(u) na pseudo—fita de teste (também, em um inico ponto).
e Calcula-se g(u) em tempo polinomial em d(n).

o Compara-se se g(u) = f(u), respondendo conforme o caso.

Note que podemos dispensar a testemunha, mas para isto leriamos d(n) 4+ 1 letras na pseudo-fita
de teste, o que nao nos ajuda muito, pois perdemos o ntimero de leituras constante para n. Precisamos agora
observar que o teste s6 dara errado se a testemunha g nao for uma prova, isto é, g # f. Como obrigatoriamente
g9, f € Ku[§ € Hylq(n), pelo Coroldrio da Distancia dos Polinémios de Grau Baixo I1.3-3, temos a probabilidade
d(n)/€(n) < e de ndo detectarmos pelo teste quando g # f. Passemos, entdo, para mais varidveis.

Teste da Soma sobre Polinémios de Grau nas Varidveis Baixo T-XII (seguro-
(m(n)log(£(n)), 1, Cn C Tl 0ys Lo W ()4 Dym(nyk(n)): {m(n)d(n), m(n)s(n)})).  Agora suporemos que, para
n € N, suficientemente grande, existe € € (0,1), tal que m(n)d(n)/t(n) < €.
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ENTRADA: Seja, para todo n € Ny, C, C \Ilz‘k(n)) a codificagio dos polinémios f’s m(n)-drios com o dominio

TESTE:

restrito a H,, e de grau nas varidveis no mdzimo d(n) (i.e., em f € Kn[(&1,...,6nm)) € H;n(n)](d(n))),
fornecidos ponto-a-ponto. E dado o nimero n na pseudo—fita de parametro de entrada e f € C, na
pseudo—fita de teste o, que tem alfabeto Wy (y))-

Este teste werifica se a fun¢do natural de entrada f € C, tem soma ¢, €
K, em Sy (ie;  Sgme (f) = cn) com  seguranga—(m(n)log({(n)),1,Cy C

it L (@my+)mnykmy): {m(n)d(n), m(n)s(n)}).

TESTEMUNHA: A pseudo—fita de testemunha 7 tem alfabeto W ((an)+1)m(n)k(n)) € leremos somente um nimero

constantes em n de letras dela. Ela deve conter, para todo (uq, .. S Um(n)) € H;n(n), em apenas uma
letra, os d(n)+1 coeficientes dos polindmios undrios de grau no mdrimo d(n), gu,,....u;_, € Knl&ilam),
para todos os i € {1...m(n)}. Eles representariam

e = Ss.9) = > glu),

FASE DE ENDEREGAMENTO:

u€eSy,
Gurpeuioy (i) = S8, (Guy,eus) = Z Gur,u; (U) €
ueESy
fut, oo Umn) = Guae -1 (Um(n))
o Sorteia-se (U1, ..., Upmn)) € HM™ | com m(n)log,(€(n)) bits aleatdrios.
e Fornece-se a fase de decisao o endereco na pseudo-fita de teste de f(ui,...,Upm)) € 0
endereco na pseudo—fita de testemunha dos d(n) + 1 coeficientes dos gu,.,...u; ., para cada

ie{l...m(n)}.

FASE DE DECISAO:

e Léem-se todos os polinomios gy,
um ponto.

wioy € Knl&ilamy, para todo i € {1...m(n)}, em apenas

.....

e Calcula-se Sg, (g) em tempo polinomial em d(n) e s(n).
o Verifica-se se ¢, = Ss, (g), respondendo NAO, se for o caso.
o Paraie€ {1l...m(n)— 1} repete-se (i.e., m(n) — 1 vezes):
o Calcula-se Ss, (gu,....u;) em tempo polinomial em d(n) e s(n) (a cada vez).
o Calcula-se gu,....u; ,(ui) em tempo polinomial em d(n) (a cada vez).
o Compara-se se gu,.,...ui (i) = Ss, (Guy,....us ), Tespondendo NAO, se for o caso.
o Lé-se f(ui,...,Upm)) na pseudo—fita de teste (também, em um inico ponto).
o Calcula-se guh,,,7um(n)7l(um(n)) em tempo polinomial em d(n).

o Compara-se se f(u1,...,Um(n)) = Gur,...;tp(ny—1 (Um(n)), T€SPondendo conforme o caso.

Note que, na verdade, realizamos m(n) vezes quase o mesmo Teste da Soma sobre Polinémios de
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Uma Varidvel e de Grau Baixo T-XI para uma varidvel. Se S gm(n) (f) = cn, é imediato que sempre temos uma
testemunha correta (isto é, uma prova) que faz o teste sempre aceitar, independente de qual fita de probabilidade
7 é tomada. Caso contrério, se Sgmm) (f) # cn e sendo aceito pelo teste, em alguma das m(n) repeticoes do
teste de uma varidvel houve um aceite errado. Como visto, cada uma das repeticoes tem a probabilidade
d(n)/€(n) de errar. Logo, no total, temos a probabilidade de m(n)d(n)/¢(n) < e de cometermos o erro de
aceitar SS;?(H) (f) # ¢n. Como € € (0,1) é constante para n, estamos no esquema de provas robustas,M! como
queriamos.

IIL3-3. Sejam & := (&1,...,6m) e C = (Ciy..,Cm). Se f(§) € K€ € H™] gy é um polinémio
m-ario com o dominio restrito a H™ e de grau nas varidveis no maximo d, queremos testar se ele, restrito a
S™ C H™, é uma funcdo nula (i.e., f[sm= 0). Como ji comentado, se s := #S — 1 > d, entdo nos basta
verificar se f inteiro é uma fun¢ao nula, com o Teste da Nulidade de Polinoémios de Grau nas Varidveis Baixo
T-II. Portanto, sem perda de generalidade, suporemos s <de S C D:={0, 1, 1+1,...,d} C H. Comecemos
definindo a fungao

Ix(€): H*™ — K,

que tem varidveis £ e C e é tal que, para todo @ := (uy,...,un) € H™, entdo I3(§) € K[ € H™|q) ¢ a
Interpolagio de Lagrange™ ! dos pontos

- [
(i, H “j])?::(z'l,...,im)eDm-

je{l..m}

—

Note-se que operando sobre o alfabeto k-ario W (), podemos calcular I3(&) em tempo polinomial em m e d. Nela
obtemos a propriedade que, para todo i€ D™ temos

i) = JI ¢ € Kl(eHw
je{l...m}
e definimos

FUE = FEIE)

Portanto, para todo ieSmCD"ede H™, temos

J) = fOI0) € K[CeH |
fE©) = [@Ia(§) € K[§€H)qa).

Definimos também . . .
Q) = Ssn(ff) = ) fHi) € K[(eH).

iesm

Disto tudo, concluimos que flsm= 0 sse f” = 0. Veja que f” é um polindomio m-ario restrito a
H™ e de grau nas variaveis no maximo d e, portanto, utilizamos aqui o Teste da Nulidade de Polinémios de

—

Grau nas Varidveis Baixo T-II. Lembre-se agora que f”({) := Sgm ( fé), e o que, na verdade, conhecemos é f.

Ou seja, [ estd definido sobre f/, que por sua vez esté definido sobre f. Entdo, para calcularmos f” em um
s6 ponto (i.e., f”(@), para @ € H™) precisamos fazer uma somatdria de s™ := (#S — 1)™ pontos de f/, o que
nao é nada bom para nés. Contudo, veja que a tnica informagao que o Teste da Nulidade de Polindmios de
Grau nas Varidveis Baixo T-II necessita de f” se refere a um ntimero constante para n de perguntas, do tipo
f" (@) = 0. Neste instante, a solucao serd lembrar novamente que f” (@) := Sgm (f%) e fz é um polinémio m-ario

vl Vide defini¢ao no Paragrafo II1.1-2.
vl Note que d := #D — 1 e a descricao da Interpolacdo de Lagrange esté contida no Pardgrafo I11.4-2.
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restrito a H™ e de grau nas varidveis no mdximo 2d. Ou seja, sobre cada pergunta (@) = 0, podemos utilizar

— —

o teste acima e verificar se Sgm (f%) = 0. Portanto, fL(§) = F(E)I(€) e, para cada ponto i € S™ C D™, se

2

desejamos saber o valor de f&(?), basta-nos calcular Ig(f) e ler f(i), em também um s6 ponto. Assim sendo, se
tivermos 2md/¢ < e, podemos compor os dois testesPVil para verificar se f]gm= 0 e provamos a corretude do

Teste da Nulidade de Poliné6mios de Grau nas Variaveis Baixo sobre Dominio Restrito
T-XIII (segurof(m(n) log(4(n)),1,C, C Wl b \I/((gd(n)+1)m(n)k(n)),m(n)d(n))). Desta vez suporemos,
para n € N, suficientemente grande, s(n) < d(n) e que eziste € € (0,1), tal que 2m(n)d(n)/l(n) < e.

ENTRADA: Seja, para todo n € Ny, C), C \Ilz‘k(n)) a codificag¢do dos polindmios f’s m(n)-drios com o dominio res-
trito o H"™ e de grau nas varidveis no mdzimo d(n) (i.e., em f € Ky[(&1,. .. &mm)) € sz(n)](d(n)))’

fornecidos ponto-a-ponto. E dado o nimero n na pseudo—fita de parametro de entrada e f € C, na
pseudo-fita de teste o, que tem alfabeto Wy (yn))-

TESTE: O teste verifica se a entrada f € C, restrita a S:Ln(n) é uma funcao nula (i.e., f [ gm@m) = 0) com
sequranga—(m(n)log(¢(n)),1,C, C Wl L Y(@dn)+1)m(n)k(n)) s m(n)d(n)).

ALGORITMO: Conforme descrito acima, faz-se o Teste da Nulidade de Polinémios de Grau nas Varidveis Baixo
T-II (seguro—(m(n)log(¢(n)),1,Cp C \P?k(n)),o,g,l)) sobre a fungio f" € Ku[(Cy...,Gnm)) €
H,T(n)]<d(n)> utilizando-se de O(m(n)log(¢(n)) bits aleatdrios e em tempo de decisio pondera-
do constante para m. Toda vez que este teste perqunta se f” € zero em algum ponto @ :=
(U1, s Upn)) € Hfln(") (i.e., f'(@) = 0), deve-se calcular I3(&1,...,&mn)) € evecutar o Teste
da Soma sobre Polinéomios de Grau nas Varidveis Baizo T-XII (segumf(m(n) log(¢(n)),1,C, C
\PZ‘k(n)),1,\P((d(n)+1)m(n)k(n)),{m(n)d(n),m(n)s(n)})) para verificar se fl € Kn[(fl,...,ﬁm(n)) €

H,T(n)]@d(n)) soma 0 em ST (i.e., Ssm(fr) = 0). Desta vez, quando o teste escolhe i =
(@155 Imn)) € D™ B caleula-se e fornece-se fé(;) = f(i)Iz(1), como se estivesse na

—

pseudo—fita de teste o, através da leitura de f(i) na pseudo-fita de teste o. Note que este segundo
teste é chamado um nimero constante para n de vezes. Logo, o sequndo teste utiliza-se também de
O(m(n)log(€(n)) bits aleatdrios, faz leituras nas pseudo—fitas de teste p e de testemunha ® em um
numero constante para n de vezes e gasta Poli(m(n)d(n)) no tempo de decisio ponderado.

TESTEMUNHA: A pseudo—fita de testemunha 7 tem alfabeto W ((2q(n)4+1)ym(n)k(n)) € deve conter todas as tes-
temunhas que o Teste da Soma sobre Polinémios de Grau nas Varidveis Baizo T-XII (sequro—

(m(n) 1og(€(n)), 1, Cn C \P?k(n))v 1, qj((d(n)-‘rl)m(n)k(n))? {m(n)d(n)v m(n)s(n)})) exige, para cada um
dos possiveis fL’s.

Vejamos este teste com valores de uma das codificagoes polinomiais

Teste da Nulidade de Polindomios de Grau nas Variaveis Baixo sobre Dominio Res-

trito T-XIV (seguro—(log(n),1,C, C Wzs[log(n)]ﬁ)’1’W(384(10g(n)18)’IOg(n)))' Tomaremos como ba-
se a Codificagao Polinomial com Grau nas Varidveis Baizo C-IV (com z := 3), a menos de duas cons-
tantes multiplicativas que nos serdo dteis em um futuro préximo. Portanto, sejam s(n) := [log(n)] — 1,

m(n) := 4[(s(n)+1)/log(s(n) +1)], p(n) um primo entre (s(n) + 1)% e 2(s(n) + 1)2, k(n) := p(n)?, £(n)
entre (s(n) + 1)? e k(n) e d(n) := 6s(n). Lembre-se que #S, =: s(n) + 1, #H, =: {(n), #K, =: k(n) e

[xvi] Acreditamos que a esta altura, fica claro, a possibilidade de fazermos tais composicdes dos testes, conforme comentado no
Paragrafo I11.1-4.
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Concluimos assim que s(n) < d(n) e, na Codificagio Polinomial com Grau nas Varidveis

Baizo C-IV, wvimos que eziste ¢ € (0,1), tal que 2m(n)d(n)/¢(n) < 96/loglog(n) < e, para n sufi-
cientemente grande, m(n)log({(n)) € O(log(n)), m(n)d(n) € O(Poli(log(n))) e (2d(n) + 1)m(n)k(n) <
12(s(n) 4+ D4 [(s(n) +1)/(log(s(n) + 1))]8(s(n) + 1)6 < 384 [log(n)]®. Logo, pelo Teste da Nulidade de
Polinémios de Grau nas Varidveis Baizo sobre Dominio Restrito T-XIII (seguro—(m(n)log({(n)),1,C\, C

Yk L Y(@dm)+1)m(n)k(n)) m(n)d(n))) acima, temos

TESTE:

capitulo.

. c oo
Seja, para todo n € N,, C, C \P(S[log(nﬂﬁ

com o dominio restrito a ng(n) e de grau mnas varidveis no mdximo d(n) (i.e., em [ €
Ku[(&1, - &mm)) € H,T(n)]<d(n)>) fornecidos ponto-a-ponto. Entdo, este teste verifica se a entra-

da f € C), restrita a S,T(") € uma fungao nula (i.e., flgmm=0), com segumngaf(log(n)ﬂ,(?n -

) @ codificagao dos polindmios f’s m(n)-drios

\Pz8f10g(n)]ﬁ)’ 1, \p(384[10g(n)'\8) ' log(”)) :

Com estes testes, ja podemos provar, mais diretamente, o Teorema do PCP 1.4—4. Vejamos o préximo




Capitulo IV

Classe de Complexidade PCP

Voltaremos, agora, o nosso enfoque ao assunto que foi inicializado no Capitulo I Esquema de Provas
Robustas, em particular, na Segao 1.4 Introdu¢ao ao Teorema do PCP. O intuito é exatamente fechar a prova do
Teorema do PCP 1.4-4. Para tanto, valemo-nos dos testes definidos no Capitulo III Testes Probabilisticos sobre
as codificagoes tratadas no Capitulo IT Codificacdes Algébricas. Com isto, chegamos aos dois pontos “altos” do
texto, quais sejam, as aritmetizacoes das formulas booleanas e o Teorema da Composicao de Testes IV.4-2.

IV.1 Variantes da Classe de Complexidade PCP

Aprofundando-nos nos testes, queremos recaracteriza-los de forma a nos possibilitar definir dois
outros tipos de classes de compleridade PCP. Para isto, comegaremos mudando levemente o modelo compu-
tacionalll dos testes seguros—( R(n), E(n),C, C ¥%,Q(n), ®,,T(n) ).[“] Esta mudanca sera suficiente na
primeira redefinicao da classe PCP. Logo a seguir, na segunda redefinicao, mudamos também a descricao das
propriedades probabilisticas.l!

IV.1-1. Veja que em um teste podemos ter a entrada de dados sendo fornecida pela fita de
entrada p. Simplesmente, a pseudo—fita de parametro de entrada seria o fornecimento direto do parametro de
entrada n através de um célculo sobre a fita de entrada p com sé-leitura—indistinguivel. ) Para isto, tanto
o tempo deste cdlculo como o préprio n devem ser polinomiais no comprimento da entrada. Podemos, assim,
ler livremente a fita de entrada p, utilizando-a como se fosse a pseudo—fita de teste p, mas agora com alfabeto
fixo ¥, sem leitura—direta e sem limitagdo no numero de leituras. Entretanto, tal leitura s6 deve ser feita nesta
nova:

lil Note que, conforme declarado no Paragrafo 1.2-2, uma classe de complexidade é definida pelo seu modelo computacional e
pelas suas propriedades probabilisticas.

[il] Veja a introducdo de testes a(n)-seguros—( R(n), E(n),Cn C },,Q(n), 5, T(n) ) no Pardgrafo I11.1-4.

[ili] Vide defini¢do no Paragrafo 1.2-1.

49
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e fase de pré-processamento da entrada. Lé-se z na fita de entrada p e fornece-se, na fita
de trabalho, resultados de pré-processamentos sobre o que foi lido. Neste momento, pode-se
obter ajuda dos parametros do teste e o tempo de computagao deve ser polinomial em n.

Executamos a fase de pré-processamento da entrada entre as fases de pré-processamento dos parametros e de
endere¢camento. Portanto, os nossos testes terao as quatro fases bem delineadas e serao chamados de tipo n&o—
adaptativo. Por sua vez, a menos de uma excecao, todos eles, ou nao se utilizam da fase de pré-processamento
da entrada, por nao terem a fita de entrada p, ou terao a propriedade que a fase de enderecamento independe
da fase de pré-processamento da entrada, sendo assim, elas podem ser computadas em ordem inversa. Neste
caso, definiremos o teste como de tipo totalmente n&o—adaptativo. Ja os testes de tipo adaptativo serao
aqueles em que hé a necessidade de interagao entre as fases, o que nao sera permitido por néds.

Continuando a descrever o nosso novo modelo computacional, veja que ao voltarmos a ter a entrada
sendo fornecida pela fita de entrada p, que tem o seu alfabeto fixo em X, também perdemos o interesse em
restringi-la a uma codificacao C,, e em controlar o nimero de leituras sobre ela. Passa, entao, o nosso modelo
computacional a ser andlogo ao dos testes seguros—( R(n), Poli(n), ¥, Q(n), @, T(n) ), conforme foi definido no
Parédgrafo II1.1-3. Qual seja, sao as Maquinas de Turing com estas quatro fases, tais que facam no méximo
r(n) € O(R(n)) e g(n) € O(Q(n)) leituras na fita de probabilidade 7 e na pseudo—fita de testemunha m,
respectivamente, e tenham os seus aceites restritos aos de tempo de decisio ponderadol™ limitados por t(n) €
Poli(T'(n)), em que n é o pardmetro de entrada.

IV.1-2. Seja agora a primeira redefinicao da classe PCP. Com efeito, a classe de complexidade
PCP@n( R('I’L), Q(n)a T(n) )

é a dos problemas de decisdao L C ¥* que tém um teste segurof( R(n), Poli(n), 3, Q(n), ®,, T(n) ) para L,
sendo que a entrada de dados é dada pela fita de entrada p, conforme o modelo computacional descrito acima.
Deste modo, as propriedades probabilisticas desta classe de complexidade sao dadas pelas Maquinas de Turing
com esquema de provas robustas.”! Portanto, se temos o tempo de decisio brutol¥! limitado polinomialmente
em n (i.e., O( log(k(n))) - Poli(T'(n) ) C Poli(n) M), entao

Ou ainda, se tomamos o alfabeto da pseudo—fita de testemunha fixo em ®,

PCP@( R(n), Q(n), n) = PCP( R(n), Q(n) )

Esta classe de complexidade é mais restrita e serve exatamente para associarmos os testes a velha
definigao de classe PCP. Entretanto, vejamos agora uma outra redefinicao da classe PCP que é ainda mais
restrita, porém, ela nos permitird fazer a simulagao de outras computacoes, fato que serd de fundamental
importancia para o Teorema da Composicao de Testes IV.4-2, que é um dos nossos objetivos aqui.

IV.1-3. Ampliando o que foi visto no Parédgrafo I.4—1, estamos interessados nas férmulas booleanas
©(€) com ¢ € N, cldusulas e que tenham as suas varidveis ¢ tomadas com v € N, blocos, cada um de tamanho
b € N,. Ou seja,

§ = (&ij)ie{1..v}-
je{1...b}

[iv] Conforme definido no Pardgrafo I11.1-3, o tempo de decisdo ponderado é o tempo da fase de decisdo quando se pensa nele
trabalhando sobre o alfabeto da pseudo—fita de testemunha 7.
[V Vide definigio no Pardgrafo 1.3-1.
Vil Ao contrario do tempo de decisdo ponderado, o tempo de decisdo bruto é o tempo da fase de decisdo real, sendo assim, a
computagio precisa gastar da ordem de log(k(n)) passos para decodificar todas as letras sobre as quais ela trabalha. Veja mais
detalhes no Paragrafo I11.1-3.
[Vii] No caso, este limite polinomial sempre vai acontecer na prética e, talvez, devesse vir através de uma definicdo limitando
polinomialmente T'(n) e k(n), visto que sempre estamos interessados em computagoes de tempo no mdximo polinomial.
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—

Neste sentido, se ¢(n), v(n) e b(n) sdo fungdes naturais, entdo 3FNC(e(n),v(n), b(n)) sdo as férmulas ¢, (§)
em 3FNC, tais que tenham ¢(n) clausulas e as suas varidveis £ sio tomadas com v(n) blocos de tamanho b(n),
para os n’s em N,. J4 as férmulas booleanas em 3FNC(c(n),v(n),b(n)) que também sdo de 3SAT chamaremos
de 3SAT(c(n), v(n), b(n)). Requeremos que na codificacao das férmulas em 3FNC(c(n), v(n), b(n)) também
seja fornecido o nimero n, sendo ele o pardmetro de entrada, assim como os numeros ¢(n), v(n) e b(n). Ainda
suporemos sempre ¢(n),v(n),b(n) € O(Poli(n)) e, portanto, estas férmulas podem ser codificadas em pala-
vras de comprimento polinomial em n e, neste caso, é de facil observagdo que 3SAT(c(n),v(n),b(n)) pode ser
computada por Maquinas de Turing de NP (que tém tempo polinomial no comprimento da codificagio das
férmulas booleanas), as quais, também sdo de tempo polinomial em n. Por outro lado, é importante notar que
3SAT(n,1,n) é N'P—completo.

—

No Paragrafo 1.4-1 também comentamos quando a férmula booleana () € satisfazivel fizando-se
uma valora¢do Y as primeiras variaveis de 5 Utilizar-nos-emos desta idéia de se dividir a satisfagdo em pedagos
para definirmos propriedades probabilisticas que tém uma alteracao seméantica com relagao a antiga concepgao de
esquema de provas a(n)-robustas, que foi fornecida no Paragrafo III.1-2. A diferenca estd no fato que passamos
a s6 trabalhar com problemas de decisao definidos sobre 3FNC(c(n),v(n),b(n)) e que, sobre eles, queremos
mais do que saber simplesmente se uma de suas férmulas é satisfazivel ou ndo. Iremos querer também ter
um certo controle sobre a satisfazibilidade. A grosso modo, queremos detectar a satisfazibilidade fixando-se
alguns dos blocos das varidveis. Na pratica, teremos uma férmula booleana cp(g ), sortearemos diversos blocoes
codificados de uma tabela e queremos saber se eles sao uma codificagao de bloquinhos que sao a parte inicial de
uma satisfagao de 90(5 ), isto é, se a férmula é satisfazivel fixando-se estes bloquinhos. Nao querendo nos alongar
muito, vamos as defini¢oes destas propriedades probabilisticas.

—

Seja f uma a(n)-codificagdo de Zg(n) em ®F = (¢, ~ {1 Entio, se p,(§) €
3FNC(c(n),v(n),b(n)) para n € N, fixo, defina

L,, = { Ti=(T1,...,Tym)) € Zs(n)b(") | para todo i € {1...v(n)},&; € Zg(") e on(T) =1 } ,

Gwn = {fi’l"'ffv(n) ” (517"'7fv(n))6l’wn } €

G,, = { 210 Zy(ny || s€ (Z1, ..., Tyn)) € Ly, entdo z; € Vi—am) (fz,), paraalgum i€ {1...v(n)} } .
2

@, » 1-a(n)
2

Aqui, o simbolo é a concatenagao de strings e ¥i_awm) (fz,) sdo os pontos na —vizinhanga de fz, (ou
2

pontos 1_+(")7préximos de fz,), conforme descrito no Pardgrafo I1.2-1. Neste mesmo pardgrafo, vimos que,

por f ser uma a(n)—codificagdo, para ¢,y € Zg(") distintos, temos ¥i-am (f7) N Viam (fy) = &. Agora
2 2

diremos que uma Méquina de Turing M tem esquema de provas robustas com a satisfagfo fixada por

blocos codificados sse existem € € (0,1) e uma a(n)—codificacdo f conforme definida acima, tais que, para

—

todo n € N, e ¢, (§) € 3FNC(c(n),v(n),b(n)), temos

se 7 €G,, entdo ’Pr{ Pr{ M aceita x com testemunha 7:=7".-7" } =1 } >0
'’ T

se 7 €G,, entdo 731"{ Pr{ M aceita x com testemunha m:=7"-7" } <& } =1.
il T

Aqui a probabilidade é tomada uniformemente, gon(g) estd descrita na fita de entrada p e a pseudo—fita de
testemunha 7 tem alfabeto ®,, e deve conter a concatenacao de n’ com w”. Novamente, lembre-se que & é
chamada de taxa de erro da robustez.

Diremos, entao, que

3SAT( ¢(n), v(n), b(n) ) € FizPCPs,( R(n), Q(n), T(n) ),

[Viiil Pode-se ler a respeito das codificagdes no Pardgrafo 11.2-1.
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sse existe uma Médquina de Turing no modelo computacional definido no paragrafo anterior e que tem esquema
de provas robustas com a satisfacdo fixada por blocos codificados. Logo a seguir utilizar-nos-emos de duas
aritmetizagoes de formulas booleanas para verificar a satisfacao de ¢, (5 ) fixando-se os blocos codificados. Com
isto fornecemos os exemplos deste novo tipo de classe de compleridade que, esperamos, possam elucidar melhor

o leitor.

IV.1-4. Entretanto, vejamos antes a relacao entre estes dois novos tipos de classe de complexidade.

Note que, se uma férmula booleana ¢,(§) nao é satisfazivel, entdo G, é formado por todos os possiveis
21°** Zy(n)- Fica assim imediato percebermos que, se

3SAT( ¢(n), v(n), b(n)) € FI}:E'PC'Pcpn( R(n), Q(n), T(n) ),

entao

3SAT( ¢(n), v(n), b(n) ) € PCP<1>n( R(n), Q(n), T(n) )

Ou seja,

FizPCPq, ( R(n), Q(n), T(n)) < PCPq,( R(n), Q(n), T(n)).

Em particular, relembrando o comentario do final do Paragrafo IV.1-2, se o tempo de decisao bruto for limitado
polinomialmente em n, entao

]—"z':z:PCP\pk(n)( R(n), Q(n), T(n)) C PCPq;k(n)( R(n), Q(n), T(n)) < PCP( R(n), log(k(n))-Q(n))
e, por outro lado, como 3SAT(n,1,n) é N"P—completo, sendo
3SAT(n,1,n) € ’PC’Pq,k(n)( R(n), Q(n), T'(n) ),

temos que

NP C PCP( R(Poli(n)), log(k(Poli(n))) - Q(Poli(n)) ).

Utilizar-nos-emos disto mais tarde. Vamos, agora, as aritmetizagoes.

IV.2 Aritmetizacao de Férmulas Booleanas para Leitura
Constante de Letras na Testemunha

Buscaremos agora caracterizar aritmeticamente as férmulas booleanas, de tal modo que cada uma
das valoragoes possa ser representada por elementos algébricos (como vetores e polindmios) que nos permitam
verificar, através de suas propriedades (como referentes a sua nulidade), se ela é uma satisfagdo ou nao da
férmula booleana.

—

IV.2-1. Comecemos tomando a férmula booleana () € 3FNC(b(n),v(n),b(n)) ece {1...b(n)}

e definimos sobre ela . .
e = JI (1-%e@) € s

z€{1,2,3}
sendo que
(g) o &g, se 0 z-ésimo literal da c-ésima cldusula de 90(5) for exatamente &; ;, e
Xze 1—¢&.5, seo z-ésimo literal da c-ésima cldusula de (&) for exatamente —¢; ;,

comie€{l...v(n)}eje{l...b(n)}. Logo
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— —

ee(€) = [ a c-6sima clausula de (€) ndo é satisfeita pela valoracio de & ].0¥

—

Entao, tomando-se ¢(§) como uma fungdo booleana vista algebricamente sobre o corpo Zs, temos

d = T (1-e@) = T (- O (@)

ce{1...b(n)} ce{1...b(n)} 2€{1,2,3}
Com isto, verificamos que

(n)b(n) &

T = (Tij)ie(1..om)} € Ly satisfaz ¢(§) sse (ec(f))ce{l by} € Zg(n) ¢ um vetor nulo,
JE{1 b))

ou seja, para todo ¢ € {1...b(n)}, e.(Z) = 0. Precisamos agora codificar o vetor (ec(f))ce{lmb(n)} de modo a

nos ajudar a verificar a sua nulidade.

Na Codificacio por Funcional Linear C-1 definimos o funcional linear F.(a) := a -zt e no

Pardgrafo I11.3-1 o produto tensorial (a;); ® (b;); := (asb;)i ;). Sabemos também que, para um polinémio
g € K] E]d de uma varidvel e de grau no maximo d, existem g, € K®(™bm)' com [ € {0...d}, tais que

—

9(&) = go+ Felgr) + Fegelge) + - + Fg. oe(9a)-

Isto significa dizer que os g;’s dependem s6 do formato de g(g) e nao da valoragao de { Mais ainda, se

—

conhecemos os coeficientes de ¢(§), facilmente calculamos os g;’s. Portanto, para todo ¢ € {1...b(n)}, note que

ec(g) € Zs| 5]3 Logo, para todo 7 := (i ;)ic{1...v(n)} € Zg(n)b(n),

JE{1.-b(n)}

f(ec(f))c(F) € Ly €ls

-

Zg(")b(") — Zév(")b("))L, tais que, para a varidvel ( :=

Por isto, para todo | € {0...3}, existem g;:

(Gij)ie{1..o(m)}>
Je{1 b(m)}

— — — —

f(ec@) Q) =t 90({) + Felg1(0) + Fape92(0) + Fpgnelos(0))-

(n)b(n)

Observe que, para todo 7 € Z, , os coeficientes do polinomio F ( ﬂ) (7) dependem s6 de 7 e dos coeficientes

ec(§)
dos polinémios e,(£) e, conhecendo-se (£), podemos calcular os coeficientes de eq(€) gastando no maximo
tempo polinomial em v(n)b(n). Portanto, se v(n),b(n) € O(Poli(n)) e na fase de pré—processamento da entrada
entramos com cp(g), entao, na fase de enderecamento sortearemos os 7’s necessarios e computamos, em tempo
polinomial em n, os valores dos g;(7)’s, pois eles independem da valoracao de 5, ou seja, da testemunha. Portanto,
podemos fazé-lo antes da fase de decisao.

(n)b(n))2 _ Z27 f/I: ng(n)b(

3
Suponha que recebemos as fungoes f': Zév m)" Zs e, para cada ¢ €

{1...v(n)}, fi: Z5™ = Z,. Sobre elas defina

Q) = Z FilGias o Gipny) = Z3M — 2,
ie{l...v(n)}

e perceba que, se os f;’s sao iguais a F & L temos f = .7-"5. Com isto, queremos testar se existe T € Zg(n)b(n),
(i} '

tal que

(ix] Recordemos que [“propriedade”] é o indicativo da “propriedade”, ou seja, é a funcdo caracteristica que tem valor 1 se a
“propriedade” é verdadeira e 0, caso contrario. Tudo isto conforme foi definido no Parédgrafo I.1-1.

] Veja que [,L.} (Z) € Zg(")é o i-ésimo bloco de &. Vide o Pardgrafo I11.3-1.
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e temos as igualdades

e fi = Fri (z,paratodoie {1...v(n)},

i (

e com F ( sendo um funcional linear nulo.

ec(z))c
Na verdade, dados corretos f;’s, f/ e f”, é muito custoso para nds descobrirmos quem é #. Mas note que nao
precisamos disto. Ja é muito bom se nos certificarmos de trés coisas.

Em primeiro lugar, através do Teste de Linearidade T-V (a-seguro—(n,1,¥(y),0,, 1)), se cada

2 3
funcdo fornecida é um funcional linear, isto é, existem ¢; € Zg("), y' e Zg’(n)b(n)) e " e Z8MPM)T ais que

2
fi = Fy, paratodoie {l...v(n)},

f'ro= Fyoe

fI/ = fg//,

Em segundo que, para a concatenacao & := ¢+« + %,(») (portanto terfamos, ; = E}i} (Z)), valem os
produtos tensoriais ' =T @ F e " =T ®y’. Logo, se este for o caso, temos

[ = 7z
fl = ff@i‘ e
" = Frzass
Utilizamos, para isto, o Teste do Produto Tensorial T-X (seguro—((m(n) + w(n))log(k(n)),1,C, C
Vi) 0,2, 1)) duas vezes (no primeiro com m(n) := w(n) := v(n)b(n) e no segundo com m(n) := v(n)b(n) e
w(n) := (v(n)b(n))?, mas sempre com k(n) := 2). Note que, dadas as também varidveis U := (v1, ..., Uy(n)p(n))
e = (n,-... ,n(v(n)b(n))2) e tendo em vista a estrutura interna deste teste, ao executarmos os testes, eles se

utilizam somente da valoracao sobre os pontos dos funcionais lineares Fz, Fy e Fy e, sendo assim, podemos
toma-los pelas igualdades

— —

Fz(¢) = f(Q),
Fp@@l) = f@Ea])
Fp) = f'(7) e
Fp(@eiq) = f'Teq).

Logo, fornecemos ao teste os valores lidos nos pontos dos f;’s, f' e f”, sem que com isto seja necessdrio que
conhecamos Z, i e 3.

Em terceiro lugar e para finalizar, valemo-nos do Teste da Nulidade de Funcionais Lineares T-I
(seguro—(m(n)log(¢(n)),1,Cy C Yy 0,9, 1)) (com £(n) := k(n) := 2 e m(n) := v(n)b(n)) para verificar se
o funcional linear

- - = - -

) © = 90(O) + Fe(91(0) + Fres(92(0) + Freres(9s(C)

= 90(Q) + F(91(O) + f(92($)) + [ (95(O))

é nulo. Isto nos garantiria que (ec(f))c é um vetor nulo e, portanto, concluirfamos que & satisfaz @(E ). Aqui,

. P S, b . .
da estrutura interna do teste, cada g; sé vai ser valorado sobre os pontos 7 € Zg(") () sorteados. Fica assim

vélido o que discutimos antes e podemos calcular cada um dos g;(7)’s na fase de enderecamento.
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Perceba que esta computagao é a inica no processo que nao é de tipo totalmente nao—adaptativo. Na
execugao do Teste da Nulidade de Funcionais Lineares T-I (seguro—(m(n)log(¢(n)),1,C, C Ulsny)s 0,9, 1))

—

necessitamos calcular os g;’s tendo a mao a entrada ¢(§), pois, a partir destes, iremos localizar o endereco
dos pontos dos f;’s, f' e f” na testemunha. Neste sentido, a fase de pré—processamento da entrada deve ser
executada antes da fase de enderecamento. De qualquer forma, as fases continuam bem divididas e, assim, o
teste ainda é de tipo nao—adaptativo. Vide maior comentario no Paragrafo IV.1-1.

Teorema do Teste com Leitura Constante de Bits na Pseudo—Fita de Testemunha
IV.2-2. Sev € O(1) e b(n) € O(Poli(n)) € uma fungdo natural, entao

3SAT( b(n), v, b(n) ) € FiaPCPy, (b(n)® 1, 1) C PCPy, (bn)* 1, 1).

Prova. Note que a prova ja foi feita no pardgrafo anterior. Entretanto,

ENTRADA: E fornecida na fita de entrada p, com alfabeto bindrio VU (9), a formula ©(€) € 3ENC(b(n), v, b(n)).
Ela esta codificada em comprimento polinomial em n e, lendo-a, obtemos o valor do parametro de
entrada n e os parametros do teste v e b(n).

TESTEMUNHA: Se T € Z;b(") é uma satisfagao para Lp(g), a pseudo-fita de testemunha 7, com alfabeto binério
U 5y, deverd conter os funcionais lineares fqi}(f),[x‘] i para cada i € {1...0}, Fagz € .7:5®5®5.[x“‘]
Por outro lado, note que em todos os testes descritos abaixo nao necessitamos de testemunhas.

ALGORITMO: Léem-se n como pardmetro de entrada e v e b(n) como pardmetros do teste. Conforme descrito
acima, executa-se v+ 2 vezes o Teste de Linearidade T-V (a-seguro—(n,1,¥(y),0,9, 1)), duas o Teste
do Produto Tensorial T-X (seguro—((m(n) + w(n))log(k(n)),1,Cy C Vi) 0,9, 1)) e uma o Teste
da Nulidade de Funcionais Lineares T-I (seguro—(m(n)log(¢(n)),1,Cy, C Vi) 0,9, 1)).

TESTE: Perceba que, ao fazermos o Teste da Nulidade de Funcionais Lineares T-I (seguro—
(m(n)log(¢(n)),1,Cp C Uiy (ny)- 0,25 1)) sobre f” (que tem (vb(n))? varidveis), gastamos (vb(n))? bits
aleatorios da fita de probabilidade 7. Logo, temos o teste em PCPy,, ( b(n)3, 1, 1 ) Agora, as v pri-
meiras aplicagoes do Teste de Linearidade T-V (a—seguro—(n, 1, VU (5),0,d,1)) nos garantem o esquema

de provas robustas com a satisfacio fizada por blocos codificados™™! pensado sobre a Codificacdo por
Funcional Linear C-I (para ¢ = 2). Portanto, este teste também estd em FzPCPy (b(n)3, 1, 1).

V.22 m

Entao, simplesmente fixando-se b(n) :=n e v := 1, veja que

Corolario do Teste com Leitura de O(1) Letras da Testemunha IV.2-3. Temos
3SAT(n,1,n) € PCPy, (n*1,1).
|

Bl Aqui, [’}i} (%) € Zg(n) é o 1-6simo bloco de T e fﬁ}'}(i) é o seu produto interno. Vide o Pardgrafo I11.3-1 e a Codificagao por

Funcional Linear C-I.

[xiil Note que os Frigiyz)’s sdo as codificacdes que fixam a satisfacdo dos bloco de tamanho b(n). Vide maiores detalhes no
Parédgrafo IV.1-3.

(] Veja a defini¢ao do produto tensorial z ® & na Codificagdo por Funcional Linear C-I.

[xiv] Vide o Pardgrafo IV.1-3.
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Agora, pela observagao do Pardgrafo IV.1-4, concluimos que

Corolério do PCP para Leitura de O(1) Letras da Testemunha IV.2—4.

NP C PCP( Poli(n), 1).

Este resultado, apesar de ser posterior e extremamente surpreendente, é em si, muito mais sim-
ples do que o seguinte. Ele sozinho nos diz que podemos checar testemunhas vendo apenas um ntimero constante
de bits e com probabilidade tao grande quanto se queira. Mas gostariamos de ressaltar que ele nao é suficiente
para provar os resultados obtidos em Otimizacdo Combinatoria, como por exemplo a inaproximabilidade vista
na Secao L5 Inezisténcia de Esquema de Aprozimacao de Tempo Polinomial para a Classe MAX—SNP. O
problema é que nio podemos simular em tempo polinomial todos os O(n?) bits aleatérios. Para isto, precisamos
abaixéd-lo para O(log(n)) e acontecerd na préxima construgéo aritmética das férmulas booleanas em 3FNC.

IV.3 Aritmetizacao de Formulas Booleanas para Leitura
Logaritmica de Bits Aleatdrios

—

IV.3—-1. Seja de novo ¢(§) € 3FNC(b(n),v(n),b(n)) e defina, para todo i1,is,i3 € {1...v(n)} e
Cajlaj27j3 € {1 . b(n)}
eg-o(c, 11,715 %2, J2,%3,J3) = [ a c-ésima cldusula de w(g) tem os seus trés literais nao satisfeitos
pela valoragao de E e eles sao, respectivamente, constituidos pelas
varigveis §i17j17 §i27j2 € §i37j3 ].[XV]

Portanto,
H ( 1— eg(c, i1, J1, 2, j2, 3, j3) ) = [ a c-ésima cldusula de ¢( _’) é satisfeita pela va-
i17i27i3€{1...v(n)}
J1,J2,33€{1...b(n)}
loragéo de ¢ |.
Logo,
o) = 11 (1—eg(Cailajl,i27j2,i3,j3))-
il,iz,ige{l...v(n)}
¢,j1,92,53€{1...b(n)}
Ou seja, para & := (¥ )ie{1...u(n)} € Zg(n)b(n), ©(Z) = 1 sse, para todo i1,42,i3 € {1...v(n)} e ¢, j1,72,J3 €

JE{L..b(n)}
{1...6(n)}, ez(c,iv, J1, 12, j2, 43, 43) = 0, ou ainda,

—

7 e 75 gatistaz p(€) sse ez = 0.

T

Buscaremos, entao, aritmetizar ez via polinémios e verificar a sua nulidade.

vl Aqui, [“propriedade”] é o indicativo da “propriedade” e foi definido no Pardgrafo I.1-1.
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Para comegar, se z € {1,2,3}, i€ {1...v(n)} ec,j € {1...b(n)}, defina

—

a(ziy(c,j) = [ a c-ésima cldusula de p(§) tem exatamente a varidvel &; ; como sendo o seu
z-ésimo literal | e

—

b(z,i(c,j) = [ac-ésimacldusulade ¢(¢) tem exatamente —&; ; como sendo o seu z-ésimo literal |.

—

Cumpre-nos lembrar que a. ;)(c,j) e be. ;(c,j) dependem somente do formato de ¢(§) e nao de uma possivel

valoragao de £. Com isto concluimos que, para z; ; € Zso,

—

a(zi) (€, §) + @i ( bz (e, §) — a@iy(c,j) ) = [ a c-ésima clausula de ¢(€) tem o z-ésimo literal cons-
tituido pela varidvel &; ; (i.e., com (—§; ;) ou sem (&; ;)
a negacao) e tal literal nao é satisfeito por x; ; |

e, portanto,

eg(cvilaj17i27j25i37j3) = H ( a(z,iz)(cvjz) + §iz7jz( b(z,iz)(cvjz) - a(z,iz)(cajZ) ) )
z€{1,2,3}

Note que, nesta equagao, as operagoes, como em todo o resto, sao feitas sobre Zy. Porém, a equagao foi formulada
de tal forma que podemos utilizar as operagoes de qualquer anel comutativo com unidade, como por exemplo de
Z e/ou de um Z; e/ou um corpo K, que o resultado é sempre o mesmo, (variando em 0 ou 1). Agora, conforme
as Codificagoes Polinomial com Grau nas Variaveis Baixo C-IV e Polinomial com Grau Total Baixo C-VIII,
para z := 3, tome s(n) := [log(b(n))] — 1, m(n) := [(s(n) + 1)/log(s(n) + 1)], p(n) um primo entre (s(n) + 1)?
e 2(s(n) +1)2, £(n) := k(n) := p(n)? e d(n) := m(n)s(n). Lembre-se que #S,, =: s(n) + 1, #K, =: k(n) e
Sn C H,, := K,,. Sejam as varidveis fz = (Ce15 -+, Coimn)), com z € {1,2,3}, e 77 := (N1, - .., Nm(n))- Podemos,
assim, para cada i € {1...v(n)}, codificar o i-ésimo bloco de uma valoracio # € Zo™"™ bvil de o(€), no
polinémio - B .
fei,@ (&) € KilG e K™ iy © Kl G e K™ 1y,

Da mesma maneira codificamos, para cada z € {1,2,3} e € {1...v(n)}, as fungdes a(. ;) e b(.;), quando as

(n)

2m . A .
vemos como pertencentes a Zs, , respectivamente, nos polinomios

g“(z,i) (ﬁ’ é)v gb(z,i) (ﬁa 52) € Kﬂ[ (777 CZ) € sz(n) ](S(n»'
Na Codificacao Polinomial com Grau nas Varidveis Baixo C-IV também vimos que existe a sobrejecio Sy, ) 2,
{1...b(n)}, tal que, para todo z € {1,2,3}, i € {1...v(n)} ec,j € {1...b(n)}, temos fq,}(f)(crfl(j)) =z j,
.. (071(0),071(]_)) =aiy(6d) e g, (cril(c),afl(j)) = b(.,5(c, 7). Logo, sobre S;n(n), recuperamos nas
codificagbes os valores de E%i} (7) e dos a4 (c, j)’s e bz4)(c, j)'s.

—

25" de () e i, iz i3 € {1...v(n)}, o polindmio

Definiremos, para cada valoracio ¥ €

Fz.i1i2,is (ﬁa C15 G2, C3)

IT (oG E+ fiy @ 6 = 00 ) )

z€{1,2,3}
Kn[ (ﬁv{lvévéé) € Kﬁm(n) ](65(n)>

O mais importante é notar que, pelos comentarios acima,

m

—

7€ Z3"PM satisfaz o(€) sse Fri iy [ gamm =0, para todo i1,4g,i3 € {1...v(n)}.

Vil Veja, sobre o i-ésimo bloco de Z (i.e., [’}i} (@) == (®i5)je{1..0(n)} € Zg(n)) no Pardgrafo I11.3-1.
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Observe inicialmente que nao obrigatoriamente Fz;, i, = 0 (i.e., Fzi; 0.4, € uma funcdo nula em todo o
dominio), dado que #S, =: s(n) + 1 e Fz;, 4,4, ¢ um polinémio de grau nas 4m(n) varidveis no méximo

—

6s(n). Mais ainda, perceba que conhecendo-se a férmula (&), podemos, em tempo polinomial em n, calcular
08 Gar...,’S € Gb....,’S; que independem da valoragao Z. Por outro lado, se 5,;1,}2,;3 € Kfln(n) e queremos
calcular Fz ;, 4,4, (C, 1,72, 33), podemos fazé-lo em uma computacao sobre o alfabeto k(n)-drio ¥ (;(,,)) em tempo
ponderado constante para n e lendo apenas os trés pontos fﬁhl}(i) (1), fqm(f) (J2) e fﬁhs}(f) (js). Ou seja,
podemos simular um teste que necessite de Fjz ;, i, i, na pseudo-fita de testemunha 7, tendo apenas os valores
de fﬁ}il}@) (1), fﬁbﬂ(f) (j2) e fﬁhs}(f) (ja)’s. Isto se dd com perda da ordem de © no ntmero de leituras
nesta pseudo-fita e no tempo de decisio ponderado.’5V! Portanto, esta simulacdo continua no mesmo modelo
computacional.

Teorema do Teste com Leitura Logaritmica de Bits Aleatérios IV.3—2. Sewv e O(1) e
b(n) € O(Poli(n)) é uma fun¢do natural, entéo

BSAT(b(n), v, b(n) ) € FaPCPu, . . . (log(b(n)), 1, log(b(n)) )
g PCP\I’(%Mlog(b(n))'\g)( 1Og(b(n))7 17 log(b(n)) )

Prova. Dado tudo o que ja foi descrito no paragrafo anterior e continuando o que ja foi definido,
s6 nos basta aprofundar no algoritmo do teste.

ENTRADA: E fornecida na fita de entrada p, com alfabeto fixo %, a férmula (€) € 3FENC(b(n), v, b(n)). Ela est4
codificada em comprimento polinomial em n e, lendo-a, obtém-se o valor do parametro de entrada n
e os parametros do teste b(n) e v.

TESTEMUNHA: Se ¥ € Z;b(n) é uma satisfacao para <p(g), a pseudo—fita de testemunha 7, com alfabeto
(n) ]
d(n)

i€ {1...v}.5 Por outro lado, a pseudo-fita de testemunha deve conter também as testemunhas
dos testes referidos abaixo.

\11(384[10g(b(n)ﬂ8)7 deverd conter os polinémios fﬁh}(f)(f) € K,[{ e K LBl para cada

ALGORITMO: Léem-se n como pardmetro de entrada e v e b(n) como os parametros do teste e fazem-se dois
tipos de testes:

e Executa-se o Teste Polinomial de Grau Total Baixo T-IX (a-seguro-
(log(n), 1, \Ij(8flog(n)]ﬁ)’ 1, \I/(grlog(nﬂs),log(n))) para verificar se f%}@)(g) estd a—préximo de

um polinémio de K,[ { € K™ la(n), para todo i € {1...v} e sendo a € (0,1/2%375°] ¢ que
pode ser tomado tao pequeno quanto se queira e constante para n. Como repetimos este teste
um nimero também constante para n de vezes (i.e., v vezes), continuamos no esquema de
provas robustas,’! como gostarfamos. Quanto a esta iteracdo, temos uma melhor discussio
no Pardgrafo I11.1-4.

e Utiliza-se o Teste da Nulidade de Polinomios de Grau nas Varidveis Baixo sobre Dominio

Restrito T-XIV (segurof(log(n), 1,C, C \I/’(‘S[log(nﬂﬁ), 1, ‘11(384“0g(nﬂg),10g(n))) para verificar

[xvii] Vide o Parégrafo I11.1-3.
beviti] Veja que definimos no Pardgrafo T11.3-1 E}i} () € Zg(n) como sendo o i-ésimo bloco de &.
[xix] Note que os fl:%' (f)’s sdo as codificagbes que fixam a satisfagdo dos bloco de tamanho b(n). Vide maiores detalhes no

Paréagrafo IV.1-3.
] Vide definigdo no Pardgrafo I11.1-2.
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TESTE:

se Fg iy igis | am(n) = 0, para todo i1,i2,i3 € {1...v}. Como ja foi mencionado, para cada

(

s

ponto 65.717527‘;3 € K:ln

mos calculé-la sobre os valores de fﬁi (@) (1), fﬁi (@) (J2) e fﬁi (@) (js). Novamente, pelo
i is i

" do qual desejamos conhecer a imagem F ;, 4, i, (C, J1, j2, j3), devere-

Paragrafo I11.1-4, vemos que continuamos no esquema de provas robustas, dado: que a pode
ser tomado constante para n e tdo pequeno quanto se queira; que iteramos este teste v3 vezes
(que também é constante para n) e que cada teste 1& um nimero constante para n de letras
da pseudo-fita de teste g, isto é, de pontos F ;, 4, .4, (17, 51, 52, 53)

Pela composicao destes testes, temos o teste em PCP\I’(SSLLHOg(b(n)ﬂS)( log(b(n)), 1, log(b(n)) ). Por
outro lado, as v vezes que rodamos o Teste Polinomial de Grau Total Baixo T-IX (a—seguro—
(log(n), 1, \I/(Sflog(n)-\ﬁ)’ 1, \I/(Sﬂog(nﬂg),log(n))) também nos fornecem o esquema de provas robustas

com a satisfacio fizada por blocos codificadosP™! sobre a codificacdo definida acima. Logo, também
estamos em ﬁ;mPCP‘y(Sgwog(b(nmg)( log(b(n)), 1, log(b(n)) ).

V.32 m

Assim, novamente tomando-se b(n) :=n e v := 1, é imediato que

Corolario do Teste com Leitura de O(log(n)) Bits Aleatérios IV.3-3. Temos

3SAT(n,1,n) € ,PC,P\II(384]'10g(n)'\8)( log(n), 1, log(n) ).

|
Mais uma vez, lembrando-se do Paragrafo IV.1-4, segue que
Corolario do PCP para Leitura de O(log(n)) Bits Aleatérios IV.3-4.
NP C PCP(log(n), loglog(n) ).
|

O nosso unico problema neste corolario, é o fato do nimero de leituras na pseudo—fita de testemunha

T nao ser constante para n e isto decorre do Corolario IV.3-3, por ter o alfabeto \11(384“0g(n)]g) na sua pseudo—fita

de testemunha 7 nao constante para n. Portanto, a computagao que tem o nimero de leituras na pseudo—fita
de testemunha 7 constante, quando é operada sobre este alfabeto, deixa de sé-lo a luz da definicao original da
classe de complexidade PCP, que tem ntimero real de leituras. Mas isto vai ser resolvido na se¢ao seguinte, com
o Teorema da Composicao de Testes IV.4-2.

IV.4 Composicao de Testes sobre a Classe de Complexidade PCP

Neste momento, chegamos a “alma” da parte computacional do Teorema do PCP 1.4-4. Procurare-

mos, agora, compor testes de modo a economizar leituras na fita de testemunha, sem que isto aumente muito o

bxil Vide o Parégrafo IV.1-3.
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numero de bits aleatérios lidos.

IV.4-1. O Teorema de Cook—Levin 1.4-2 mostra-nos que podemos expressar as possiveis com-
putagoes de uma Maquina de Turing através de uma férmula booleana em 3FNC. Esta férmula devera ter o
nimero de varidaveis da ordem do quadrado do tempo de execuc¢do da maquina. A propriedade desta férmula é
a que ela é satisfazivel fixando-se a representacéo da entrada da computacaoP™ i sse a maquina aceita a mesma
entrada. Queremos nos valer da mesma idéia para que um teste possa decidir a aceitacdo ou nao, na fase de
decisao, de outro teste, sem que este tenha a necessidade de ler toda a testemunha.

Em resumo, desejamos compor dois testes, sendo que o primeiro M tem pequeno tempo de decisao
ponderadol™iil e o segundo N sabe resolver o problema 3SAT de forma “barata” no ntimero de leituras na
pseudo—fita de testemunha 7. Executamos primeiro as fases de pré—processamento dos parametros, de pré—
processamento da entrada e de enderecamento do primeiro teste M, para depois simularmos a computagao
da sua fase de decisdo através do segundo teste V. Veja que a fase de decisao é deterministica e tem como
“entrada”, a grosso modo, somente os parametros de entrada e do teste e as letras lidas na pseudo—fita de
testemunha 7,7, que, por sinal, sao sobre os enderegos sorteados pela sua fase de enderegamento.

Portanto, como ja dissemos, podemos codificar a computacao da fase de decisao de M em uma
férmula booleana 90(5 ) de 3FNC conveniente, tal que temos aceite de M sse esta férmula é satisfazivel fixando-
se a representacao da entrada da sua computacao. Na verdade, ndo perdemos em nada ao incorporarmosivl a
representagao dos parametros de entrada e do teste na férmula go(g ). Ou seja, o segundo teste N constréi go(g )
na sua fase de enderecamento, que é satisfazivel fixando-se a representacao das letras contidas na pseudo—fita
de testemunha s (sobre os enderegos fornecidos na fase de enderecamento de M) sse o primeiro teste M tem
a computacao de aceite na sua fase de decisao. Cumpre-nos lembrar que as letras da pseudo—fita de testemunha

mym (de M) sdo de um alfabeto ¥, e, portanto, a sua representacao bindria deve se dar por um bloco de bits.

Veja que tudo o que fizemos neste capitulo ja nos possibilita realizar tal composicao de testes. Mas,
sobre as classes de complexidade usuais quais seriam os nossos problemas? FEles sao de dois tipos e relativos ao
segundo teste N. Em primeiro lugar, o teste IV sabe verificar se tp(g) é satisfazivel (i.e., a computacao da fase
de decisao de M é de aceite). Porém, como vamos fazer para verificar se esta satisfacdo fixa a representagio
das letras da testemunha de M sorteadas na sua fase de enderecamento? Por isto, N precisa saber mais do
que verificar apenas a satisfazibilidade de férmulas booleanas em 3FNC! O nosso segundo problema é que estas
letras sao sorteadas aleatoriamente sobre uma testemunha que nao podemos conhecer de antemao. Entretanto,
temos como nosso maior aliado o fato das letras, que queremos que representem a parte fixa da satisfagao, serem
fornecidas como testemunha. Podemos, entao, ao invés de solicitar como testemunha uma letra no alfabeto da
pseudo—fita de testemunha s, requerer diretamente uma codificacao robusta da referida letra.

Ou seja, a primeira vista, resolveremos estes problemas da seguinte maneira. Perceba que as
Mdquinas de Turing da classe NP para o problema de decisdao 3SAT tomam como prova (i.e., uma teste-
munha correta) a prépria satisfagdo & da férmula de entrada cp(g) J& os testes de PCP tomam como prova
uma codificacao robusta 7z de uma satisfagdo #. Mas, esta codificacao é de tal modo que nos é muito custo-
so recuperar Z. Portanto, ao ser verificado por N que w(g) é satisfazivel, fica-nos muito dificil saber se esta
satisfacao estd fixando a representacao das letras escolhidas por M na pseudo—fita de testemunha my,. E por
este motivo que exigimos que o teste N tenha esquema de provas robustas com a satisfacao fizada por blocos

. v . - o S . ~ - .
codificados,™¥] ou seja, se Z := i1 - - - , é uma satisfacdo, entdo a prova seria TG * Ty,

v

c Tz

Neste momento devemos pensar que a testemunha de M é uma tabela de letras no alfabeto da sua
pseudo—fita de testemunha 7y (e/ou tabela de blocos s, que sao as representacoes bindrias destas letras). Sobre

[xii] Uma férmula booleana é satisfazivel fixando-se algumas constantes sse ela é satisfazivel para uma valoragdo que respeite estas
constantes. Veja mais detalhes no Paragrafo 1.4-1.

bexiii] Vide o Paragrafo I11.1-3.

[xxiv] Tncorporamos algumas constantes a uma férmula booleana quando ela passa a ser satisfazivel sse a anterior o é fixando-se estas
constantes. Também vimos a defini¢do no Parédgrafo 1.4-1.

(vl Vide definigdo no Paragrafo IV.1-3.
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tal tabela serao sorteadas algumas das suas entradas que seriam computadas na fase de decisao de M. Temos,
entao, que na composicao dos dois testes precisamos tomar a prova como uma tabela de mesmo tamanho, mas
que cada uma das suas entradas seja agora a codificagdo 7y da respectiva entrada 3 da tabela original. Assim,
na fase de enderecamento de M sortearemos algumas entradas da sua tabela, que hipoteticamente conteriam os
blocos 4, ..., ¥, mas encontramos 14 as codificacoes 7y, , ..., 7y, . Logo, ao acrescentarmos a esta tabela uma

—

outra que nos fornega a codificagao 7y, -+« 7wy, « Tz, em que & := i1 - - - ¥, ¢ uma satisfacdo de p(§) que fixe
Yi,-- -, Yy, temos o esquema de provas robustas para utilizarmos na execucao do teste N, quando simula a fase
de decisao de M.

Agora, depois desta discussdo “a grosso modo”, retomaremos o assunto, entrando em “um pouco”
mais de detalhes.

Teorema da Composicao de Testes IV.4-2. Se k'(n) € uma fungao natural, R(n), Q(n),
T(n), R'(n), Q'(n) e T'(n) sdo familias de fungées naturais e, para todo b(n) € O(Poli( log(k'(n)) - T'(n) )) e
v(n) € O(Q'(n)), temos uma fungdo natural ky,(n), tal que

3SAT( b(n), v(n), b(n)) € .Fia:PCP\p(kbv(n))( R(n), Q(n), T(n) ),
entao,

PCPu,,. (R(n), @), T'm)) < |J PCPu, . (R(n)+Rm), Q). T(n)).
kb (n)

Prova. Portanto, suponha que temos um teste M de PCP\p(k,(n))( R'(n),Q'(n),T'(n) ). Note

primeiro que o seu tempo de decisio bruto™™ ¥l estd em O( log(k'(n)) - Poli(T’(n)) ). Isto se deve ao fato do
tempo de decisio ponderado®™ ser da ordem de Poli(T”(n)) e da computagio da fase de decisao de M gastar
tempo da ordem de log(k'(n)) para trans-codificar cada letra de W (,y). H4, entdo, uma férmula booleana
©(€) com b(n) € O( (log(k'(n)) - Poli(T"(n)))? ) varidveis, que expressa a computacio da fase de decisio de M.
Novamente, a idéia central é que, se temos outra maquina N que sabe resolver férmulas booleanas, ela poderia
decidir o resultado da computagao da fase de decisao de M. Deve-se, entao, executar as outras fases de M e, na
hora de executar a fase de decisao, roda-se a maquina N sobre esta formula booleana 90(5 ). Se a méquina M é
rapida na execucao da sua fase de decisao, esta férmula booleana tem poucas varidveis e repare que ela serd a
entrada de N. Como é s6 na fase de decisao que iremos ler a pseudo—fita de testemunha 7,;, se a maquina N
for econémica na leitura da testemunha, temos o que procuramos.

Veja que a entrada da fase de decisdao de M sdo as informagoes na fita de trabalho (entre elas os
enderecos) e as letras da pseudo—fita de testemunha 7a; (que suporemos ser de nimero v(n) — 1 € O(Q'(n))).
Evidentemente precisamos fizar as varidveis®™vil de ©(€) que representam esta entrada, pois, apenas deste

—

modo, a simulagao da fase de decisdo por ¢(&) fica bem definida. As informagoes da fita de trabalho nao sao
problema, pois N pode efetivamente 1é-las e incorpord-las a gp(g ).[X"Vii] O nosso cuidado deve ser com as letras
que M leria na pseudo—fita de testemunha 75;. Note que, nos testes que definimos, nao conseguimos recuperar
“economicamente” a prova, por ela ser robusta. Neste sentido, nao temos condicao de certificar se alguma prova
robusta codifica uma satisfagao que fixe as varidveis que representam as testemunhas para M. Como resolvemos
este problema?

A solugao estd no fato 6bvio que cada letra do alfabeto Wy (,) da pseudo-fita de testemunha mps
poder ser representada em menos varidveis do que toda a computagao da fase de decisao de M. Entao, ao

—

invés de supormos ¢(§) com b(n) varidveis, supo-la-emos com v(n) blocos de b(n) varidveis cada um. Ou seja,

xvil O tempo de decisdo ponderado é o tempo da fase de decisdo, levando-se em conta que ela trabalha sobre o alfabeto da pseudo—fita
de testemunha 7, e o tempo de decisao bruto é o tempo real de execugao da fase de decisdo, conforme foi definido no Paragrafo I11.1-3.
boxvii] Vide o Pardgrafo 1.4-1.
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—

©(€) teria um total de v(n)b(n) varidveis. As b(n) varidveis do tltimo bloco representariam a computagio
propriamente dita da fase de decisao de M. J4, cada um dos v(n) — 1 primeiros blocos representariam cada uma
das v(n) — 1 letras da pseudo—fita de testemunha que M deveria ler. Mais ainda, ndo perdemos em generalidade

ao supormos que a férmula cp(g) estd em 3FNC e também que contém s6 b(n) cldusulas, isto quando passamos

—

a tomar b(n) em Poli( log(k'(n)) - T"(n) ). Portanto, ¢(§) € 3FNC( b(n),v(n),b(n) ).

Com isto, exigimos agora que N seja de ﬁ;mPCPq;(kb ( R(n),Q(n), T(n) ) e, deste modo, saiba

v("))
resolver (&) com esquema de provas robustas com a satisfacdo fizrada por blocos codificados.*V  Seja esta
codificacao dada por 7y, - - 7y, * Tz, para uma satisfacao & := ¢ - - - §y(n) da férmula booleana »(€), sendo

que cada ¢; é um bloco em Zg("). Queremos entao construir a computacao do teste N o M, que é a composi¢ao

de N por M. Logo, perceba que a testemunha para N também ¢ dividida por blocos (de my, até Tz) e que,
assim, eles nao precisam estar necessariamente gravados deste modo consecutivo na pseudo-fita de testemunha
TNom- Por outro lado, cumpre-nos recordar que cada um dos v(n) — 1 primeiros blocos devem representar
uma letra no alfabeto ¥ ;/(,)) da pseudo—fita de testemunha 7y;. E por este motivo que, simulando a fase de
enderegamento de M, que sorteia os enderecos das letras y1, . .., Yy(n)—1, as quais M leria na sua fase de decisao,
a fase de enderegamento do teste composto N oM deve “montar a testemunha” (ou seja, restringir a pseudo—fita
de testemunha myoar a0s enderegos que correspondem a) g, - - - T, * 7@, Sobre a qual passamos a simular a
computagao de N. Mas antes disto, ainda na fase de enderecamento de N o M, pode-se efetivamente montar
a férmula booleana 90(5) que representa, de um lado, a computacao da fase de decisao de M e, de outro lado,
é a entrada do teste N. Completamos, assim, a fase de enderecamento e passamos a fase de decisao do teste
composto N o M, repetindo os passos de N, agora sobre esta “testemunha montada”.

E absolutamente imediato que o teste composto N o M estd no modelo computacional de

PCP‘I’(kb (n))( R(n) + R'(n),Q(n),T(n) ) P e também continua com o esquema de provas robustas,

j4 que a sua taza de erro da robustez ¢é a soma das taxas de erro da robustez dos testes M e N. Veja mais
detalhes sobre o porque podemos fazer isto no Paragrafo I.3-2. Também ¢é imediato perceber que o teste compos-
to N o M é de tipo nao—adaptativo.>] Por outro lado, se M e N sao de tipo totalmente nio—adaptativo,r>
com um pouco mais de cuidado, vemos que a composicao continua a sé-lo. Concluimos, assim, a prova.

V.42 |

Demonstraremos finalmente o Teorema do PCP 1.4-4, que estd no Capitulo I Esquema de Provas
Robustas, na Pagina 13.

Prova do Teorema do PCP 1.4—4. Provaremos logo a seguir a inclusao
PCP‘I;(SSM%(")]S)( log(n), 1, 1og(n)) - PCP\p(z)(log(n), 1, 1 )
Assim sendo, do Coroldrio do Teste com Leitura de O(log(n)) Bits Aleatérios IV.3-3, temos que

3SAT(n,1,n) € PCP\p( (log(n), 1, log(n) ) € PCPy, (log(n), 1, 1).

384]’10g(n)'\8)

Conforme foi observado no final do Pardgrafo IV.1-4, 3SAT(n, 1,n) é A"P—completo e pela definicao da classe
de complexidade PCP, obtemos o que nos falta para provar o Teorema do PCP 1.4-4, qual seja,

NP C PCP(log(n), 1).

[xxvili] A defini¢do estd no Pardgrafo IV.1-3.
[xxix] Vide o Pardgrafo IV.1-2.
[rexcx] Veja as defini¢bes no Paragrafo 1.3-1.
Bxxi] Todos os nossos testes sao de tipo ndo—adaptativo, dado que eles sao divididos nas quatro fases. J4 os testes em que podemos
sortear os enderecos (na fase de enderegamento) antes de se ler a entrada (na fase de pré—processamento da entrada), sdo chamados
de tipo totalmente nao—adaptativo. Veja a definicdo no Paragrafo IV.1-1.
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Portanto, aplicaremos o Teorema da Composigao de Testes IV.4-2 duas vezes, sempre para Q(n) :=
Q’'(n) := {1}. Primeiramente, pelo Teorema do Teste com Leitura Logaritmica de Bits Aleatérios IV.3-2, para
todo v € O(1) e toda fungao natural b(n) € O(Poli(log(n))), temos

3SAT( b(n),v,b(n) ) € .Fia:’PC’P\p(Ssmog(b(nms) (loglog(n), 1, loglog(n) ).
Entao

PCP\p(ngcg(nﬂg)( log(n), 1, log(n) ) - U PCP‘I’(smrlog(b(n)]S)( loglog(n) + log(n), 1, loglog(n) )
b(n)€Poli(log(n))

Agora, pelo Teorema do Teste com Leitura Constante de Bits na Pseudo—Fita de Testemunha IV.2-2, para todo
v" € O(1) e toda fungao natural b’(n) € O(Poli(loglog(n))), temos

3SAT( V' (n),v",b'(n) ) € FaPCPy,, ( Poli(loglog(n)), 1, 1).
Logo,

PCP\IJ( (log(n), 1, loglog(n)) C ’PC’P\IJ@)( Poli(loglog(n)) 4+ log(n), 1, 1 ),

384]’10g(b(nﬂs)
para todo b(n) € Poli(log(n)). Destes dois resultados terminamos a demonstracdo, j4 que obtemos o que nos

faltava, ou seja,
PCP‘II(384"103(")"8)( log(n)7 ]‘5 1Og(n) ) g PCP\I}(z) ( 10g(n), 17 1 )

[L4-4] W

Fechamos, deste modo, a parte computacional da prova do Teorema do PCP 1.4-4. Esquecé-la-
emos a partir de agora, visto que, para concluirmos a prova, resta-nos apenas ver as propriedades algébrico—
probabilisticas que constam do préximo capitulo.
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Capitulo V

Polinomios de Grau Baixo

Neste capitulo, daremos os subsidios necessarios para nés chegarmos a corretude do Teste Polinomial
de Grau Total Baixo T—VIII. Serda facil de se observar isto como uma conseqiiéncia imediata do resultado
alcangado com o objetivo central deste capitulo, qual seja, provar o Teorema da Proximidade a um Polinémio
de Grau Total Baixo V.1-5. Este teorema nos garante uma proximidade constante a polinomios de grau total
baixo olhando-se somente para a proximidade a polindomios sobre as “linhas” do seu dominio. Também ha uma
versao bem simplificada deste teorema, em que trocamos a necessidade dos polinomios de grau total baixo, por
polindémios de grau nas variaveis baixo. Entretanto, nao a apresentaremos aqui, apesar dela nos provar que o
Teste Polinomial de Grau nas Varidveis Baixo T—VI é correto.

Seguindo o intuito acima delineado, comegaremos introduzindo as defini¢oes bésicas na Segao V.1
Proximidade e Polinomios, em que ao final, podemos enunciar o Teorema da Proximidade a um Polindomio de
Grau Total Baixo V.1-5. A seguir, na Se¢do V.2 Introdu¢do o Proximidade aos Polinémios de Grau Baizo
fornecemos as primeiras propriedades associando proximidade e polindmios, em particular, daremos condigoes
de proximidade suficientes para polindémios de grau total baixo. Continuando, na Secao V.3 Proximidade aos
Polinomios de Duas Varidvers, demonstraremos para o caso particular de dimensao 2, ou seja, quando o dominio
é um plano, que obtemos a proximidade constante a polinémios de grau baixo (seja grau total, como grau nas
varidveis) olhando-se localmente somente sobre linhas do dominio. J4 na Se¢ao V.4 Prozimidade aos Polinémios
de Grau Total Baixo, recorreremos ao fato de sabermos fazer no plano exatamente aquilo que queremos obter
para um dominio de dimensao maior para, finalmente, provarmos o Teorema da Proximidade a um Polinémio de
Grau Total Baixo V.1-5. Termina, deste modo, a nossa tarefa! Mas, para finalizar, na Secao V.5 Propriedades
Algébricas e Probabilisticas, entramos nos detalhes técnicos que preferimos deixar passar em branco nas segoes
precedentes, a fim de amenizar o texto, o quanto possivel.
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V.1 Proximidade e PolinOmios

V.1-1. Primeiramente vejamos algumas convengoes. Mas antes, lembraremos novamente que: K
é um corpo finito de caracteristica prima p e de k elementos; m,d € N, sao, respectivamente, o nimero de
varidveis e o grau total maximo de um polinémio. Suporemos d < p e d < k. Tomemos K¢ := K¢, ..., &]q,
como o conjunto dos polinémios de ¢ variaveis e de grau total no maximo d, K¢ := K&, ..., &ilay, como
o conjunto dos polinémios de ¢ varidveis e de grau nas varidveis no maximo d e }K;, como sendo as fungoes
em X'K | tais que, na j-ésima coordenada, sdo polinémios de uma varidvel e de grau no méximo d, ou seja,
fixando-se as varidveis a menos da j—ésima, temos polindémios em K[g]4.

Por outro lado, sejam IL o conjunto das linhas de K™ e S o conjunto dos planos de K™. Veremos
cada linha ! € L como sendo uma funcao de K a K™, I(§) := (I1(£),...,Im(§)), tal que todo I;(§) € K[¢]; é
um polindémio linear de uma varidvel. J4 um plano s € S serd visto como o conjunto das linhas nele contidas.
Sex e K™, s € Sel €L, entdo L(gy := {l €L||z €1} é o conjunto das linhas de L. que passam por =,
S(z) = s N L, sao as linhas do plano s que passam por z, Siz) = {s € S5y # @} sao os planos de S que
tém linhas que passam por x e Sy := {s € S||l € s} sdo os planos de S que contém a linha /. A partir de agora,
neste capitulo, sempre tomaremos f € X" K uma funcio de dominio K™ e contra-dominio K.

V.1-2. Denotaremos a distéancia de f aos polindmios de grau total no méximo d por

X)) = Ag=(f) = Ag=(f,K™) = max Agm(f,h) = max Pr { f(z)=nh(x)}

heKm heKm ze K™

e tomaremos P¥ € K™ como sendo esta melhor aproximagdo polinomial de f sobre o dominio K™, ou
seja, A(f) = A (f, ’Pf). Note que a funcao P’ pode nao ser tinica, mas isto nio nos atrapalharé.

Faremos o mesmo para uma restri¢ao a linha [ € IL. Seja f) := fol € KK, afuncio de K a K e que
compde f com [. Neste sentido, a aproximagio polinomial de f sobre I serd a funcio Pf': 1 C K™ — K,

tal que P(fl’)l =Phlol € K' e N(f) =N (fli,PF) = Ag (f(l),’Pg;’)l>, em que

A = A K = A Jh) = P t)=h(t) }.
1(f) & (fo),K) max & (fay:h) hme%ggte{({f(z)() (t) }
Cumpre-nos lembrar que aqui, muitas vezes, a linha [ precisa ser vista como sendo a representagao dos seus
pontos em K™, qual seja, a sua imagem por K (i.e., [“:="[[K] C K™). Observe também que
d+1

N = NP = Pr{f@)=P(=)} = &xp[ fla)=P ()] .1

k - z€l z€l

Ou seja, ’P(’Z’)l é o polinomio de uma varidvel e de grau no maximo d que mais se aproxima de f quando restrito
a l, (isto é, que mais se aproxima de f(;)).

Do mesmo modo, se s € S é um plano, definiremos a aproximag&o polinomial de f sobre s pela

funcao
PH* € Hy, = {h:sCK™—>K|hg:=hol € K paratodalinhales },
tal que A\s(f) = As (f[S,Pf’S) e
)\s(f) = }Ilrelalgf)\s(frsah) = ;?el%)ifel;{f(x):h(x)}

(il Veja que Exp é a esperancga e serd definida no Pardgrafo V.5-2, que se localiza logo mais a frente na Se¢ao V.5 Proprieda-
des Algébricas e Probabilisticas. Cumpre-nos lembrar que [“propriedade”] é o indicativo da “propriedade”, ou seja, é a funcdo
caracteristica que tem valor 1 se a “propriedade” é verdadeira e 0, caso contrario, conforme foi definido no Paragrafo I.1-1.
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Note primeiramente que h € Hy é um polinémio de duas varidveis e de grau total no maximo d (i.e., em K?)
transladado para s C K™. Depois que, mais uma vez aqui, o plano s (como conjunto de linhas I € s), por
um abuso notacional, também representar a imagem dos seus pontos em K™, isto é, s“:="Js 1= U, [ =
Ues LIKT € K™

V.1-3. Definiremos, entao, para L. C L, a raz8o de proximidade de f em L por
AL(f) = Exp(N(f))-
leL

Quando L = L, omiti-lo-emos. Se S C S, chamaremos

As(f) = Exp(Af)) = SXp(expul(f)))

ses seS les

de razdo de proximidade de f nos planos de S.

V.1-4. Para nés transformarmos as defini¢des acima, do caso de polinomios de grau total baixo
para polinémios de grau nas variaveis baixo, precisamos observar que m varidveis definem, de modo 6bvio, m
coordenadas (cartesianas). Seja, entao, C C S o conjunto das linhas paralelas as m coordenadas cartesianas.
Chama-lo-emos de conjunto das linhas coordenadas. Neste caso, definimos a raz8o de proximidade de f
pelas coordenadas por

A(f) = Ac(f).

Mas note, nao é dificil verificar que

A = & (MAEM) = &p (MLh)),

ie{l...m} ie{l...m}

sendo que cada h; é tomado, de forma a maximizar A(f, h;), sobre as fungdes que sdo polinémios de uma varigvel
e de grau no maximo d sobre todas as linhas paralelas & i-ésima coordenada (i.e., h; € K™).

Por fim, denotaremos a dist&ncia de f aos polindmios de grau nas variaveis no méximo
d por

A(f) = Menlf) = Men(RR™) = max hen(fh) = max Pr { f(z) = h() }.

Deixe-nos, agora, enunciar o principal teorema deste capitulo, que se deve a Arora, Lund, Motwani,
Sudan e Szegedy e o qual provaremos nas secoes subseqiientes.

Teorema da Proximidade a um Polinémio de Grau Total Baixo V.1-5 ([ALM192]).
Suponha que temos m > 2, d > 4, k > max {b; 132d3}, p>2d+1ed € (0,1/b], em que b := 2273755, Para
uma funcao qualquer f de K™ a K,

se A(f)>1-¢6 entao A(f)>1-—20.

Temos assim, pela contra—positiva, uma demonstragao imediata do Teste Polinomial de Grau Total
Baixo T-VIII, que é o grande objetivo deste capitulo. Com efeito, veja que se f é (1 — «)—distante (i.e.,
Af) < 1—a), entdo A(f) < 1—«/2 é constante para n e representa a probabilidade do teste aceitar erradamente.

Neste momento, antes de nés irmos diretamente as demonstragoes, recomendamos fortemente ao
leitor ver, no final do capitulo, a Segdo V.5 Propriedades Algébricas e Probabilisticas, que traz os pré-requisitos
necessarios para compreendé-las melhor.
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V.2 Introducao a Proximidade aos Polindmios de Grau Baixo

Vejamos alguns, e muito tteis, critérios que nos garantem quando uma fungao é um polinémio de
m varidveis e de grau total no maximo d, isto é, condigoes de proximidade suficientes para pertinéncia em

K™ := K[€1,. .., Emla.

Lema V.2-1. Sejam d € {d...(p—1)}, h € K[&,...,&n]a € qualquer um dos trés casos

abaizo:
) d B Y d’ d’
W 2 {aw> ) = 2 {p{ro0-r0}>71 > L.
para algum x € K™;
"\’
(ii) A(h) = Exp(N(h)) = sxp( Pr{ h(z) =P"(z) } ) > 1- (1 - —) ;
leL leL \ z€l k
ou
(iii) A(R) = 1.
Entao concluimos que h € K™ := K[&1,...,&n]a-

Prova. (i) Por translagdo, provaremos somente para z := 0. Como h € K[¢1,...,&n]a e d < p,
parai € {0...d'}, defina h() € K[¢y,...,&n]i, tal que

) h = Z’iG{O...d’} h(z) e
e h() ¢ homogéneo de grau 4, para todo i € {1...d'}.0H

Isto é,set € K e x € K™, entdo h()(t-x) = t'z. Na verdade, cada h(?) é formado pelos monémios de h que
tém grau total exatamente 7.

Faremos a associacdo de z € K™ [l com [ € Ly por [(t) =t -z, para todo t € K. Fixe x € K"
com A (h) > d'/k. Como h € K[&1,...,mlar, by € K[€lar e sendo Prycx { hay (1) = Pl (#) } —: n(h) > d'Jk,
pelo Corolario da Distancia dos Polinomios de Grau Baixo I1.3-3, temos que h(y = phl e K1, Mas, observe

O]
que
hay(§) = hol(§) = nE-x) = > w2 = > w@)-¢ e K' = K[

1€{0...d"} 1€{0...d"}
Ou seja, para i € {d+1...d'}, temos h() () = 0 e, pela hipétese,

pr {hO@) =0} > Pr{Az<h>>%} > 4

rEKmM leL o)

-,

visto que h()(0) = 0. Como h(¥)(0) = 0, pelo Paragrafo V.5-8,

Aew (h0,0) = Pr L@ =0} > pr {a0@ =0} > T

rzeK™

il Note que h(® § constante.
[iii] Lembremos que K7 é o espaco K™ menos a origem.
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Logo, pelo Corolario da Distancia dos Polinomios de Grau Total Baixo I1.3-5, h() = 0, (parai € {d+1...d'}).
Portanto, h € K™.

(ii) Note que como toda linha de L tem exatamente &k pontos de K™ e todo ponto de K™ esté contido
na mesma quantidade de linhas de L, pelo Paragrafo V.5-4, temos que L multi-—particiona igualitariamente
Km [iv] e

Exp < 8xp<Al<h>>> — exp( M) = A(R) > 1_(1_%') .

reEK™ 16L<I> lell

Ou seja, existe pelo menos um x € K™, tal que

Exp (M(h)) > 1—(1—%)2,

l€L<z>

e, pelo Paragrafo V.5-6,

Portanto, h € K™, pelo item acima.
(iii) Note apenas que este é um caso particular do item anterior.

V2-1]m

V.2-2. Parat € K, definiremos fj; como a funcao f(1,...,&mn) restrita ao hiper—plano em que
a primeira variavel &; estd fixa a t.

Corolario V.2-3. Sep>2d+1 e A(f) =1, também temos f € K™ := K[¢1,. .., Emla.l]

Prova. Por indugao sobre m € N,. Para m := 1 é imediato. Tome tq,...,tq € K distintos. Sobre
os hiper—planos que fixam a primeira coordenada &; aos t;’s, aplique a inducao e concluimos que f restrito
a cada um dos hiper—planos é um polinéomio de grau total d, ou melhor, f;, € K™~1. Pela Interpolacio de
Lagrange,™ podemos obter um polinémio de grau total 2d, h € K[y, ..., &m]2q, tal que hi,) = fit,), para todo
1 € {0...d}. Mais ainda, note que h restrita as linhas transversais aos hiper—planos é um polinémio de grau d.
Como A(f) := Expicr, ( Mi(f) ) = 1, para toda linha [ € L, f restrita a ela também é um polinémio de grau d.
Mas, nas linhas transversais aos hiper—planos, h e f coincidem exatamente nos d + 1 hiper—planos. Logo, h = f
(em todo o dominio). Basta, agora, utilizarmos a Lema V.2-1.(iii), j4 que 2d < p — 1.

V.23 m

Note que h € K™ := K&, . &ml@ € K&, &mlma. Assim, se A(h) > 1 — (1 — %)2, direta-
mente do Lema V.2-1.(ii), concluimos que h € K™ := K&, ..., &y ]q. Formalizando,

Teorema V.2-4. Sep>md+1, he K™ ¢ A(h)>1—(1- %1)2, entdo h € K™.

[iv] Veja que neste pardgrafo também encontramos a defini¢do de “multi—particiona igualitariamente”.
Mo importante é notar que aqui ndo precisamos saber de anteméao se f é um polinémio, como ocorre com o Lema V.2-1.
V] Vide o Pardgrafo I1.4-2.
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Sejam, agora, k > 2md e 6 < 1/4 < (1 — md/k)>. Portanto, se

d\2

Ah) > 1-6 > 1- (1-’%) ,
temos,
Corolario V.2-5. Parad € (0,1/4], k >2md ep > md+1, se h € K™ e A(h) > 1 — 8, entio
h e K™.

]

Corolario V.2-6.  Sejam 6,8 € (0,1), tais que §+ 3 < 1/4, k > 2md ep > md + 1. Se
Af)>1-=0 e A(f) >1—0, entao \(f) >1—46.

Prova. Seja h € K™, tal que A(f,h): X(f) > 1— 4. Entao, veja que

A(h) = %{D(Al(h,PhJ)) > %{9(/\l(h,f)+)\z(f,73h’l)—1)
> fé(f()‘l(h’f))+§§f(/\l(f’7)”))_1
= Exp(N(hf))+Af) =1 = Mh)+Af)=1 > 1-(0+0).

leL
Aqui, a igualdade se deve ao Pardgrafo V.5-4, onde vemos, novamente, que L forma uma multi-partigao

igualitdria de K™. Portanto, do Coroldrio V.2-5, h € K™ e A(f) > A(f,h) = A(f) > 1—0.
V.26 m

V.3 Proximidade aos PolindOmios de Duas Variaveis

Provaremos aqui o Teorema da Proximidade a um Polinomio de Grau Total Baixo V.1-5, para o
caso particular em que o dominio é um plano (dimensdo dois), portanto, com o nimero de varidveis m = 2.

Este resultado serd a base para subirmos na dimensao, o que ocorrera na segao seguinte.

Corolario da Proximidade a um Polinémio de Duas Variaveis de Grau Baixo V.3-1.

Tomando-se m =2, 6 € (0,1/20], d > 4 e k > 132d®, temos

se K(P)>1-0 entio A(f)>1- 10 >1-108

Antes de demonstra-lo, veja uma imediata conseqiiéncia para o caso de grau total baixo.

Corolario da Proximidade a um Polinémio de Duas Variaveis que tem Grau Total Baixo
Sejam m =2, 6 € (0,1/84], d >4, k > 132d> e p > 2d + 1. Assim,

V.3-2.
entio  A(f) >1—206.

se A(f)>1-90
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Prova. Antes, defina o conjunto das linhas paralelas Z como sendo formado pelos conjuntos
maximais de linhas parelelaslVl em K. Entfo, como em nosso caso m = 2, veja que as linhas paralelas de
algum elemento de Z cobrem o plano K2. Ainda, cada elemento do conjunto das linhas paralelas tem o mesmo
nimero de linhas de L e cada linha estd contida em um tnico elemento de Z. Com isto, do Pardgrafo V.54,
temos que Z forma uma particao igualitaria para L e

1-5 < A = Ep(n) = &l Ew(a) ) = Ep(A).
lell 2€Z lez 2€EZ
Veja primeiro que 7§/3 < 1/63 < 1/2. Agora escolha z € Z que maximize A.(f). Entdo, respectivamente, pelos
Paragrafos V.5-9 e V.5-6,
Exp (A (f)) > 1-2¢
z'el~{z}

0.

406 1 19
19

{Azf(f)>1—— -3 2

Pr
z'el~{z}

Logo, existe 2’ € Z distinto de z, tal que

406
A(f) = Ax(f) > A Th
Agora, reparametrizando-se f, temos que
~ 404
A 1——
(f) > 10

e, como 406/19 < 1/20, podemos aplicar o Coroldrio da Proximidade a um Polinémio de Duas Variaveis de
Grau Baixo V.3-1 para concluir que

M) > 1—206.
Como k > 132d® > 4d e p > 2d + 1 e ainda 216 < 1/4, podemos utilizar o Coroldrio V.26 e obter

A(f) > 1—206.

V.32 m

Primeiramente, veja este teorema de Arora e Safra. Ele nos afirma que duas fungoes de duas variaveis
que sdo polindémios undrios e de grau no méaximo d, respectivamente, nas suas linhas (i.e., pertence a4 K?) e nas

suas colunas (i.e., em K32) e que sdo J—préximas entre si, também sdo, necessariamente, 50—préximos a polinomios
de grau nas varidveis no maximo d. Ou seja,

Teorema da Proximidade de Fungoes de Duas Varidveis e de Coordenadas Polinomiais
V.3-3 ([AS92]). Sejam m =2, § € (0,1/10], d > 4, k > 132d®, h. (e5) := h(es,gy) € Ki € gc,(gy) =
g(ez,ey) € K3. Assim,
~ 176 ~ 176
se Ag,h)>1—0 entdo )\(g)>1—721—55 e )\(h)>1—721—56.

Podemos, entao, verificar a

Prova do Corolario V.3—1. Sejam h € ]K% egeE ]K% que mais se aproximam de f, ou seja,

A(fh) = (LKD)
/\(fag) = )‘(vag)

[Viil Duas linhas sdo paralelas se formam um dnico plano (portanto sdo distintas) e ndo tém pontos em comum.
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Comom =2eA(f) >1—96,
1-25 < 20(f)—=1 = MR +XMf9)—1 < Ah,g)

e ainda, A(f,h) > 1—4, ou A\(f,g) > 1—4. Sem perda de generalidade, suponha o primeiro caso. Assim, como
20 < 1/10, pelo Teorema da Proximidade de Fungoes de Duas Varidveis e de Coordenadas Polinomiais V.3-3,
existe ¢ € K2, tal que A(h,q) > 1 —175/2. Logo,

M) 2 ME) 2 AGR AR -1 > T-i1- = 1 D
V.31 m

V.3—4. Feita a parte mais facil, vamos & demonstragao do Teorema da Proximidade de Fungoes de
Duas Varidveis e de Coordenadas Polinomiais V.3-3. Ela se dard pelas proposicoes que se seguem. Para isto,
tome m =2, § € (0,1/10], d > 4, k > 132d?, he, (c5) := h(ea,ey) € KT € ge, (gy) := g(ea, &) € K3, tais que

)‘(gvh) > 1- 67

conforme a hipé6tese do teorema. Também recorreremos ao auxilio dos polindémios A € Klez, ] € B € Kleg, gy,
tais que os graus nas varidveis €, e €4 sdo exatamentelViil]

xa = 0O, (A),
ya = 0, (4),
B = 8[52](3) €
yp = O, (B).

Defina, entdo, o polindmio divisor para B por

max{ya—ys+1;0}
BE (o) = (A=)

em que Afiy] (ez) ¢ tal que independe da varidvel €, e existe um polinémio r € Klez,y](z,,y5—1) COM
B(eg,ey) = Aﬁy](am) VP +1(ex, Ey).

Ou seja, A[E ](sz) seria o coeficiente para o mais alto grau, quando nds vemos B como um polinémio na varidvel
Y
ey. Note apenas que, se B nao é nulo, o0 mesmo acontece com B[]j L sendo que ele ainda tem o grau limitado,
y

visto que B[EZ](BB ) <axpmax{ys —yp + 1;0} < zp(1+ max{ya;0}).

ley]

Proposigcao V.3-5. Suponha que B ndao seja o polinomio nulo e X C K nao vazio, de tal forma
que

A(‘Tv Ey) = gw(gy)B(‘Tvgy)v

para todo x € X. Entdo existe um polinomio C € Ke,, ey

{ze Xl @) #0f.

TA+TBYA,YA—YB)’

tal que, para todo x € Bgy]X =

C(.I‘,Ey) = gw(‘gy)B[gy](x)v
Mais ainda, se #X > x4+ 1+xp(ya+1), entdo o grau de C' na varidvel e, € no mdzimo d (i.e., d,1(C) < d).

Prova. Como B # 0, temos zp,yg > 0 e podemos tomar a Pseudo—divisdo de Euclides sobre a
varidvel €,

B[Jiy] (EI)A(EIa 69) = O(Ezv Ey)B(Ezv Ey) + R(Ezv Ey)a

[vili] Definimos o grau (8) de um polinémio no Paragrafo 11.3-1.
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sendo que C' e R sao polinémios em que 9 |(R) < 0, )(B) =: yB, 9,1(C) < ya—yp e 9, 1(C) < B[EI](B&]) +
24 —xp < x4 +xpmax{yas;0} = x4 + xpYa, este Ultimo, visto que x4 < 0 (e, portanto, x4 := —c0), se
max {y4;0} =0. Ora, se x € X,

9o(ey)BE, (@)B(x,ey) = BE (2)A(z,e,) = Cla,ey)Blw,ey) + R, ey).

Ey

Mas, para z € B[E;y]X C X, temos Af;y](ac) # 0 e, portanto, B(z,e,) # 0. Assim, como a divisdo (no caso, por

B(z,ey) e também sobre a varidvel ¢,) € Unica, temos que C(z,e,) = gx(ay)B[E ](x) e R(x,ey) = 0. Provamos,
y

assim, a primeira parte.

Suponha agora que #B[Ey]X > x4+ 2pya + 1. Como O, (C) < x4 + xBYa, temos que C é a
Interpolacio de Lagrange™ de gw(sy)B[gy](x) sobre x4 + xpya + 1 pontos z € B[Ey]X. Logo

0,(0) = max o, (gx(ay)B[Ey](x)) < d
[Ey]

Para terminar, note que # (X ~ B[Ey]) = # {:v € XHA[Ey](,T) = 0} < zp e, assim sendo, #X > x4 + 1+

zp(ya + 1) é suficiente para C ter grau d na varidvel ¢,.

V.35 m

Agora, simplesmente trocaremos as varidveis £, por €, e tomaremos B variando somente com &,
(logo, yg = 0). Neste caso, A[E ](ay) ¢ uma constante nao nula. Portanto B[Jf ](sy) também é uma constante
x x

nao nula e B[]i]Y =Y. Disto, é facil de ver que

Corolario V.3-6. Sejam B € Kle,] um polindémio sé na varidvel €, e nao nulo e Y C K ndo
vazio, tais que, para todo y € Y,

Aleg,y) = hy(es)Bles).

Entdo existe um polindmio C' € Ke,, sy]@A,xByyﬂ tal que, para todo y €Y,
Clex,y) = hy(ew).

Ainda, se #Y > ya + 1, entdo o grau de C' na varidvel e, € no mdrimo d (i.e., 9,1(C) < d).

V.3-7. Continuemos. Para z,y € K, diremos que eles sdo pontos bons entre si (ou ainda, um
ndo é um ponto ruim para o outro) sse g, (y) = hy(z).

Proposicao V.3-8. FEzistem X CXC K eY C%Q C K tais que

(i) #9 = 3d+1,
(iii) #&x > 10d% +1,

(iv) #Y > d+1,
[ix] Vide o Pardgrafo I1.4-2.
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(v) Y tem pelo menos d + 1 pontos bons, para cada um dos pontos de X,
(vi) X tem pelo menos 11d> + 1 pontos bons, para cada um dos pontos de Y e

(vii) Q) tem pelo menos 2d + 1 pontos bons, para cada um dos pontos de X.

Prova. Das hipéteses do Teorema da Proximidade de Fungoes de Duas Varidveis e de Coordenadas
Polinomiais V.3-3, temos que

Pr { x ey slo pontos bons entre si } = Pr {gz(y)=hy(x)} = Xg,h) > 1-04.
z,yeK z,yeK )

Mas, como k > 132d® > 17 - 3d e, pelo Pardgrafo V.5-6, temos que

176 16 1 3d
a tos b t i 1—— 1l-—= = —= > —.
y?éf{{zgf{{xeysaoponos ons entre si } > 16 } > 7 TR
Portanto, existe 9 C K satisfazendo o item (ii), tal que
Pr{ a tos b tresi } > 1 170
r { x e y sdo pontos bons entre si - —.
yeY 4 P 16
zeK
Novamente pelo Paragrafo V.5-6,
P Pr{ a tos b tresi } > 1 ! > 1 175>1 58
r r { z e y sdo pontos bons entre si - = - -
zeK | ye 4 P 4 4 -
e existe X C K satisfazendo o item (i) e
Pr{ ey siopontos bons entresi} > I—= = 5 > 1—= (V.3:1)
r { x e y sdo pontos bons entre si -—= = - - = 3:
yep L T EYROD 1T 17 Ty

para todo x € X. Assim, pelo fato de k > 132d> e 55 < 1/2, temos

#X > k(1-56) > g > 66d°

e existe X C X com 66d°® + 1 elementos e satisfazendo os itens (iii) e (vii). Como

1
’Pg({ x e y sdo pontos bons entre si } > 1-— 3
x€
yeY
mais uma vez pelo Paragrafo V.56,
P Pr{ a tos b tresi } > 1 > _ 1 > 1 2 3
r r { = e y sdo pontos bons entre si — === —-—= = -
ey | wex LT OYHOP 6 6 5 5

Assim, existe Y C 9 satisfazendo os itens (iv) e (vi). Para finalizar, lembraremos que, da Equacdo (V.3:1),

para todo x € X,
3
Pr { z e y sdo pontos bons entre si } > -
yeY 4

e que tiramos uma fracdo 2/5 de 2 para formar ). Portanto temos, para todo = € X,

3 2
Pr{ye€) e, ainda, z e y sdo pontos bons entre si } > 5 T 20 >

yeQ Z
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e obtemos o item (v).

V.38 m

Proposicao V.3-9. Veja que:

(i) Se A(ez,y) = hy(ez)Bl(es,y), para todo y € 9, ya < 2d e yp < d, entdo, para todo
r e X, A(z,ey) = gu(ey)B(z, ).

(ii) Se A(w,ey) = g.(ey)B(z), para todo v € X C X, tal que #X ~ X < d3, x4 < 10d° e
zp < 10d® — d, entdo, para todoy € Y, A(es,y) = hy(ez)Bl(es).

(iif) Se A(es,y) = hy(ez), para todo y € Y e ya < d, entdo, para todo x € X, A(z,ey) =
CHE

Prova. Provemos o item (ii) utilizando-nos da Proposigdo V.3-8.(vi). Analogamente podemos
provar os itens (i) e (iii) através das Proposigoes V.3-8.(vii) e V.3-8.(v), respectivamente. Fixe y € J. Entao
A(es,y) e hy(ez)B(g;) tém grau no méximo 10d*. Ora, se z € X é ponto bom para y,

Alz,y) = 92(y)B(x) = hy(2)B(x).

Veja que, da Proposi¢io V.3-8.(vi), X tem pelo menos 11d® + 1 pontos bons para y. Mas #X ~ X < d°.
Portanto, X tem pelo menos 10d® + 1 pontos bons para y. Assim, pelo Corolario da Distancia dos Polinémios
de Grau Baixo I1.3-3, temos
Ales,y) = hyles)Blea).
V.39 1

Proposicao V.3-10. Eristem polinomios q' € Klex,ey](4a2,24) € 4" € Klex, €ylaaz,ay, tais que
q" nao é nulo e, para todo y € ),
q/(gmay) = hy(gw)qll(gwy),

Tomando-se como certa esta proposi¢ao, podemos, finalmente, obter a

Prova do Teorema da Proximidade de Fungoes de Duas Variaveis e de Coordenadas
Polinomiais V.3-3. Sejam os polinomios ¢’ € Klex,ey](a2,2q) € ¢" € Kz, €y](aa2,ay, tais que ¢ ndo é nulo
e, para todo y € ),

q/(gmay) = hy(gm)qn(gmay)u
fornecidos pela Proposi¢ao V.3-10. Pela Proposi¢ao V.3-9.(i), para todo z € X,

"

q’(x,sy) = gm(&_y)q (.’L‘,Ey).

Pela Proposicao V.3-8.(iii), #X > 10d® + 1 > 4d? + 1 + 4d*(2d + 1) (pois d > 4) e da Proposicio V.3-5, existe
q" € Klex, eyl(10a3,4), tal que, para todo = € B[]gy])(,

1"

q”’(a:,sy) = gx(ay)szsy](x).

Agora, como d > 4, temos #X ~\ B[q;;])( < Oe,1(q") < 4d? < d3 e O (Bﬁ;lyo < 4d*(2d + 1) < 10d® — d.
Portanto, da Proposi¢ao V.3-9.(ii), para todo y € ),

q/H(ELE7y) = hy(gm)Bﬁgy](Ew)
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Pela Proposicao V.3-8.(iv), #) > d+1 e do Corolario V.3-6, existe ¢ € Kez,€y](q,q4), tal que, para todo y € V),
q(ax,y) = h’y(ax)

Por fim, pela Proposi¢ao V.3-9.(iii),
q(@,ey) = Ggauley),

para todo z € X. Concluimos a demonstracao ao ver a Proposi¢ao V.3-8.(i) e assim

o) 2 Pr{aen)=ab)) 2 Pridnea)=)) > 1o
Veja que podemos obter uma demonstragao analoga para
~ 176
Ah) > 1-— =
[V.3-3] 1
Agora, s6 nos falta verificar a
Prova da Proposicao V.3-10. Comecemos definindo, para y € 9),
A, = Hl, Y, ..., y%% —hy(ez), —hy(ex)y, .- -, _hy(€x>de1x(3d+2) # 0

A= [),e| ’
(Ay)yeq (3d+1)x (3d+2)

visto que #9) = 3d + 1, pela Proposicao V.3-8.(ii). Portanto, as entradas de A sdo polinémios na varidvel e, e
de grau no méximo d (i.e., em Klez]q). Seja, entao,

q0(ex)

/"
qq(x) (3d+2)x1

uma solugao do sistema homogéneo A -t = 0. Pelo Paragrafo V.5-1, temos condi¢ao de ver que podemos tomar
t como sendo um vetor cujas entradas sio polinémios na varidvel e, e de grau no méaximo 4d? > d(3d + 2) (ja
que d > 4). Ou seja, ¢/, q; € K[ez]sqz, para todo i € {0...d} e j € {0...2d}. Assim, defina

d
q"(ezey) = Z q; (e2) '5; € Kles eyliaaz,a)
=0
(§
2d )
q/(€I7 Ey) = Z q;-(gm) : E;JJ € K[Ewu Ey](4d2,2d>-
7=0

Portanto, da solucao do sistema A -t = 0, temos, para todo y € ),

q/(fzv y) = hy(ax)q”(fzv y)
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Falta-nos apenas ver que ¢”(g4,€,) néo é o polinémio nulo. Na verdade, tudo também estard bem
se provarmos que ¢'(e, €,) ndo é nulo, como é ficil de se ver. Como observado ao final do Pardgrafo V.5-1, A
tem menos equagoes do que variaveis e, assim, possui uma solugao nao nula nas condigoes acima, completando
a prova.

[V.3-10] ®

V.4 Proximidade aos Polinomios de Grau Total Baixo

Provaremos, finalmente, o Teorema da Proximidade a um Polinémio de Grau Total Baixo V.1-5
utilizando, para tanto, o Coroldrio da Proximidade a um Polindmio de Duas Varidveis que tem Grau Total
Baixo V.3-2.

V.4-1. Primeiramente redefiniremos f a fe K™ K ponto-a-ponto, através da maioria dos valores
no ponto das melhores aproximacoes polinomiais de f sobre cada linha que passa pelo respectivo ponto, ou seja,

F©) = Majoria{ PI1(¢) }.

Se, por algum acaso, houver empate na maioria, desempata-se aleatoriamente.

Note que o Teorema da Proximidade a um Polinémio de Grau Total Baixo V.1-5 nos diz que, a
grosso modo, se temos uma fungao f que é, em média, préxima a polindomios de grau baixo, sempre que restrita
as linhas (i.e., A(f) > 1—0), entdo f ja é, como um todo, préxima a um polinémio de grau total baixo. Portanto,

tendo em vista o resultado abaixo, para nds provarmos o teorema, falta-nos “apenas” verificarmos se f é um
polinémio de grau total no maximo d (isto é, f € K™).

Proposicdo V.4-2. Sed € (0,1/2), tal que A(f) > 1— 4, entao A (f, ]?) >1—26.

Prova. Como Prigm (1) e PrL ( Liay ) sao constantes paral € L e z € K™, pelo Pardgrafo V.5-4,
temos que L multi-particiona igualitariamente®! K™ e

1-0 < A(f) = Exp(

leL \ z€l zeKm \ l€L()

Pr{ f(z) = 7>f>l<w>}) = sxp( Pr { flx) = 7>f>l<w>})-

Portanto, pelo Paragrafo V.5-6,

Pr{ Pr {f(x)—Pf’l(a:)}>1—%—%} > 1-26.

zeKm | 1€l

Ou seja,
Arnf) = e {iw=Fw} > 1-%
ja que f(z) =z, se Priev,, { z =P (x) } >1/2.

V42| m

(x] Note que a definicdo de “multi-particiona igualitariamente” esté no referido paragrafo.
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Comecemos, entao, a provar que fe K™, que é tudo que nos falta.
Proposigao V.4-3. Param >2 ex € K™, temos A(f) < As,, (f) +2/k.

Prova. Note que

— (k2m) _ m—1 k™ —1
e
2
k-1
#lw = T3
Portanto,
1
Pr(Llw ) =
e

ALlf) 2 AP -Pr(Le) = AN - 2 AD-1

em que L :=L \ L), qual seja, o conjunto das linhas que nao passam por z. Entao, cada linha de L forma,
com z, um unico plano s € Sy, ou seja, conforme o Pardgrafo V.5-4, S(,) pode ser visto como uma partigao
igualitaria de L. E temos, ao voltarmos os olhos para o Pardgrafo V.5-8,

AL(f) = Exp(N(f)) = 5Xp< Exp (N(f)))

leL SES(4) lESNS(q)

< 5Xp<5XP(/\l(f))+7§F(S<m>)) < ASm(f)Jr%

S€S<l.> les
e, aqui, s \ s, sao as linhas de s que nao passam por x. Concluindo,

2

ol

A(f) < An(f)+
V43
V.4-4. Sejamx € K™, t € K ed € (0,1). Diremos que L C L,y é d—coerente com f em x
sobre t sse, para todo ! € L, f e P/l sdo §préximos em I~ {z} (isto é, Al {z} (f,’Pf’l) >1-0)ePll(z) =t

Algumas vezes o ponto t ndo é importante e, neste caso, diremos simplesmente que L é d—coerente com f
em x, com o significado que existe t € K, tal que L é §—coerente com f em x sobre ¢.

Proposicdo V.4-5. Sejam h € K™, 6 € (0,1/4] e k > 2d + 5.

(i) Sexe K™ e L C Ly, tal que, para todo | € L, f e h sao 6—prozimos em |~ {x} (isto
€, Mgz} (f,h) > 1—10), entao

L € §—coerente com f em x sobre h(x).
(ii) Se f e h sdo 62—prézimos (isto é, A\gm (f,h) > 1 —82), entdo, para todo x € K™,

l 7]ir { {l} € 5—coerente com f em x sobre h(zx) } > 1 — 24.
€L(z)
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Prova. (i) Paral € L, temos h(y :=holeK' e P(J;’)l = Pllol e K. Tome K' := K ~ 17! [].
Entao, pelo Pardgrafo V.5-8, como A\x (f(l),Pé’)l) > Ak (f(l), h(l)), obtemos

2
Ak (f(l),,])(fl))l) > A (f(l)uh(l)) - E
Por uma propriedade probabilistica trivial,

At (hay, PPY > X (Fay, hay) + Ak (f(z),P(fl’)l) -1

2 2
> 2\g (f(z),h(z))—g—l > 2/\l\{m}(f7h)_1_—k_1
2 k-3 1 k-5 d
2-20——-1 > ———— > >
~ =1~ k=1 2 T k-1 © k-1

lembrando que § < 1/4 e k > 2d 4+ 5. Portanto, pelo Coroldrio da Distancia dos Polinémios de Grau Baixo
I1.3-3, hqy = ’P(’Z’)l e concluimos o resultado.

(ii) Fixe z € K™ e tome H := K™ ~ {x}. Como Axm(f, h) > 1 — 62, pelo Pardgrafo V.5-9,
Au(f,h) > 1— 262 Veja agora que todo ponto em H define uma tinica linha em Lzy. Assim, L, forma uma
particao igualitaria de H e com isto, dado o Parédgrafo V.5—4, temos

e Q) = g0 (P (56)=16)) )
= P () =hG) ) = Au(h

x'eH
> 1-20% = 1-6(20).

Logo, novamente pelo Pardgrafo V.5-6,

Pr { N (f,h)>1-6} > 1-26
l€]L<m>

e, pelo item (i), terminamos a prova.

V.45 m

V.4-6. A partir de agora, fixaremos d > 4, k > max {b; 132d3} Kl e p > 2d + 1. Assim, estamos
supondo que o corpo K é suficientemente grande.

Proposicao V.4-7. Sem =2,6¢€ (0,1/3] e A(f) > 1 — /40, entdo, para todo x € K2,
Pr { {I} ¢ 5-coerente com f em x sobre P/ (z) } > 1-34.

l€]L<m>

Prova. Pelo Corolario da Proximidade a um Polinémio de Duas Varidveis que tem Grau Total
Baixo V.3-2, como §/40 < 1/120 < 1/84 e A(f) > 1 — §/40, temos que A(f) := A (f,P/) > 1—§/2. Agora,
pela Proposicio V.4-5.(ii), como Pf € K2 e 26 < 1/4, para todo = € K2,

l 7}51" { {l} ¢ 6—cocrente com f em x sobre Pl (x) }o> 14,
Elr)

il Cumpre-nos lembrar que b := 2273755,
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como queriamos.

V471 1
V.4-8.  Precisamos, agora, fazer algumas contas com constantes que iremos definir. Sejam as
constantes abaixo, as quais nos ajudarao nos nossos proximos passos,
a = 240 = 2*.3.5,
1
0 € 0, - |,
(5]
2
2
= 406+ -
o)
1
v = 40 (7—1——).
a
Primeiramente, lembremos que b := 227375% e vejamos que
1 1 1 1
_— < — < = —. V.4:2
k+1 — b+1 = 2a a ( )
Como ) ) .
2
= 40(6+=-) > - > —=
7 <+k) =k TR
¢ 2 3
1
2
= 40(d+ - 40- = ——
7 <+k) = % 18244
1 1 1 1
- < < — —. V.4:3
= 7 = 132 24a — 3 (V.4:3)
Portanto, veja que
1
< - < —
T u S 1w
logo,
1
1-6y > 3 (V.4:4)
¢ 2
1 1
Vo= 40<'y—|——> < 40— = - (V.4:5)
a a 3
Como 1/a<1/2ewv <1/2,
1
v+—- < 1. (V.4:6)
a

Agora podemos ir as demonstragoes.

Proposicdo V.4-9. Sem >2 e A(f) >1—24, entdo, para todo x € K™, temos

lﬁr { {1} é v—coerente com f em x sobre f(x) } > 1—67.
Cl(a)

Prova. Fixe x € K™. Como A(f) > 1— 4,

2
Ew (M) = hey() = AD-F > 1-(5+3) = 1=

SES (1)
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primeiro, pela Proposi¢ao V.4-3, e depois, pela definicao de . Portanto, do Paragrafo V.5-6,

v
As 1—— 1-

e pela Equacdo (V.4:3), temos que v < 1/3. Assim, podemos utilizar da Proposi¢do V.4-7, sobre cada plano
ES S@), e

7§r { lPr { {1} é y-coerente com f em x sobre P/*(z) } >1—~ } > 1—7,
85y | lEs¢)

ou, simplesmente,

Pr { Pr { {l} é yv—coerente com femz } >1—~ } > 1—7.
S€S<I> l€S<m>

Mas, pelo Pardgrafo V.5-10,
Pr Pr { {l,l’} é y—coerente com fem x } > 1 — 4y > 1-n,
S€S<l.> {l,l/}6(3<21>)

ou seja,

Exp Pr {{l,I'} é y—coerente com f em z } > 1—5y,
s€Sy \ {LUYe("§)
pelo Pardgrafo V.5-5. Como cada duas linhas distintas de L,y (ou seja, cada elemento de (]L<22>)) definem um
tnico plano de S(,y, S,y forma uma partigao igualitaria de (L<2m>). Pelo Parédgrafo V.54,
Pr {{l,lI'} é y—coerente com femz } > 1-—57,
{Lrre(*y)

e, novamente do Paragrafo V.5-6,

l’ﬁr{ Pr {{l,l'}é7coerentecomfemx}>1—67} > 1——->0.
)

Vel ~{l}

[

Portanto, existe Te Lz, tal que

Pr { {lA,l}é ~y—coerente com f em x } > 1—67.
leLiy {1}
Entao, todas as linhas validas nesta probabilidade sao coerentes entre si e o sao sobre o ponto Pf’A(x) € K™
Logo,
o~ 1

l 7]5r { {1} é y—coerente com f em x sobre P/ (x) } > 1-6y > 2’

Ela)
sendo que a ultima desigualdade é devida & Equagao (V.4:4). Com isto, pela sua defini¢o, f(z) = Pf’lA(:c) e
concluimos a prova.

[V.4-9)

V.4-10. Sejam z € K™, 1 €L, e s € S(;. Entao, diremos que s tem boa coeréncia para x
sse

~ 1
l Pr { {l'} é y—coerente com f em x sobre f(z) } > 1-—=.
'€S<z> a

Por sua vez, o plano s é bom sobre x e [ sse

[xii] Veja, também, no Pardgrafo V.5-10 a defini¢do de (s<2m>).
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e s tem boa coeréncia para x e

L 1
o ’Prl{ s tem boa coeréncia para z’ } > 1——.
z'€ a

Proposicao V.4-11. Sem >2,z€ K™, 1 € L, e A(f) > 16, entdo existe um plano bom
s €Sy sobre x el.

Prova. Fixe um 2z’ € [ qualquer. Sobre o resultado da Proposi¢ao V.4-9,

l Er { {I'} é y-coerente com f em 2’ sobre f(z') } > 1-6y,
"€l

podemos utilizar o Paragrafo V.5-9 e obtemos

Pr { {I'} é y—coerente com f em 2’ sobre f(z') } > 1-127.
l/€L<m/>\{l}

Entéo, veja os planos { sy ~ {l} || s € Sy } formando uma particao igualitéria de L, \ {l}. Isto, visto que
cada linha de Ly ~ {l} define um tnico plano de Sy e cada plano de Sy contém o mesmo nimero de linhas
que passam por x’ e sao distintas de [. Portanto, pelo Pardgrafo V.54,

Exp Pr { {I'} é y—coerente com f em ' sobre f(z') } > 1—124.
SGS(L) l/€S<I/>\{l}

Disto temos que

Pr { s tem boa coeréncia para 2’ } =
s€5(1)

S€S<l> l’€S<m1>

= Pr { Pr { {I'} é y—coerente com f em 2’ sobre f(2') } > 1- % }

-~ 1
> Pr Pr { {lI'} é y—coerente com f em z’ sobre f(x') } > 11— —
SES (1) l’€s<m,>\{l} a

> 1 — 24ay,

sendo que a ultima desigualdade decorre do Pardgrafo V.5-6, visto sobre o resultado acima, e a penultima
desigualdade é conseqiiéncia do Pardgrafo V.5-9. Mas, para utiliza-la, precisamos ver que, da Equagdo (V.4:2),
’Prs<z/> (1)=1/(k+1)<1/(2a) <1/2.

Como tinhamos fixado x’ € [, concluimos que
Pr { Pr { s tem boa coeréncia para z’ } > 1 — 24a~y } = 1L
z'el | seSqy
Logo, da Equagao (V.4:3), obtemos que 24ay < 1, permitindo-nos usar o Pardgrafo V.5-7, e assim

1
Pr { Pr { s tem boa coeréncia para 2’ } > 1— — } > 1 —24a”y.
S€S<l> z'el a

Portanto, tomando-se a ante-pentiltima equacao para x’ := z, temos

Pr {sébomsobrexel} :=
SGS(Z)

- - 1
= gr { s tem boa coeréncia para z e Pr { s tem boa coeréncia para 2’ } > 1 — —
EISSITN S a

> 11— (24ay+24a*y) > 1-48d>y > O,
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pela Equagéo (V.4:3) e terminamos a prova.

[V.4-11] 1
Proposicao V.4-12. Sejam m > 2, x € K™, 1 € L,y e s € Sy, tal que s € bom sobre z e l.
Entio P1s(z) = f(x).

Prova. Veja que

’Pr){/\l/(f)>1—27} > Pr {)\l/\{z}(f)>1—7}

UEsqy l'€s(z)
> l Pr { {l"} é y—coerente com f em z sobre f(x) }

'€5 ()

1

> 1—--,

a

pela ordem, do Pardgrafo V.5-9 (j& que, pela Equagao (V.4:2), Pry (x ) = 1/k < v < 1/2), da defini¢ao de
coerente e por s ser bom sobre x e [ (i.e., s tem boa coeréncia para x). Logo, aplicando-se o Pardgrafo V.5-5
nesta equacao e pela definigdo de v, chegamos a

v

Mo (f) = £ (M(F)) > 1_<27+2) -2

J4 que v < 1/3 (pela Equagao (V.4:5)), podemos utilizar, somente sobre o plano s, o resultado acima na
Proposicao V.4-7. Entao, pela definicao de coerente,

l/£f> { PHY (z) = P/ (2) } > l/fs{,> { {I'} 6 v-coerente com f em x sobre P/*(z) } > 1-w.

Por outro lado, como s tem boa coeréncia para = e, novamente, pela definicao de coerente,

Pr { fpfyl’(x) - f(:v) } > Pr { {l'} é y—coerente com f em x sobre f(:v) } > 1- %.
) )

UEs(y UEs(,
Portanto,
arrew-o} = o (e -rr) (e =)} > 1-ed iz

~

pela Equacgdo (V.4:6). Chegamos, entdo, a P/*(x) = f(x), com querfamos.

Agora, finalmente,

Proposicao V.4-13. Tomem >2 e A(f) > 1— 4, assim, fe K™,

Prova. Queremos provar que, para todo [ € L, pli= fem l. Entao, A (f) =1 e, pelo Corolério
V.2-3, temos a tese fe K™. Logo, tome [ € L. Para todo = € [, pela Proposigao V.4-11, dado que A(f) > 19,
existe um plano bom s € S(; sobre z e [ e da Proposigao V.4-12, P/s(x) = f(x). Resta-nos apenas mostrar
que P/ (x) = P/l(x). Mas, como s é um plano bom sobre z e [,

. 1
Pl“l{ s tem boa coeréncia para ' } > 1——,
ES a
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que independe de x. Ora, entao, como s tem boa coeréncia para todo y € [, temos que s é bom sobre y e [. Ou
seja,
1
Pr{sébomsobreyel} > 1——.
y€El a

Portanto, utilizando-nos novamente do raciocinio anterior,

Al (Pf"s,f) = Pr{?’f’s(x):f(x)} > 1—l > % > %(1—%),

yel a

visto que @ > 2. Entdo, como P¥* é um polinémio de duas varidveis e de grau total no maximo d, ele,
restrito a linha [/, é um polindmio de uma varidvel e de grau no maximo d. Finalizando, através de um rapido
argumento sobre o Corolério da Distancia dos Polinomios de Grau Baixo I1.3-3, vemos que o préprio P7+* é a

melhor aproximacao polinomial de fsobre l. Ou seja, P/ = PFem I, (e, em particular, sobre z € 1), como
queriamos.

[V.4-13] W

Pronto, ja temos tudo para obtermos a

Prova do Teorema da Proximidade a um Polinomio de Grau Total Baixo V.1-5. Basta
juntar os resultados das Proposicoes V.4-2 e V.4-13.

V.15 ®

V.5 Propriedades Algébricas e Probabilisticas

Nesta secao, trabalharemos com alguns (mas importantes) “truques” probabilisticos, os quais foram
utilizados no decorrer do capitulo. Mas, antes, veremos apenas alguns fatos sobre solucoes de sistemas lineares
pensados sobre polinémios de grau baixo (i.e., quando os escalares sdo os polinémios). Este assunto nos foi 1til
na Segao V.3 Prozimidade aos Polinémios de Duas Varidveis e esmiugd-lo-emos aqui.

V.5-1. Trabalharemos sobre um dominio de integridade com unidade D. Seja o sistema homogéneo
sobre D
At = 0,
com A := A,,xn, uma matriz ndo nula de m linhas e de n colunas e ¢t um vetor de n varidveis. Tomemos
B := Byyy como sendo uma das sub-matrizes quadradas de A de maior tamanho e que ainda tenha determinante
nao nulo. il

Sem perda de generalidade, suponha que A e t tenham a seguinte configuracio, !

s H Bixe | Coxn—p) H
D(m—f)xn mxn

Tix1

b
Yn—t)x1

nx1

[xiii] Portanto, se D fosse um corpo, B seria invertivel.
(xiv] Aqui, as barras verticais e horizontais representam o local de acoplamento das sub-matrizes.
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Portanto, se HB | C’H -t =0 (em que t é uma solugao para HB | C’H), entdo D -t =0 e, em particular, A -t =10
(em que ¢ também é uma solugao para A). Neste caso,

0 = |B1c]t = |zic]

T
- — B-.I'—i-c- ,
2 y
e, portanto,

Bz = —-C-y.

Observe que sempre £ < n e, no caso de serem iguais, quanto a notagao, estaremos supondo —C' -y = 0. Agora,
fixe

1
vy = :
Ll —eyxa
e, pela Regra de Cramer para
T
x = 5
Te llexa
temos, para todo i € {1.../},
det(B)x; = det H 5%1.,,1;1}(3) | =C -y | [’%iJrl...l}(B) H,

em que 5%1...1'71 (B) sao as i — 1 primeiras colunas de B e ‘C%iJrl,..E} (B) sao as n — ¢ — 1 tltimas, conforme
definido no Paréagrafo IT11.3—1.

Pensemos, agora, o conjunto dos polinémios de uma variavel como um dominio de integridade.
Portanto, seja D := K[e]. Se ainda tivermos A como sendo uma matriz em que todas as suas entradas sao
polinémios de grau no maximo d (i.e., em Kle]y), entao det(B) e det(B)z; sao polindmios de grau no méximo
¢d < nd, para todo i € {1...¢}. Mas veja que, se t é uma solugdo, det(B)t também o é. Em particular, se
o sistema tem uma solucdo nédo trivial (i.e., se t for solugdo nao nula), entdo existe uma outra solu¢do néo
trivial (i.e., det(B)t # 0), tal que tenha todas as suas entradas como sendo polinémios de grau no maximo nd.
Para finalizar, note que, nestas condicoes, se m < n, entao obrigatoriamente temos uma solu¢ao nao nula com
entradas em Kle]q.

Entremos, entao, nas propriedades probabilisticas, que nos foram tao tteis neste capitulo.

V.5-2. Seja vx uma medida finita sobre o conjunto nao vazio X. Sempre que falarmos de
subconjuntos de X, sup6-los-emos na respectiva o-dlgebra (ou seja, mensurdveis). Do mesmo modo, esperamos
sempre estar falando de fungoes integraveis, quando tiramos as médias. Sejam ¢ uma varidvel booleana
(ou seja, ¢: X — {verdadeiro, falso}), f uma variavel aleatéria (isto é, f: X — R ) e A C X v
Conforme visto com a probabilidade,11 denotaremos por vx(A) a medida vx de A e, se A ndo tiver medida
nulae B C X,

Vx( BNA )

serd a medida vx restrita a A. Também denotaremos

vaeacx { (®) } = vacx ({z e Allp)}).

[xv] Suporemos, ainda, f integravel.
vl Sendo também, A uma o-algebra.
[xvii] Veja, o Pardgrafo 1.1-1.
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Agora, definimos a sua medida média por

Preacx(f@) = [ @ dex(@) = / @) dux(a)

Ugeacx [ (@) ] = Ticacx([p(x)]) = weacx{ (@)},

sendo que [ p(z) | é a funcio caracteristica de p(z).V11l Novamente, se A = X suprimi-lo-emos. Observe que,
se vx é uma probabilidade Prx, (ou seja, uma medida, tal que Prx ( X ) = 1), definimos a sua esperanga
(condicional) pela probabilidade média e temos

— 1
B ($@)) = Precx(f0) = gy [ @) ams
Lo [e@)] = Prieacx[pl@)] = Pr {¢)}.

Muitas vezes, quando X estd subentendido, denotaremos simplesmente

Pr(B)=Pr(B) e fé{g(f(x))::mggx(f(x))-

V.5-3. Sejam vy e vy medidas sobre X e Y e f’ uma varidvel aleatdria para X x Y. A cada
r € X ey €Y, definimos*
Liy(A) = {yeY | (zy)eA}
Lhy4) = {deX |y e},
tal que A € X x Y, de modo a que os L{,,(A4)’s e L7 ,(A)’s ndo sejam vazios. Entao

vx(£2 (A
DYJGY <Dz€£%y}(A)CX < f/(xay)M ) ) =

vx(x)

vx (L2 (A
- YEY)/y 1(A)/ f/(x’y)w dvx (z) dvy (y)
1

(A) vx ()

- ! 1o P ED )
- ox(@) /IEX vy (L, (4) /yeqz}(A)f (=:9) vy (Y) dvy (y) dvx(z)

vy (L}, (A
= Vzex <vye£}z}(z4)§y ( f’(x,y)% ) ) '

Ou seja, nas probabilidades temos

exp| & (SawB(L,@)) | = & &p  (FanPr(chya))

yeY \ zefi (ACX z€X \ yeLl (A)CY

[<vii] F]a também pode ser vista no Paragrafo 1.1-1.
[xix] Veja, também o Paragrafo I11.3-1.
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Mais ainda, se f'(x,y) independe de y (i.e., f/(z,y) := f(z)), temos

Exp Exp ( fx) 7)3(r( L%y}(A) ) ) = Exp( fx) 7}3}( E%w}(A) ) ) .

yeY \ zeLy (A)CX zeX

V.5-4. No mesmo contexto, sejam, agora, Prx e Pry probabilidades uniformes,

X = Ubly@ = { €@ leex}
rzeX

Vo= Uty = {@t,mlivey |
yey

Muitas vezes, por um abuso notacional, denotaremos z € X e E}ix}(A) € X com o significado 6bvio. O

mesmo valerd para o Y. Suporemos, ainda, A C X x Y tomado de tal forma que Prx ( L%y}(A) ) e
Pry ( L1, (4) ) sejam constantes nos L7, (A4) € Y e nos Li,,(4) € X, respectivamente. Com isto, sem-
pre temos Prx ( L3, (4) ) = Pry ( Li,4(4) ) e

Exp Exp  (fllxy)) | = Exp Exp  (f'(zy)) |,
yeY \ zeLli | (A)CX r€X \ yEL},,(ACY
ou ainda,
Exp Exp  (f(@)) | = &xp(f(z)).
yey ze/:%y}(A)gX zeX

Neste sentido, diremos que Y multi—particiona igualitariamente X (ou, simplesmente X).
Isto significa dizer que Y particiona (via E%y}(A), para os y € Y) um ndimero finito de unides disjuntas de

“cépias” de X (mais precisamente #E}z}(A) Bx] “cépias”). Deste modo, cada classe de equivaléncia desta

particdo estd contida em uma tnica “cépia’ de X e tem um nimero constante de elementos.™  Assim,
concluimos que

Exp Exp (fllzy)) | = Exp Exp (f(zy)) |,
yeY \ zeL?  (A) v€X \ yeLy,,(4)
ou
Exp Exp (f(x)) | = &xp(fla)).
yey ze/:%y}(A) zeX

Se L%y}(A) C X for unitario, diremos simplesmente que X é particionado igualitariamente por Y. Por
sua vez, se ¢’ é uma variavel booleana para X X Y, também temos,

Exp Pr '(z, = &xp Pr () 7
yeYy <x€£%y}(A){ <P( y) } > zeX yeﬁim}(A){ @( y) }

] Note que #ﬁ}z}(A) ¢é constante em x € X.

[xxi] Por sua vez, também podemos dizer que X multi—particiona igualitariamente % (ou, simplesmente Y'), pois, neste caso, ndo hd
distingao entre X e Y.
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ou
Ex Pr T = Pr ) }.
P < P o) ) Pr i) )
V.5-5. Mudando de assunto, sejam também «, 3,7 € R;. Logo, se temos 3 < 1 e
Pr Pr Py Y >1-p4 = Exp Exp [P(z,y)]>1-7 > 1-—aq,
mEX{ yeqx}(A){ (@9) ) z€X yeL}z}(A)[ ( )|
ou,
Pr Pr O (zyy) }>1-p8 = Exp Exp [P(zy)]>1-8] > 1-aq,
IEX{ P11 exp| | e [#ww)]
entao vale
Exp Pro {d(zy)} | = &xp| Exp [¥(zy)] ] > 1-(B+a)
z€X \ YELL,(4) 2€X \ yeLl,,(4)

Em particular, se A := X x Y, ﬁ%m}(A) =Y, para todo x € X. Com efeito, vejamos apenas o primeiro caso.

Tome x € X e portanto,**]

SXPyeQI}(A) [¢'(z,9) ]

5Xpy6£1 (A) [ (2,y) ] 1, se T >1

51XP(A)[<p'(x,y)]21—ﬁ - [ {m}1 3 >1| = B
yeﬁ{m} —
0, caso contrario.
Logo,
Expyert (ayl ¥ (z,y) ]
(=}
= Exp [¢(xy)]>1-5 |,
1-5 yert, (4)
e

5Xpyea}z}(,4) [ ¢ (z,9) ] )
& 1-53 > &xp| Exp [Pmy)]>1-8] > 1-a
rzeX —

Assim,

Exp Exp [¢'(z,y) ] > (1-p1-a) > 1-(B+a).
zeX yGL}z}(A)

V.5-6. Agora,se 3>0e

Exp Pr {¢(zy)} | = Exp Exp [¢'(z,y) ] > 1-fa,
zeX \ V€LY (A) zeX \ yeLl,, (4)

[xxii] Lembre-se primeiro que, conforme definido no Pardgrafo 1.1-1, a funcdo caracteristica [afirmagao] é 1 se a afirmagdo é valida
e 0 caso contrario.
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temos

r€X | yeLy 4 (A) zeX | yeLl | (A)

Pr{ Pr {(p/(x,y)}>1—ﬂ} = &Exp Exp [P(x,y)]>1-p > 1—a.
(=}

Novamente, se A := X xY, E}iz}(A) =Y, para todo z € X. Suponha, por absurdo, que

Exp Exp [¢(zy)]>1-8| < 1-a.
weX | yerl,,(4)

Entao,

v
Q

Exp Exp [~ (z,y)]>08| = Exp Exp [¢'(z,y)]<1-p

rcX ye[,}t}(A) rcX ye[,}t}(A)

Agora, analogamente ao pardgrafo anterior,

Expyec, | @ (@) ]

Expyect ()| ¥ (@9) ] 1, se =he
Exp [~¢'(z,y)] =8 :l - g =1 - ’
yGE}m}(A)
0, caso contrario.
Portanto,
Expyerr () ¥ (2,y) ]
Pl > | & [~@@y)]=p
6 yeﬂ}z}(z‘\)
e
EXPyert , (4) [ ¢ (x,y) ]
Exp . > &xp| &xp [~¢(xy)]=B| = «
weX B veX | yeLl,  (A)
Logo,

Exp Exp [ ¢ (z,y) ] > fa
zeX yeﬁix}(A)

Exp Exp [ ¢ (x,y)] < 1-pa,
reX yGL}z}(A)

contrariando a hipétese.

V.5-7. Novamente, quando A := X x Y, como temos L%m}(A) =Y, para todo x € X. Neste caso,
podemos trocar a ordem das esperancas e, se 3 < 1 e v > 0, obtemos, para

’Pr{’Pr{cp'(x,y)}Zl—ﬁ} = 8xp[5xp[¢’(x7y)]21—ﬁ} > 1—aq,
zeX yey zeX [ yey
ou,
Pr{ Pr{w’(x,y)}>1—6} = EXp[c‘pr[eﬁ’(I,y)]>1—6} > 1-a,
zeX yey zeX [ yey
a tese
Pr{ Pr{w’(x,y)}>1—7} = EXp[Exp[w’(x,y)bl—v} > 1-2Ee
yeY | zeX yeY [ zeX v
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V.5-8. Veremos, agora, mais algumas propriedades para Prx (uma probabilidade sobre X), com
esperanga £xpy, A C X, tal que X’ := X \ A néo tenha probabilidade nula, e f: X — [0,1] uma varidvel
aleatéria. Logo

Exp (fl))=Pr(A) = Exp(flz)) = Exp(f(z))+TPr(A).

z€X' X z€X z€X’
Com efeito, il
Exp( f(X)) = Exp(fla)lw g Al)+Exp( fla)lzeA])
rzeX xeX rzeX
< Exp(f@lwe X)) +Exp(fveA])
xeX xeX
< Exp(f@))+ Prized)
= Exp(f@))+Pr(4)
rzeX’

e, analogamente,

Exp(1-f(x)) < Exp(1-f(x))+Pr(A),

z€X zeX’
logo
Exp (f(@))-Pr(A) < Exp(f@)).
reX’'CX z€X
Com isto, se ¢ é uma variavel booleana,
Explo(@) | ~Pr(A) < Explol)] < Eple)]+Pr(A)

zeX' reX zeX'

ou

Prie@)}=Pr(A) < Prie@)} < Prie)}+Pr(A).

zeX'’ T ozeX - zeX’

Ainda, se ¢(z) é falso para todo x € A, entdo Exp,cx [ ¢(v) | < Expex: [ ¢(x) | e, se p(x) é verdadeiro para
todo z € A, entdo Exp,cx [ ¢(z) | < Expyex [ ¢(2) ].

V.5-9. Continuando, se X ¢ finito, com mais de dois elementos e com probabilidade Prx uniforme,
#A=1ed € (0,1], entdo,

se Exple(z)]= 735({ e(x) }>1-06 entao Exp(p(z))= 73)19{ plx) }>1-26
recX z€ reX’ re

se Exple(x)]= Pr{elx)}<d entdo Exple(x)]= Pr {ex)} <26
z€X z€X zEX' zeX’

No primeiro caso, suponha que Pryex { ¢(x) } > 1 — 6. Logo, se Prx (A ) > 0, Prgex{ o(z) } >1—-0 >

1 —Prx (A). Portanto, Pryex { ¢(z) } =1 e, também, Pryex { ¢(z) } =1 > 1—2§. Por outro lado, se

Prx ( A) <6, do pardgrafo anterior, temos que Pryex: { ¢(z) } > Proex{ p(x) } —=Prx (A) >1-26. No

segundo caso, basta tomar a negacgao de ¢, como ja foi feito anteriormente.

Por sua vez, se ainda mais 6 € [Prx ( A ),1/2), entdo, também temos,

se Explo(z)]= 73)1;/{ o) } >1-60 entdo Exp(e(z))= ’Pg({ olx) }>1-26
reX’ € z€X T€

[exii] Veja que [z € A] é a fungao caracteristica da pertinéncia de = a A, conforme definido no Pardgrafo I.1-1.
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se Explo(z)]= 'P)I(/{ p(x) } < entdo Exple(z)]= Pﬁ}{ o(x) } < 26.
reX’ TE€ zeX z€

V.5-10. Por sua vez, definiremos o conjunto dos subconjuntos de dois elementos de A C X por

(3)=tmncatery),

e, se a probabilidade ainda é uniforme, temos

se Pr{ex)}>1-0§ entdo Pr {o(x) e oy } >1—46.
zeX {1)1}}6(?2()

Vejamos. Se A := {x € X||p(x)} e a € A, tome novamente X’ := X \ {a}. Logo Pryex{ ¢(x) } > 1 —24.
Portanto,

e I R (CO e ) #A-1Y’
{z,y?é(é‘){w(x) A= (H)  #XH#X 1) = <#X—1>

(z) })2 > (1-28)% > 1-—40.

I
A~
A,
~
—
S

Terminamos, assim, os pré-requisitos probabilisticos necessarios para este capitulo.

V.6 Epilogo

No presente capitulo descrevemos somente a prova do Teorema da Proximidade a um Polinomio de
Grau Total Baixo V.1-5. Como ele nos assegura a corretude do Teste Polinomial de Grau Total Baixo T—VIII,
fechamos o nosso objetivo de demonstrar o Teorema do PCP 1.4-4. Fica assim condensado neste capitulo o
arsenal “mais técnico” do texto. A esta altura, o leitor ja tem em seu poder a demonstragao completa, entretanto
precisa, muitas vezes, ainda reavaliar todos os seus passos e verificar os intrincados encaixes do encadeamento
da prova de

NP C PCP(log(n),1).

Tivemos a intencao de propiciar ao leitor um mergulho a beleza oriunda das provas robustas
checaveis probabilisticamente. Escolhemos para isto uma introdugao via a demonstracao do resultado mais
expressivo da area, qual seja, o Teorema do PCP 1.4-4. Este resultado nao s6 é o maior ja obtido, como
esperamos que o leitor a esta altura esteja convencido da abrangéncia dele na area. Entretanto, sempre tivemos
como meta um mergulho técnico, apesar de introdutério. Como ja afirmado, queremos dizer com isto que nao
seria esta a melhor maneira de um estudioso despretensioso se inteirar do assunto. Para isto, ha na literatura
especializada diversos textos, como ja mencionado. Nao obstante, buscamos cobrir um vécuo, acreditamos,
deixado entre tais textos ilustrativos e os textos técnicos (como os originais p.e.) que ji pressupdem uma
grande familiaridade com o tema que é, por si s, bastante eclético e &rduo. Com isto, esperamos que o leitor
interessado em produzir nesta area esteja, este sim, bem “introduzido”. Ficariamos muito gratos se este objetivo
fosse alcancado.
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(ai); ® (bj); — produto tensorial, 42, 53
A, — o conjunto A sem o ntimero zero, 3
A4 — os ntimeros reais positivos de A, 3
I ~(5 ) — fungao interpolada, 46

Y

K[(&1,---,&m) € J](a — polinomios, 24
K([(&s---,6m) € J)ay,....d,,) — Polindémios, 24
K[, ... ,&m) € J]g — polinémios, 24
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#A — a cardinalidade de A, 3

A(z,y) — métrica, 22
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O(F(n)) — de no maximo da ordem de, 3
Poli(F(n)) — polinomial em, 3

U,y — alfabeto com letras em Z,, 4

3* — conjunto dos strings, 4

" — strings de comprimento n, 4

¥* — vocabuldrio (conj. palavras), 4

¥ — palavras de comprimento n, 4

(‘3) — os subconjuntos de dois elementos de A4, 91

o
L(z; ;) — I-ésimos blocos (linhas), 42, 57
L} (x;,;) — I-ésimas linhas coord. j, 42, 85, 86
Ss(f) — soma de f(z) sobre z € J, 43

A(z,y) — Distancia de Hamming, 22
[2] — teto de x, 3

w(z,y) — Proximidade de Hamming, 22
Y, (C) — a—vizinhanga, 22

ol — comprimento do string, 4

d(h) — grau total do polindémio, 24
Jj¢)(h) — grau do pol. na variavel £, 24
AX — conjunto das funcoes de A a X, 3
a -z — produto interno, 23

f+ A— X — funcéo sobrejetora, 3

f+ A< X — funcdo bijetora, 3

f: A— X — funcao injetora, 3

f: A— X — funcao, 3

f[C] — imagem de C por f, 3

fle — f restritoa C, 3

K™ — funcionais lineares de K™ a K, 36
{¢(x)} — subconjunto que satisfaz ¢, 3

[¢] — fungdo caracteristica, 3

Expyeacx [ p(x) | — esperanca de ¢(x), 86
Exprency ( f(x) ) esperanca de f(x), 86
Preex { p(z) } — probabilidade de o(x), 3
Pr, (A ) — probabilidade de A C X, 3
FigPCPs, (R(n),Q(n), T(n)) — classe PCP, 52
NP — classe nao—deterministica polinomial, 6
NTIME(F(n)) — classe nao—deterministica, 6
PCP(R(n),Q(n)) — classe PCP, 8

PCPs,( R(n),Q(n), T(n)) — classe PCP, 50
P — classe polinomial, 6

RP — classe aleatéria polinomial, 8
RTIME(F(n)) — classe aleatéria, 8
TIME(F(n)) — classe deterministica, 6
X—completo — classe de complexidade, 9
X—dificil — classe de complexidade, 9

co—L — problema de decisao complementar, 7
co—X — classe de complexidade complementar, 7
3SAT,(m) — funcao peso, 14

N o M — teste composto, 62

APX — classe de aproximabilidade, 17
MAX-W (z) — fungao valor 6timo, 14
MAX-3SAT(p) — fungao valor étimo, 14
MAX—NP — classe de aproximabilidade, 16
MAX—SNP — classe de aproximabilidade, 16
MIN-W (z) — fungao valor étimo, 14

PTAS — classe de aproximabilidade, 17

>, — alfabeto sem o simbolo separador, 4

# — simbolo separador, 4

m — fita de testemunha, 4

m — pseudo—fita de testemunha, 31

p — fita de entrada, 4

T — fita de probabilidade, 4

0 — fita de saida, 14

o0 — pseudo—fita de teste, 31
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AL(f) — razdo de proximidade de f em L, 67
As(f) — razao de proximidade de f em S, 67
C — linhas coordenadas, 67
L. — linhas de K™, 66
Ly — linhas de K™ que passam por z, 66
S — planos de K™, 66
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7Z — linhas paralelas de K™, 71
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P/l — a aproximacao polinomial de f sobre [, 66
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(f) — distancia de f a K™, 66
(f) — a distancia de f a P/, 66
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)

A
Al
)\5 f
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(1) — a composigao f ol, 66
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