UNIVERSIDADE DE BRASILIA Brasilia, margo de 2005.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA -IE

ALGEBRA I
12 periodo de 2005
(Noturno)

EXERCICIOS DE TREINAMENTO

Observacdo: Os problemas que se seguem, marcados por * | sao extraidos do livro de
L. H. Jacy Monteiro: ELEMENTOS DE ALGEBRA - (©1969, Livros Técnicos e Cientificos
Editora, Rio de Janeiro.

*1) Sejam A, B,C subconjuntos de um conjunto universo FE . Verificar as igual-

dades:
a) AU(Cpt, (A)NB)=AUB,
b) AN(Cpt,(A)UB)=ANB,
c) AU(BN(AUC))=AU(BNC),
d) (AnB)UBNC)U([CNA) =(AuB)N(BUC))N(CUA).

*2) Sejam A,B,C,D C E. Utilizar os diagramas de VENN para verificar as
igualdades:

a) AN(BU((CUD))=(ANB)UANC)U(AND),
b) Cpty((AU(BNC))) =Cpty(A)N(Cpty(B)UCpt,(C)),
c) (ANB)U(A\B)U(B\A)=AUB.

*3) Para quaisquer 3 conjuntos A, B,C' valem:

a) (A\B)N(A\C)=A\(BUC)
(ANC)N(B\C) =(ANB)\C

)
)
c) (A\B)\C=A\(ANC),
)
)
)

=)

o,

A\ (B\C) = (A\ B)U(ANC),
A\ (B\A) = A,
A\ (A\B)=ANB.

@)

f



*4) Sejam A e B subconjuntos de um universo E .
a) Mostrar as equivaléncias (use diagramas de VENN!)
ACB <= ANB=A < AUB=B <+
< ANCpt (B)=@ <= Cpt,(B)CCpt,(4).
b) B=Cpt,(A) <= AUB=FE ¢ ANB=0.
*5) Sejam A, B,C conjuntos.

a) Verificar AU(BNA)=A ¢ AN(BUA)=A,
b) Se ANB=ANC e AUB=AUC, entao B=C,
c) Se ACC, entao AU(BNC)=(AUB)NC.

*6) Determinar a interse¢ao de todos os quadrados inscritos
num dado circulo de raio r.

7) Determinar os elementos dos seguintes conjuntos:

a) 20 b) 22 o) 227
d) 2 o) 22 p) 2041 gy 2{080)
*8) Sejam A e B dois conjuntos. Mostrar:

ACB <«— 24C25B.

*9) Seja E um conjunto e A =2F. Para A, B € 2 definamos:
A+ B=(A\B)U(B\A).

Mostrar as seguintes regras para quaisquer A, B,C' € 2
(usar diagramas de VENN!):

a) A+B=(AUB)\(ANB),
(A+B)+C=A+(B+0),

)
)
) A+B=DB+A,
)
)

o o

o,

AN(B+C)=(ANnB)+(ANC),
e) A+A=0 e A+ =A.
*10) Sejam A, B,C conjuntos. Mostrar:

a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C),
b) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).



*11) Sejam FE e F dois conjuntos. Sejam A, BC FE e C,D C F. Mostrar:

a) (Ex F)\(AxC)=[(E\A)x FIU[E x (F\C)],

b) (AxC)N(BxD)=(ANB)x(CND),

c) (AxC)U(BxD)C(AUB)x(CUD,).
Dar um exemplo que mostre que a inclusato C em c) em geral é uma in-
clusao prépria .

12) Determinar 24*4

A={% O}

, isto é, o conjunto de todas as relacoes de A, quando

13) Explicitar a seguinte relagdo em Z :
p = {(a:,y) ’ 2?4y = 169} :
Mostrar que p ¢é simétrica.
14) Explicitar a relacao em IR x Z dada por
p= {(x,y) ‘ 2527 + 9y* = 225} :
Determinar D(p) e I(p) e ainversa p~'.

15) a) Determinar AZ e B4 quando A=1{1,2,3} e B={Q0, &} .
b) Dar exemplos de p € 28%4\ AP tal como o € 24%8\ B4,

16) Determinar a diagonal 64 de AXx A quando A= {0, &, , &V, O} .

17) Determinar todas as relagoes de equivaléncia ¢ € Eq(A) e os respectivos con-
juntos quocientes A/e para

a) A={0},

b) A={0 &},

c) A={V. &},
d) A={0,& 0.8},

*18) Seja A= {0, &, }. Construir uma relagio p € 244 que é:

a

b

simétrica e transitiva, porém nao reflexiva,
reflexiva e transitiva, porém nao simétrica,

¢) reflexiva e simétrica, porém ndo transitiva,

)
)
)
d)

reflexiva, porém nem simétrica nem transitiva,
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e) simétrica, porém nem reflexiva nem transitiva,

f)  transitiva, porém nem simétrica nem reflexiva.

19) Sejam A, B # () conjuntos e p,o € 24*P relagoes . Mostrar:

pCo <+ p_lga_l.

20) Seja A # () um conjunto e p € 244 Mostrar:

pCp ' = p=pt.

*21) Sejam A, B # () conjuntos e seja p € 24%8 . Mostrar:

pods=p tal como dgop=p.

22) Sejam A, B,C # () conjuntos e sejam p, p1, po € 24*P tal como
0,01, 09 € 28XC Mostrar:

a) Se p; C py, entdo cop; Coop,y.

b) Se o1 C oy, entdo g10p Coy0p.
23) Sejam A, B # () conjuntos e seja p € 24*B . Mostrar :

a) D(p)=A <= 04Cplop.
b Ip)=B <> 65Cpop.
24) Sejam A, B # () conjuntos e seja p € 24*B . Mostrar :
a) 0a2pltop <= paratodo y € I(p) existe um unico
reAtalquexzpy .

b) dg2pop ! <= paratodo x € D(p) existe um tinico
ye B talque zpy .

Juntando-se 22) e 23), temos:
25) Sejam A, B # () conjuntos e seja p € 24*B . Entao :

a) peEBA < dgDpopt e 5,Cpltop

b) da=plop <= D(p)=A eparatodo y € I(p) existe
um unico v € A tal que x py .

c) dg=pop !t <= I(p)= B eparatodo z € D(p) existe
um unico y € B tal que x py .



26) Sejam A, B # () conjuntos e seja p € 24*8B . Entao :

Sp=pop leds=plop <= p éuma aplicacao bijetora.

*27)  Seja A # () um conjunto, ¢ € 24%4 . Mostrar:

cc€Eq(d) <= §4Cc e cocl=c¢.

*28) Seja A # () um conjunto, p € 24*4 e suponhamos p é reflexiva e transitiva.
Mostrar:

p=pop.
*29)  Construir sobre um conjunto A um exemplo de uma relacio p € 24%4, tal
que popCp, porém pop#p.
30) Construir sobre um conjunto A uma relagao nao-reflexiva p € 24%4, tal que
p=pop.
31) Seja A um conjunto, € € Eq(A), v € (A/e)? a aplicacdo canénica. Refletir
sobre as seguintes equivaléncias:
a) v é constante <<= e=AxA.
b) v éinjetora <= €=204 .
*32) Sejam A, B # () conjuntos, ¢ € BA. Para toda parte X C A indicamos por

o(X)={p()| re X} C B, aimagem de X sob ¢. Sejam X;, Xy C A.
Mostrar (refletir sobre) as seguintes afirmacoes:

a) Se Xj C Xy, entdo o(X;) C p(Xy),
Xi#Q = oX)#0,

)
) (
c) p(X1UXs) = p(X1) Up(X2),
) )
)

o

o,

o(X1NXy) € o(X1) Np(Xs),

e) (X1 \X2) 2 p(X1)\ p(Xs) .

*33) Com as notagdes de 31), verificar:

a) ¢ éinjetora <= (X1 NXy) = p(X1) Np(Xy) para
todas as partes X;, Xo C A,
b) ¢ ésobrejetora <= p(Cpt (X)) = Cpt,(p(X)) para
toda parte X C A.



*34) Sejam A, B # () conjuntos, ¢ € BA. Para toda parte Y C B coloquemos
e YV)={zeA| px)eY}CA. o YY) éaimagem reciproca de Y por
¢ . Refletir sobre as seguintes propriedades :

a) (e 1 (Y)CY paratoda parte Y C B,

b) ¢ (p(X) D X para toda parte X C A.

Se Y, Yy, Y, saopartes quaisquer de B, mostrar:

¢) se Y1 CYs, entio ¢ '(Yi) C ol (Va),

) e (N1UY) =7 (V) UpT!(Ya);
e) ¢! (ViNYs) =7 (Y1) N~ (Ya);

)
)

o,

—

e H(CL(Y)) =C, (¢ 1(Y)),

g) el (V) =YnI(p).

*35) Com as notagdes anteriores, mostrar:

@ ésobrejetora <= (YY) # () para toda parte Y de B.

*36) Sejam A, B # () conjuntos, ¢ € B4, ¢ € AP. Mostrar:
a) Se 1oy éinjetora, entdo ¢ é injetora.
b) Se @o é sobrejetora, entdo ¢ é sobrejetora .

*37) Sejam A, B,C # () conjuntos, ¢ € B4 ¢ € OP, w e A® e consideremos as
compostas

wotop, hopow, powor.
a) Mostrar: Se duas dessas compostas sdo sobrejetoras e a terceira é injetora,
entao ¢, ¥, w sao bijecoes .
b) Mostrar: Se duas dessas compostas sdo injetoras e a terceira é sobrejetora,
entao o, ¥, w sao bijegoes .
38) Seja E # () um conjuntoe B C E. Paratodos os X,Y € 2= 2% definamos
X~Y < XnB=YnNBHB.

a) Porqué ~ é uma relacao de equivaléncia em A7
b) Descrever a classe de equivaléncia X de X € 2 .

c) Mostrar que

i) ~= 0y <= B=E, i) ~=AxA < B=0Q.



39) Seja A={1,2,3},B={0, &} . Explicitar os conjuntos

AP B* Sob(A,B), Inj(B,A), Sy e Sp.

40) Seja A = {1,2,...,n}, ¢ € A4 Mostrar a equivaléncia das seguintes
afirmagoes :
a) ¢ €Inj(A,A)
b) ¢ € Sob(A,A)
c) peBIij(4,A).
Isto 6, Inj(A, A) = Sob (A, A) = Bij(A, A) (= S4) para qualquer conjunto

finito A.
Dar exemplos que isto nao continua verdade se A ¢ infinito.

41) Seja A=1IR, B=1{a,b,c,d} . Paratodo x € A definamos

a, sex < —2
px)=4¢ b, se 2< 2 <3
c, sex > 3.

Para todos os z,y € A coloquemos

ve,y = @) =0ply).

Explicitar o conjunto ¢(A) C B, o conjunto quociente A/ €,, aaplicacao candnica
v € (Afe,)! eabijecio o € (p(A))Y% que satisfaz

p=1pon.

*42) Consideremos a estrutura algébrica (E; T) com E = Z, Te EEXE
definida por @ Tb=a — b para todos os a,b € E.
Mostrar que (E 0T ) nao é nem associativa, nem comutativa, nem tem elemento

neutro.

a

*43) Seja E = IR\ {0}, a operacio interna Te EF¥ X F definida por a Tbh = 7
para todos os a,b € FE.

Mostrar que (E; T ) nao é nem associativa, nem comutativa, nem tem elemento

neutro.

*44) Seja E # () um conjunto, * € EF*F uma operacio interna de E com
elemento neutro e. Mostrar que (E; *) é comutativa e associativa, se e

somente se

(axb)x(cxd)=(axc)*(bxd)

para todos os a,b,c,d € E.



*45) Seja E={1,2,3}.
a) Determinar ’EE x E’ .

b) Determinar o subconjunto X C EEXE das operacoes em FE que admitem

1 como elemento neutro.

c) Deteminar todas as operagoes comutativas em FE que admitem 1 como

elemento neutro.

46) Seja A # (@ um conjunto, p,o € 24*4 duas relacoes reflexivas. Mostrar que

ogop éreflexiva.

47) Seja A = {1,2,3} . Dar um exemplos de duas relacoes ¢,n7 € Eq(A), tais
que 7noe nao é relagdo de equivaléncia, mostrando assim que Eq(A) naoé

o-fechado.

48) Sejam A,B # () conjuntos, ¢ € BA. Mostrar a equivaléncia das seguintes
afirmagoes :

a) € Bij(A,B)
b) existe wnica 1 € AP com Yo =03,
c) existe unica w € A% com pow = dp.

Particularmente, no caso A = B temos:

49) Seja A # () um conjunto, ¢ € E = A*. As seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes :

a) pESA
b) existe tinica 1 € A com Yo =d,4

c) existe inica w € A com pow =44,
50) Seja a estrutura algébrica (Z,T) definida por
aTb="b’a® —2b%a’ — 29ba” + 30a° + 3ab”® — 6ab® — 87ab + 9la .
Mostrar que existem 3 elementos neutros a direita em Z .

51) Sejam ey, ey ,..., e, € Z distintos. Construir infinitas operagoes distintas
T, Ta,... € Z#*% que tenham exatamente os elementos e, e ,..., €, como

neutros a esquerda .

52) Mostrar:  Sob(IN,IN™) = (@ e também Sob(IN,2")= (@ ,

particularmente, IN™ e 2™ siao conjuntos nao enumeraveis .



53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

60)

Mostrar que
F={XCIN||X|<oo},

i.e. a familia dos subconjuntos finitos de IN, é enumeravel .

Mostrar o axioma da escolha para o conjunto A = Z, isto é:
Se F C 2% com ()¢ F,entaoexiste a € Z”, tal que o(X) € X para todo
XekF.

Seja. A=R e F= {(a,b)] a,beR, a<b} = a familia de todos os
intervalos abertos limitados nao vazios de IR. Dar infinitos exemplos distintos

de fungoes de escolha o : F — IR.
No plano P = IR? consideremos a familia
F = {X ’ X é o interior de um circulo em P} .
Dar (em palavras) um exemplo de uma funciao de escolha o € P7 .
No plano P = IR? consideremos a familia
F = {X ’ X é o interior de um triangulo nao-degenerado em P} .

Dar (em palavras) exemplos de pelo menos duas fungbes de escolha distintas
ac P’

Seja E # () um conjunto, A = 2F . Determinar, para cada uma das seguintes
estruturas algébricas, os elementos neutros, e o conjunto dos elementos inversiveis:

a) (2[; N )

b) ( 2A; U )

c) (Ql; + ) onde + € AXX% ¢4 operagao definida no exercicio *9).

Seja A # () um conjunto. Mostrar:

a) Se A contém pelo menos dois elementos, entdao o mondide (AA; o )
nao ¢ comutativo .

b) Se A contém pelo menos trés elementos, entao o grupo simétrico ( Sa; o )

nao é comutativo.

SejaM:{(Z 2)

composicao interna T & M M x M seja a multiplicacao comum

de matrizes, isto ¢, (¢ 7 ) T(2 4 )= (wih e,

a,b,c,d ¢ B} o conjunto das 2x2-matrizes sobre IR. A

Mostrar que T ¢ associativa, porém nao é comutativa. Determinar o elemento



61)

62)

63)

64)

65)

66)

*67)

neutro de (M, T) e caracterizar os elementos inversiveis de M. Como é

b)EM?

. . , a
calculado o inverso de um elemento inversivel ( . d

Seja (E; T ) um monodide, e seu elemento neutro e seja a € E. Mostrar: Se

a possui um inverso a direita (esquerda), entao a é regular a direita (esquerda) .

Seja (E; T ) um semigrupo, seja a € E e consideremos a aplicacao &, € EF
definida por &,(x) =xTa V2 € E. Mostrar:

a) &, 0& =&, paratodosos a,be E.

b) Se E possuir um neutro €’ a direita, entdo & = dp.

c) a éregular a direita <= ¢, §é injetora.

Seja (E 0T ) um semigrupo, seja a € E e consideremos a aplicacao A\, € EF
definida por A\,(z) =aTz Vx € E. Mostrar:

a) Ay oAy = Agrp para todos os a,b € E.

b) Se E possuir um neutro €' a esquerda, entdo Ao = dp.

c) aéregular a esquerda <= )\, é injetora.

Observacdo: As aplicagoes &, e A, chamam-se as translacoes a direita e a

esquerda de E pelo elemento a, respectivamente .
Seja (E; T ) um semigrupo. Mostrar:

a) Vale & o0\, =\, 0&, paratodosos a,b€ E.
b) &=XN <<= a€Z(E).

Seja (E; T) um mondide finito, e seu elemento neutro e seja a € FE.
Mostrar: Se a é regular a direita (esquerda), entdo a possui um inverso a
esquerda (direita) .

Dar um exemplo que mostre que isso nao continua valido em geral quando |FE| é

infinito .

Seja (E; T) um mondide. Consideremos as aplicacoes =, T € (E¥)F
definidas por Z(a) =&, e I'(a) =\, paratodosos a € E. Mostrar que =
e I' saoinjetoras.

Seja (E; T) um monodide, e seu elemento neutro. Seja () # A C E e
Cp(A)={z€E| zTa=aTzx Yaec A} seu centralizador. Mostrar:
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o

P#ACBCE = Cg(A)2Cg(B),

¢) e€Z(E)=Cp(E)C Cp(A) VO£ ACE.

o,

¢}

V@O #ACE temos AC Cg(Cg(A)).

)
)
) Cg(A) é fechado com respeito a T.
)

f
Construir exemplo que mostre que em e) em geral nao vale a igualdade .
68) Seja (E; T ) um mondide. Mostrar que
Ces(I'(F)) =Z(F) tal como Cgr(Z(F))=TI(F)

69) Sejam (E; T) e (F; J_) mondides, e e [ seus elementos neutros e

consideremos o produto CARTESiano
M=ExF=/{(zy) \ reByeF}.
Para quaisquer (z1, y1), (22, y2) € M definamos

(w1, y1) * (22, y2) = (v1 Ta2, y1 L yp).  Mostrar:

a) (M,*) é um mondide. Qual é seu elemento neutro?

b) (a,b) € M ¢ regular a direita (a esquerda) <= ambos, a e b
sao regulares a direita (& esquerda) .

c) (a,b) € M ¢ inversivel a direita (a esquerda) <=  ambos, a e b

sao inversiveis a direita (& esquerda) .

d) U(M)=U(E) x U(F). e) Z(M) = Z(E) x Z(F).
70) Considere ¢,¢&,n € (Z*; o ) definidas por
p)=2a* £@)=z+1en)=|r+1|VzeZ.
Mostrar:

a) £#n, pol#Eop, ponFnoy,
b) pof =pomn, talcomo {op =mnoy,istoé, ¢ naoé regular, nem a
esquerda, nem a direita.

71) Mostrar: Z(IR",0) = {0} (i.e. a identidade ¢5 ¢é a uUnica fun¢ao que

comuta com todas as fungoes de IR em IR).

Sugestdo: Se dp # ¢ € R™ e xg € IR ¢é tal que ¢(xg) # o, considere a
fungao constante ¢» € IR™ definida por ¥ (z) =xz¢ Vx € IR e mostre que ¢ e

1) nao comutam .

11



72) Seja A # () um conjunto, (SA; o ) o grupo simétrico sobre A. Para
@ # B C A consideremos

VB:{WGSA‘ ﬂ(x):xVxeB} e

Wp = {WESA‘ n(z) € B ew‘l(x)EBVxEB}.
Mostrar:
a) Vg e Wp sidosubgrupos de Sy.
b) Vg IWp

73) Consideremos o grupo simétrico Spy e o subconjunto H C Sz definido por
H = {7r €Sy ’ 7(x) # x para somente finitos z € 17\/'} :

Mostrar que H é um subgrupo normal de Spy .

74)  Seja (E; T) um mondide e (U(E); T) o grupo dos seus elementos in-
versiveis. Seja S um subgrupo de U(E). Definamos e, € 2F*F por:

Ve,ye E:

regy <= da € S talque aTx =y . Mostrar:

a) e, € Eq(E)

b) Se x € E, entdo a classe de equivaléncia de = modulo e, é
z=STe={aTx|acS}.

c) e,=0p <<= S={e}.

75) Seja (E; T ) um mondide e U(F) o grupo dos seus elementos inversiveis, S
um subgrupo de U(FE), ¢, € Eq(FE) definida como em 72). Suponhamos ainda

S CZ(E). Mostrar:

a) ¢,€Cg(E; T).

b) Seja E=FE/e,={z|z€E}={STz|x€FE}
e (E,T) omondide quociente. Mostrar: é = S é o neutro de E
)=U(E)={STz| x € U(E)}.

e vale U(
76) Aplique 75) ao monéide (Z,-) e S=U(Z)={1,-1}.

77) Seja (G; . ) um grupo. Mostrar: A aplicacio @ € G¢, definida por

1

m(x) =2x~! é uma permutagdo de G.
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78) Seja G um grupo multiplicativo. Seja a € G e sejam \,, &, ™ € G¢
definidas por

&) =20, N(7)=ax, w(r)=2"'Vred.
Mostrar : Ag-1om=mo&,

79) Mostrar: A estrutura algébrica (@; +, - ) é simples, isto é,

80) Seja M:{(OC‘ 2)

munido da adicao + e multiplicacao - comuns de matrizes.

a,b,c,d e ]R} o conjunto das 2x2-matrizes sobre IR

Mostrar que (M i+, ) é uma estrutura algébrica simples .

Sugestdo: Se 0y # k € Cg( M ; 4+, - ), tentar mostrar por etapas < (1) (1) ) /{( 8 8 )

b .
e por fim < ¢ ) K ( vy > para todas as matrizes.
c d zZ w

81) Mostrar que a estrutura algébrica (R; + ) nao é simples.

Sugestdo: Defina x« € 2%*% por Va,y € IR :
TRY <= xr—yeXL.
emostre K € Cg(R; +) \ {dn, RX R}.

82) Mostrar: O grupo simétrico (S IN; © ) nao ¢é simples.

O grupo simétrico de grau 3 indicamos em seguida por

G:S3:{177-177—27T37U7p}
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83) Considere G = S3 e o subgrupo H = {1,713} de G e as equivaléncias
£, Ny € Eq(G) definidas por

re,y < az'yeH

\V/l‘7y€G: {any xy—leH

Determinar os conjuntos quocientes G/e,, e G/n, e justificar que H naoé
subgrupo normal de G'.

84) Seja G =S3 e N ={1,0,p}. Mostrar que N<G, {1} # N #G.
Portanto S; nao é um grupo simples.

85) Seja (G; . ) um grupo, H < G, g € G e consideremos
g 'Hg = {g_lxg‘ :EGH} .

Mostrar que g 'Hg é um subgrupo de G'.
Observacdo: ¢ 'Hg chama-se o subgrupo conjugado de H por g.

86) Seja G um grupoe H < G. Mostrar a equivaléncia das seguintes afirmagoes:
a) HJG, istoé, gH = Hg para todos os g € G .
b) ¢g'HgCH VgedG.
c) g'Hg=H VgedG.
87) Seja G um grupo, H, K subgrupos de G. Mostrar:
a) HNK <G
b) Se H, K 4G, entao HNK JG.
c) Se K<JIG, entato HNK < H.
88) Mostrar: Num grupo abeliano (=comutativo), todo subgrupo é normal .
Generalize 88) para:

89) Seja G um grupo, Z(G) seu centro e H < Z(G). Mostrar que H 4G

90) Comprove através de um exemplo: Um subgrupo comutativo de um grupo

GG nao precisa ser normal em G .
91) Seja G um grupo, @ # X C G e consideremos
Neg(X) = {geG\ Xg=gX}

tal como

CG(X):{gGG’xg:gm VIEX}.

Mostrar :
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a) Cg(X) <Ng(X)<@.

b) Cq(X) 9Ng(X).

Observagcdo: Ng(X) chama-se o normalizador, Cg(X) o centralizador do
conjunto X em G.

Sugestdo para b): Por 86) deve ser mostrado: ¢ 'Cg(X)g C Cg(X) Vg €
N¢(X), isto é, g tcg € Cg(X) para todos os g € Ng(X) e todos os ¢ €

Ce(X).
92) Determinar Ng(X) e Cg(X) no caso G = Sj para os subconjuntos
X={n}

)
) X:{p,d}

c) X={n,po}.
) X:{Tl,TQ,Tg}.

a

o

o,

93) Seja (G; . ) um grupo . Mostrar:
Se 22 =1 para todos os = € G, entdao G é comutativo.

Se (G; : ) é um grupoe @ # X ,Y C G, indicamos o conjunto produto por
XY = {xy‘ reX, yEY}
e o conjunto inverso por
x'={at|zex}.
94) Seja G um grupo.

a) Paratodo @ # X CG etodo g € G, a aplicagao
v : X — X !g definida por ¢(z) =27'g Vx € X, é uma bijegao entre
X e Xlg={alg|reX}.

b) Para quaisquer @ # X, Y C G temos (XY) ' =Y 1X"1.

95) Seja G um grupo, @ # X C G. Mostrar:

X<G <— XX'cx.

96) Seja G um grupo finito, X,Y C G, tais que |X|+ |Y| > |G|. Mostrar:
G=XY.
Sugestdo: Para mostrar que todo g € G é da forma g = xy com x € X e
y €Y, use 94) a).
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97) Seja G =S;3, H={1,7}, K=1{1,7}. Mostrar que HK # KH.
Além do mais, HK e KH nao sao subgrupos de G'.

98) Seja G um qualquer grupo, H < G e N <JG. Mostrar:

a) HN = NH éum subgrupo de G
b) Se também H G, entao HN JG.

99) Seja G um qualquer grupo e H, K dois subgrupos de G. Mostrar:
HK ¢éum subgrupode G <= HK=KH.

100) Seja G um grupo. YV z,y € G definamos:

rey <= 3JgcGcomy=g ‘xzg. Mostrar:

a) ¢ € Eq(G)
b) A classe de equivaléncia de z € G modulo € é o conjunto
¢ = {g’lxg‘ gEG} .
% chama-se a classe de conjugacio de v em G.

c) Seja z € G. Temos
2% = {2z} é um conjunto unitdrio <= 1z € Z(G).
d) eeCg(G; - ) <<= e=6¢ <<= G écomutativo.

101) Seja G = S3, ¢ € Eq(G) a relagao definida em 100) . Determinar o conjunto

quociente G /e = {:L‘G ‘ x € G} , isto é, o conjunto das classes de conjugacao de

G.
102) Para a,b € IR com a# 0 consideremos ¢,) € IR"™ definida por
Yap(r) =ax+b VzelR.
Mostrar:

a) Qap € (S]R; o ), isto é, as ¢, sao permutacgoes de IR
Va,be R, a#0.
b) G={¢ap]| a,b € R, a+# 0} ésubgrupo de S e valem:
1) Pab O Ped = Pacadry ¥V a,b,c,d € R, a,c#0.
ii) O neutrode G é ¢10.
i) (Pap) ™" = P1/a-b/a-
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c) H={gawo| 0#ae R} ésubgrupo ndonormal de G, enquanto
N=A{¢p| be R} 4G.

d) HQNZ{QOL()} e NH=G.

103) Comprovar através de um exemplo: X < N <G nao necessariamente implica
em X <G (normalidade nao é transitiva)!
Sugestdo: Seja G'= {pup| a,b € IR, a# 0} o grupo de 102).
Estude X = {¢1,| be Z} INQG.

104) Considere G = (]R; —i—), o grupo aditivo dos numeros reais e seja
H = ( {reR| x>0}, - ) , 0 grupo multiplicativo dos nimeros reais pos-
itivos. Dar exemplos de infinitos isomorfismos distintos

¢ :G — H e seus inversos.

105) Mostrar: Para cada n € IN, existe um grupo G, que contém exatamente n
elementos .
Sugestdo: Considere o conjunto de niimeros complexos

Gn:{cos%kJri-sen%k k::(),l,...,nfl}

(onde ¢ =+/—1) sob multiplicacao usual de nimeros complexos.

106) Explicitar os grupos (Gn; . ) obtidos em 105) para n =1,2,3,4,5,6.

107) Considere o grupo aditivo (Z ; —i—) dos nimeros inteiros e o grupo multi-
plicativo (@’\ {0}; - ) dos nimeros complexos nao-nulos. Seja n € IN e
seja

on: Z — C\{0}
definida por

go“k‘)zcos% + i-sen% VkeZ.
a) Mostrar que ¢, ¢ um homomorfismo.
b) Determinar a imagem ¢,(Z) e o niucleo Nuc @, .

c) Mostrar que o grupo (Gn; . ) de 105) é isomorfo com o grupo aditivo
Z |nZ dos restos modulo n.

108) Seja n € IN e consideremos o grupo G, de 105) tal como

COS% sen¥
M, = k=0,1,....,n—1
—S(ZTLM COSQZJ

n
sob multiplicagao usual de matrizes. Mostrar que G, e M, sao grupos

isomorfos .
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109) Seja n € IN e consideremos
R, = {E ‘ 1 < k < n; n, k sao relativamente primos}

onde k = k4+nZ é a classe dos restos de k& modulo n. Mostrar que (Rn; . )
¢ um grupo. |R,| =7

110) a) Explicitar os grupos (Rn; . ) de 109) para n=1,2,3, ...,16.

b) Quais entre os grupos Ry, Ra, ..., Rig sao isomorfos?
111) Seja (Z; —I—) o grupo aditivo dos inteiros, ¢ : Z — Z definida por
e(r)=—x VzeZ.

a) Mostrar que ¢ € aut (Z; + ) :
b) Mostrar que
aut(l;+) ={0z,¢}
é o grupo de todos os automorfismos de (Z; + ) :

Sugestdo para b): Seja ¢ € aut (Z; + ) qualquer. Mostrar que (1) = £1
e concluir dai que ¢ € {d,, ¢}

112) Seja G= (R; + ) o grupo aditivo dos niimeros reais e seja A = (jR \{0}; - )
o grupo multiplicativo dos niimeros reais nao-nulos. Para todo a € A consider-
emos a aplicacao

Yo 1 G — G

definida por
o) =ax Vzed.

a) Mostrar que ¢, € aut(G) VaeA.

b) Considerando-se a aplicacao
QA — aut(G) definida por Qa) =¢, Va€A,

mostrar que €2 é um monomorfismo do grupo (A; . ) para o grupo

(aut(G); o ) :

113) Seja H = ({xEJR\ r>0}; - ) tal como A = (R\{O}; . ) Construir

um monomorfismo

(4 ) — (aut; o) .
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114) Seja (E; Ty, TT) uma estrutura algébrica com r composigoes . No

grupo simétrico (SE; o ) sobre FE consideremos

U, = {ngSE‘ wla T3 b) = @(a) T p(b) Va,bEE}
U, = {@ESE‘ o(a T; b) = p(a) T; ¢(b) ‘v’a,bGE}

U, = {chSE’ w(a T, b) = p(a) T, ¢(b) Va,beE}.

Mostrar que os U; sdo subgrupos de Sy para 1 <i<r e vale

ﬁUi:aut(E;Tl,..., Tr) .

i=1
115) Consideremos o seguinte conjunto de nimeros complexos:
G = {cosa+i-sena‘ aEJR}

a) Mostrar que (G; : ) ¢ um grupo comutativo .

b) Dar uma condigdo necesséria e suficiente sobre o para que

z=cosa+1-sena € G tenha ordem finita .

c) G possui subgrupos finitos de cada ordem n  (ver 105)).
116) Seja (G; . ) um grupo comutativo e consideremos
T(G) = {:1: eqd ’ x tem ordem finita } :

a) Mostrar que T(G) é um subgrupo de G.
b) Mostrar que todo elemento diferente do neutro de G/T(G) tem ordem

infinita .

117) Mostrar: Num grupo nao-comutativo G, o produto ab de dois elementos

a,b € G de ordens finitas, pode ter ordem infinita .
Sugestdo: Determinem as ordens dos elementos a,b e ab do grupo simétrico

G =Sy onde

a:x — —x talcomo b:z — —x+1 VaeeZ.

Portanto: Num grupo nao comutativo G, o conjunto

T(G) = {:c eG ‘ z tem ordem finita },
em geral nao é subgrupo de G.
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118) Seja (G; . ) o grupo de 117). Mostrar que o conjunto

X={1}u {z eG ’ z tem ordem infinita }
é fechado a inversos, porém nao forma um subgrupo.

119) Seja (G; . > o grupo de 115). Construir um epimorfismo
gOZ(B;—f—) — (G; : )
tal que Nuc o = Z . Concluir que (G; . ) é isomorfo com (IR/Z; + )

120) Seja G um grupo, H um subgrupo, N um subgrupo normal e ¢» um

automorfismo de G. Mostrar:

a) tY(H) é um subgrupo de G e vale

b) ¢(N) é um subgrupo normal de G e vale
G/Y(N) = G/N .
121) Seja G um grupo, H um subgrupo de G. Consideremos
G/n, = {xH‘ xGG} e Gle, = {Hx‘ xEG},

i.e. os conjuntos das classes laterais a esquerda e a direita, respectivamente .
Definindo-se

Q: G, — G/,

por
Q@H)=Hx' Vred,

mostrar que {2 é uma bijecao entre os dois conjuntos.
Porqué nao pode ser definido Q(zH) = Hx?

122) Explicitar um isomorfismo € -S4 — Sz no caso

A={1,2,3}, B={a,b,c}
1 2 3
w:<a b c)
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123) Considere qualquer intervalo real aberto F = (a,b) com a < b . Introduzir
em F uma composicao L , tal que (F ; J_> seja um grupo isomorfo com

(R; + ) .
124) Sejam G e H dois grupos isomorfos e suponhamos
v :G — H
¢ um isomorfismo. Construir um isomorfismo
Q (autG; o ) — (autH; o ) )
125) Dar um exemplo de dois grupos nao-isomorfos G e H, tal que
aut(G) = aut(H).

Sugestdo: Estudem por exemplo os pares de grupos G; e Gy ou Gz e Gy de
105) .

126) Seja G um grupo, H um subgrupo de G. Mostrar a equivaléncia das

seguintes afirmagoes:

a) H énormal em G e o grupo quociente G/H ¢é comutativo

b) z 'y~lzy € H para todos os elementos =,y € G.

127) Seja G um grupo, H um subgrupo de G de indice |G : H| = 2. Mostrar
que H<G.

128) Dar um exemplo de um grupo G e um subgrupo H < G deindice |G : H| =3
tal que H 4G .

ANEIS E CORPOS

129) Seja 1 <mn € IN um numero nao primo. Mostrar: O anel (Z/nZ; +, - )

possui divisores de zero nao-triviais .

130) Seja (A; +, - ) um dominio de integridade, 1 a identidade dele e seja S #
{0} um subanel de A. Mostar: Se S possuir uma identidade e, entao e =1.

131) Determinar todos os subanéis S de A = (Z/lSZ; +, ) . Quais deles

possuem uma identidade (qual)? Quais deles sao corpos ?

132) Seja (A; +, - ) um dominio de integridade. Mostrar: As tnicas solugoes da
equacdo x? =1 sao = = +1.
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133) Determinar as solugoes da equacio z? =1 no anel A = (Z/8Z; +, - ) :

134) Seja (A; +, ) um anel comutativo com 1. Seja I um ideal de A. Mostrar

a equivaléncia das seguintes afirmacoes :

a) O anel [ possui uma identidade e.

b) Existe exatamente um ideal J de A tal que
INJ={0} elI+J=A.

Sugestdo: Para ”a) = b)”: Considere J = (1 —e¢e)A
Para ”b) = a)”: Escreva 1=e+ f com ecle feJ.

135) Seja (C; +, - ) um corpo. Para todos os a,b € C' com b+ 0, coloquemos

%:ab_1 .
Mostrar as seguintes regras para todos os a,b,c,d € C' com b,d # 0 :
a c
a) g—g <~ ad = be
a ¢ ad+bc
b) by TdT T
N a_ze_a, —a_a
b b b b b
a ¢ ac
9 b d b
-1
e) (a) =— se a#0
b
a/b  a
f e 2
) d bd
b d
g) Z//CZ:ZC’ se também ¢ # 0.

136) Seja (C s+, - ) um corpo, G um subgrupo finito do grupo multiplicativo
(C\{O}; : ) . Mostrar:
a) Se |G|>2, entao Y x=0.

zeG

b) H:L“zl, se —1 ¢ G, enquanto Hx:—l se —1e€G.

zeG zeG
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Sugestdo: Para a): Seja s = Z x . Escolha 1# a € G e prove que as =s.
ze@G
Parab): Em G vale 22=1 <= 1z =41. Além disso, (z7')"! =z para

todos os = € GG.

137) Seja 2 <n € IN. Mostrar

1 1
e 2k J 2k
cos — = E sen — = 0.
n n
k=0 k=0

Sugestdo: Aplique 136 a) ao subgrupo

Gz{cos%%—ﬁsenﬁ—k‘k:O,...,n—l}
de (@\{0}; - ) .

ANEIS DE BOOLE

138) Seja F um conjunto, A= 2 = {X | X C F } o conjunto das partes de E.
Para X,Y € A definamos

X+Y=(X\Y)U{Y\X) (comparar9))

tal como
X Y=XnY.

Mostrar:

(i) ( A+ - ) é um anel comutativo com identidade .

(i) X=-Xtalcomo X?=X VXe€A.
Observacio : (A; +, - ) chama-se o anel de BOOLE sobre o conjunto FE.

139) Seja E um conjunto, B = {0,1}Y = {Bx| X CE} o conjunto das
fungoes caracteristicas sobre F | (ie. fx(x) =0,se 2 ¢ X e fx(z)=1,
se x € X). Introduzir em B uma adicdo + e uma multiplicagdo - de tal
maneira que (B; +, - ) seja um anel isomorfo ao anel de BOOLE (2E; +, - )
de 138).

140) Seja E um conjunto, (2E; +, - ) o anel de BOOLE sobre E. Seja C € 2F.
Mostrar:

(i) O ideal principal de 2% gerado por C' ¢

C)={x|xcc}.
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(ii) 28/(C) =2 2B\C

Sugestio para (ii): Estudar a aplicacio ¢ : 2F — 2F\C definida por
e(X)=XNn(E\C) VXe2F,

141) Seja E # @ um conjunto, z € Ee P, = E\ {x} . Mostrar:

28 /(P,) = Z )2 Z .

142) Seja (A; +, - ) um anel tal que

=2 VzeA.
Mostrar que A é comutativo e vale t =—2 VzeA.
Sugestdo: Calcular (z+x)%e (z+y)?.
Observacio: Um elemento e de um anel A chama-se idempotente se e? = e.
Num qualquer anel (A; +, ~>, o elemento 0, e a identidade 1 (se tiver),
sao elementos idempotentes (triviais) .
138) diz que num anel de BooLE 2 sobre um conjunto E todo elemento é
idempotente .
142) diz que um anel com todo elemento idempotente, necessariamente é comu-

tativo.

143) Seja (A; +, - ) um anel comutativo com elemento identidade 1 e seja e € A

um elemento idempotente . Mostrar :

a) Também 1 — e é idempotente, vale
e(l—e)=0 e 1—(1—¢)=ce.
b) Se e€ A\{1,0}, entdo e é um divisor de zero nao-trivial.
c) Se A éum dominio de integridade, entao os inicos elementos idempotentes

de A sao 0 e 1.

Observagdo: Um par de elementos (e, 1 —e) onde e é idempotente, chama-se

um par de idempotentes ortogonais.

144) Mostar: Os unicos idempotentes do anel A = (Z/Z?Z; +, ) sao 0e 1
(apesar de A conter divisores de zero!).

145) a) Determinar os elementos idempotentes do anel A = (Z/IOOOZ; +, - ) .
b) Determinar todos os pares de idempotentes ortogonais do anel
A=(Z/21%Z;+, - ).
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146)

147)

148)

149)

150)

Seja (A; +, - ) um anel comutativo com 1 e seja = € U(A).
Mostrar: x nao pode ser um divisor de zero.

Seja (A; +, - ) um anel comutativo com 1. Mostrar

U =4A\( U D.
AAIC A
Em palavras: Sao exatamente as unidades de A que nao estao contidos em nen-
hum ideal préprio de A.
Exemplo:

{1L-1}=z\( U n2Z)
2<neN
Seja (A; +, - ) um anel e suponhamos, A possui uma unica identidade a es-
querda e, istoé ex =x Vx € A. Mostrar que e é a identidade bilateral de A.
Sugestdo: Suponhamos xe =x V z € A naoé verdade. Entao existe 2y € A
tal que zpe # xo. Considere f = e 4+ x¢g — xpe e mostre que f é uma outra
identidade a esquerda de A.

Considere o anel A = (Z J10Z ;5 + , ) Completar o preenchimento dos
quadros de adicao e multiplicacao para A :

4| 0|1]2|3]1[5]6]7|8]5] - |0]1|2[3|1[5]5]7|5|]
0101234567819 0(jo0j0l0Oj]OlO]O|0O[0O]O]O
1112|345 |/6[7|8[9]0 1012345 |6[7|8]9
21213 210012
31134 3103
411415 41014
5115]6 5105
616|7 606
THN718 707
811819 8108
9119]0 91019

Considere o corpo C = ( Z/Z;+ , - ) . Preencher os quadros de adicao e
multiplicacao para C':
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S| ol ool ~1| o el ] colf vof —i|

S| ol ool ~af o el x| ol vof =] oIl 4+
=] o ool ~al | el il ol vof =] S|
S| ol oof ~af o | sl ol vof —i| -

151) Seja C = (Z/13Z; +, - ) . Resolver todas as 12 equagoes

aT=1 quando 0 #ae C .

O TEOREMA BINOMIAL PARA ANEIS COMUTATIVOS

152) Seja (A; +, - ) um anel comutativo, a,b € A dois elementos e seja n € IN .

Mostrar, por inducao sobre n, o teorema binomial
n—1 n
(a+b)"=a" + > (k>a”’kbk + b
k=1

nl

onde (Z) = m

153) Seja (A; +, - ) um anel comutativo com elemento identidade 1. Interpretando-
se 2 =1€ A Ve A oenunciado do teorema binomial de 158) pode ser

simplificado para

(a+b)" = Xn: (Z)a"_kbk

k=0

154) Sejam <A; +, - ) e (B; +, - ) dois anéis e consideremos o produto CARTESiano
AxB={ (a,b)‘ acA beB},

munido da adigao
(a,b) + (¢,d) = (a+c, b+d)

e multiplicacao
(a,b) - (¢c,d) = (ac, bd)

onde (a,b) , (¢,d) € A x B. Mostrar:
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155)

156)

157)

158)

(i) (AxB;—i—,-)éumanel.
(ii) (A X B+, ) é comutativo <= (A; +, ) e (B; +, ) ambos
sao anéis comutativos .
(iii) (A X B;+, - ) é um anel com identidade (qual?) <= (A; +, - )
e (B; +, - ) ambos sao anéis com identidades .
(iv) Se A # {0} # B, entao (A X B+, - ) possui divisores de zero nao-

triviais. Em particular, (A X B4, - ) nao pode ser um corpo.

Seja (A; +, - ) um anel e sejam [ e J dois ideais em A.

Mostrar: O anel quociente A7 ¢ isomorfo a um subanel de
Al x A/ J.
Sugestdo: Considere a aplicagao

oA — AJIxAJ]
definida por ¢(z) = (z+1, z+J) Vz e A.

Sejam (Cl; +, ) e (C’z; +, ) dois corpos e consideremos o produto
CARTESiano
A= Cl X 02,

munido da adi¢do e multiplicagdo como em 154). Sejam
L={(@0)]acc} e L={(00b)|beC}.
Mostrar que I; e I, sao dois ideais de A e que

{A7 Ila [27 {O}}
é o conjunto de todos os ideais de A.

Seja (A; +, ) um dominio de integridade, I,J dois ideais # {0} de A.
Mostrar que INJ #{0} .
Seja
K=@QW3)={a+b/3|abecq},
considerando-se em K a adicao e multiplicacao usuais de ntimeros reais.

Mostrar que (K; +, - ) é um corpo.
Qual é o inverso de 0# a+bV/3 € K ?
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159) Seja C = (Z/5Z; +, ) e consideremos o produto CARTESiano
K={@b|abeC},

munido da adicao

e da multiplicacao

(@,b)-(c,d) = (ac+3bd, be+ad) .

Mostrar que (K o ) ¢ um corpo com 25 elementos .
Qual ¢ a identidade de K e qual é o inverso de (0,0) # (@,b) € K ?
Sugestdo: Compare com 158), observando que 72 #3 V7 € C.

160) Seja C = (Z/QZ; +, ) e consideremos o produto CARTESiano
K={@b|abeC},

munido da adigao

e da multiplicacao

(a,b) - (¢,d) = (@ac+bd, bd+bec+ad) .

Mostrar que (K o ) é um corpo com 4 elementos.
Qual ¢ o inverso de (0,0) # (@,b) € K ?

Sugestdo: Preencher os quadros de adi¢do e multiplicagao para K:

+ (0.0 [10)]@D] D]

| (1,0) | (0,1) | (1,1) |

—

)
)
)

1,
0,
T

)

—

|~ ol

—

~— | — | — | —

|||
IS =1l
e =)=

161) Mostrar:
a) O tunico automorfismo do anel (Z T ) dos inteiros é o automorfismo
idéntico .
Porqué o automorfismo x — —z do grupo aditivo (Z ; + ) (ver 111))

nao é um automorfismo do anel (Z T ) ?

b) O tnico automorfismo do corpo (@; +, ) dos nimeros racionais é o

automorfismo idéntico .
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162) Seja K = @Q(V/3) = {a + b3 ‘ a,be @ }, o corpo de 158). Mostrar:
A aplicacao

¢ : K — K definida por ¢(a+bv3)=a—bV/3,
é um automorfismo (nao-idéntico) de ( K;+, - ) :

163) Mostrar: O tnico automorfismo do corpo (]R; +, - ) dos ntmeros reais é o
automorfismo idéntico.

Sugestdo: Se ¢ : IR — IR é um qualquer automorfismo, mostrar

1

) px)=z Yzed.

i) a>0 = ¢(a) >0 (useque aéum quadrado).
)
)

iii) a<b = p(a)<p).

iv) Se fosse a # ¢(a), por exemplo a < ¢(a), considere = € ) com

a <z <p(a) e tire uma contradi¢ao .
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