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ALGEBRA 1
(Algebra Abstrata)
Notas de aula

Pror. RUDOLF R. MAIER

Versao atualizada 2005

CAPITULO I
TEORIA ELEMENTAR DOS CONJUNTOS

§ .0 Fundamentos

ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE LOGICA ELEMENTAR

1.0.1
Sitmbolos da logica:
YV leia-se: "para todo” ou "qualquer que seja”

3 leia-se: "existe (pelo menos) um”

1.0.2
Implicacao - condicdo necessdria - condi¢ao suficiente

Suponhamos, A e B sdo "asser¢des” (ou "propriedades”) - as quais podem
ser verdadeiras ou falsas e cuja veracidade ou falsidade pode ser constatada de
forma unica. Quando escrevemos

A — B

queremos dizer que 20 implica em ‘B,

ou seja, sempre quando 2  for verdadeira, também ‘B sera verdadeira.
Outra maneira de dizer isto é:



(A validade de) 2 é condicdo suficiente para (a validade de) B,

ou B é condicao necessaria para 2,
ou 2 vale somente se B vale,
ou B vale se A vale,
ou ainda Se A, entao ‘B .
E claro que 2 ‘B
B — A ou também () ou T
B A

significam o mesmo quanto 2l = B . Vejamos exemplos:

Seja A a assercao: "um certo nimero natural n é multiplo de 4"

(dependendo do n, isto pode ser verdadeiro ou falso),

B a assercao: n € par” .

Claramente temos neste caso
A — B,
pois sempre se n € miultiplo de 4, concluimos que n é par. Assim, podemos
dizer:
"n ser multiplo de 4" implica que "n  é par”.
"n ser multiplo de 4" € condicao suficiente para "n ser par”.

"n ser par” € condicao necessdria para "n ser multiplo de 4
"n  é multiplo de 4" somente se "n é par”.
"n épar”, se "n é miltiplode 4".

"se n € miultiplode 4", entao "n é par” .

Um outro exemplo:

Seja A a assercao: " estd chovendo™

(também isto pode ser verdadeiro ou falso aqui e agora),

B a assercao: "a praca esta molhada .

Também neste caso temos
A — B,

pois, se realmente estd chovendo, temos certeza que a praca estd molhada. Assim,



podemos dizer:

"estar chovendo” implica que " a praca esta molhada’

"estar chovendo” ¢ condicao suficiente para termos "uma praca molhada”
"uma praca molhada” ¢ condi¢cao necessdria para "estar chovendo”
"estd chovendo” somente se " a praca estd molhada”

"a praca estd molhada se estd chovendo”

se "estd chovendo”, entdo "a praca estda molhada’

Exercicio.

Pensando-se num certo quadrangulo (), facam o mesmo com as assercoes

2 "Q € um quadrado”

B "Q éum losango”.

E claro que a seta numa implicacao A = ‘B naopode ser simplesmente
invertida: 2 é condicao suficiente para ‘B significa que B é condicao necessaria
para 20, mas ndoque ‘B é condicdo suficiente para A:

O fato de "n ser par” é condicdo necessdria mas nao suficiente para "n ser
miultiplo de 4". O fato de "n ser mdltiplo de 4" é condicdo suficiente mas
nao necessdria para 'n ser par’: Também 6 € par sem ser multiplo de 4.

O fato de termos "uma praca molhada” ¢é condicdo necessdria mas ndo suficiente
para "estar chovendo”. O fato de "estar chovendo” ¢ condicdo suficiente mas
nao necessaria para termos "uma praca molhada” : A praca pode estar molhada
sem que esteja chovendo (por exemplo devido a uma operagdo dos bombeiros).

Existem assercoes 2l e ‘B que ambas implicam na outra, ou seja, as quais
satisfazem simultaneamente

A — B e B — A.

Nesta situacdao temos entao que 2l ésuficiente para B etambém 2l é necessario
para B . Dizemos que 2 é (condicio) nmecessdrio(a) e suficiente para B, ou
também 2 vale se e somente se vale ‘B .

Este fato indicamos por

A «— B.



Dizemos também que A e ‘B s3o assercoes equivalentes, ou ainda que 2
constitui uma propriedade caracteristica para B (e vice versa).

Por exemplo:

Seja A aassercao: "n € maultiplo de 6",

B aassercao: 'm € um numero par que é multiplo de 3".

Cada uma destas duas propriedades, as quais um nimero n pode ter ou ndo, é
suficiente para a outra. Cada uma é necessaria para a outra. Cada uma é necessaria
e suficiente para a outra. Cada uma vale se e somente se a outra vale.

Exercicio.
Pensar sobre as assercoes equivalentes, quando () é um certo quadrangulo:

A: " € um quadrado”

B:  "Q € um losango que é um retangulo” .

Se 2 éuma assercdo, indicamos por 2 a assercdo " ndo-2 ", a qual é verdadeira
se e somente se A é falsa. Sejam 2 e B duas asser¢bes e suponha

A — B.

O que acontece com esta implicacdo se negarmos as duas assercoes ? A resposta
é que devemos também inverter a seta da implicacao , ou seja, teremos

A «— B.

Em outras palavras: Se 2 é suficiente para B, entdo B € suficiente para 2.

Ou também: Se 2 é suficiente para B , entdo A é necessério para ‘B.
Por exemplo, se negarmos a implicacao

"ser multiplo de 4 ¢é suficiente para ser par”,
a implicacao negada é:

' ndo ser multiplo de 4 é necessdrio para ser impar”.

Porém, nao ser multiplo de 4 nao é suficiente para ser impar.

Claro que numa equivaléncia podemos negar as assercées dos dois lados, ou seja,
nao importa se escrevemos



A «<— B ou A <«— *B.

Existem teoremas que afirmam simplesmente implicacoes , do modo que na sua
demonstracao deve ser verificado que uma certa propriedade ‘B é consequéncia
de uma propriedade 2 (a hipétese).

outros teoremas matematicos afirmam equivalencias de certas propriedades. Eles
tem a forma:

Sob certas condicoes sao equivalentes:

a) Vale a propriedade A
b) Vale a propriedade B

A demonstracao de um tal teorema sempre se divide em duas partes:

"a) = b)" ... Aqui deve ser mostrado que 2 ¢é suficiente para 8.

Isto pode ser mostrado diretamente, mostrando-se que ‘B é verdade, supondo-se a
veracidade de 2. Ou indiretamente, supondo-se a veracidade de B e concluindo-
se que 2 é verdade.

"b) = a)’" ... Aqui deve ser mostrado que 2 é necessario para B (que B
é suficiente para Q[)

Isto pode ser mostrado, verificando-se que 2l é verdade, supondo-se a veracidade
de 8. Ou indiretamente, supondo-se que 2 ¢ falso e concluindo-se que B §é
falso.

CONCEITOS PRIMITIVOS E CONJUNTOS
1.0.3

Como conceitos primitivos admitiremos: A noc3o de elemento, a relacdo de igual-
dade 7 = 7, a nocdo de conjunto e a relacao da pertinencia 7 € 7 :

Um conjunto A é uma "colecdo” ou "familia” de "elementos” ou "objetos”.

Dado um conjunto A. Para indicar que um elemento a pertence a A escrevemos
a € A (outambém A > a ). Seisto ndoé o caso, escreve-se a ¢ A (ou também
A 2 a ). Admitimos que, para qualquer objeto a ocorra exatamente uma das
possibilidades:

Ou "a€A” ou "ag¢ A" .

Além disso, para dois elementos a,b € A queremos que exatamente uma das
possibilidades
ou a=b ou a#b
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seja verdade.

Um conjunto pode ser dado pela simples colocacao de todos os seus elementos,
como por exemplo

A={v.a0 &} ou A={123145}

Ele pode ser dado pela descricao exata das propriedades dos seus elementos, como
por exemplo

A= { n ’ 7 é um numero natural} ou

A= {J," X é um numero real tal que COS:UZO} .

A= {a ’ } é lido: A € o conjunto de todos os (elementos) a, tais que ...

IGUALDADE ENTRE CONJUNTOS
I1.0.4 Observacao.

Dado dois conjuntos A e B, queremos saberse A =B ou A # B. Isto é
decidido assim:

A = B significa: Para todo objeto = temos: x€ A < xe€B.
Assim, A=RB

0

Para todo a € A wvale a € B e para todo b€ B wvale b € A.

Portanto, temos por exemplo
{1,2,3,4} ={3,4,1,2} ou

{ n ) 7L é um numero natural} = { n ‘ 7V é um numero inteiro positivo}
1.0.5 Exemplos.

Os seguintes conjuntos tém notacdo padrdo e serdo sempre usados:
IN = {1, 2,3, .. } = 0 conjunto dos numeros naturais ,

Z = { ..,—2,—-1,0,1,2,3,.. } = o0 conjunto dos numeros inteiros ,

IN, = {0, 1,2,3,.. } = 0 conjunto dos numeros inteiros nao-neqativos .
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Como fonte de exemplos admitiremos também sem mais explicacoes :

IR = o conjunto dos numeros reais ,

@

{% ’ me 4, ne€ ]N} = 0 conjunto dos numeros racionais .

[1.0.6 Observacao.

Um conjunto A pode conter sé uma quantidade finita de elementos distintos. Tal
conjunto é denominado um conjunto finito.

A quantidade dos elementos distintos nele contidos é um nidmero natural

(ou 0), indicado por |A|, é chamado de ordem de A. Temos por exemplo

{v.a 0.8}, {1,2,3,1,3,1,3,...,3,1,...} e {ze€Z]|2>=306}

sdo conjuntos finitos. Suas ordens s3o

{v.a0a} =4 [{1,2,3,1,3,1,3,...,3,1,...}| =|{1,2,3}| =3 e
{zez|+*=36}=|{6,-6}=2.

Os conjuntos A = {a} que possuem um tnico elemento (i.e. |A] = 1) sdode-
nominados os conjuntos unitdarios. Por exemplo, temos

A= {xeﬂ%‘ x3+5:O} = {—\?/5} € um conjunto unitario.

SUBCONJUNTOS
1.0.7 Definicao.

Se A e B s3dodois conjuntos, dizemos que A é um subconjunto (ou uma
parte) de B (também: B abrange A), se todo elemento de A for elemento
de B, ou seja, se para todo elemento a, a implicagcao

a€EA = a€B

for verdade. Escreve-se este fato como A C B ou também B D A. Temos

A=B «<— ACB e BCA.



1.0.8 Observacao.

Para quaisquer trés conjuntos A, B, C' temos as regras
a) Sempre ACA (lei da reﬂexividade)
b) Se A CB e BC A, entao A = B (lei da anti—simetria)

C) Se A CB e BC C, entao A cC (1ei da transitividade)

Se ACB e A+# B, escrevese ACB, ou BD A. As vezes também::
A ; B ou B 2 A, lido: A é um subconjunto prdprio (parte prépria) de B.
Também: B abrange A propriamente.

A C B significa entdo que todo elemento de A também é elemento de B, mas
existe pelo menos um b€ B com b ¢ A.

Observamos que sempre vale a implicacdo
ACB — ACB.

Temos por exemplo, INC IN,, IN CZ, ZC®e QC IR.
Mais abreviadamente:
NCIN,CZCQCR,

Na verdade, podemos até afirmar
INCINNCZC@QC R,
pois 0€IN\IN, —1€ Z\IN,, 1€Q\Z e V2€ R\ @ (ver.0.9).

m
Se A C B naoé verdade para dois conjuntos A e B, escreve-se
AZ B ou B2 A.

Isto é lido: " A n3oestd contido em B" outambém ” B na3oabrange A” e
significa que existe pelo menos um a € A com a ¢ B.

Por exemplo, se
A={neIN| 2 divide n} ={2,4,6,8,...}
é o conjunto dos niimeros naturais pares e
B={neIN| 3 dvide n}={3,6,9,12,...}
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é o conjunto dos nimeros naturais divisiveis por 3, temos
AZ B etambém B ¢Z A,
pois 4 € A, mas 4¢ B etambém 3 € B mas 3¢ A.

Devemos advertir também que A € B nao necessdriamente significa B C A,
como mostra nosso exemplo.

DIFERENCA E COMPLEMENTAR
1.0.9 Definicao.
Dado dois conjuntos A e B, indicamos por
A\B={a€A|adB}
o conjunto dos elementos em A que ndoestdioem B. Este conjunto
A\ B é denominado a diferenca A menos B.
Mencionamos que A\BC A e B\ACB.
Por exemplo, se A = {2,4,6,8, . } e B= {3,6,9, 12,...}, temos
A\ B=1{2,4,8,10,14,16,...} e B\ A={3,9,1521,27,...} ,
i.e. A\ B é o conjunto dos nimeros pares que ndo sdo miltiplos de 3, enquanto

B\ A é o conjunto dos miltiplos de 3 que n3o sdo pares.

No caso particular quando A e FE s3odois conjuntos tais que A C E, es-
crevemos

Cpt, (A)=FE\A
e chamamos CptE(A) de conjunto complementar de A relativo a FE.

Por exemplo
Cpt (@) € o conjunto dos niimeros irracionais .

Claramente temos

Cpt,(Cpt,(A)) = A

Se A = FE, o conjunto complementar C’ptE(E) € caracterizado por
Cpty(E)={a€cE|a¢E}

9



e é denominado o subconjunto vazio de FE, indicado por

¢ = Cpt,(F).
1.0.10 Observacgao.

Se AC B CFE, entao
C’ptE(B) C CptE(A) .

Demonstracao: Seja A C B C E (hipétese) € seja v € Cpt,(B) um elemento
arbitrdrio. Segue x ¢ B e pela hipdtese entdo = ¢ A. Isto significa x €
Cpt,(A). Como z € Cpt . (B) foiarbitrdrio, concluimos Cpt,(B) C Cpt,(A).

REUNIAO E INTERSECAO
1.0.11 Definigao.

Dado dois conjuntos, entendemos por
AUB = {x‘ r €A ou xEB} :

o conjunto dos elementos que pertencem a (pelo menos) um de A ou B e
AﬂB:{x) reA e :UGB} ,

o conjunto dos elementos que pertencem a ambos A e B.

A UB chama-se a reuniao, AN B a intersecao dos conjuntos A e B.

1.0.12 Exemplos.

a) Quando A = {2,4,6,8,...} é o conjunto dos nldmeros naturais pares e
{3, 6,9,12, .. } o dos divisiveis por 3, temos

AUB = {ne€IN | n éparou divisivel por 3} ,
ANB={ne€IN|n édivisivel por 6} .
b) Se A={v.a0.&} e B={#v,234}, entio
AUB={V,8,0,&23,4} ,
ANB={v,&} .

10



As seguintes propriedades sao facilmente verificadas:
1.0.13 Observacgao.

Para quaisquer conjuntos A e B temos

a) ACAUB e BCAUB

b) ADANB e BOANB

c) ACB < ANB=A <= AUB=08B.
Se ainda C € um terceiro conjunto, entao

d Se ACC e BCC, entio AUBCC
e) Se ADC e BDOC, entaio ANBDC.

O conceito da U e da N pode ser generalizado para mais de dois conjuntos:

1.0.14 Definicgao.

Se A,A,,..., A, sdo n conjuntos dados, entdo

AUAU.UA, = U A,

€ o conjunto dos elementos = que pertencem a pelo menos umdos A, A, ..., A,
enquanto

n
A NAN...NA, :]DlAk
€ o conjunto dos elementos x que pertencem a todos 0s A, A, ..., A,.

As regras de " De Morgan"  (Augustus DE MORGAN [1806 - 1871]):
1.0.15 Proposicao.

Para qualquer conjunto E e os subconjuntos A, A, ,..., A, CE wvalem

C’ptE<U Ak) =N CptE(Ak) e
k=1 k=1

n

Cpt, ( N Ak> - ;Ql Cpt,(A,) .

k=1
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Demonstracao: Para todo x € E/ temos

xeCptE(kUAk) = kaUAk — r¢A Vk =
=1 =1

— mEC’ptE(Ak) Vk < z € (n]CptE(Ak).
k=1

Da mesma forma

:z:eCptE(kﬂlAk> — ngkﬂlAk < dkcomzrdg A

dk com z € C’ptE(Ak) — x € Lnj CptE(Ak) :
k=1

Também familias arbitrarias (possivelmente infintas) de conjuntos podem ser consideradas:
Se E é um conjunto e § é uma familia de subconjuntos de E colocamos

UX7

Xeg§

a reuniao de todos os conjuntos X € §. Esta é o subconjunto dos elementos de
E contidos em pelo menos um dos X € §, enquanto

nx,

Xeg

a intersecao de todos os conjuntos X € §, é o subconjunto dos elementos de F
contidos em todos 0os X € §.

Se § = {Al,A2 s An} é uma familia finita, voltamos ao caso anterior.
Dado um conjunto infinito £ (por exemplo E = IN).

s = {X ‘ X é um subconjunto finito de &/ }

é um exemplo de uma familia infinita.

As regras de DE MORGAN podem ser formuladas agora assim:

CptE( U X) = ] Cpt.(X)

Xeg Xe§

e CptE< N X) = U COpt,(X).

Xeg Xeg
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UMA PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DO CONJUNTO IN

A adicao + em IN e também em Z, a qual queremos admitir sem mais
explicacdes, dd origem a uma ordem natural 7 < 7 em Z :

V'n,m € Z temos

m<n <= aequagao m -+ =n possui uma solucido x € IN, .

A seguinte propriedade do conjunto IN ¢é fundamental:

O principio da inducao.
Todo conjunto nao vazio de numeros naturais possut um elemento minimo. Em
simbolos:

VS com 0pSCIN dmeS talque m<n Vnes.

Deste principio segue a importante

1.0.16 Proposicao.

Seja T um conjunto de alguns nimeros naturais (i.e. T C IN) satisfazendo as
propriedades:

a) 1eT
b) Sempre se n €T, entaotambém n+1 € T.

Entao T = IN ¢ o conjunto de todos os numeros naturais.

Demonstracao: Suponhamos 7T # IN. Entdovale S # @ quando S =
Cpt(T) € IN € o conjunto complementar de 7' em IN. Pelo principio da
inducdo existe m € S tal que m <n paratodosos n € S. Como 1€T
pela propriedade a), temos 1 ¢ S, particularmente m > 1. Dai concluimos
n=m—1 € T. Pela propriedade b) temos porém m =n+1 € T, de onde sai o
absurdo m € SNT = @. Isto mostra que S # @ é impossivel. Temos que ter
S=¢ edai T = IN.

Esta fundamental proposicao 1.0.16 aplica-se para verificar a validade geral de
férmulas as quais envolvem nimeros naturais, como mostra o seguinte
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1.0.17 Exemplo.
Para todos os numeros naturais n vale

14+34+5+...+2n=3)+ (2n—1)=n*> (x).

Em palavras: A soma dos n primeiros nimeros naturais impares é o n-ésimo
quadrado perfeito.

n

> (@k-1) = nz} o conjunto dos niimeros
k=1

Demonstracao: Seja T = {n e IN

naturais para os quais a férmula (x) é verdadeira (o ”conjunto verdade” ou o ”conjunto
de validade” de (*)). Para mostrar que T = IN, sé é preciso verificar a) e b) da
Proposicao 1.0.16 para este T':

Para n =1 (%) simplesmente afirma que 1 = 1%, o que certamente é verdade,
ouseja, 1 €T.
Suponhamos n € T para algum nimero natural n, isto é,

14+3+...+(2n—1)=n*.
Somando-se 2n+1 a ambos os lados, obtemos
14+3+...+(2n—1)+ (2n+1) = n®+2n+1,
de onde segue
14+3+...+2n—1)+2(n+1)-1) = (n+1).

Isto por sua vez significa n+1 € T. Pela proposicao concluimos que o conjunto
verdade da férmula (%) é o conjunto 7= IN de todos os nimeros naturais.

m
Vejamos mais um

1.0.18 Exemplo.
Para todos 0os niumeros naturais n e todo real a # 1 wale

an—‘rl -1

l+a+ad’+a+.. . +a" +ad" =

a—1

Particularmente (quando a = 2) obtemos

14244+, +27 o =9l 1,

14



Demonstracao: Mais uma vez temos que verificar a assercao para n = 1 e para
n—+1 sob a hipdtese que ela j4 é valida para algum n:

a’—1
a—1"

Para n =1 simplesmente afirma-se que 1+a = o que é verdade (porquée ?).

Suponhamos, para algum ndmero natural n ja provado

n+1l _ 1
ldta+a?+ad+. . +a+aqr =12 :
0 —
Somando-se a"t! a ambos os lados, obtemos
n+1l 1
0 —

de onde segue

ntl _ 1 — 1g™tt (n+1)+1_1
l4a+a’+.. +a"+a"tt=2 +la-1a™ _a

a—1 a—1

Isto diz que a férmula continua vélida para n+1. Concluimos que ela vale para
todo n € IN.

Mencionamos que as vezes é conveniente trabalhar com a seguinte generalizacao de
1.0.16:

1.0.19 Proposicao.

Seja n, € Z wum inteiro firo e seja T' um conjunto de (alguns) nimeros
inteiros maiores ou iguais a n, (i.e. T'C {n|n,<ne€Z}), satisfazendo
as propriedades:

a) n,eT’
b) Sempre se n € T’, entdotambém n+1¢€ T'.

Entao T' = {n‘ n, <n e Z} ¢ o conjunto de todos os niumeros inteiros
Maiores ou tguais a 1.

Isto é facilmente verificado pela aplicacdo de 1.0.16 ao conjunto
T={n-n+1|neT'}.

Observamos que para este 1" temos T'C IN e n, € T' é equivalentea 1€ T.
(1.0.16 € obtido de volta a partir de 1.0.19 fazendo-se n, = 1).

A titulo de ilustracdo mencionamos o seguinte exemplo. A afirmacdo (correta) que
o leitor queira verificar:

2" > n? para todos os n > 5
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podemos substituir pela afirmacao equivalente

2" > (n 4 4)* para todos os n € IN .

O CONJUNTO DAS PARTES
1.0.20 Definicao.
Para qualquer conjunto A, indicamos por

A =24={X| XCA}

o conjunto de todas as partes de A. Os elementos deste conjunto s3o portanto
os subconjuntos de A. Dizer X € 24 significa o mesmo quanto X C A.
Particularmente temos @ € 24 e A€ 24,

1.0.21 Exemplos.
a) Para A= temos 27 ={p}
b) Para A={a} temos 2{” ={p, {a}}.
c) Para A={a,b} temos 2\ ={p {a},{b},{a,b}}.
d) Para A= IR temos 2% = {X | X C IR}. Por exemplo Q¢ 2.

A escolha do simbolo 24 para indicar o conjunto 2 de todas as partes de um
conjunto A se justifica, se considerarmos A um conjunto finito com n elemen-
tos. Pois neste caso 24 terd exatamente 2" elementos:

1.0.22 Observacgao.
Seja A finito. Entdo

24| = 2141
Demonstracao: Provaremos a afirmacdo por inducdo sobre o niumero
n=|A: Se n=0, temos A= ¢ edefato 24 =22 = {p} & um
conjunto contendo exatamente 1 =2 = 214l elemento.

Tambémse A ={a} éum conjunto unitério, teremos 24 =21 = {9, {a}} e
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vemos que 24 é um conjunto com 2 =2' = 24l elementos.

Vamos supor A € um conjunto de n+1 elementos para algum n € IN e
podemos pensar que
A={1,2,3,..., nx*} .

Seja A* = {1,2,3 U n} = A\ {x}. Podemos supor que ja foi provado que

247 =2 =27

Os 2" subconjuntos distintos de A* podemos escrever (sem especificagdo) como

X X

X Xy Xghoooy, Xow ) Xow

Agora, os subconjuntos Y de A se dividem em duas classes: Os Y que

nao contém o elemento * e os que contem x. Portanto, os subconjuntos distintos
de A s3o

X, Xy, Xgyoony, Xy X, junto com

X Uk}, Xy U}, XoU s}, ., X, U{x), X0, U {},

Vemos que A possui um total de 2 vezes 2" subconjuntos distintos. Mas isto
quer dizer que

24] =2 [247| =2. 2" = 27! = 2M].

Dado um conjunto A = {1, 2,3 ,..., n} com n elementos e um inteiro £ com
0 < k < n, podemos perguntar, quantos subconjuntos de £ elementos existem
em A7 Isto é, queremos saber o tamanho da familia

C.={X|XCA [X|[=k}CUA =24,

Assim, a questao é

Vamos abreviar, por enquanto, ¢, , = (@nk) = HX ‘ X CA; | X|= k}‘
Imediato é:

pois A possui um tnico subconjunto de 0 (o subconjunto vazio) e um Unico de
n elementos (o préprio A). Também



pois A possui exatamente n subconjuntos unitarios e também n subconjuntos de
n—1 elementos A\ {j}, obtidos por remocdo de um dos n elementos de A.
Em geral, podemos dizer que

c ., =c

n,k n,n—k ?
pois os subconjuntos de n—k elementos sdao obtidos por remocao de um subcon-
junto de k elementos de A.

Queremos pensar agora sobre, se k < n, como é obtido ¢

whe1 @ partir de C, ?

k

Como € obtido ¢,, a partirde ¢, 7
Temos n conjuntos unitdrios {1},{2} e {z},{n} A cada {z} pode-
mos acrescentar de n—1 maneiras diferentes um elemento j # ¢ e obtemos o
conjunto {z’,j} de 2 elementos. Desta forma surgem n(n—1) subconjuntos
de 2 elementos. Mas cada um {z’,j} é obtido 2 vezes: Uma vez, acrescendo-se
jJ ao ¢ e uma segunda vez, acrescendo-se ¢ ao j. Portanto, temos @
subconjuntos distintos de 2 elementos (e também de n—2 elementos) em A:
_ n(n—1)

n,n—2 9 :

Agora, de k para k+1: Seja X € €, um dos c,, subconjuntos de
k elementos. Podemos acrescentar de n—k maneiras um (k+1)-ésimo ponto

j € A\ X, obtendo um total de ¢, ,-(n—k) conjuntos da forma XU{j} € €

n,k+1°
Mas cada conjunto Y € € ,  surge desta maneira exatamente k + 1 vezes.
Logo obtemos um total de ¢ _, - Z—;’f subconjuntos distintos de k41 elementos.
Portanto,
o n—=k
Cn,k:+1 - Cn,k ’ k + 1 .
A partirde ¢, , =1 vemos, colocando-se £ =0,1,2,..., n—1 que
_ n __ _ _ n—1 __ n—1 __ n(n—-1)
Cnl_cn,O.T_]‘.n_n7 CnQ_Cn,l'?_n- 2 2
c —c¢ .n=2_nn-l) n-2  n(n-1)(n-2)
n,3 — n,2 3 — 2 3 T 6
n(n—1)(n—2)...(n—k+1) _ _n—k n(n—1)...(n—k+1)(n—k)
an - k! ) n,k+1 Cn,k k+1 (k+1)l

Convém lembrar aqui que, se k € IN,, entende-se por k! o produto

k
El=1][¢=1-2-3-...-k, se ke lN
=1
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e acrescentando
0!l=1, se k=0 (produto vazio) .
k! leia-se: k fatorial.

Eimediatoquesetem ol=1l=1, 2!=2 31=21-3=6, 4! =3!-4=
24 ... k!l ==k, (k+)!=Fk!-(k+1), ....

1.0.23 Definicao.
Para todo n € IN e todos os k € IN, com k <n coloca-se

n n!
W) =

nimero este que se chama de coeficiente binomial n sobre k.

Vemos que os coeficientes binomiais nada mais sdo do que os nossos niimeros ¢
(ver 1.0.25 a)):

n,k

(n)_ _nn-1)...(n—k+1) n!
KT G T ] = M=k
e vemos que o conjunto A = {1, 2,3 ,..., n} possui exatamente (Z) subconjun-

tos de k elementos.

Particularmente, isto explica que
Os coeficientes binomiais sao numeros inteiros.
Como 24 = ¢, uc uc u...ug uc
e ¢ N =@, paratodosos i,j com 0<i#j<n [porque?,
concluimos

24| = ¢ ¢ ¢ ¢

n,n

Q:n,O

+

_|_

+ ...+

_|_

n,l n,2 n,n—1 ‘

Portanto, vale a

1.0.24 Conseqiiencia.

Para todo n € IN temos
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O TEOREMA BINOMIAL

Neste contexto cabe também o chamado teorema binomial, ou seja, a férmula do
desenvolvimento de

(a+b)".

Temos as seguintes propriedades dos coeficientes binomiais:

1.0.25 Observacao.
Para todo n € IN e todos os k€ IN, com 0 <k <n valem

a) <Z) _ n(n-1) --k-j!(n—k—l-l).

(+)
o (M+(") =01 sek>1.

Demonstragao: a) (}) = k!(ﬁk)! = n(nil)'.'<T;;?(Z:))'!(n*k)m2'l = szl (noktl)

b) Observamos primeiro que com 0 < k < n temos também 0 <n—k <n. Pela
definicao temos de imediato

(an) - (n—k)![gi(n—k)]! - (n—%!k! - (Z)

c) Se k>1 calculamos (o) + (") = k!(:!—k)! + (k:—l)![r?i(k—l)]! =
_ nlln—k+1) + nlk _  nl(n+1) _ (n+1)! <n+1)
Mokt Mkt D! — Mnt)-F — Uk ) -

Eis alguns valores especificos de coeficientes binomiais:
=0 =t =04 =n ()=

Podemos enunciar e provar agora o fundamental

(nqu) - n(nz_l) :

teorema do desenvolvimento binomaial:

1.0.26 Teorema.

Para todo n € IN e todos os nimeros reais a,b temos

(a+b)" = Xn: (Z)a"*kbk :
k=0
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Por extenso:
(@+b)"=a"+(})a" b+ (5)a" 0" + ...+ ()a" "o+ .o+ () )ad" T+ b

Demonstracao: Demonstraremos isto por inducdo sobre o expoente n, isto é,
provaremos 1 € T' e a implicaggo "ne€ T = n+1&€T"” quando T éo
conjunto de validade da férmula.

1
Para n =1 afirma-se que (a+b)' =3 ()a' """ = ())a' %" + (})a'"'V",
k=0
sendo igual a a + b de ambos os lados, i.e. 1 €T.

Suponhamos ent3o que para algum n € IN ja esteja provado

(a+0)" = go ()a"*o" (%)
e provamos a validade para n+1. Para isto multiplicamos os dois lados de ()

por (a+ b) e obtemos, usando-se a observagdo 1.0.25 ¢):

n

(CL + b)n+1 _ (zn: (Z)an—k;bk) (CL + b) _ Z (Z)an—k+1bk + kzn:() (Z)an_kbk+1 _

k=0 k=0

n n—1
— " + kz:l (Z)an—k—f—lbk + kz:() (Z)an_kbk+1 + prtl —
N Yo g: (M)am 1 4 kzizl (" )am 1ok =
S S Ve i (1) + ()] @™ 1kek = @+ gt i (") g R =
f=1 k=1

n+1
-y (nzl)an—i—l—kbk’
k=0
isto é,
n+1
(a+b)" =13 <nzl)an+1—kbk _
k=0

Isto significa que, a partir da suposta validade da férmula (x) para algum n,
conseguimos provar a sua validade para n+1 (i.e. n€T = n+1eT).
Concluimos que (x) tem validade para todo n € IV.
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O TRIANGULO DE Pascal
(Blaise Pascal [1623-1662], Filésofo e Matematico francés) .

E usual, escrever-se os coeficientes binomiais (Z) (acrescentando-se ainda (8) =
1), ordenados no chamado Triangulo de PASCAL, cuja n-ésima linha fornece
entdo os coeficientes no desenvolvimento de (a + b)" para n=0,1,2,3, ....

G © 6
G 0 6 6

(") (") G

Vemos ainda a visualizagdo da férmula 1.0.25 ¢), a qual nos diz como o termo

("Zl) da (n+1)-ésima linha no tridngulo de PASCAL é obtido como soma dos

termos vizinhos (kﬁl) e (Z) da linha anterior.

22



§ I.1 Produtos Cartesianos e Relagoes

ProDUTOS CARTESIANOS

(René DESCARTES [1596-1650] Filsofo e Matematico francés)
I.1.1 Definicao.
Sejam A A, ,..., A, # @ conjuntos. O conjunto

M=A xA,x ... XA, =

= {(al,a2 ey @) ‘ a, €A, a,€A,,. .., a, EAm}
chama-se o produto CARTESiano dos A, A, ,..., A, (nestaordem). Os elemen-
tos (a;,a, ,..., a,) em M chamam-se m-uplas. O elemento a, € A, ¢ a
i-ésima coordenada da m-tpla (a,,a, ,..., a,) (1<i<m).
Para dois elementos (a,,a, ,..., a,) e (b,,b,,..., b,) em M temos sua
1gualdade definida por
(a,,ay ..., ay,)=(b,b,,..., b,) <= a, =b,a,=b,,...,0a,=>b,.
No caso particular, quando m =2, A, = A e A, = B, temos
M =AxB={(a,b)| a€ A, be B}
onde (a,b) = (c,d) <= a=c e b=d.
No caso m arbitrdrioe A = A, =...= A, = A, o produto CARTESiano

passa a ser a potencia CARTESiana m-ésima de A, indicada por
M=A" = {(al,a2 e am)‘ Ay Qo sy Gy EA} :

Particularmente, se m =2 e A= B, temos A? = {(a,b) ‘ a,b e A}.

I[.1.2 Observacao.

Se C = {331,332 e a;‘r} e B = {yl,y2 e ys} sao conjuntos finitos,
temos
(x17y1)7 (xpyg)v ) (xlays)a
CXB x27y1)7 a:27y2 I Y xQ?yS Y
@ vy)s (T Yy)s s (T, 9)



Portanto, |C x B| =rs = |C||B]|.

I.1.3 Conseqiiéncia.
Se A A, ,..., A

. Sao conjuntos finitos, entao vale

A x A x o x Ay = |44, A,
Particularmente, se A, = A, =...= A, = A, temos

A" =A™

Demonstragao: Esta afirmacdo é clara se m = 1. Se ja foi provado

A x A x...xA ]AIHAQ‘...]A

1 m—l‘ - )

m—1

podemos considerar C'= A x A, X ... x A | e temos

A XA, x...x A, =CxA, .
Por 1.1.2 vemos |C' x A, | = |C| (Am‘ e portanto

A XAy x X A= 1O x AL = |C] A, = A4 .. |4 |IA,] -

I.1.4 Exemplos.
Para A = {V,Q,@,&} e B= {1,2,3

&
Ax B={ (v,2), (#,2), (,2), (&,2), ¢,

porém

Vemos |A x B| = |B x A| =12. Mas A x B # B x A.
Mais exatamente: (AxB)N(Bx A) = 0.
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I1.1.5 Definicao.
Seja A # @ um conjunto. O conjunto

5A:{(a,a)’ a€ A} C A

chama-se a diagonal de A (mais correto: a diagonal de A2)

[.1.6 Exemplos.
a) Para A= IR temos

R? = {(x,y) ‘ T,y € ]R} é o plano CARTESiano (EUCLIDiano) real,

5]R = {(x,as) ‘ T € R} é a sua diagonal (a primeira mediana).

b) Para A= {V, Q, 4.} temos

), (©,9), (9, ), e 0, = {(V7V)7 (©,9), (*7“)} :

RELACOES
I1.1.7 Definicao.

Sejam A, B # ¢ dois conjuntos.
Uma relagcao p de A em B (uma relacao entre certos elementos de A com certos
elementos de B) € um subconjunto do produto CARTESiano A X B:

p C Ax B, equivalentemente: p € 24%5
24%B & portanto o conjunto de todas as relagcoes de A em B.
Um a € A chama-se p-relacionado com b € B, abreviado por

apb, se (a,b)€p.

Caso contrario: Se a n3oé p-relacionado com b, escrevemos a g b, o que
significa o mesmo quanto (a,b) & p.

D(p)={acA|3beEBemapb} C A
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chama-se o dominio de definicao,
I(p) = {bEB‘ EIaEAcomapb}gB

chama-se a imagem da relacao p.

Se A= B, uma p € 24*4 & denominada uma relacio em A.

1.1.8 Exemplos.
a) Para quaisquer dois conjuntos A, B # ¢ temos que
AxB e 248 e e 24%B

Temos a (AxB)b Ya€ A e be B,i.e. todoelemento a € A é (AxDB)-
relacionado com todo b € B. Portanto, Ax B é também denominada a
relacao universal entre A e B.

Temos a @ b nunca, i.e. nenhum elemento a € A é @-relacionado com
nenhum b € B.

As relacbes AxB e () sdoas relacoes triviais entre A e B que possuem
pouco interesse, mas mostram que sempre existem relacoes entre A e B,
quaisquer que sejam os conjuntos A e B.

b) Sejam A= {V,Q,@,J.} e B=1,2,3. Temos
p={(v.2), (%2), (v.3), (#,3)} € 24V
é uma relagdo de A em B. Temos D(p) = {V,&,Q} e I(p) = {2,3}.
o={(1,9), (1,&), (3,v)} € 254
é uma relagdo de B em A. Temos D(o) = {1,3} e I(o) = {V,@,&}.

c) Uma relagdo importante em qualquer conjunto A ¢é a diagonal
6, € 24 (ver 1.1.5). Temos para todos os a,a’ € A:

ad,a’ = a=ad".

Portanto a diagonal d, é também denominada a rela¢do da igualdade em A.
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Observamos que, se A e B s3oconjuntos finitos de tamanhos |A| = m e
| B| = n, temos para a quantidade das relacdes entre A e B:

‘2A><B’ _ ‘2B><A‘ _ 2|A||B| _ gmn

Particularmente, ‘2Ax‘4’ — om*

Por exemplo: Entre A = {V,Q,@,&} e B = {1,2,3} (e também entre B e
A) existem 22 =4096 relagdes distintas.

Em A= {a, b, c} existem 2 = 512 relacdes distintas.

RELACAO INVERSA
I.1.9 Definicao.

Sejam A, B # ¢ dois conjuntos e p € 248 uma relacdo. A relacio
p ' ={(ba) ‘ (a,b) € p} € 2574

chama-se a relacao inversa da p. Observamos que
D(p")=1(p) e I(p)=D(p).

Além do mais,

() =p.

[.1.10 Exemplo.

a) Para A=7Z e B = IR e considerando-se a relagdo
0= {(a,b)‘ ac€Z,bec R, 4a2+962=36} ,

temos

P {(0, +9), (il,f“f), <i2,i2\3/3>, (ig,o)} c 9ZxR

o {(j:Z,O), (flg?,ﬂ), (j:2\3/5,j:2>, (O,j:S)} c oR*Z
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D(p)=I(p")={-3, -2, -1, 0,1, 2, 3}

D(pil) :I(p) - {_27 _4\3/57 _2\3/57 07 2\3/57 4\351 2} .

b) Para A= {V,Q,QD,&} e B= {1, 2, 3} e considerando-se a relacao
p={(v,3), (V,1), (&3)} €248

temos
p ' ={3,v), (1,v), (3, &)} €284

COMPOSICAO DE RELACOES
I[.1.11 Definicgao.

Sejam A, B,C # @ conjuntos, p € 248 e g € 28XC relacdes.
2A><C

Definamos a relacao composta ocop € por:
apb
Vae A, ceC : a oop ¢ <= dbe B talque ¢ e
boc

1.1.12 Exemplos.
a) Sejam A= B =C= IR, p,o¢c 28 definidas por
p={(a,b) ‘ a®+3" =5} e o={(bc) ) b=4c%} .

Entao
gop= {(a,c) ’ a2+4804:5} :

b) Sejam A = {V,Q,@,&}, B = {1,2,3,4} e C'= {a,b,c,d,e}.
Sejam p €248 e g € 2BXC definidas por

,0:{(@,3),(@,4),(#,3),(%2)} e a:{(3,0),(1,6),(S,a),(Q,d)}.
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Entao
gop= {(Q?,c), (Q,a), (#,c), (s, a),(V, d)} .

]
I.1.13 Observacao.
Sejam A,B # @ conjuntos. Se p € 248 entdo valem
o,op=p € pod,=p.
Demonstracao: Para a € A, b € B temos
apb
a(0,op)b <= b € B com{ e < b=beapb
b’ 6, b
<= apb. Logo d,0p=np.
ad,a
Também: a (pod,)b <= da’'€ A com{ e < a=a eapb
a’ pb
<= apb. Logo pod, =np.
]
1.1.14 Proposicao.
Sejam A, B,C,D # @ conjuntos, p € 248 g€ 2BXC ¢ 5 20%D
relacoes. Entao valem:
a) (7’ o 0) Op=TO (0 o p), (a lei associativa da composigéo).
b) (U ¢ ,O)_l = p_l oo (lei de inversao da composta).
Demonstragao: a) Para a € A e d € D temos:
apb
a (roo)op) d < Ibe B com! e < dbe B, dcelC
b(roo)d
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apb
e a(ocop)c
com{ boc < dceC com{ e <:>CL<TO(J0,0)) d.
e ctd
ctd

b) Para a € A e c€ C temos

apb
c(oop) " a < a(ocop)c < Ibe B talque; e <~ 3JbeB
boc
co b
tal que | e < c(p ' oo ')a. Logo, (cop) =p oo’
bp ' a

RELACOES DE EQUIVALENCIA

I1.1.15 Definicao.

2A><A

Seja A# @ um conjuntoe p € uma relacdo em A.

Dizemos que p € uma relagao
i) reflexiva, se a p a para todo a € A.
i) simétrica, se YVa,be A: apb < bpa.
i) antisimétrica, se Ya,be A: apbebpa = a=0.

iv) transitiva, se Ya,b,c€ A: apb e bpc = apec.

Estas eventuais propriedades de uma relacao podem ser assim caracterizadas:

[.1.16 Observacao.

Para toda p € 244 temos
a) p €refleriva <= 0, Cp

b) p € simélrica < p ' =p
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c) p € antisimétrica <= pNp ' CJ,

d) p € transitiva <= popCp

Demonstracgao: a) p éreflexiva < apa YVa€e A < (a,a) €Ep
Vae A < J, = {(a,a)‘ a€ A} Cp.

b) p é simétrica <~— (apb(z} bpa) = ((a,b)ep:) (b,a)Ep)
—= ((a,b)ep <= (a,b)ep’) <= p=p".

c)” = ": Seja p antisimétrica (hipétese) e suponha (a,b) € pNp . Isto significa
que apb e ap ' b ouseja, apb e bpa Pelaanti-simetria concluimos
a="0 edai (a,b) = (a,a) €4,. Logo, pNp  C4,.

< ": Seja pNp ' C 4, (nipstese) e suponha a,b € A siotais que a pb e
b p a. Isto significa (a,b) € pNp . Pela hipétese portanto (a,b) € §,, ou seja,
a =b. Vemos que p é antisimétrica.

d) " = ": Seja p transitiva (hipétese) € suponha a,c € A sdotais que
apb

(a,c) € po p. Existe portanto b € A tal que { e . Devido a transitividade,
bpc

concluimos a p ¢, ou seja, (a,c) € p. Logo, pop C p.
" «<": Seja pop C p (hipstese) € suponha a,b,c € A sdotaisque apb e bpec.
Isto significa que (a,c) € po p. Por hipdtese entdo, (a,c) € p, ou seja, a p c.
Vemos que p ¢é transitiva.

1.1.17 Definigao.

Uma relacio ¢ € 24*4 chama-se uma relacdo de equivalencia em A, se ¢ é
reflexiva, simétrica e transitiva, i.e. se

1) 6, Ce, 2) ¢ =¢ e 3) coeCe.

O conjunto de todas as relagdes de equivaléncia em A denotamos por Eq(A).
Temos portanto

Eq(A) C 24%4,
Se e € Eq(A) ese a,b € A com a e b, dizemos que

a e b sao equivalentes modulo .
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1.1.18 Exemplos.
a) Para qualquer conjunto A # @, temos
J, € Eq(A) etambém AxA € Eq(A),

i.e. tanto a relacdo da igualdade, quanto a relacao universal em A sdo
relacbes de equivaléncia em A. Particularmente, sempre Eq(A) # @.

b) Seja A um conjunto de bolas (de varias cores). Definindo-se V a,b € A:
acb < a e b possuem a mesma cor ,

temos que ¢ € Eq(A).

m
I[.1.19 Definicao.
Se ¢ é uma relacdo de equivaléenciaem A, ese a € A, entdo colocamos
a = {xeA‘ :L’sa} .
O subconjunto a de A chama-se
a classe de equivalencia de a mod e (lido: a modulo ¢).
1.1.20 Exemplo.
Seja A um conjunto de bolas e ¢ € Eq(A) a relagdo
Va,be A: aecb < a e b tém a mesma cor .
Para cada a € A, a classe de equivaléncia de a mod ¢ é
a= {:U GA’ X tem a cor de a} :
m

I1.1.21 Proposicao.
Seja A # @ um conjunto e € € Eq(A). Entao valem para todos os a,b € A:

a) a € a, particularmente, a # Q.

b) a=0b < ach.
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Demonstracao: a) Pela reflexividade de ¢ temos a € a e portanto
a# @ Yace A.

b)" =": De a=10b segue aEE:{xEA‘ :z:gb}. Logo a € b.

«<": Seja ach Paratodo x €a temos zcacb edai x €b. Segue
b. Da mesma forma: Para todo = € b temos xebea edai x € a. Segue

a. Logo a ="D>.

c) Suponhamos aNb# @ eseja * € anNb. Temos acxcb e daf porb):

a=717=b.

d) Claramente, |J a C A. Mas, como a € a, temos de fato | J a = A.
acA acA

1.1.22 Definigao.

Seja A # @ um conjunto e P C 24 uma familia de subconjuntos de A. Dizemos
que ‘P é uma particao de A, se

a) p¢P
b)  Para todos os X,Y € P temos X =Y ou XNY = ¢@.
c) U X=A

Xep

Por 1.1.21 temos o

1.1.23 Exemplo.
Seja e € Eq(A) e
B, = {d' aEA} com a = {xGA‘ xsa},
o conjunto das classes de equivalencia de A mod e.
Entdo P. é uma particdo de A.

B. chama-se a particio de A induzida por ¢.
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Vale também ao contrério que

toda particao € induzida por uma relacao de equivalencia

1.1.24 Proposicao.

Seja P C 24 uma particao de A e defina uma relacdo e, por Y a,be A:

B
asmb<:> 3XeP com a,be X.

Entao a) Ep € Eq(A)
) P, = P

Demonstragao: a) Como |J X = A, vemos que para todo a € A existe
Xep

X € Bcom a € X. Isto mostra a Eg @ YV a € A, ie. a reflexividade da

relacao -

Se a,b € A s3otais que a £qs b, entdoexiste X € P com a,b € X. Segue

b Eq @ e vemos a simetria de -

Sejam a,b,c € A com ace, b e be, c. Assim, existem X, Y € P com
a,b € X e bceY. Como be XNY, concluimos X =Y, ou seja,

a,ce X =Y € ‘B. Logo, a €y C € temos a transitividade de -

p € Eq(A).

b) Como ace, b <= a e b pertencem ao mesmo X € B, é claro que as
classes de equivalencia mod e,, sdoexatamente os conjuntos de ‘3.

Assim provamos &

B

1.1.25 Definigao.

Seja A um conjunto, ¢ € Eq(A) e a = {$EA’ xaa} a classe de
equivaléncia de @ mod ¢ para todo a € A.

A particao ‘PB_ escrevemos também como

A/e::‘BE:{&‘ acA}

e chamamos A/e o conjunto quociente de A mod ¢.
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Ao invés de usar letras como ¢, n,..., etc. para indicar relacdes de equivaléncia,
0s sinais mais comuns empregados na literatura sdio =, ~, =, etc. Assim,
devemos escrever, por exemplo:

Se =, ~ €Eq(A), entdo
Al= = {C_L‘ aeA} é o conjunto quociente de A mod =,
A/~ = {a| a€ A} éo conjunto quociente de A mod ~
onde d:{xeA’an} é aclassede a mod =,
&:{xeA‘xNa}éaclassedea mod ~ .
a=b < a=1 a~b <= a=b,

etc.

I.1.26 Exemplo importante
Seja A=2Z e n € IN,. Para todos os a,b € Z definamos

a =, b < a—>b émultiplo de n.
Leia-se: 7a é congruente a b modulo n”. Entao valem:
a) =,<EqZ).
b) Vale =,=90, e = = ZxZ, ie =,

enquanto =, € a relagao universal em Z.

¢ a relacao da igualdade,

c) Paratodo a € Z temos a= {a+nk‘ keZ}.
d Sen>0,entioZ=0U1U...Un—1 e
147 para todos 0s i,7 com 0<i#j<n—1
e) Se n>0, oconjunto quociente de Z mod n €
Z/|=, ={0,1, ... n=1} evale|Z/=,|=n.
E mais comum, escrever-se o conjunto quociente Z|=, como Z/nZ ou

Z/(n). A particdo o -
Z/(n)={0,1,..., n—1}

chama-se o conjunto das classes de resto mod n .
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Demonstracao: a) Para todos os a € Z temos a —a =0 = 0-n. Por-

tanto, @ =, a e vemos que =, € uma relagdo reflexiva.

n
Se a=, b, entdo a —b é miltiplo de n. Segue que também b —a = —(a —b)
é multiplo de n edai b=, a, mostrando a simetria da =, .
Se a=,b e b=, c, isto significa que a—b e b—c sdaomiltiplos de n. Segue
que também a —c = (a —b) + (b—c¢) é miltiplo de n, ou seja, a =, c. Vemos
a transitividade da =,,.
b) a =, b significa a —b =0, ouseja a=1">. Logo =, =9, ¢€arelagdo da
igualdade em Z.

Como qualquer nimero em Z ¢é miltiplo de 1, vemos que a =, b vale para
todos os a,b € Z. Portanto, = = Z xZ é arelacao universal em Z.
c) Temos z€a < v =,a < x—a=nk émiltiplode n <=
r=a+kn com ke Z.

d) Todo a € Z pode ser dividido por n > 0 com resto entre 0 e n—1, ou seja,
existem k,r€ Z com a=nk+r e 0<r<n—1. Logo a=, r, mostrando
Z=0U1lU..Un—1.S 0<ij<n-—1, entio 0 < |i—j| <n-—1. A
Gnica maneira de 7—j ser miultiplo de n é portanto i—j = 0, ou seja, i = j.
Logo, as classes 0,1,..., n—1 s3odistintas e segue |Z /=, | = n.

e) E conseqiiéncia de d).

1.1.27 Exemplos.
a) Para n =2 obtemos
Z=0U1 e Z/=, ={01}.
Esta € a particao de Z nos nimeros pares e impares.
b) Para n =3 obtemos
Z=001U2 e Z/=, ={0,1,2}.

c) Para n=9 obtemos
Z=0UlU2U3U4UBUBUTUS e

d) etc
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§ 1.2 Aplicagoes (fungoes)

DEFINICAO E EXEMPLOS
I1.2.1 Definicao.

Sejam A, B # ¢ dois conjuntos.
Uma relacdo ¢ € 24*8 chama-se uma aplicacio (funcdo) de A em B, se

i) Vaec A dbe B com agb.
i) Yae A, Vb,b' temos: apb e apb = b=V

i) diz que D(¢) = A, i.e. o dominio de definicdo de ¢ é o conjunto A todo.

ii) diz que o elemento b € B que é ¢-relacionado com a € A ¢é determinado
de maneira dnica por a.

Este Gnico b € B que é (-relacionado com a € A chama-se o valor de ¢ em
a e é escrito como

b=y(a).
A imagem de ¢, ie. I(p) = {beB ’ Ja€ Acoma b} éagorao conjunto
de todos os valores de . Portanto

I(p) = {p(a)]| ac A} .

Escreve-se portanto também I(¢) = p(A) .
O conjunto de todas as aplicacoes de A em B denotamos por
BA = {90 € 24xB ‘ © ¢ uma aplicacao de A em B} .

(ver a explicagdo desta notagdo em 1.2.9).

Temos portanto
BA C 2A><B )

Se ¢ € B4, entdo podemos escrever

gpz{(a,ap(a)))aeA}.
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I.2.2 Exemplos.
a;) Seja A= B =1IR. Arelagio pc 28> geja definida por
p={(a,b) ‘ 40 4+ 9b” = 36} .
Temos D(p) =[-3,3] e I(p) =[-2,2] e p ¢ R",
l.e. esta p nao é uma aplicacao de IR em IR.
a)) Seja A=[-3,3] e B=IR. ¢ € 233 ceja definida por
o= {(a,b)| 4a> +90* =36; b<0} .

Temos D(p) = [-3.3/ = A e I(p) = [-2,0] e pe R,
Também podemos escrever

wz{@fﬂﬁﬁﬂ\ae}&ﬂ}.

b) Seja A={v.a0&}, B={abcd e}
b;) Para
p={(V.0),(#,0),(,a),(%,d)]
temos o € B4 evale I(p) = p(A) = {a, b, d}.
bsy) Para
p=1{(V.0),(#,a),(#,0),(V,a), (%.d)}
temos p & B4, pois o "valor de p” em & ndoé tnico.
bs) Para
p=1{(V.0),(#,a), (% d)}
temos p & B4, pois D(p) = {V, Q,&} # A.

I.2.3 Tres Exemplos importantes

a) Seja B um conjunto e consideremos A = IN = {1, 2,3, .. }
Toda aplicacio ¢ € B™N ¢é denominada uma segiiencia em B.

Se ¢(n) =10, € B éovalorde ¢ em n € IN, temos que
o={(n o) | neN={(nb,)|n=1,2.3..}.
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Escreve-se a sequéncia ¢ também como
= (b,,by, by, by ) = (by)nen -
B™ & portanto o conjunto de todas as sequencias em B.
b) Seja A # @ um conjunto e ¢ € Eq(A). Seja
Ale = {EL ‘ a € A} o conjunto quociente de A mod e.

Lembrando: Vae A: a= {:z: €A ‘ x € a} é a classe de equivaléencia de
a mod €. A aplicacao

v e (Afe)t
definida por v(a) =a VYV a € A chama-se a aplicagdo candnica de A
sobre AJe. Temos portanto

v:{(a,d)‘ aeA},

i.e. a aplicacdo candnica associa a cada elemento a € A a sua classe de
equivalencia mod £ na qual ele esta.

Por exemplo, se A:{1,2,3,4,5} e se
e={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,5),(5,2), (3,4), (4,3) } =

=6,0{(2,5),(5,2),(3,4), (4,3)} ,

Afe={{1}, {2.5}. {3.4}]

e v={1,{1}), (2,{2,5}), (3,{3,4}), (4,{3,4}), (5.{2,5})} .
c) Sejam A, A,,..., A, # ¢ conjuntos e

temos assim:

M=A xA,x...xA,
seu produto CARTESiano. Seja i € {1, 2,... ,r}. A aplicacao
T € Afw C MM tal que

m ((ay,ay,...,a,))=a, VY (a,,a,,...,a,) €M
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chama-se a projecao de M sobre A,
(também: a i-ésima projecio de M).

Por exemplo, se M = A x B = {(a,b)‘ a€ A, bEB}, as duas
projecoes de M sobre A e sobre B saodadas por

m ((a,b)=a e m((a,b))=b V(a,b)eM.

Sera que uma relacdo de equivaléncia € pode ser uma aplicacao? A resposta é:

I.2.4 Observacgao.

Se A € um conjunto e € € Eq(A) € uma relagao de equivalencia em A,
entao
ceAt —= =94, ,

i.e. uma relacao de equivalencia € uma aplicacdo, se e somente se ela € a
relacao da tqualdade.

A diagonal 4, é portanto também denominada a funcao identica em A.

Demonstragao: Claro que 0, é uma aplicagdo (detalhar!).
Reciprocamente, se ¢ # §,, vai existir um par (a,b) € ¢ com a # b. Vamos ter

(a,a) € € e também (a,b) € ¢, ou seja ¢ "assume dois valores distintos” em
a. Logo, ¢ & A4

A CARACTERIZACAO DAS APLICACOES ENTRE AS RELACOES
1.2.5 Proposicao.

Para qualquer relagdo p € 2B temos
a) 0,Cp op <= D(p) =4

b) 0, Dpop ' <= paratodo a € D(p) existe um tnicob € B com a pb.

Demonstragao: a)” = ": Suponhamos §, C p ' op (hipétese) e seja dado qual-

quer a € A. Temos (a,a) € §, e pela hipétese, concluimos (a,a) € p~' op. Isto
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significa que existe b € B com { e . Particularmente, a é p-relacionado

com b. Portanto, D(p) = A.

" < ": Suponhamos D(p) = A (hipétese) e seja dado um qualquer (a,a) € §,.
apb
Pela hipdtese, existe pelo menos um b€ B com a pb. Temos entao{ e
bp ' a
Isto significa (a,a) € p~ op. Logo d, C p " op.

b) " = ": Suponha, &, D pop " (hipstese) e sejam a € A, b,b’ € B com
bp ' a

apb e apbdb. Vale entdo! e . Isto significa b pop ' b, ou seja,
apb

(b,b") € pop . Por hipétese entdo, (b,b’) € d,. Portanto, b="b'.

< ": Suponha, para todo a € D(p) exista um dnico b € B com a p b
(nipétese) € seja dado qualquer (b,b') € pop '. Existe portanto a € A com

bp a apb
e . Isto significa | e . Pela hipétese, b="b'. Logo,
apb apb
(b,b") = (b,b) € 6, e portanto &, D pop .
m
Portanto: As seguintes propriedades
caracterizam as aplicacoes entre todas as relacoes de A em B:
I1.2.6 Conseqiiéncia.
Seja ¢ € 24%B . Equivalentes sdo :
a) o € BA.
b) 0, C¢op e §, 290"
m
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1.2.7 Exemplos.
a) Para A=B=IR e o= {(2,2?) | z € R} € 2% temos
@ op= {(:(:2,:(:) ’ :cGlR}o {(x,xQ) ’ :L‘GJR}:

={(z,2) | e R}U{(z,—2)| x € R} D4, =9,

gooap_lz{(x,x2)’xElR}o{(:UQ,:E)’:UEIR}:
z{(xQ,xQ)‘xEZR}Q(SR:éB.
Portanto ¢ ¢é uma aplicagcao de IR em IR.
b) ParaA=B=R e p={(2%,2)| v € R} € 2% temos
0t op={(0.0%) | v € R)o [(s.2) | o c ) =

={(=*2*) | zeR}={(y,y) | 0<ye R} 26, =9, .

pop” ={(e*z)[ z€R}o {(r,2°) [ 2 € R} =
={(z,2) | ve R}U{(z,—2) | 2 € R} L0, =9,.

Portanto, D(p) # A e também "os valores da p" n3o sdo tnicos.
Particularmente, p nao € uma aplicacao de IR em IR.

Detalhar isto !

1.2.8 Proposicao.
Sejam A, B # @ conjuntos, ¢, € B4 duas aplicacées de A em B. Entio

=1 <= ¢(a) =1Y(a) VaeA.

i.e. duas aplicacoes de A em B coincidem se e somente se elas assumem o

mesmo valor para todos os argumentos.

Demonstracao: Temos
© = {(a,b)GAxB‘ apbl= {(a,go(a))‘ a€A}
e zp:{(x,y)eAxB‘xzpy}:{(a:,dj(a:))‘a:EA}.
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<"1 pla) =v¢(a) Yae€ A significa (a, p(a)) = (a,¢(a)) Vae A
Portanto, ¢ = 1.

"= ":Se ¢ =1, entdo (a, gp(a)) €1 Vae A Portanto, paratodo a € A
existe © € A com (a,¢(a)) = (z,¢(x)). Segue a==x e p(a) = ¢(z) = ¥(a).

Vemos que uma aplicagdgo ¢ de um conjunto finito A = {1,2,...,m} em
B é essencialmente determinada e pode ser identificada com a m-upla dos seus
valores, i. e. com

(p(1),(2), ..., p(m)) € B" .
O conjunto das aplicacdes de A em B §é portanto essencialmente a poténcia
CARTESiana B™.

A notacio B# para indicar o conjunto de todas as aplicacdes de A em B
justifica-se agora pela seguinte

I1.2.9 Observacao.

Se A e B saoconjuntos finitos com, digamos |A]l = m e |B| =n
elementos, entao
B =B =nm.

Demonstracao: Podemos supor A = {1, 2,3,... ,m}. A afirmacao fica clara,
se lembramos |B™| = |B|™.

COMPOSICAO DE APLICACOES
1.2.10 Proposicao.
Sejam A, B,C # @ conjuntos, ¢ € B4 e o € CB. Entdo

vopeCt,

i.e. a relagdo composta (ver 1.1.11) de duas aplicagoes é uma aplicagdo.

Além disso, o valor unico que a composta 1 o @ assume em todo a € A €
calculado por

(Y op)(a) =1 (p(a)) .
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Demonstracao: Claro que o € 24%¢. Por 1.2.6 devemos mostar que
0, S (Wop) o(Woyp) e & 2(Wop)o(Wop) .
Observando-se a hipdtese
5,9 op, 2900, 5, CY oY e Yoy,
obtemos de fato:
(Wop) o(Wop)=(p o )o(Pop)=yp o ooy
D@ o, 0p=¢ 0p2J,
Também
(Wop)o(op) =(op)o(p o )=ro(pop )oih)C
Cpod,op =doy” C4,.
Consequentemente, 1)o@ € C4.
Como ¢é calculado o valor (1o )(a) € C'?
Temos para todo (a,c) € A x C":
(a,c) Epop < Jbe B talque apb e by c <<
— b=y(a) e c=9Y(b) <= c=1 (p(a))
Logo,
c=(Yop)a) =v(p(a) .

Portanto, podemos dizer também que

Pop= {(a,w(gp(a))) ’ CLEA} .

I[.2.11 Notacao.

Se A= {1, 2,3,... ,m} e B é um conjunto qualquer, uma notacao transpar-
ente para indicar uma aplicagio ¢ € B# é escrever-se uma (2 x m)-matriz que
contém na primeira linha os m argumentos k € A, na segunda linha os valores

(k) € B correspondentes:

_( 1 2 3 m—1 m )
TN o) v@ e® . pm-1) om) )



Se B={b,,b,,...,b,}, podemos escrever

1 2 3 ... m-1 m
LA T T S S )
1 2 3 m—1
onde @(k) =b, (1 <k < m) sdoos valores (talvez com repeticdes) os quais a
k
¢ assume:

b, ,b,

s -
(2

b €B={b by, ....b} .

Sejam A = {1, 2,... ,m}, B = {bl, by, - ,bn} dois conjuntos com m e n
elementos, respectivamente e seja C' # @ um conjunto qualquer.

Sejam ¢ € B4 e ¢ € CB aplicacdes, digamos

1 2 3 ... m—1 m
LA T T S S )
1 2 3 m—1 m
e
b = by by b by bn
G & G a1 Cn

Entdoa composta ¢ op e C4 é

C. ... C. C.
7

wosoz(

1 2 3 ... m—1 m)

7 7 [ [

1 2

3 m

m—1

Particularmente, se A:B:C:{I,Q,...,m} eas ¢, € A4 sio

temos
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APLICACOES INJETORAS, SOBREJETORAS E BIJETORAS

Mencionamos primeiro que a relacao inversa de uma aplicacdo em geral ndo é uma
aplicacao:

1.2.12 Exemplos.
i) Para A=B=DR e
p={(a,a®)| a€c R} € RE =B*,
a relacdo inversa é
o' ={(a*a)| ae R} = {(bi\/l—))‘ OSbeB}gRR:AB.

Isto, pois D(¢™") =I(p) = {z € R|2>0}#IR=B.
Além do mais, (a?,a) € ¢~ etambém (a?, —a) = ((—a)?, —a) € ¢ ".

ii) Para A:{V,Q,@,J.} e B:{1,2,3,4,5} e
p= (00 w2k ] $d)ent.

temos

o ={4V),(4,9),(2,8),(5, %)} & A7,

pois D(¢ ') = {2,4,5} # B. Também o "valor de ¢ ' " em 4 ndoé
dnico.

I.2.13 Definicgao.
Sejam A, B # ¢ conjuntos e ¢ € B4. Dizemos que ¢ é uma aplicacio

a) injetoraode A em B,se Va,a' € A: ola) =pla") = a=2d
Equivalentemente: ¢ é injetora, se a#a’ = p(a) # p(a’).
b) sobrejetora de A sobre B,se Vbe B Jac A tal que p(a) =b.
Equivalentemente: ¢ é sobrejetora, se p(A) = B.

c) bijetora de A sobre B, se ¢ for injetora e sobrejetora simultdneamente.
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1.2.14 Notacoes.

Se A e B s3oconjuntos, denotamos por
Inj(A, B), Sob(A,B) e Bij(A, B)

os conjuntos das aplicacdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras, respectivamente.
Temos portanto

Bij(A, B) = Inj(A4, B) N Sob (A, B) C Inj(A, B) USob(4, B) C B4,

No caso A = B, o conjunto Bij(A, A) possui um significado importante.
Abreviamos escrevendo

S, = Bij(4, 4) .

Os elementos em S, chamam-se as permutagoes de A, i.e.

S

4 €0 congunto de todas as permutagoes de A.

Para A # ¢ temos ¢, € S ,. Portanto, sempre S, # .
Porém:

I.2.15 Advertencia.
Para A # B é bem possivel Inj(A, B) = @ ou Sob(A, B) = ¢:
Por exemplo, se A e B sdoconjuntos finitos, temos

Inj(A, B) # ¢ < |B| = |A],
Sob (A, B) # ¢ <= |B| < |A|, (porqué ? detalhar isto!)
Bij(A,B) £ 0 « |B| = 4|

[.2.16 Exemplos.
a) Para A= B = IR temos:

a)) ¢ = {(a,3%) ‘ a € IR} ¢ uma aplicacdo injetora de A = IR em
B = IR. Mas ela nao é sobrejetora, pois

o(IR) = {3“) aEB}: {xEB‘ 5(3>O}7é1R:B.
Portanto, ¢ € Inj(R, IR) \ Sob(R,IR) .
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as) { a,a® — a) ‘ a € lR} é uma aplicacdo sobrejetora de A = IR
sobre = IR (porqué?, demonstra¢do !). Ela n3o é injetora, pois

©(—1) = ¢(0) = ¢(1). Portanto,

¢ € Sob(IR,R) \ Inj(R, IR) .

as) go = {(a,a3) ’ a € jR} é uma aplicacdo bijetora de A = IR sobre
= IR, i.e. uma permutacao de IR.

Portanto ¢ € S,

b) by) Para A:{V,Q,@,&} e B= 1,2,3,4,5} temos que

P ={(V,3),(#,4),(9,2), (1)} =

{
vev "')eInJ(A B)\ Sob (4, B) .

VRS

by) Para A:{V,Q,@,J.} e B:{1,2,3} temos que
s0={(v,3>,<4,3>,<¢9,2>,<4,1>}:(Z * 7 {')esob(A,B)\Inj(A,B).

bs) Para A:{V,Q,@,&} e B {1,2,3,4} temos que

o= o wa. @@ -( 5 4T b eBin).

b,) Para A=B-= {V,Q,@,&} temos que

K 2

0 ={(V,8),(#,7), (O, &), (%)) = (Z M ;’;) s,

i.e. ¢ é uma permutacao de A.

1.2.17 Proposicao.
Sejam A, B # @ conjuntos e ¢ € B4, Entdo

a) ¢ éinjetora < 6, Dp op = §,=p o0p
b) ¢ € sobrejetora <= 5, Cpop < 0, =¢pop
c) ¢ ébijetora < 5, =p op e d,=poy
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Demonstragao: a) Para qualquer aplicacdo temosd, C ¢ oy (1.2.6). Portanto,
a segunda equivaléncia fica clara. Sé é preciso provar a primeira:

= ": Suponha ¢ injetora e seja dado (a,a’) € ¢ ' o . Entdoexiste b € B

apb apb
tal que { e . Isto significa { e , ou seja, p(a) =b=p(a).
bo'a a" b

Pela injetividade concluimos a = a’. Portanto (a,a’) = (a,a) € §,,

o que
mostra ¢ o C §,.

< ": Suponha 40, D ¢ ' op esejam a,a’ € A com ¢(a) = b= p(a’).

apb apb
Temos portanto ¢ e . Isto significa ¢ e , ou seja, (a,a’) € p ' oo.
a" ob bo ' a

Por hipdtese entdo (a,a’) € §, e segue a =a'. Logo ¢ é injetora.

b) Para qualquer aplicacdo temos 6, 2 ¢ o ' (1.2.6). Portanto também agora,
a segunda equivaléncia fica clara. S6 é preciso provar a primeira:

= ": Suponha ¢ sobrejetora e seja dado (b,b) € §, onde b é qualquer
elemento em B. Por hipétese, existe (pelo menos um) a € A com ¢(a) = b,
bo'a
e { e . Isto significa (b,b) € po . Logo, §, C oy .
aphb

< ": Suponha reciprocamente, 6, C @ o ' e seja dado b € B. Temos
(b,b) € 6, e por hipStese portanto (b,b) € p o . Logo existe a € A com
bo ' a
e . Isto significa que descobrimos um @ € A com b= p(a) e vemos
apb
que ¢ é "sobre”.

c) é uma conseqiiéncia de a) e b).
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I.2.18 Conseqiiéncia.
Sejam A, B # @ conjuntos e ¢ € B*. Entdo
p €A’ = ¢eBij(4,B),

i.e. a relacdo inversa ¢ ' de uma aplicacio ¢ € B4, é uma aplicacio de B
em A, se e somente se ¢ é uma aplicacao bijetora de A sobre B.

Além do mais: Se ¢ é uma aplicacio bijetora, entdoa aplicagdo ¢~ também é

bijetora, i.e.

p €BIj(B,A) evale (p ) =, ¢ op=4, e pop =i,

1.2.19 Exemplos.
a) Para A=B =R, afuncio ¢ = {(z,2? ’ z € R} € R"™ nioé nem
injetora, nem sobrejetora, pois (ver 1.2.17)

@ op= {(:E,x)) xEIR}U{(:E,—x)‘ zeR}#0,=0,
e
pop  ={(z*2%) | v e R} #6,=0,.
b) ParaA=B=1R e p= {(a:,arctgx)’xGB}EJRJR temos
o op={(arctgz,x)| v € R}o {(z,arctgz)| v € R} =

:{(:z:,x)‘xelR}zéﬁsz,

mas

pop = {(x,arctg:c)’xER}o{(arctgaz,a:)‘ a:ejR}:

={(y) | 5<y<i}#6,=9,.
Portanto ¢ é uma aplicagao injetora, mas nao sobrejetora de IR em IR.

c) PraA=B=R e o= {(z,2°~2)| 2 € R} € R"™ temos

90_1090:{<:U3—x,a:)‘ xER}o{(m,x?’—x)‘gceR}:
:{(x,x)’xeﬂ%}u{(x,_”m)’ % <\/§}U
{5 srs ) 0
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(provar isto! Sugestdo: % —1=2%—2 <= 2=77)
Mas
pop  ={(z,2°—z)|z€R}o{ (s’ —u,2)| z€ R} =
={(.y)|yeR}=4,=4,.

Portanto ¢ ¢é uma aplicacdo sobrejetora, mas ndo injetora de IR em IR.
d) ParaA=B=R e o= {(v,2%)| 2 € R} € R" temos
o op={("2)| xeR}o{(z,4%)| xe R}=
= {(z,2) | e R} =0, =9,

Também
pop = {(l‘,x?’) ’ xEB}o{(x?’,x)’xeR}:
= {(ZEB,ZCS)‘IER}I(SJR:&B.

Portanto ¢ é uma aplicacao bijetora de IR em IR.

1.2.20 Proposicao.
Sejam A, B,C # @ conjuntos, ¢ € B4 e € CB. Entdo valem:
a) Se peInj(A,B) e ¢ elInj(B,C), entio oy € Inj(A,C),
b) Se p € Sob(A,B) e 1 € Sob(B,(C), entio 1oy € Sob(A, ().
c) Se p€Bij(A, B) e 9 e€Bij(B,(), entio ¥ oy € Bij(A, C).
Além disso,

(Yop) =¢ oy €BIj(C,A).

Demonstracao: J4 sabemos v o p € C4.

a) Se a,a’ € A e (Yoyp)(a) = (Yop)(a), entdot (p(a)) = ¢ (p(a’)). Como
Y é injetora, concluimos p(a) = ¢(a’). Como ¢ ¢ injetora, concluimos a = a’.
Logo ¥ o é injetora.

b) Seja dado ¢ € C. Como 1) ¢é sobrejetora, existe b € B com ¢ = ¢(b).
Como ¢ é sobrejetora, para este b vai existir a € A com b= p(a). Segue que

(Yo p)(a) =1 (p(a)) = ¥(b) = c. Logo ¢ o & sobrejetora.
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c) Segue por combinagdo de a) e b).
22demonstragao: a) A injetividade de ¢ e v significa que
5, =@ o e 5, =10 o (1.2.17 a)) .
Devemos mostrar que
0, =(hop) o(hoy).
De fato:
(op) o(Yop)=¢ o op)op=¢ ofop=¢ op=4,.
b) A sobrejetividade de ¢ e 1 significa que
5, =pop e §,=vot (1.2.17 b)) .
Devemos mostrar que
0, = (bop)o(op).
De fato:
(Wop)o(op) =vo(pop oy =ygod oy =poy =4,.

1.2.21 Proposicao.
Sejam A, B # @ conjuntos e p € B4, Equivalentes sdo :

a) ¢ € Bij(A, B).
b) Ezistem ,w € AP tais que
Yop=0, e pow=79,.

Demonstragao: "a) = b)": Suponha ¢ ¢ bijetora. Entdo ¢ ' € AP e pode-
mos escolher 1) = w = ¢ e obtemos com esta escolha: Yop =  op =74,
tal como pow=gpop =4,

"b) = a)”": Suponha a existéncia das 1),w € AP tais que Yoy = 4§, e
pow =10,.

i) Seja dado b € B. Escolhamos a = w(b) e obtemos com esta escolha
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p(a) = ¢ (w(b)) = (pow)(b) = d,(b) =b. Portanto ¢ € Sob(A4, B).
(

i) Sejam a,a’ € A tais que @(a) = ¢(a’). Segue ¥ (¢(a) ¥ (p(a')),
ou seja, (Yo p)(a) = (Yo p)(a'). Mas entdoa = §,(a) = 5A(a’) = a’. Logo
¢ € Inj(A, B).

De i) e ii) segue ¢ € Bij(A4, B).

CONJUNTOS EQUIPOTENTES
1.2.22 Definicao.

Dois conjuntos A, B # ¢ chamam-se equipotentes, se Bij(A, B) # @.

Para conjuntos equipotentes vamos escrever A ~ B. Caso contrario,
A« B significa que A e B ndosdoequipotentes. Temos

1.2.23 Proposicao.

Se A, B,C # ¢ saotres conjuntos, entao valem:
a) A~ A
b) Se A~ B, entio B ~ A.
c) Se A~B e B~C, entio A~ C.

Estas regras dizem portanto que equipoténcia entre conjuntos podemos interpretar
como relacao de equivalencia no universo dos conjuntos.

Demonstragao: a) vale, pois 0, € Bij(A, A) e portanto Bij(A4, A) # 0.

b) A~ B significa Bij(A, B) # ¢. Se ¢ € Bij(A, B), entdo
¢ ' €Bij(B,A) (1.2.18). Logo Bij(B,A) # ¢ e portanto B ~ A.
c) A~ B e B~ (C significa Bij(A, B) # ¢ # Bij(B, C).

Se p € Bij(A,B) e v € Bij(B,(C), entdoy o p € Bij(A,C) (1.2.20).
Logo Bij(A,C) # @, ouseja, A~ C.
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1.2.24 Exemplos.
i) Se A e B sdoconjuntos finitos, entdio A ~ B <— |A| =|B|.

i) Seja IN={1,2,3,...} e 2IN ={2,4,6,...}. Entdo IN ~ 2IN, sendo
que para a aplicacdo ¢ definida por

p(n)=2n ¥Yn e IN temos ¢ € Bij(IN,2IN) .
iii) IN ~ Z podemos verificar, olhando na aplicacdo ¢ € Bij (IN, Z), definida

por
se n é par

p(n) = { Zn_l

—"5~ se n € impar
iv) IR~ (0,1), sendo que ¢ € Bij(IR, (0,1)), quando se define

p(z) =1 arctgz+3 Ve

E importante tomarmos conhecimento que

existem conjuntos infinitos que nao sao equipotentes:

1.2.25 Proposicao.
IN & INN e também IR & RT

(Em 1.2.33 provaremos A 7 A4 para qualquer conjunto com |A|>2.)

Demonstracao: Provaremos a primeira afirmacdo. A segunda é andloga.
Afirma-se Bij (IN, IN™) = ¢. Como Bij (IN, IN"V) C Sob (IN, IN"Y) , basta
provar que

Sob (IN, N™) = ¢ :

Seja dada 2 € (HVJN)]N, i.e. uma qualquer aplicacio Q : N — DN
Afirmamos que () jamais pode ser sobrejetora: Para todo n € IN indicamos
por ¢, =€2(n) ovalorde ) em n. Assim temos para a imagem da ) :

Q(]N):{gpl,goz,gog,...,gon,...}.
Seja ¢ € IN?Y definida por
Y(x)=p,(r)+1 VxelN.
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Afirmamos que ¢ & Q(IN): Se fosse ¢ = ¢, para algum n € IN, teriamos
Y(x) = ¢, (z) Va € IN. Particularmente, para x =n obteriamos ¢, (n)+ 1=
¥(n) = ¢, (n) edai oabsurdo 1 =0.

Logo, ¢ € IN™ \ Q(IN), mostrando que Q n3o é sobrejetora.

1.2.26 Definicao.

Um conjunto A é dito enumerdvel, se A ~ IN.

Conjuntos enumeraveis sdo portanto os conjuntos cujos elementos podem ser es-

critos em forma de uma sequéncia A = {al, Aoy gy - - }

Temos que IN™ & um conjunto n3o-enumerdvel. Pode-se provar facilmente
que IR ~ IN™. Portanto também IR n3oé enumerdvel.

Mencionamos que Z e (@ sdo conjuntos enumerdveis (para Z ver .2.24 iii)).

1.2.27 Observacao.
Para qualquer conjunto A temos
Aol 24

Demonstragao: Vamos colocar 2 = 24. Afirma-se Bij(4,2) = @ e basta
provar Sob (A,2) = @ : Seja Q € A4 uma qualquer aplicacio. Afirmamos que
) jamais pode ser sobrejetora: Para todo a € A indicamos por X, = Q(a) C A
o valor de {2 em a. Temos portanto

QA) ={X,|ac A} CA.
Seja Y € 2 definida por
Y={yeA|ly &X,}.

Afirmamos Y ¢ Q(A): Se fosse Y = X, para algum a € A, teriamos
a€ X, < a¢ X,, um absurdo.

Logo, Y € A\ Q(A), mostrando que 2 n3o é sobrejetora.
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1.2.28 Proposicao.

Para qualquer conjunto A temos
24~ {0,1}",

ou seja, o conjunto de todas as partes de A € equipotente com o conjunto de
todas as funcoes de A em {O, 1} :

Demonstracao: Mais uma vez colocamos A = 24. E preciso construir uma
funcao () € Bij <2l , {O, 1}A>. Para todo X € 2 definamos X, € {O, 1}A por

{Ose a g X

XX(a): 1 se ae X

(XX chama-se a funcao caracteristica ou a funcao indicadora do subconjunto

X C A). Coloquemos
QX)=x, VXe

e afirmamos
QO € Bij (m,{o, 1}A) .

De fato: Claro que 0 estd definida para todo X € A e tem valores em {0, 1}A.

A injetividade: Sejam X, X’ € A com Q(X) = Q(X'), ouseja, X, = X,
Para todo a € A temos:

aeX = X, (a)=1 = X, (a)=1 ae X'
Logo X = X'. Isto significa ) € Inj (Ql : {O, I}A) :
A sobrejetividade: Seja dado ¢ € {O, 1}A. Definamos um conjunto X € 2 por
aeX < pla)=1.
Segue com esta escolha: Q(X) =X, = ¢, pois
a€X < x, (a)=1.
Portanto 2 € Sob (Ql : {0, 1}A> :

Logo, como afirmado () € Bij <Ql : {0, 1 }A).
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A DECOMPOSIGAO CANONICA DE UMA APLICACAO
I.2.29 Proposicao.
Sejam A, B # @ conjuntos e ¢ € BA. Para todos os a,a’ € A definamos

ac,a <= pla)=pda).
Entao valem:
a) ¢,€Eq(4) (e, chama-se a relacdo de equivaléncia associada a ).
b) Seja v a aplicagio candnica de A sobre Afe,,, i.e.
v(a) =a = {$€A’ xewa} :
Afirmamos que existe uma unica aplicacdo
e Bij(Afe, , p(A)), tal que Yoy=¢p.

Particularmente,
Ale, ~ p(A) .
Demonstragao: a) é visto facilmente (detalhar!).
b) A unicidade de 1: Sejam 1,1’ bijecdes de A/e, sobre p(A) com
boy=p=1v'on.
Segue para todo a € A: (Yo~)(a) =¢(a) = (' ov)(a), ou seja, P (v(a)) =
v’ (v(a)), ou seja, ¥(a) =v’(a) Vace AJe,,. Isto mostra ¥ =1’
A existencia de 1p: Tentemos definir o : A/e, — ¢(A) C B por

Y(a) =¢pla) VaeAle,.

Esta tentativa de definicao exige um cuidado especial, pois o conjunto de definicao da
1 € um conjunto de classes de equivaléncia. Cada classe a em geral é representada
" por muitos a ", a saber, por todos os a’ que sdoequivalentes ao a. Como a
aplicacdo 1 tem que ter um walor unico em a, a tentativa da definicao acima
s6 dara certo

se o valor (a) definido independe do representante escolhido na classe a.
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Este cuidado especial é conhecido como o problema da boa definicao da 1 .
No nosso caso temos de fato:
1) v é uma aplicagdo bem definida:

Se a,a’ € A sdotais que a = a’, entio a e, a',ie. p(a) = p(a’). Segue

¥(a) = p(a) = p(a’) = 1¥(a’). Portanto, o valor w(a) independe da escolha
do representante da classe de equivalencia a. Temos que 1 é de fato uma
aplicagio de A/e, em B.

2) A sobrejetividade da 9 :

Para todo b € ¢(A) existe a € A com b = ¢(a) = ¢(a). Logo,
€ Sob (A/e, , p(A)).

3) A injetividade da 7 :

Suponhamos a,a’ € A s3otais que (a) = (a’). Segue ¢(a) = ¢(a’), ou
seja, a = a’. Portanto, 1 € Inj (A/% , ¢(A)).

Vemos que v € Bij (A/s(p , gp(A)).

4) Como (¢Yov)(a)=1 (v(a)) =(a) = p(a) paratodosos a € A,
vemos 1) oy = .

I.2.30 Exemplo.
Sejam A=B=1R e ¢ € R" definida por
p(a) = sen2wra Va€R.
Temos ¢(IR) =[-1,1]C IR e Va,a' € R:
pla) =p(a') <= ac, a0’ <= a—a'€Z ou a+ad €5+ Z.
Além disso, para todo a € IR :
a:{xEB‘a—xEZoua—l—xE%—i—Z}.
A aplicagdo canénica 7 € (IR/e,)™ é:
’}/(a):C_L:{ZCEB‘CL—ZUEZOUGJ—FQTE%—{—Z} Vaec lR.
A fungdo ¢ € Bij(R/e, , [—1,1]) tal que p =1poy é
Y(a) = sen2ra Vae€ R/e, .
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O AXIOMA DA ESCOLHA

Primeiro vamos generalizar o resultado de 1.2.21:

1.2.31 Proposicao.
Sejam A, B +# @ conjuntos e ¢ € BA. Entdo:

a) p€Inj(A,B) < 3FpecAB com Yop=4,.

b) ¢ € Sob(A,B) <= Jwe A% com pow=74,.

Demonstragao: a)” < ": Suponha a existénciade 1) € A® com oy =4,
e sejam a,a’ € A com p(a) = p(a’). Segue (gp(a)) = w<gp(a’)), ou seja,
a=0,(a) = (Yop)(a) = (Yop)a)=0,(a") =a’ Logo ¢ € Inj(A, B).

= ": Suponha ¢ injetora. Escolhamos um a, € A fixo. Para todo b€ ¢(A)

existe um dnico a € A com ¢(a) = b devido a injetividade de . Definamos
Ya, € AP por

a se p(a) =0b¢€ ¢p(A)
wao (b) =

a, se b p(A).
Entdovale (14, o ¢)(a) =, (gp(a)) =a Ya€ A Portanto ¢, o =9,.
(Mencionamos que se ¢ ndoé sobrejetora, esta funcdo construida Yy, Na0E
tnica, pois ela depende da escolha do a, € A).
b)" <« ": Suponha a existénciade w € AP com gow =4, esejadado b€ B.
Escolhendo-se a = w(b) obtemos b = 4,(b) = (pow)(b) = ¢ (w(b)) = p(a) e
vemos que ¢ é sobrejetora.
" = ": Suponha ¢ é sobrejetora. Para todo b € B consideremos o conjunto

X, = {ac Al pla)=b} CA.
Temos portanto a familia
F={X,|beB}C24,

uma certa familia de subconjuntos de A. Pela sobrejetividade de ¢ temos

X, #¢ Vbe B, ie § ndocontém a parte vazia de A (de fato § é uma
particdo de A'! [porque 7]).

Vamos escolher agora simultaneamente em cada um destes conjuntos X, exata-
mente um elemento a € X, paratodo b€ B e vamos chamar este a escolhido
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de a = w(b). Temos portanto w € AP e vale para todo b € B:

(pow)(b) = (w(b)) = ¢(a) =b=10,(b) . Portanto, pow =4,.

Olhando-se nesta segunda parte " = " da demonstragdo de b), vemos que acabamos
de usar um argumento estranho: Depois do surgimento de uma particao § =
{Xb ‘ be B} de A " escolha-se simultaneamente para cada b € B" (i.e. para
cada X, € §) um a € X, echame-se este a escolhido de w(b).

Porque esta escolha simultanea é possivel e é um processo " légicamente limpo™ ?

Em geral nao existe nenhuma "hierarquia” dentro do conjunto X,, i.e. naova-
mos dispor de nenhuma "regra natural” que possa destacar entre todos os a € X,

um certo a, que seria "melhor” do que todos os outros a (uma espécie de
"reizinho” de X ).

O problema geral podemos ver assim:

Dado é uma familia § € 24 de subconjuntos de um conjunto A com @ ¢ 3.

Porqué posso garantir a existéncia de uma funcao, digamos «, definida na familia

§ com valoresem |[JX C A (i.e. a€ AS), de tal maneira que
Xef

a(X) e X paratodo X € §7

Preciso portanto de uma funcao o que destaque em cada membro X

da familia § um dos seus elementos.

Vejamos exemplos:

1) Enquanto a familia § € finita ou se A = IN é o conjunto de todos os niimeros
naturais, tal procedimento n3otem nenhum problema: Se § C 2%, podemos,
pelo principio da inducdo, escolher em cada X € § por exemplo seu menor
elemento, ou seja, a(X) € X é aquele tnico elemento em X tal que a(X) <
n Vn € X . Sabemos desta maneira "quem sdoos «(X) € X, simultaneamente
para todo X". Assim, neste caso é claro, como uma escolha simultanea funciona.

2) Seja A= IR e seja, por exemplo
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S = {(a,b)‘ a,b € IR; a<b},
a familia de todos os intervalos abertos limitados de IR.

Também neste caso existe uma funcio "natural” o € RS com a ((a, b)) € (a,b)

para todos os (a,b) € §: Podemos associar a cada (a,b) seu ponto médio:
a((a,b)) = L.

3) Se considerarmos entretanto § = 2%\ {@} a familia de todas as partes nao-
vazias de IR, enfrentamos uma certa dificuldade para realizar a mesma tarefa.

De fato, para o caso geral, nao é possivel provar ou desprovar a existéncia de uma
funcao que faca uma tal escolha.

Para superar esta dificuldade na situacao geral, é comum exigir ariomdticamente
a existéncia de uma tal funcao:

1.2.32 O axioma da escolha.

Seja A um qualquer conjunto e § C 24 wma qualquer famdlia de

subconjuntos de A tal que @ € §. Entdo existe uma funcio o € AS de tal
maneira que «(X) € X para todos os X € §.

Cada tal funcao o chama-se

uma funcao de escolha para §.
Também podemos formular o axioma da escolha assim:

Se A éum conjunto ese § C 24 étal que @ ¢ §, entao

{aed|aX)eX VXeF} #0.

A demonstracdo "limpa” de 1.2.31 b) " = " deveria ser assim:
" :

Suponha ¢ é sobrejetora. Para todo b € B consideremos o conjunto

Xb:{aeA‘gp(a):b}gA.

Temos portanto a familia
F={X,|beB}C24,

uma certa familia de subconjuntos de A. Pela sobrejetividade de ¢ temos
X, #¢ Vbe B, ie {§ndocontém a parte vazia de A. Vemos que § é uma
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particio de A.

Seja agora o € A uma fungdo de escolha e definamos w € AP por
w(b) =a(X,) VbeB.
Vale para todo b€ B:

(pow)(b) = ¢ (wb)) = ¢ (a(X,)) =b=05,(b),

pois @(Xb)EXb:{CLEA‘ gp(a):b}. Portanto, @wow =9,.

Para finalizar a digressao sobre esta problematica, vejamos mais uma aplicacdo do
axioma da escolha, provando a seguinte generalizacao de 1.2.25:

1.2.33 Observacao.
Para qualquer conjunto A com |A| > 2 temos
Aot AL

Demonstracao: Afirma-se Bij (A, AA) = ¢ e basta provar Sob (A, AA) = Q:
Seja Q € (AMA uma qualquer aplicacio. Afirmamos que 2 jamais pode ser
sobrejetora: Para todo a € A indicamos por ¢, = Q(a) o valor de Q2 em a,
l.e.

QA) ={p,|ac A} .

Consideremos para cada a € A o conjunto Y, = A\ {p,(a)}. Temos Y, # ¢ ,
pois |A| > 2. Considere agora a familia

F={Y,|acA}.
Pelo axioma da escolha, existe uma funcdo de escolha o € AS. Temos portanto
a(Y,) €Y, , particularmente, «(Y,) # ¢,(a) Vae A.
Definamos uma funcdo € A4 por
Y(x)=a(Y,) VzeA.

Afirmamos 1) & Q(A): Se fosse 1) = ¢, para algum a € A, teriamos

() = p,(r) Yo e A,
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Particularmente, para x = a obteriamos

va(a) = ¢(a) = a(Y,) # ¢,(a) ,

um absurdo. Logo, ¥ € A4\ Q(A), mostrando que € nioé sobrejetora.

As ORDENS |Inj(m,n)| E |Sob(m,n)]

Sejam A e B conjuntos finitos com |A| =m € IN e |B|=mn € IN. Para
simplificar, vamos supor

A={1,2,3,...,m} e B={b,,b,,b,,....b,} .

12 Y99 Y3
Sabemos B4 é finito e vale (BA’ = |B| = pm.

Quantas destas n™ aplicacdes sdo injetoras e quantas sdo sobrejetoras? Queremos
portanto descobrir |[Inj(A, B)| e |Sob (A, B)|. Abreviamos

Inj(m,n) =Inj(A, B) e Sob(m,n)= Sob(A, B)
e colocamos
in(m) = |Inj(m,n)| e s,(m)=|Sob(m,n)| .

A pergunta é:

Claramente vamos ter
i,(m) <n™ etambém s (m) <n™

A resposta para i,(m) é facilmente obtida: Toda ¢ € Inj(m,n) é determinada
pela m-upla
(ap(l), ©(2),..., gp(m)) = (bi1 , biQ, b )

m

dos valores de ¢, cujas coordenadas devem ser distintas para que ¢ seja injetora.
Assim, existem n possibilidades para a escolha de b, € B, depois n—1 escolhas

para b € B, depois n—2 escolhas para b . eflnalmente n—m+1 escolhas

para b . Isto dd um total de n(n —1).. (n —m+ 1) me-uplas distintas com
coordenadas distintas, ou seja

in(m):n(n—l)(n—2)...(n—m—|—1):(”)-m!.

m

Portanto temos
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1.2.34 Proposicao.

A quantidade i,(m) de aplicagdes injetoras de um conjunto A com m para
um conjunto B com n elementos é dada por

in(m) =n(n—1Dn-2)...(n—m+1) = (Z)m'

Observamos que, para m > n obtemos i,(m) =0, em acordo com o fato que
B tem que conter pelo menos m = |A| elementos para que uma aplicagdo inje-
tora de A para B possa existir.

Para m =n vemos que in(n) =nl.

Neste caso temos
Inj(n,n) = Sob(n,n) = Bij(n,n),

devido a finitude dos conjuntos. Particularmente, o conjunto das permutacoes S,
de um conjunto A = {1, 2,... ,n} contém exatamente

1S4l =in(n) =n!  elementos.

A determinagdo de s,(m) é mais complicada e mencionamos somente o resultado:

1.2.35 Proposigao.

A quantidade s,(m) das aplicacdes sobrejetoras de um conjunto A de m
para um conjunto B de n elementos € dada por

sp(m)=n"— (" Jn—=1)"+(",)n=2)"F ...+ (=D " )(n—k)m=£...
H(=D) )R £ (D))
ou seja,

su(m) = 3 (=1 (1)

k=1
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CAPITULO II
ESTRUTURAS ALGEBRICAS

§ II.1 Definicoes das mais importantes estruturas algébricas

COMPOSICOES INTERNAS
I1.1.1 Definicao.

Seja M # @ um conjunto. Uma (lei de) composicdo internaem M é um elemento

Te MMM

)

i.e. T (lido: "top") é uma fun¢do definida em M x M com valores em M.
T associa portanto - de forma dnica - a cada par (a,b) de elementos em M um

terceiro elemento
T((a,b)) €M .

T € uma funcao de duas varidveis de M com valores em M.

11.1.2 Exemplos.

a) Seja M =IN e
a,) T, € INIVXIN definida por Tl((a,b)) =a+b VabelN .
a,) T, € INVXIN definida por TQ((a,b)) =a-b VabelIN.
a;) T, € IN""*™ definida por T,((a,b)) =a’ Va,beIN.
T,, T, € T, sao 3 exemplos de composicoes internas de IN.

b) Seja M =27Z e
b,) T € ZZ*Z definida por Tl((a,b)) =a+b Vabe Z .
b,) T, € Z%"# definida por T,((a,b)) =a-b Vabe Z.
b,) T, € Z%"7 definida por T,((a,b)) =a—b Vabe Z.
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b,) T.€ Z%*# definida por T,((a,b)) =a'b—ba Va,beZ.

T, ,T,, T, € T, sao 4 exemplos de composicoes internas de Z .

Seja M =1R e

c,) T, € R"™" definida por T,
c,) T, € RT*I definida por Tz(
c,) T, € RT*E definida por T3(

c,) T, € R"™" definida por

T.((a,b)) = Va? + b* — cos(e" + ba*) Va,be R .

VS

(a,b)) =a+b VabeR.
a,b)=a-b Ya,beR.
a,b)=a—-b VabeR.

~~

T,, T,, T, € T, sao 4 exemplos de composicoes internas em IR.

1

Devemos mencionar que a T, de c,) ndodefine uma composicdo interna em
Z ouem IN. Também a T, b = a — b nao é uma composicao interna de IN.

d) Seja E um conjunto, MM =2F e

d,) T, € MMM definida por T,((X,Y))=XNY VX, Y eM.
d,) T, €M™ definida por T,((X,Y))=XUY VX, Y eM.
d,) + € MM definida por

+H((XY)=(XUY\(XNY) VX YeM.

3

T, T,e + (ie. N, U e +)sdo3 exemplos de composicoes internas
de M= 2F.

e) Seja M = {V,Q,@,&}.

A seguinte tabela define uma composicao interna de M:

TIV &0 &
VIV & | V]|O
L BIRVERVAN W
VAN WEVAR N 3
& &V O

Por exemplo temos T((%,0)) =V e T((#,V)) = ©.
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As composicoes internas "naturais” em IN, Z e IR,
a adicido 7 + 7 e a multiplicacdo 7 - ”
tornam-se nesta interpretacao
" funcoes de duas varidveis com valores no proprio conjunto.”

Assim, deveriamos escrever por exemplo
+ e RIE o e NIV gtc. |

Como ninguem escreve —l—((a, b)) para indicar a soma a + b, introduzimos também
em geral:

Se M é um conjunto e T € MM yma composicio interna de M, o valor
T((a,b)) desta fungdo em (a,b) é indicado por

T((a,b)) =aTh.

a T b pode ser chamado por exemplo de
"o resultado da T-composicao de a com b" .

O resultado da T,-composicdo do exemplo c,) é portanto

aT,b=+Va?+b —cos(e” +ba*) Ya,bcIR.

No exemplo e) temos
*®TO=V e #TV=0.

Em geral, o cruzamento da linha do @ com a coluna do b é o resultado a T b,
para todos os a,b € {V,Q,@,& }

Vemos que uma composicao interna T num conjunto finito M = {al, Ay 5o e am}
de m elementos é dada e pode ser identificada por um quadro de m? entradas:
T a, a, a, o a,
a, | a,Ta, | a,Ta, |... | a,Ta, |...|aTa,
a, | a,Ta, | a,Ta, |... | a,Ta, | ... |a,Ta,
a, | a.Ta, | a,Ta, aTa, |...|aTa,
a |a Ta, |a, Ta, a Ta, a Ta,
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O resultado a,Ta, € M da T-composicdo encontramos no ponto de cruzamento
da i-ésima linha com a k-ésima coluna. Como MMM & o conjunto de todas as
composicoes internas de M, vemos que existem num conjunto M de m elementos

exatamente

‘MMxM’ —

composi¢Oes internas (i.e. possibilidades de preencher um quadro de m x m en-

tradas arbitrariamente com os m elementos de M).

Para que tenhamos uma idéia: Por exemplo no conjunto {V,Q,QD,J.} existem
410 = 655362 ~ 4,29 - 10°

(em palavras: 4,29 bilhdes de) composicdes internas distintas.

ESTRUTURAS ALGEBRICAS
I1.1.3 Definicao.

Seja M # ¢ um conjunto e T € M**M yma composicdo interna de M.
O par
(M;7)

chama-se uma estrutura algébrica com uma composicao interna.

I1.1.4 Exemplos.
a) (IN;1,), (IN;7,), (IN;T,), onde Va,be IN:
aT,b=a+b, aT,b=a-b aT,b=d
sao 3 estruturas algébricas com wma composicao interna cada.
b) (Z;Tl), (Z;E), (Z;Tg), onde Ya,be Z :
aT,b=a+0b, aT,b=a-b, aT,b=a—0>b
sao 3 estruturas algébricas com wma composicao interna cada.
c) (R;Tl), (R;TQ), (B;Tg), (R;T4), onde Va,be IR :
aT, b=a+b aT,b=a-b, aT, b=a-—0>
a T, b=Va2+ b — cos(e” + ba?) ,

sao 4 estruturas algébricas com uma composicao interna cada.
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d) Para todo conjunto £ e M= 2% os pares
(zm;m), (?ITE;U) e (E)ﬁ;+),

(onde X +Y =(XUY)\(XNY) VXYV €M)
sao tres estruturas algébricas com uma composi¢cao interna cada.

e) O par
({v.e0.&};7),

onde a composicao

re (vl s bl ees)

é definida pela tabela

 JRCIE SR
t Ak JRCIRAIRS
L JRCIRSIE JIE 2
Ak Ik JRVIIRE
Sk AR JRCHE J

¢ uma estrutura algébrica com uma composi¢ao interna (entre mais de 4
bilhGes possiveis outras no mesmo conjunto!)

As vezes convém considerar no mesmo conjunto vdrias composicoes internas si-
multaneamente:

I1.1.5 Definicao.

Se M #@éumconjuntoe T,, T, ,..., T. € MMM 50 composicdes internas
de M, entaoo "objeto”
(M;7, 7, ..., T.)

chama-se uma estrutura algébrica com r composicoes internas.

I11.1.6 Exemplos.

a) (IR; +, - ) € uma estrutura com duas composicoes internas.
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b) Seja E um conjunto, M= 2%
(im; n, u, +)
é uma estrutura com trés composi¢des internas (ver 11.1.4 d)).

c) Seja M ={V.40&} eT,, T, € MMM definidas por

T v ielo|ls L[vialo|s
viviaelv]o VIivie|[v]e
OOV A& e o600 &V
Olalo[a]s Ololv]ials
| o &V|0 s a6 v|ialo

Entao

({V.60&}7, ™)

€ uma estrutura algébrica com 2 composicoes internas.

d) (]N; +, - ,T) onde a Tb=a’ Va,be IN, é uma estrutura algébrica com
3 composicoes internas.

Como toda estrutura (M; T, T, yee., T ) com r composicoes da origem a r es-
truturas com uma composicao
(M;7) (=1,2,...,7),

0 mais importante é o estudo das estruturas com uma composicao interna.
|

Vs

E importante que uma composicao interna em M induz uma composicao interna
no conjunto M4 de todas as funcdes de A em M, para qualquer conjunto A,
como mostra a seguinte

I1.1.7 Observacao.

Seja (M; T, T, e, To ) uma estrutura algébrica com r composicoes inter-
nas T,, T, ..., T. € MMM

Seja A # @ um conjunto. Entdo M, o conjunto de todas as aplicacées de A
em M, torna-se uma estrutura algébrica

(MA;T1*7T2*7"'7 —|—7*)
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com T composicoes internas T, TS ..., TF € (MA)MAXMA, definindo-se
para todos os i = 1,2,...,r e todas as @,v € M?, a fun¢io ¢ T* ¢ € M4
por:

(¢ T ) (a) = p(a) T, Y(a) YacA.

I1.1.8 Exemplos.
a) Para A = {V,Q,@,&} e (M; T) = (Z; —|—), a composicio + em Z“

é dada por
(p+"¢) (a) = p(a) +¥(a) Vae{V.a.0.&} .
b) Para A:{1,2,3,..., n} e (M;T) = (JR;+), os elementos de M4 =
IR"™ sdo os vetores n-dimensionais reais.
Se o = (x,, 7y, 25 ,..., T,) €V = (Y, Yy, Y3 ,---, Y,) Sdodois vetores,

sua composicao ¢ +*1, definida por
(¢ +'9) (a) = p(a) +¥(a) Ya€ A agoraé

90+*¢:(x17x27$37"'7 xn)—i_*(yl?yQ?yg?"') yn):
= (2, F Yy Ty F Yy Ty F Yy sy Ty T Yy) -

Isto é simplesmente a adicao dos vetores coordenada a coordenada.

PROPRIEDADES ESPECIAIS DE ESTRUTURAS
I1.1.9 Definicao.

Uma estrutura algébrica (M; T) é dita comutativa, se

aTb=bTa VYabeM.

I1.1.10 Exemplos.

a) (EV; + ) e (EV; : ) sao duas estruturas comutativas.
b) (]N; T) comaTb=a’ Ya,be IN éuma estrutura nio comutativa.

c) (Z; T) comaTb=a—b Va,be Z é uma estrutura nao comutativa.
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d) Seja M = {czl,aQ,a3 e am} e a estrutura algébrica (M; T) definida

pela tabua

T a, a, a, a, a.
a, | a,Ta, | a,Ta, |... |a,Ta, |... | a,Ta, |...|aTa,
a, | a,Ta, | a,Ta, |... | a,Ta,|... | aTa, |...|aTa,
a, || a,Ta, | a,Ta, |... | aTa, |... | aTa, a.Ta

1 3 3 3 3 3 1 m
a, |aTa, |aTa,|... | aTa, |...|aTa, aTa,
a |la Ta, |a, Ta, a Ta, a Ta, a Ta

Temos que (M; T) é comutativa, se e somente se, a tabua € simétrica
com relacao a sua diagonal principal.

Demonstragao: a) é claro.
b) Por exemplo: 2T73=23=8#£9=3>=3T2
c) Por exemplo: 37 —5=3—(-5)=8# -8=-5—-3=-573

d) A simetria da tdbua dizz a,Ta, =a, Ta, paratodosos i,k=1,2,..., m.
1 k k ?

I1.1.11 Observacao.

Num conjunto finito de m elementos M = {al, Aoy e e s am}, eristem exata-
mente
m(m+1)
m 2

composicoes internas comutativas distintas.

Por exemplo, das 4'® composicdes existentes em M = {V,Q,@,&}
419 s3o comutativas .

Demonstracao: Uma composicao interna comutativa é determinada, preenchendo-
se livremente as posicoes na diagonal e superior a diagonal. A quantidade destas

posicoes é 1—|—2+3+...—|—m:w.
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CENTRALIZADOR E CENTRO

Em geral, uma estrutura algébrica (M; T) nao é comutativa. Isto ndo impede que
certos elementos nela sejam comutaveis.

I1.1.12 Definicao.
Seja (M; T) uma estrutura algébrica e @ # X C M. O conjunto

C X)Z{CEM‘CTQZZQZTC V:UEX}

a

chama-se o centralizador de X em M.

CM(X) é portanto o conjunto dos elementos em M que comutam com cada

elemento de X.
Casos particulares:

1) Para X = {x} um conjunto unitario, temos
C,(x)=C,,({=z}) = {CEM‘ cTe=xTc},

o centralizador de x em M.

2) Para X = M obtemos o centro de M :
(M):{CEM‘ cTr=xTcC VIJ::EM}

Este é o conjunto dos elementos de M que comutam com todo elemento de M.
Claro que (M ; T) é comutativa <= Z(M) = M.

I1.1.13 Proposicao.
Seja (M; T) uma estrutura algébrica e @ # X CY CM e x € M. Entao

a) v € C, (), particularmente, C, (z) # @.
b) C,,(Y)CC,(X).
c) ZM)= (1 C\(X)= ) Clx)

XCM zeM

d) Observamos que C, (X) = @ € possivel, se | X| > 2.
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Demonstragao: a) é claro, pois & comuta com si mesmo.

b) Para c € C, (Y) temos ¢ Tz =2z Tc Va €Y. Particularmente, como
X CY,temos cTox=xTc Vae X Seguece C, (X) e portanto
C,Y)CC, (X).

c) Usando b), a afirmacdo segue, refletindo-se sobre as seguintes contenéncias:

Z(M) C XDMCM(X) C { DCMCM({x}) = DMCM(:U) CZ(M) .

Para a estrutura (M; T) com M = {a,b} e T definida por:

-
allb|bl
bla|a

temos por exemplo Z(M) = @.
Também para (]N; T), seaTb=a’ Ya,bec IN, temos Z(IN) = @.

11.1.14 Definicao.

Seja (M; T) uma estrutura algébrica. Um elemento e € M é chamado um

a) elemento neutro (ou identidade) a esquerda, se

eTex=x VxeM.

b) elemento neutro (ou identidade) a direita, se

rTe=x VxeM.

c) elemento neutro (ou identidade) bilateral, se

eTr=xTe=x Vze&M.

Claro que, quando (M; T) é uma estrutura comutativa, as nocoes de identidade
(neutro) "a esquerda”, "a direita” e "bilateral” sdoas mesmas.
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11.1.15 Exemplos.

a) a,) O ndmero 1 € a identidade de (IN; - ).
a,) A estrutura (IN; + ) n3o possui elemento neutro (0 ¢ IN !)

a;) 1 éa Unica identidade a direita de (]N; T) seaTb=a" Va,be IN.
(]N; T) nao possui identidade bilateral.

a4) 0 é a unica identidade a direita de (Z; T) secaTb=a—bVabe Z.
(Z; T) nao possui identidade bilateral.

a;) 2 e —3 sdoas identidades a esquerda de (Z; T), quando

aTb=a*+ab—5b Yabe Z:

Temos e Th=b Vbe Z < e*b+eb—5b=b Vbe Z —
(e—2)(e+3)b=0 Vbe Z. Para b# 0, a afirmagdo segue.

b) Seja M ={V.4.0.&} .

b,) Se a composicao T em M ¢é dada pela tabela

TIV I &|Q &
VIV & Qs
Ol & &V A
VAIRVAIR SRV
LY S RVARVANR 3

temos que V e O sdo dois elementos neutros a esquerda de (M; T).

b,) Se a composicdao T em M ¢é dada pela tabela

TIV &0 | &
VIQ|IVIV s
LRI BN R WAV
VAIRVARVERVEE 3
|V s & A

temos que & e Q sdo dois elementos neutros a direita de (M; T).

b,) Se a composicao Tem M é dada pela tabela
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TIV &l Q| &
VIQ|IVIV s
OV 60 s,
VAIRVARVERVER 3
|V s & A6

/N

temos que & ¢é a identidade bilateral de ( M ; T).

I1.1.16 Observacao.

Seja (M; T) uma estrutura algébrica, ¢ € M wuma identidade a esquerda,
¢! € M uma identidade a direita de (M; T). Entao

¢ =¢€" ¢ aidentidade bilateral de (M; T) .

Particularmente, se (M; T) possuir mais de uma identidade a esquerda (a di-
reita), entdo ndo pode existir nenhuma a direita (a esquerda) e nenhuma bilateral.
Além disso, a identidade bilateral de (M; T) (eventualmente existente), € unica.

Demonstracao: Temos ¢ Tx =2 V x € M. Particularmente, para © = ¢”
segue ¢ Te”" =¢€". Também z Te¢’ =2 Vo € M. Particularmente, para v = ¢’
segue ¢ Te” =¢€'. Logo,

I11.1.17 Observacao.

Seja (M; T) uma estrutura algébrica com identidade bilateral e, digamos.
Entdo ee€Z(M).

Particularmente, C, (X) # @ para todo ¢ # X C M.

Demonstracao: Observeque e Tx =2 Te Vo e M e Z(M) C C, (X).
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SEMIGRUPOS E MONOIDES
I1.1.18 Definicao.

a) Uma estrutura algébrica com uma composi¢do interna (M; T) é denomi-
nada um semigrupo se a composicao interna obedecer a lei associativa, i. e.
se temos

aT(bTc)=(aTh) Tc

para todos os elementos a,b,c € M.

b) O semigrupo (M; T) é dito um mondide, se possuir uma identidade bilateral.

I1.1.19 Exemplos.

a) (IN; + ) e (]N; : ) sao os semigrupos dos niumeros naturais aditivo e dos
numeros naturais multiplicativo.
Ambos estes semigrupos sao comutativos. (EV; : ) é um mondide.
(IN; + ) ndo possui identidade (lembrar: 0 ¢ IN).

b) Seja M = (0,5] o intervalo real semi-fechado a direita entre 0 a 5, T €
MM*M 3 composicio

aTb:a; Ya,be M.

Entao (M; T) é um mondide comutativo. Sua identidade é e = 5.
Se substituirmos M = (0, 5] pelo intervalo aberto M’ = (0, 5),
(M’; T) serd um semigrupo comutativo sem identidade.

c) A estrutura algébrica (IN; T) com
aTb=a’ YabeIN
nao € um Semigrupo.
d) A estrutura algébrica ( Z; T) com
aTb=a—-b Vabe Z

nao € um Semigrupo.
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Demonstragao: a) é claro.
b) Para todos os a,b € M = (0,5] temos também a Tb= bTa=%2 € M.
Portanto de fato T€ MM*M  Além disso, para todos os a,b,c € M temos

. be 2.
aT(ch):a5 = 00 55C:(aTb)Tc.

b : :
eThb= 65 =b Vbe M significa e = 5. Isto mostra que o semigrupo (M; T) é

um mondide. Além disso, (M’; T) n3o possui identidade, pois 5 & M’.
c) Temos 2T (374)=2T73'=2% Mas (273) T4=23T74=28"+£28

d) Temos 2T (374)=273—-4)=2—-(-1)=3.
Mas (2T73)T4=(2-3)T4=(—-1)—4=-5+#3,.

11.1.20 Exemplo importante

Seja A # @ um qualquer conjunto e consideremos
M = A%, o conjunto de todas as aplica¢ées de A em si mesmo .
Considerando-se para todas as v, € M a aplicagdo composta
Yoy,

definida por (¢ o ¢)(a) = ¢ (¢(a)) Va € A, vemos que ” o” define uma
composicdo interna de A4, i. e.

o MM*xM _ (AA)(AAXAA)

)

e portanto,

(AA; o ) ¢ uma estrutura algébrica com uma composicao interna.

Sabemos que wo(oy) = (worh)oyw paratodasas w,,p € A4 (aleiassociativa
vdlida e provada em [.1.14 para a composicao de relacdes vale particularmente
quando as relagdes sdo aplicagdes !). Portanto, a estrutura algébrica

(A%0)
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é um semigrupo. Além disso, 6,09 = pod, =p YV pc AL

Logo, ( A4; o) possui a identidade §, e é portanto um mondide.
A

(AA; o) chama-se o mondide de todas as aplicacoes de A em A.

I1.1.21 Observacao.
Para |A] > 2, 0o mondide

(AA; o ) nao € comutativo .
Demonstracao: Seja, digamos, A decomposto como A = {a,b} U X com

X = A\{a, bt, onde a,b € A sdoquaisquer dois elementos escolhidos com a # b
(observe |A| > 2). Sejam ¢, € M = A* definidas por

a Sser =a

bsexr=a
() aser=>b e yYx)=1asexr=>
rsexreX x sex e X
Temos (Yop)a)=1 (gp(a)) =¢(a) =b, porém
(por)(a) =¢(¥(a)=pb) =a.
Portanto, (¢ o ¢)(a) # (¢ o) (a) e segue Yop#po.

11.1.22 Exemplo.

Para os elementos ¢, 1) do mondide (ZR"R; o) definidos por

o(t)=sent e Yt)=t> Vte R

temos

(o p)(t) =1 (p(t)) = (sent)” = sen’t, porém
(o) () = ((t) = sen (%)

De fato vale para o centro do mondide (AA; o ):

I1.1.23 Proposicao.

Para qualquer conjunto A # @ temos



i.e. a identidade &, € o tinico elemento em A? que comuta com todos os
elementos de A4,

Demonstracgao: Esta afirmagdo certamente estd correta se |A| = ‘AA‘ = 1.
Seja |A| > 2. Se 6, # ¢ € A4, vai existir z, € A tal que o(z,) # z,
Considerando-se a funcdo constante i) € A4 definida por () = r, V€ A,
vemos

(90 © ¢) (370) =¥ (¢(%)) - Sp(x()) 7 L porém (@D © 90)('730) =1 (W(xo)) = Iy -
Logo, (pov)(z,) # (Yo p)(z,) e dai o1 #1op. Portanto, o & Z(A%).

I1.1.24 Proposicao.
Seja (M; T) um semigrupo e ¢ # X C M. EntaoC, (X) € T-fechado, i.e.

¢, €C(X) = ¢Tc,eC, (X).

Demonstragao: Temos ¢,Tx =z T ¢ para todo

x € X. Segue

e também C,Tox =xTc

1 2

(C1T02) To=cT (C2TI) = clT(:I; T Cz) =
= (clTx) Te,=(xT cl) TCe,=xT (cch2)

para todos os ¥ € X. Logo ¢, Tc, € C, (X).

Se além disso, (M; T) €¢ um mondide e e é a identidade dele, temos e €

C,(X)#2.

ELEMENTOS REGULARES, INVERSIVEIS E GRUPOS
I11.1.25 Exemplo.
Considerando-se as ¢, ¥, w € RT, definidas por

et)=t", Yt)=t"] e w(t)=t" Vte R,
temos

poy=pow, etambém Yop=wop,
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porém
VFw.

Isto significa que, no mondide (RIR; o) nao podemos simplesmente cancelar o
"fator” ¢ de uma equacgao

poY=pow oude YPop=wop:

Portanto:  Num mondide ndao dispomos de nenhuma lei (geral) de
cancelamento.

I1.1.26 Definigao.

Seja (M; T) uma estrutura algébrica com uma composi¢ao interna. Um r € M
chama-se um elemento

a) reqular a esquerda, se V x,x" € M :

rTx=rTa implicaque z=2a".
b) regular a direita, se ¥V x,x' € M :

xTr=a Tr implicaque z=2a".
c) regular bilateral, se é regular a esquerda e a direita.

Por R/(M) indicamos o conjunto dos elementos regulares a esquerda,
por R”(M) o conjunto dos elementos regulares a direita e por
R(M)=R'(M)NR"(M) o conjunto dos elementos regulares bilaterais de M.

I1.1.27 Definigao.

Se (M; T) é uma estrutura algébrica, a todo elemento a € M podemos associar
duas aplicagdes \,,&, € MM definidas por

NE)=aTx e {(x)=xTa VezeM.

A, chama-se a translacao a esquerda, £, a translagao a direita de M pelo ele-
mento a.

A regularidade de um elemento podemos caracterizar assim:

I1.1.28 Observacgao.
Para todo r € (M; T) valem:
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a) r € reqular a esquerda <= X\, € Inj(M, M).
c) r € reqular a direita <= ¢, € Inj(M, M).

c) r € reqular bilateral <= ambas A, £, € Inj(M, M).

Demonstragao: a) (Vz,2/ € M: rTa=rT2 = z=2) <

= (Vaz, o’ eM: \(z)=)(2)) = z=2)

A demonstracdo de b) é analoga. c) é combinacdo de a) e b).

Se M é finito e se T é dada através de uma tdbua, a regularidade a esquerda (a

direita) de um elemento a € M significa que na linha (coluna) do a ndo existem
repeticoes

I1.1.29 Exemplo.
Seja M = {V,Q,@,&} e Te MM definida por

Vie|Q

SIE JE JRCHE

L JRCIE SN
t JE JRCIRS
L IRCIRIIE 4
sk JE JR¢

Temos que
& é um regular a esquerda, porém nao a direita,

Q é um regular a direita, porém nao a esquerda,

& ¢ regular bilateral.

11.1.30 Exemplo.
Em (IN;T) com a Tb=a’ temos:
1) Todo elemento é regular a direita.

2) Todo elemento a # 1 é regular a esquerda.
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I11.1.31 Observacao.

Seja (M ; T) um semigrupo. Entao os conjuntos
R/(M), R"(M) e R(M)
sao fechados com respeito a composicao T.

A H / _ /
Demonstracao: SeJarln r,, r, € R'(M) esuponhamos (1, T 7“2)/T r=(r, Tr,) Tx
para dois elementos x, 2’ € M. Seguer, T (r, Tx) =1, T (r, T 2'). Devido a reg-
ularidade a esquerda do r, concluimos r, Tz =, T 2. Pela mesma razdo z = 2.

Logo r, T1, € R(M).

1

O fechamento de R”(M) é andlogo (fazer a demonstragdo !).

11.1.32 Definicao.
Seja (M; T) uma estrutura algébrica com identidade bilateral e. Um elemento
u € M chama-se um elemento

1) inversivel a esquerda, se existe y € M com y T u = e.

ii) inversivel a direita, se existe z € M com u T z = e.

i) bilateralmente inversivel, se € inversivel a esquerda e a direita.

As vezes usa-se a denominagdo " unidade ” (a esquerda, a direita, bilateral)
para esta espécie de elementos.

Por U’'(M) indicamos o conjunto das unidades a esquerda,
por U”(M) o conjunto das unidades a direita,
por U(M) o conjunto das unidades bilaterais de M.

Claramente, e € U(M) = U'(M)NU" (M)

Todo elemento y € M com y T u = e, chama-se
um inverso a esquerda de u.

Todo elemento z € M com u T z = e, chama-se
um inverso a direita de wu.
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Claro que para todo inverso a esquerda y de um u € U'(M), temos y € U"(M)
e para todo inverso a direita z de um u € U"(M), temos z € U (M).

I1.1.33 Observacao.

Seja (M; T) um mondoide. Entdao valem:
a) Toda unidade a esquerda € reqular a esquerda, ou seja

U'(M) C R/(M) .

b) Toda unidade a direita é regular a direita, ou seja

U"(M) C R"(M) .

c) Toda unidade bilateral € bilateralmente regular, ou seja

U(M) C R(M) .

Demonstracao: Seja u € U'(M). Assim, existe y € M com y T u = e.
Suponhamos, x,2' € M s3otais que u Tx = u T z/. Segue y T (u T z) =
y T (u T 2') e dai pela lei associativa, (y T u) T x = (y T u) T z/. Logo,
eTx=eTa, ie. x =2 Portanto, u € R'(M). Logo, U (M) C R'(M).

Da mesma forma mostra-se b).

c) é conseqiiéncia de a) e b).

I1.1.34 Observacgao.

Seja (M; T) um mondide, e sua identidade. Seja uw € U(M). Entao, para
todos 0s y,z € M com yTu=e=uTz temos

y==z.

Demonstracao: y=yTe=yT(uT2)=(QyTu)Tz=€eTz=2.

Isto significa que, para um elemento bilateralmente inversivel, todo inverso a es-
querda é igual a todo inverso a direita. Particularmente, existe somente um inverso
a esquerda e somente um inverso a direita para u € U(M). Este Unico u € M
com

A~ ~

uTu=uTu=e
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chama-se o inverso de u. Vale também o € U(M) e 4= u.

I1.1.35 Proposicao.

Seja (M; T) um mondide, e sua identidade e seja uw € M. Sejam A\, &,
e MM as translacoes & esquerda e o direita de M por w, respectivamente.
Entao valem:

a) ueU(M) < ¢, € Sob(M, M), i.e. u € inversivel a esquerda, se e
somente se a translacao a direita por u, € sobrejetora.

b) we U (M) <= X, € Sob(M,M), i.e. u é inversivel a direita, se e
somente se a translacao a esquerda por u, € sobrejetora.

c) ue UM) <= ambas, \,,¢&, € Sob(M,M).

Demonstragao: a) " = ": Seja u € U'(M). Assim, existe y € M com
yTu=e. Sewé€ M éum elemento qualquer, temos

fu(@UT?J):(wTy)Tu:wT(yTu):wTe:w.

Consequentemente, a = w T y é uma &, -préimagem de w e vemos que ¢, €
Sob (M, M).

" <= ": Supnhamos ¢, € Sob (M, M). Particularmente, para w = e € M, existe
y € M com &,(y) = e. Isto significa, y T u = e, ou seja, u € U'(M).
b) é andlogo. c) é conseqiiéncia de a) e b) (fazer estas demonstragdes !).

11.1.36 Exemplo.

No mondide (comutativo) ( Z; - ) temos

R(Z) = Z\{0} enquanto U(Z)={1,-1} .

I1.1.37 Proposicao.

Seja A # @ um conjunto. No mondide (AA; o) de todas as aplicacoes de A
em A temos

U/(A%) = Inj (4, 4)
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U"(A%) = Sob (4, A) |
U(AY) = Bij(A,4) =S, .

Demonstracao: Ver |.2.31.

I1.1.38 Observacao.

Seja (M; T) um monoide, e sua identidade. Entao os conjuntos
U' (M), U (M) e UM)
sao fechados com respeito a composicao T. Mais exatamente:

/ 7/ . \ 7/
a) Se u,,u, € U(M), se y, € um inverso a esquerda de u, e y, € um
inverso a esquerda de u,, entao

YTy, € um inverso d esquerda de u,T u,.

b) Se u,,u, € U'(M), se 2z, € um inverso a direita de u, e z, € um inverso

a direita de u,, entdo

2o T 2

5 T 2 ¢ um inverso a direita de Uy T U,

c) Seu,,u, € UM), entio o inverso bilateral (tinico) de u,T u, € calculado
por

U, TU

U, =u, Tu, .

Demonstragao: a) Sejam u
Y, Tu, = e=y,Tu,. Segue

LUy, € U(M) e sejam y,,y, € M tais que
(yQTyl) T (ulTUQ) = yQT(leul) Tu, =
:(yQTe)Tu2 = YyTu, = e.

Isto mostra, u,Tu, € U(M) eque y,Ty, € um dos inversos

a esquerda de u, T u,..
b) O fechamento de U”(M) é andlogo (fazer isto!).

c) é conseqliéncia de a) e b).
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11.1.39 Definicao.

Um mondide (M; T) é denominado um grupo, se
UM)=M,

I.e. se todo elemento em M é inversivel.

I1.1.40 Observacao.

Para todo monoide (M; T) temos que

(U(M); T) é um grupo.

11.1.41 Exemplos.

a) Para todo conjunto A # @, temos que
(U(A%);0)=(S,;0) éum grupo.
b) Para o mondide (Z; - ), temos que
(U(Z);-)=({1,-1};-) éum grupo.

I1.1.42 Definicao.
Se A # @ é um conjunto, o grupo

(S4i0)
consistindo de todas as permutacdes de A, é chamado
o grupo de todas as permutacoes de A ou o grupo simétrico sobre A.

Observamos que estes grupos simétricos sdo as estruturas algébricas mais funda-
mentais para toda a Algebra.

As vezes vale também a lei comutativa num grupo:

I1.1.43 Definigao.

Um grupo (M; T) é dito comutativo ou abeliano se
aTb=bTa VabeM
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(Niels Henrik ABEL [1802- 1829]. Matematico noruegueés).

11.1.44 Exemplos.
a) (Z; + ) , (R; + ) : (@; + ) sdo grupos abelianos.
b) Seja P = {x € R ‘ x > O} o conjunto dos nimeros reais positivos.

(P; . ) é um grupo abeliano .

c) Se i = /=1 indica uma solugdo (formal) da equacio z> + 1 = 0, temos
que
({1, —1,1, —z’}; : ) é um grupo abeliano,

Sua tabua de multiplicacao é:
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§ II.2 Subestruturas, estruturas quocientes e

homomorfismos
SUBESTRUTURAS
I1.2.1 Definicao.
Seja (M; T, T, ,...,TT) uma estrutura algébrica com r composicdes internas
T, T, ..., T. € MMM Um subconjunto S C M chama-se
uma subestrutura de (M; T, T, e, T ) , Se
i) S#¢

ii) Para todos os a,b€ S temos
aT, beS, aT,besS ,...., aT bES.

Abreviado:
aT. beS VabeS Vi=1,2,...,r

Isto significa portanto que S é fechado com respeito as composicoes internas
definidas em M.

Indicamos isto por
(S;T17T27"'7—|—7‘)§(M;T17T27"'7—|—r)7

ou simplesmente por S < M, se nao houver dividas sobre as composicdes consid-
eradas.
O préprio S = M sempre é um exemplo de uma subestrutura de M.

Se temos uma (inica composicao T em M :
(S;T) < (M;T) < aTbeS Va,bes.

Se (M; T) é um semigrupo, uma subestrutura (S; T) < (M; T) chama-se
também um sub-semigrupo de M.

11.2.2 Exemplos.
a) Para (Z;Jr, ) temos que
a,) (]N;-l—, ) < (Z;—I—, )
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a,) Para §={-10,-11,-12,—13,...} temos (S;+) < (Z;+)

a;) S={..,-5-3,-1,1,3,5,...}, osubconjunto dos nimeros impares
de Z; é uma subestrutura de (Z; : ), porém, n3ao é uma subestrutura
de (Z;+).

b) O conjunto IP = {2,3,5,7,11 ,...}, dos nimeros primos, ndo é uma sube-

strutura, nem de (]N;—l—) nem de (IN,)

c) Se a estrutura (M; T) possuir um elemento neutro bilateral, digamos e,
entao
({e}; T) ¢éuma subestruturade (M;T).

11.2.3 Proposicao.
Seja (M; T) um mondoide.

a) Os conjuntos R'(M), R"(M) e R(M) =R/ (M)NR"(M), dos elementos
requlares a esquerda, a direita e bilaterais, respectivamente, sao subestru-
turas de (M; T) .

(R(M);7)<(M;7), (R'(M);7)<(M;T),
(R(M); 7)< (M;T) .
b) Os conjuntos U (M), U"(M) e UM) =U(M)NU"(M), dos elementos

nversivels a esquerda, a direita e bilaterais, respectivamente, sao subestru-
turas de (M; T) com

U'(M) C R/(M), U"(M)CR'(M), UM)CR(M),

(U ) < (R 7) < (M)
(U"(M); 7)< (R'(M); 7)< (M;T)
(UM); 7)< (R(M); 7)< (M;T) .

IA A

c) Para qualquer conjunto @ # X C M temos que os centralizadores

C, (X) sdo subestruturas de M, i.e. (C X);T) < (M;T)

Demonstracao: Ver 11.1.31, [1.1.33 e 11.1.38
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SUBESTRUTURA GERADA POR UM SUBCONJUNTO
I1.2.4 Observacao.

Seja (M; T, T, e, T ) uma estrutura algébrica com r composicoes internas.
Seja & C 2M uma familia de subestruturas de M tal que (| S # @. Entdo
Se&

() S € uma subestrutura de M .
Se6

() S € a maior subestrutura de M, contida em todas as S € ©.
Se6

Demonstracao: Por hipétese temos (]S # @. Sejam a,b € [] S. Isto

S5 Se6
significa a,be S VS € 6. Segue aT. beS V SeG e todos os
i=1,2,...,7. Masentdo aT,be (| S Vi=1,2,...,r. Logo,

Se6
N S<M.
Se6
|

I1.2.5 Definicao.

Seja (M; T, T, ,..., T ) uma estrutura algébrica com r composicoes internas.
Seja @ # X C M um subconjunto n3o-vazio de M. Chamamos
(X)=n5s
S<M
Xcs
a subestrutura de (M; T, T, yee., T ) gerada pelo subconjunto X de M.

(X)) é portanto a intersecao de todas as subestruturas de M
que contem o subconjunto X.

(X)), como intersecdo ndo-vazia de subestruturas de M, é de fato uma subestru-
tura de M devido a 11.2.4. Obviamente,

(X) € a menor subestrutura de M contendo X.

Se (X) = M, dizemos que a estrutura (M; T, T, ,..., T ) é
gerada pelo conjunto X C M.
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Isto significa que a Unica subestrutura de M que contém X é a prépria M.

Neste caso o conjunto X é denominado um sistema de geradores para
(M;7,T,...,T. ).

11.2.6 Exemplo.

a) A subestrutura de (lN; —l—) gerada pelo conjunto X = {6,15} é

(X) ={6,12,15,18,21,24,27,30,...} = {6k + 15 > 0 | k,L € IN,} .

b) (IP)= (]N; : ) , 1.e. o conjunto dos nimeros primos X = [P é um sistema
de geradores para o mondide multiplicativo IN dos nimeros naturais.

Demonstragao: a)Ponhamos E = {6k + 15¢ > 0 | k,¢ € IN,}. Temos
{6,15} C E e é claro que toda subestrutura S que contiver {6,15}, tem que
conter todas as somas 6k + 15¢ # 0 com k,¢ € IN,. Portanto £ C S.

Para todos os a = 6k; + 15(, e b = 6k, + 15(, em E temos

a+b =6k, + 150, + 6k, + 150, = 6(k, + k,) +15(¢, +-1£,) € E .

Portanto, E é uma das subestruturas que contém X. Logo, F = (X).

b) Isto deve se ao fato que todo niimero natural é produto de primos.

RELACOES DE CONGRUENCIA E ESTRUTURAS QUOCIENTES
I1.2.7 Definicao.

Seja (M; T,T, ,..., T ) uma estrutura algébrica. Uma relacao de equivaléncia
r€Eq(M) chama-se uma

relacao de congruencia da estrutura (M; T,y Ty ey T, ) ,

se para todos os a,a’,b,b’ € M tivermos as seguintes compatibilidades de x com
as composicoes T,, T, ,..., T.:

T

aT, b k a' T,b,
arka . aT,b kK a' T,b",
Se bk b entio _ _ _
K

aT.b k a' T.b.
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Mais abreviadamente:

/
{Z:g, — aTb k a' TV Vi=12,...,r.

Por
Cg(M; T, ,....,7,)

indicamos o conjunto de todas as relagcoes de congruencia da estrutura algébrica
(M; T, ooy T ) Assim temos

Cg(M; T, ,...,T)CEq(M).

Para uma relacdo de congruéncia s temos portanto:

Se a Kk a'
e b kb
entdo aT bk a 10 Vi=1,2,...,r.

Isto significa que duas congruéncias modulo x podemos T,-compor verticalmente,
sem destruir a k-equivaléncia do resultado - como se as congruéncias fossem duas
igualdades.

Claro que temos

Cg(M; T,,T,,.... T, ):.m Cg(M; T ).

=1
I1.2.8 Exemplo.
Para toda estrutura algébrica (M; T, T, e, T, ) temos
6,€Cg(M; 1,7, ,....,T,) e MxMeCg(M; T,,T,,....T. ),

i.e. tanto a relacao da igualdade como a relacao universal em M sao exemplos de
relacdes de congruencia. Particularmente,

Cg(M; T17—|—2 7"'71‘)%@'

I11.2.9 Exemplos.
Seja (M;Tl,@):(Z;—I—, )
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a) Para as relagoes de equivalencia =, (ver 1.1.26) wvale de fato

EnECg(Z; +, -):Cg(Z; —l—)ﬂCg(Z; ) :
b) Seja ¢ € EqQ(Z) definida pela parti¢ao
P.={zecZ|z>0},{zecZ|x<0}}.

Entdoging(Z; +).

— /
Demonstracgao: a) Sejam a,a’,b,b’" € Z tais que { Z _" a/ . Temos que
- n
a—a' e b—b" sdomdltiplos de n. Segue que também (a + b) — (a’ +b') =
(a—a")+ (b—10") é miltiplo de n. Mas isto significa a +b =, o'+’

Portanto, =, ECg( Z; + ) )

Também ab — a’b’ =ab—a’b+a’b—a’'d’ = (a—a’)b+a’(b—1b") é miltiplo de
n. Isto significa ab =,, a'b’.

Portanto, Enng(Z; )
Assim, = € Cg(Z; +)ﬂCg(Z; -):Cg(Z; +, )

b) Temos porexemplo{_g(:g_Q. Porém -2 =-8+4+46 ¢ —2+3=1.

Logo, esta ¢ € Eq(Z) ndoé compativel com a adigdo em Z.

As relacoes de congruencia da estrutura algébrica (Z; —1—) podem ser comple-

tamente descritas. De fato, ndo existem outras além das =, :

I1.2.10 Teorema.
Cg(Z;+) =1{=,|n=0123,..},

i.e. as relagoes de congruencia de (Z; +) sao exatamente as congruencias
mod n.

(O mesmo vale a forteriori para Cg( Z: +, - ))

n:0,1,2,3,...} C Cg(Z; —i—), devido

Demonstracao: Sabemos {En ‘
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a 11.2.9 a).

Seja dado uma qualquer k € Cg(l; + ) Devemos provar que x = =, para
algum n. Como podemos construir este n a partir da k7

a kb

p e _p o Se8Ue a—>bk0.

1) Sejam a,b € Z. Somando-se as congruéncias {

a—bk (0

b o o SCBUE ak b. Portanto temos

Somando-se as {

a kb<+<= a-bkrO0.

Vemos que é importante considerarmos
O={reZ|zr0},

a classe de 0 mod « :

- , - r k0 :
2) Paratodo x € 0 temos também —x € 0 : De fato: De { e concluimos

v+ (=) Kk 0+ (—x), ouseja, 0 k — x. Isto significa que, se 0 # {0}, entdo 0
contém algum ndmero natural: 0 N IN # @.

Caso I: Se 0 = {0}, vamos ter k =6, = = .

Caso II: Neste caso, 0 N IN # ¢. Pelo principio da inducdo , existe um nimero
natural minimo n€0. Afirmamos que

O0={kn|keZ},
i.e. a classe de 0 consiste dos multiplos deste n. De fato:
i) De +£n k 0 segue para todo k € Z que
kn=4+n+n+...+£n x 0+0+ ... +0=0. Logo,
0D{kn|keZ}.
ii) Todo x € 0 podemos dividir por n com resto r entre 0 e n—1: Existe k € Z

z k0
—kn k0

r €0 com 0 <r < n. Como n foi escolhido como niimero natural minimo em 0,
concluimos r = 0 e dai z = nk. Segue

0C{kn|keZ}.

com z = kn +r. Temos{ esegue r =x —kn xk 040 = 0. Logo,
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De i) e ii) vemos que 0 = { kn | k € Z} . Agora,

akb << a—-br0) << a—b=kncomkeZ < a =, b

n

Portanto, v = =, .

ESTRUTURAS QUOCIENTES
11.2.11 Observacao.
Seja (M7, 7, ,..., T

T

) uma estrutura algébrica com r composigoes inter-
nas. Seja Kk € Cg(M; T ,...,T,,) e considere o conjunto quociente M /K.
Definindo-se para todos os a,be M/k e todos os i =1,2 ... r:

a Tb=aTb,

7

temos que T,, T, ,..., T, saocomposi¢coes internas bem definidas no conjunto
quociente M /k.
A estrutura algébrica

(M/k; T, T, voen, 7))

chama-se a estrutura quociente M mod k.

Demonstracao: Seja a = a’ e b = b’. Isto significa a k a’ e b kK b’. Como
k € uma relacdo de congruéncia, concluimos a T, b x a’ T, b’. Segue

o TV=a"Tb=aTb=aTh.

Portanto, a definicdo de T, independe da escolha do representante das classes de
equivaléncia. Assim, T, € (M/k)M/**M/% s30 composices internas bem definidas
de M/k.

11.2.12 Exemplo.

Para a estrutura (Z; +, - ) e qualquer uma das =, € Cg( Z; +, - ) temos a
estrutura quociente

(Z/=,;+.7)={alacZ};+,7),

onde duas classes a, b € Z /=, sdosomadas e multiplicadas por

a+b=a+b e a-b=a-b.
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Tendo em vista que a classe a € o conjunto a = {a+nk | k € Z} , temos mais
detalhadamente

{a+nk|keZ} + {b+nk|keZ}={(a+b)+nk| ke Z},
{a+nk|keZ) - {b+nk|keZ}={ab+nk|keZ)}.

Para n = 6 temos por exemplo que
Z)=,={0,1,2 3 1 5}.

A adicao e a multiplicacao em Z/E6 podem ser descritas pelas tabuas

+HJ0[1[2]3[4]5] SJJof1[2]3]4]5]
0101112345 0[0]0]0|J0[0]O0
1]1]2]3[4]5]0 1[ol1]2]3[4]5
2213[4[5]0]1 20214024
313/4[5[0|1]2 3[10[3/0[3|0]3
4 14[5[0/1]2]3 4/0/4](2[0]4]2
5015101234 51054321
HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS
11.2.13 Definicao.
Sejam (M;TI,T2 ,...,TT) e (N;LULQ ,...,LT) duas estruturas algébricas
com 7 composicoes internas, cada:
T, T, ..., TeMMM o L e NN

(a composicdo interna L é lida: "bot” ). Uma aplicacio o€ N¥ ¢ denominada
um homomorfismo de (]\J;TI,T2 ,...,TT) em (N;LULQ ,...,LT),

se para todos os a,b € M tivermos



Mais conciso:

elaT, b)=pa) L, pb), VYi=12,....r, VabeM.

11.2.14 Exemplos.
a) Para (M;T):(EV;—l—) e (N;L):(]]V;-) temos:
A aplicacio ¢ € IN?™Y com ¢(a) =2* Va € IN é um homomorfismo.
b) Para (M; T) = (Z; +) e (N; J_) = ({1,—1}; ) temos: A aplicacio
0 €{1,—-1}% com ¢(a) = (—=1)* Va & Z é um homomorfismo.

I1.2.15 Definicao.

Um homomorfismo ¢ da estrutura algébrica (M; T, T, e, T )

na estrutura algébrica (N; Ly, Ly e, L ) chama-se
i) um monomorfismo, se @ € Inj(M, N),
ii) um epimorfismo, se p € Sob (M, N),
iii) um isomorfismo, se p € Bij(M,N),

iv) um endomorfismo de (M; T,T, ,..., T ), se
M=NeT =1, T,=41,,...,T. = 1.

v) um automorfismo de (M; T, T, ,..., T ), se o é um endomorfismo bijetor
( = um isomorfismo de (M; T, T, ey T ) sobre si mesmo).

I11.2.16 Exemplos.
a) Sejam (M;T) = (]N,) e (N;L) = (R;+). A aplicacio o € RYY
definida por
p(r)=1lgr VazelN,

é um monomorfismo que nao é epimorfismo.
b) Sejam (M;T) = (Z;-) e (N;L) = (17\70,) A aplicacio goEIZVO%

definida por
plr) =z VeeZ,

é um epimorfismo mas ndao é monomorfismo.
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c) Sejam (M;T)=(R;+)e (N;L)=(P; ) onde
P={reR|z>0}
A aplicacdo ¢ cP™ definida por

p(r)=10" VzelR,
é um isomorfismo.
d) A aplicacio ¢ € ZZ definida por
plr)=2x VzeliZ,
é um endomorfismo injetor de (Z; + ) , mas nao é um automorfismo.
e) A aplicagdo ¢ € Z% definida por
olr)=—x NVrelZi,
é um automorfismo de (Z; + ) :
f) Seja (M;T)=(R;-). Aaplicagio € R", definida por
o) =2 VrelR,
é um automorfismo de (M; T) :

g) Seja o intervalo real M = (0,4] com a composi¢do interna definida por

aTh= %b YV a,be M. A aplicagdo €Sy, definida por

72
o(r) = T VeeM,

é um automorfismo de (M; T) , pois Ya,be M :

rie_ (2 _
plaTh) = (P = A5 = G =
a®> VP
=T AN RO )
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11.2.17 Observacao.
Sejam (M;TI,TQ,...,TT), (N;LI,LQ,...,LT) e (P;* * ,*)

19 To

tres estruturas algébricas com r composicoes internas, cada. Sejam p€NM ¢

e PN homomorfismos. Entao a aplicacio composta
Yoy € um homomorfismo de M em P.
Demonstracao: Temos para todos os a,be M e todosos i =1,2 ,...,7:
(bop)aT b)=v(p(aT b)) =1 (pla) L p(b)) =
=¥ (p(a)) * ¥ (p0) = (Wop)a) * (Voup)b).

I1.2.18 Observacgao.

Sejam (M; T,T, ,..., T ) e (N; Lo, 4, e, L) ) duas estruturas algébricas
com r composicoes internas, cada.

Se p: M — N ¢é um isomorfismo de

(M;7,7,,...,7.) sobre (N;1,,1,,...,L1 ), entdo
o 1N — M € um isomorfismo de
(N;LULQ ,...,LT) sobre (M;Tl,T2 ,...,TT).

Demonstracao: Ja sabemos que a aplicacao inversa de uma aplicacdo bijetora
é bijetora. S6 falta provar que ¢! é um homomorfismo: Dados ¢, ¢’ € N, existem
(dnicos) a,a’€ M com ¢ = p(a) e ¢’ = ¢(a’).

Segue paratodo i =1,2,...,7:

p el ) =9 (pla) L, ¢(a) = ¢ (plaT a’) =

=aT a' =p ()T, 9 ().

11.2.19 Definicao.

Duas estruturas (M; T, T, yee., T ) e (N; Lo, 4, e, L ) chamam-se iso-
morfas, denotado por

(M;T17T2 7"'7Tr>g<N;J‘17J‘2 7"'7J‘r> Y
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se existe um isomorfismo de (M;T,, T, ,..., T

T

11.2.20 Exemplos.
a) Seja P={xe R|x >0} Temos

(R;+)=([P; ).

Para 0 < a € IR, a # 1, as aplicacdes ¢, € PE com

o, (r)=a" VzrelR

sio isomorfismos de ( IR; + ) sobre (P; - ).
Suas inversas 90;1 e RY s3o

o (y)=log,y VyeP.

b) Sejam os intervalos reais M = (0,5] e N = (0, 7]. As estruturas

(M;T) e (N;L) ,
definidas pelas composicoes internas

aTb:%b VabeM e aLb:%b

sao dois mondides. A aplicacao

o€ NM definida por p(z) =1z VzeM

5

é um isomorfismo de (M; T) sobre (N; L) . Portanto

(M;T)g(N;L>.

Ainversa de ¢ éa o te MY com ¢ l(y) =2y VyeN.

11.2.21 Proposicao.

Sejam (M;TI,T2 R

r

a) Sempre (M;T,,7,,...,7. )= (M;T,,T,,...,T
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), (N;LULQ ,...,LT) 2 (P;*

tres estruturas algébricas com r composicoes internas, cada.
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b) Se (M;7,,To,....T. )= (N; L, 1, ,..., L),
entdo (N; L, L, ..., L )= (M;T,,T,,...,T, ).

c) Se (M;7,T,,....,T, )= (N;L,L,,....L ) e
(N;J‘17—L27"'7J‘r g(Pa*p*zu 7*r>7
emfdo(]W;Tl,T2 ,...,TT)%(P;*N% ,...,*T).

Demonstragao: a) segue, pois a aplicagdo identica J,, é um isomorfismo de
(M;TI,TQ yeeoy T ) sobre si mesma.

b) Se ¢ é um isomorfismo de (M;Tl,T2 ,...,Tr) sobre (N;LI,LQ ,...,J_T),
entdo ! é um isomorfismo de (N;LI,LQ ,...,L,,,) sobre (M;TI,TQ ,...,T,,)

c)Sep: M — N e : N — P sidoisomorfismos, entdoa composta
Yvow: M — P é um isomorfismo.

Estas regras dizem que

1somorfia entre estruturas algébricas é um conceito de equivalencia no universo
das estruturas algébricas

(da mesma forma que equipotencia entre conjuntos é um conceito de equivaléncia
no universo dos conjuntos).

Se (M; L P ) = (N; Loy dly e, L, ) sao duas estruturas isomorfas,
entdo, particularmente os conjuntos M ~ N s3o equipotentes.
Também podemos pensar ao contrdério:

Numa estrutura algébrica (M; T, T, ., T ) podemos substutuir o conjunto M
por qualquer conjunto equipotente, como mostra

11.2.22 Proposicao.

Seja (M; T, T, ,..., T ) uma estrutura algébrica, N ~ M um conjunto equipo-
tente com M e seja ¢ € Bij(M, N).
Definindo-se composicoes internas L,, L,,..., L € NN por

cl,d=¢(e ()T, ¢7'(d) Ve, deN,

temos que
(N;J‘17J‘2 7"'7J‘7')
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¢ uma estrutura algébrica que € isomorfa com

(M;T17T27"'7Tr)7
sendo que a bijecao ¢ dada torna-se um isomorfismo de (M; T, T, e, T )
sobre (N;LULQ ,...,J_T).
Demonstracao: Para todos os a,b€ M e todos os ¢ = 1,2,...,r temos com
esta definicdo das 1,, 1,,..., L de fato:

(a1 b) = (¢ (@) 77 (p(0))) = pla) L, (b) .

11.2.23 Exemplos.

a) Queremos definir uma composidointerna L no intervalo real N = (—g, g)
tal que

(N;L)%(R;—I—) .
Tendo em vista que ¢ € NI com p(z) = arctg V2 € IR, é uma
bijecao de IR sobre N, definamos para todos os c,d€ N :

¢ Ld = arctg (tg(c) + tg(d)) .
Temos Va,be IR :
¢(a + b) = arctg(a + b) = arctg (tg (arctg(a)) + tg (arctg(b))) =

= arctg(a) Larctg(b) = ¢(a) Lp(b) .

b) Seja o intervalo real M = (0, 3] munido da composi¢do interna
b
aThb=" VabeM.

Temos que (M; T) € um mondide e seu neutro é ¢, =3
(comparar 11.2.20 b)).
Queremos "transplantar’ esta composicdo para o intervalo N = [—8.,4) e

definir uma composicio L€ NV*N  tal que (N; J_) seja um mondide iso-
morfo com (M; T) e tal que e, = —8 seja o elemento neutro de (N; J_) :

Temos que € NM com p(x) = —4x+4 V 2€ M é uma possivel bijecio de
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M sobre N com ¢(3) = —8.
Para ¢ te M"Y vale o7 !(y) = —%+1 VyeN evemos que para ¢,deN :

e ) T D)) = ((—5+1) T(=2+1)) =

—<4+1)(-4+1
N ) G )+4:—g+§+§+§

3
Portanto, uma possivel composicdo 1L em N = [—8,4), tal que
(M; T) = (N; J_> com identidade e, = —8
é dada por
ch:—i;i—i—;—l-g—l-i Ve, de N.

O TEOREMA GERAL DO HOMOMORFISMO E ESTRUTURAS SIMPLES
11.2.24 Teorema.

r

Seja(M;Tl,T2 yee., T ) uma estrutura algébrica, /ﬁECg(M; T, T, ,...,T,)

e (M//a; Ty Ty oyenes ﬁ,) a estrutura quociente M mod k.
Entdo a aplicagdo candnica v € (M/r)M, i.e.

v(@)=a VaeM (onde a={xeM |xkra})
¢ um epimorfismo de M sobre M/k, chamado o

epimorfismo candnico de
(M;7,,T,,..., 7. ) sobre (M/k; T,, T, ,..., T.).
Demonstragao: E sé preciso mostrar que v é um homomorfismo. Isto segue,
pois Va,be M etodosos i =1,2,...,71:

yWaTb)=aTb=a T,b=~(a) T, (b).

Particularmente: A estrutura quociente de uma estrutura algébrica mod uma qual-
quer de suas relacdes de congruéencia, é uma imagem homomorfica da estrutura
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original.
Reciprocamente temos:

11.2.25 Teorema.

Sejam (M; T,T, ,..., T ) e (N; Lo, d, e, L ) duas estruturas algébricas
com r composicoes internas, cada.
Seja o um homomorfismo de (]\4;T1,T2 ,...,TT) em (N;LI,LQ ,...,J_T).

Seja k, a relagao de equivalencia associada ao ¢ @V a,a’ €M :
/ L /
ak,a < pla)=p).

Entao valem:

a) (M) € uma subestrutura de (N; L, L, e, L ) :

b) x,eCg(M;T,,T,,....7.)

c) FExiste um tinico isomorfismo ¢ da estrutura quociente ( M//%; T, T,
sobre a imagem (gp(M); 1,1, ,...,Lr,) , tal que ¢ =Y oy .
Particularmente,

(M/k,; T, T s, )= (M) 1,0, L)

Esta fundamental observacdo, conhecida como teorema geral do homomorfismo,
diz portanto:

A imagem homomorfica de uma estrutura algébrica por um
homomorfismo ¢ é uma estrutura algébrica, a qual pode ser
reencontrada isomoérficamente em forma de uma estrutura
quociente, olhando a estrutura original mod a relacao de

congruencia k, associada ao homomorfismo ¢.

Demonstracao: a) Claro que @ # (M) C N. Sejam b,b" € p(M), digamos

b=y(a) e b’ =p(a") com a,a’"€ M. Segue Vi=1,2,... r:
b1 b = p(a) L, pla’) = pla T, ay (M)
Logo ¢(M) é uma subestrutura de (N; A D ) .
b) Jé sabemos que x, € Eq(M). Se a,a’,c,c’ € M s3otais que { Z:w g,/ ,
¢

temos p(a) = p(a’) e p(c) = ¢(c’). Segue paratodo i =1,2 ,... 7
plaT c) = pla) L, o(c) = p(a’) L o(c') = p(a" T )
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e portanto a T, ¢ £, a' T, . Isto significa k, € Cg(M; T, ,..., T, ).

T

¥
c) Por 1.2.29, existe uma dnica bije¢do ) : M//-% — (M) com ¢ =1 o,
a saber a bijecao definida por

Y(a) =pla) YaeM/k, .

S6 falta provar que 7 é um homomorfismo. De fato temos para todos os @, a’ €
M/k, etodosos i =1,2,...,7:

v(a T, a") =T ) =plaT a) = ela) L, ola’) =¢(@) L, P(a’) .

]
Pelo teorema geral do homomorfismo,
as imagens homomorficas de uma estrutura (M; T,T, ,..., T )
sao essencialmente determinadas pelo conhecimento de suas relacoes de
congruencia, i.e. pelo conjunto Cg( M; 1,7, ,...,T. ) :

Toda estrutura sempre possui as congruencias triviais, a relacao da igualdade e a
relacao universal, i.e. {5M, MXM} C Cg(M; T, T,y T, ) :

T

As estruturas quocientes (i.e. as imagens homomodrficas) modulo estas duas congruéncias
triviais sao

(M/6,; T, Ty, T) 2 (M7, T, T
e
(M/MxM; 7, T,y )2 ({e}; L, Ly L, )
onde ({e}; 1,, J_Z,...,L7,) é uma estrutura algébrica trivial, definida num con-

junto unitdrio {e} com as r composi¢des 1, = 1, =...= 1, coincidentes com a
Gnica possivel: e L, e =e.

Destaque merece o caso quando as congruéencias triviais sdo as unicas relacdes de
congruéncia de uma estrutura (M; T,y T, yeve, T, ) ;

T
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11.2.26 Definicao.

Uma estrutura algébrica
(M; T, T, ,...,TT) é dita simples,
se |[M|>2ese

Cg(M; 7, ,....7.)={¢

M )

MxM} |

i.e. se as Unicas relacoes de congruencia dela forem a relacdo da igualdade e a
relacao universal.

11.2.27 Exemplos.

a) Se |M| = 2, certamente, (M; T, T, yeen, T, ) serd uma estrutura simples,
pois |[Eq(M)| = 2 neste caso.

b) (Z; +, - ) nao é uma estrutura simples, pois ela tem as infinitas relaces de

congruéncia distintas =, com n =0,1,2,3,... (ver 11.2.9 a))

11.2.28 Exemplo.

(ZR; +, - ) ¢ uma estrutura simples.

Demonstracao: Devemos mostrar Cg(lR; +, ) = {511%’ 1R><1R} : Seja
dada 0, # r € Cg(IR; +, - ) e é preciso mostrar Kk = IR X IR :
Como k # d,,, existem a,b € IR com a kb mas a # b.

De { —C;)l/ib—b segue a —b k 0, mas a —b # 0. Coloquemos ¢ = ﬁ De

{ a_i ZS segue por multiplicagdo 1 =c-(a—0b) Kk ¢-0=0, i.e.

1x0.
Para todos os x,y € IR segue agora
r=z-1 k2 0=0=y-0kry-1=y,

i.e. = k y. Mas isto significa que x = IR x IR. Logo, Cg(IR; +, ) =
{511% , ]Rle} e vemos que (lR; +, - ) é uma estrutura simples.
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Entretanto temos

11.2.29 Exemplo.
A estrutura (R; + ) nao € simples.

Demonstracao: Basta dar um exemplo de uma relagao « € Cg(lR; +) com
Op 7 & 7 IRX IR : Definamos para todos os a,b € IR

akb < a—-be Z.
E facil mostrar que HECg(R; +>.

Temos % K % K %. Portanto, ¢, # k # IRx IR.

ASSOCIATIVIDADE, COMUTATIVIDADE, IDENTIDADES E INVERSOS
SOB HOMOMORFISMOS

11.2.30 Proposicao.

Sejam (M; T) e (N; L) duas estruturas algébricas e ¢ € NM um homomor-
fismo.

a) Suponha (M;T) € comutativa. Entio a subestrutura imagem (M) de
(N; L) ¢ comutativa também.

b) Se (M; T) ¢ um semigrupo, entdo a subestrutura imagem (M) de (N; L)
€ um semigrupo também.

Demonstragao: a) Para todos os b,c€ p(M) existem x,y€ M com b= ¢(x)
e ¢ = p(y). Segue

bie=w(x) Loly) =wl@Ty) =9y Tz)=90Y) Le(x)=cLb.

Portanto, (go é uma estrutura comutativa também.

b) Suponha b, c, d € go(M) sao tres quaisquer elementos. Existem x,y,z€ M com
b=p(), c=p(y), d=p(2). Segue

bL(cLd) =)L (py) Lo(z) =e@) Loy Tz) =
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=p(@TyT2) =0Ty T2) = p(rTy) Le(z) =
= (o) Lo(y)) Lo(z) = (bLc) Ld
Logo, (@(M); L) é semigrupo também.

I1.2.31 Proposicao.

Sejam (M; T) e (N; L) duas estruturas algébricas e ¢ € N™ um homomor-
fismo.

a) Se ecM ¢é uma identidade a esquerda [a direita, bilateral], entdo p(e)
¢ uma identidade a esquerda [a direita, bilateral] da subestrutura imagem

(@(N);1).

b) Suponha (M; T) possua uma tdentidade bilateral, digamos e.
SeueU(M) [ueU" (M), uweUM)] € um elemento inversivel a es-
querda  [a direita, bilateral], entdo

p(u) € U (p(M))  |p(u) € U (p(M)), ¢(u) € U (p(M))].

Demonstragao: a) Para todo be (M) existe a€ M com b= ¢(a). Segue

ple) Lb=p(e) Ly(a) =p(eTa)=p(a)=0.

Portanto, p(e) Lb=b Vb e p(M). Isto significa que ¢(e) é uma identidade a
esquerda de p(M).

("a direita” e "bilateral” é tratado da mesma forma).

b) Suponha e é identidade bilateral de M e seja u € U'(M). Seja y € M com
y Tu = e um qualquer inverso a esquerda de u. Segue

o(y) Lo(u) =y Tu) = p(e) .

Como ¢(e) é a identidade bilateral de (M), vemos que p(u) € U’ (o(M)).
("a direita” e "bilateral” é tratado da mesma forma).

Particularmente, um epimorfismo ¢ : M —— N leva identidades e inversos
de (M; T) a identidades e inversos correspondentes de (N; J_) :
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§ II.3 Grupos

GRUPOS

O conceito mais basico em toda algebra é o de um grupo.
Em 11.1.39 ja vimos uma possivel definicio desta categoria de estruturas algébricas:

Entende-se por um grupo
um mondide (M; T) no qual U(M) = M,

i.e. uma estrutura associativa com identidade na qual todo elemento possui um
inverso bilateral.

O mais comum para se escrever a composicao interna de um grupo é a notacdo mul-
tiplicativa "-" ou a aditiva " +". Para grupos de aplicacBes bijetoras (per-
mutagdes ) usa-se as vezes o circulo da composicdo " o”. A notagdo aditiva usa-se
preferencialmente no caso de grupos comutativos (abelianos).

O elemento neutro é usualmente escrito como " 1" em notagdo multiplicativa, como

"0" em notacao aditiva.

1

O inverso a de um a é denotado por a~* em notacdo multiplicativa, por —a em

notacdo aditiva.

Em notagdo muiltiplicativa (o ponto - da multiplicagdo é muitas vezes desprezado),
a definicao de grupo pode ser repetida assim:

I1.3.1 Definicao.
Uma estrutura algébrica com uma composicao interna (G; : ) é denominada um
grupo, se

i) a(bc) = (ab)c para todos os a,b,ceG

ii) Existe 1€eG coma-1=1-a=a paratodosos acG.

i) Paratodo a€G existe a™'€G com aa™! =ala=1.

Lembramos que o neutro 1 e para cada a € G o inverso bilateral a! s3o tnicos.

Além disso, (a™!)™' =a e (ab)~! = bta~! para todos os a,beG.
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11.3.2 Exemplos.

a) Para qualquer conjunto A # @, temos
(SA; o ) , 0 grupo simétrico sobre A.

Este é o grupo das unidades do mondide (AA; o ) de todas as aplicacdes do
conjunto A em si mesmo.

b) (Z; + ) o grupo aditivo dos inteiros.

c) (P; : ) o grupo miultiplicativo dos nimeros reais positivos.
d) O grupo mudiltiplicativo ({1, —1}; - )

e) Para qualquer mondide (M; T) : O grupo

(U(M); T) ., consistindo dos elementos inversiveis de (M; T)

OS GRUPOS SIMETRICOS

No mondide ( A%; o ) existem aplicacdes ndo comutdveis se |A| > 2 (ver I1.1.21).

Entretanto, se A = {1,2}, os dois elementos do grupo simétrico

i {(12)22)

comutam. Mas vale a

1.3.3 Observacao.

Para A um conjunto com |A| > 3, o grupo simétrico Sy nao é comutativo.

Demonstracao: Sejam a,b, c€ A trés elementos distintos. Para as permutacoes
m,0 € S, definidas por

b sex=a c sexr=a
m(x) =< a sex="> e o(r)=4a sex=c
xr sex#ab T sexr#a,c

temos



enquanto
(cgom)(a) =0 (m(a)) =0c(b) =b.

Portanto, 0 o #£ wo 0.

I1.3.4 Proposicgao.

Sejam A e B conjuntos equipotentes. Entao
(Sa;0)=(Sp;o0),

i.e. 0S grupos simétricos sobre conjuntos equipotentes sao isomorfos.

Demonstragao: Seja ¢ : A — B uma bijecdo.
Consideremos a aplicacdo
QA:S4 — Sp,
definida por
Qr) =pomop ! VreSy,.
Para toda m € S,, a aplicagdo Q(m) é uma permutagdo de B, pois ela é a
composta de tres bijecoes

B 5 A4 T, A -2, B.

Portanto, de fato Q(7) € Sp, i.e. Q€ (Sp)54. Além disso:

1) Para todas as m,,m, €S, temos
Q(Trloﬂ-Z) 2900(7-(-1077-2)090—1 :gooﬂ-lo(go—loso)oﬂ-Zosp—l =

= (pomop)o(pomop™t)=Q(r,) o Q(r,) .
Portanto, {2 é um homomorfismo do grupo simétrico (SA; o ) em (SB; o ) .
2) Para toda 7 € Sp temos m = !
Q(r) = po (90_1 oTop)o ot = (po go_l) oTo(po gp‘l) = 7, mostrando a
sobrejetividade de ().

oTow €Sy evale para este 7 :

3) Se temos Q(m,) = Q(m,) para 7,7, € Sa, concluimos

pomoyp l =pomop .

1

Dai por mdltiplicacdao por ¢ a direita e por ¢~ a esquerda,
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segue o, = pom, e finalmente ™, = T,.

Isto mostra a injetividade de ().

Portanto, 2 é um isomorfismo de (SA; o ) sobre (SB; o )

Por exemplo

112

(S{1,2,374}; O) (S{ v.a0a} O ) .

Portanto, naoimporta se substituimos no grupo simétrico S, o conjunto permu-
tado A por qualquer outro conjunto equipotente B.

Particularmente, se o conjunto A é finito com n elementos, podemos supor A =
{1,2,3,..., n} e escrevemos

S{1,2,3 ey M} T Sn .

O grupo
(Suie)

chama-se o grupo simétrico de grau n. Por 1.2.34 temos

1S, =n!.
Os n! elementos 7, 0,... de S, podemos escrever (ver [.2.11) como
(12 3 - n 0_123---71
i1 g i3 v dn ) J1 J2 J3 v n
(onde w(k) =iy, o(k)=jr VE=1,2,3,..., n),
com a regra de multiplicacao
_<123---n><123---n>_
com=| . o A =N C =
Ju o J2 J3 0 Un 11 2 13t Ip

_ i1 1o 13 “'Z."o 1 2 3 --- n _ 1 2 3 --- n
Jiv  Jis Jis 0 Jin i1y i3 - ip Jin Jia Jis cc Jin )
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11.3.5 Exemplo.

O grupo simétrico de grau 3 indicamos em seguida por

G=S;={1, 1,71, 1, 0, p}

com a composicao
L2 3\ (1 23\ _ (i i i) (1 23\_(1 23
J1 o J2 U3 i1 d2 i3 Jin Jia Jis i1 t2 13 Ji Jiz Jis )

A tdbua de composicio de (S3;o0 ) &

1 T, T,

lol |1lo7 |1lo7,|1lo7,|1o0c |1lop

T,ol |7, 07, |T,0T,|T, 0T, | T,00 |T,0p

,ol|7,07, |T,07,|T,0T, | T,00 |T,0p

7'301 T,0T, | T,0T, |T,0T, | T,00 | T,0p0

col|ocoT |ocoT,|0c0T,| 000 | 0Op
pel | poT | poT, | poT, | poo | pop

D [Q| ||| o

Ja calculada temos

ol 1|7 |7 |7|0]|p
11 |7 |7 |7|0]|p
|1 |plo|T|T,
T, |o|1|p|T|T
T, |m|p|lo|1|7|T
ocllo|1, |77 |p|1
plpl|lm |7 |T|1|0O
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SUBGRUPOS
I1.3.6 Definicao.

Um subconjunto H de um grupo (G; : ) é um subgrupo de G,
(abreviado: H < () se

i) H#Q.
ii) xy€ H para todos os x,y€ H.
i) z~'e€H paratodo z€ H.

Isto significa portanto que os subgrupos H sao as subestruturas de (G; : ) que
ainda sao fechadas a inversos.

I1.3.7 Exemplos.
a) Sempre existem os subgrupos triviais {1} e G em cada grupo G.
b) Z < (R;+).

c) Paratodo n € IN,, o conjunto U, ={nk |k € Z} dos miltiplos de n, é
um subgrupo de (Z; + ) :

e) A subestrutura (LN; + ) de (Z; +) nao é um subgrupo.

I11.3.8 Observacao.

Para um subconjunto H de um grupo G sao equivalentes
a) H <G, i.e. H possui as propriedades i) -iii) da Def. 11.3.6
b) 1€H e ab '€ H para todos os a,be H.

Demonstragao: "b) = a)": Se b) é verdade, entdo 1 € H, particularmente
H # @. Logo 3.6 i) vale.

Se x € H e ja sabendo que 1€ H, vemos por b) que também z7 1 =121 H.
Logo 3.6 iii) vale.

Se x,y€ H, entdo x,y ' € H e finalmente xy = z(y~')"' € H. Isto é 3.6 ii). Logo
H < G.

"a) = b)": Suponha, H < (. Entdo H possui as 3 propriedades i) - iii) da
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definicdo 11.3.6. Sabemos entao H # (. Pegando qualquer b€ H, vemos também
b lcH edai 1=0bb"'cH.
Para a,b€ H vemos a,b~'€ H e dai ab '€ H.

Logo H possui a propriedade estabelecida em b).

O conjunto de todos os subgrupos de um grupo G é as vezes escrito como
S(G) ={H | H é subgrupo de G} .
Escrever H < G ou H € &(G) significa portanto o mesmo. Sempre temos

G, {1} € 6(G) .

11.3.9 Exemplo.

O conjunto de todos os subgrupos de (Sj; o0 ) é

6<S3) - {{1}7 Ss, {177_1}7 {177_2}7 {177_3}7 {1707 P}} .

m
O GRUPO DOS AUTOMORFISMOS DE UMA ESTRUTURA ALGEBRICA

11.3.10 Proposicao.

Seja (M; T,T, o.v., 1) uma estrutura algébrica com r composicoes inter-

nas. Seja (SM; o) 0 grupo simétrico sobre o conjunto M. O conjunto
A:{aESM]oz(aTi b) =a(a) T, a(b) Va,beM Vi=1,2,..., r} :
forma um subgrupo de Sy, i.e.
(A;0) < (Sum;o).

Demonstracgao: 1) Para a permutacdo identica 1 = §,, € S); temos certamente
1€A, pois 1(aT,b)=aT,b=1(a) T, 1(b) Va,beM Vi=1,2,... 1.
2) Se a,3 € A. Entdo ao 37! € A. Isto é uma consequéncia de 11.2.17/18.
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11.3.11 Definicao.

Seja (M; T, T, 5eee, TT) uma estrutura algébrica com r composicoes internas.
O subgrupo
(A;o) do grupo simétrico (Sur; o )

chama-se
o grupo dos automorfismos de (M; T, T, 5o, T ) :

Mais detalhado, escreve-se também

(A; o) = (aut(]W;Tl,T2 ey T); o)
ou simplesmente
A =aut(M;T,T, ,..., T,).
O grupo A dos automorfismos da estrutura (M; T,T, .., T,.) consiste por-

tanto das permutacoes de M que sao compativeis com todas as composicoes in-
ternas T,, T, ,..., T. definidas em M.

11.3.12 Proposicao.
Sejam

T

(M;7,7 ., )2 (N4, L, e, L)

duas estruturas algébricas isomorfas. Entao seus grupos de automorfismos
(aut(M;T7,T, ,..., T);0) e (aut(N;L, L, ,..., L);0) .

sao isomorfos.

Demonstracao: Seja ¢ : M — N um isomorfismo de (M;T,,T, ,..., T,)
sobre (N;L,,1, ,..., 1) e defina

Q:aut(M;T,,7, ,..., T.) — aut(N;L,,1, ,..., L,)
por

1

Qo) =¢poaop ™ VYacaut(M;T,T, ,..., T.).

Afirmamos que {2 é um isomorfismo procurado entre os grupos

(aut(M;T,,T, ,..., T);0) e (aut(N;L, 1, ,..., L);0) .

T
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De fato temos Q(a) € aut(N; 1,, 1, ,..., 1) Yaecaut(M;7,T, ,..., T.),
pois () é composta dos isomorfismos

N 25 M -9 M -2, N.

Isto significa

geeey .

= aut(N; Ly, e, L )aut(M;"l’l,"l’2 T) .

r

O fato que €2 é um isomorfismo entre os dois grupos de automorfismos, segue como
em 11.3.4

AS RELACOES DE EQUIVALENCIA MODULO UM SUBGRUPO
I11.3.13 Observacao.

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Definindo-se para todos os a,beG
as relagoes €, e n, por

ac,b < abtecH e an, b < a'becH,
temos
a) e,,1, € Eq(G).

bi) Para todo g € G, a classe de equivaléencia de g mod e, € o conjunto
Hg = {a:g ’ x € H} C G e o conjunto quociente de G mod €, €

Gle, = {Hg‘ geG} .

bs) Para todo g € G, a classe de equivalencia de g mod n, € o conjunto
gH = {g:l: ’ xEH} C G e o conjunto quociente de G mod 1, é

G/n, = {gH’ gEG} .

Observamos que as classes de equivalencia Hg de G mod ¢, chamam-se as
classes laterais a direita de G mod H, enquanto as gH de G mod 7, chamam-
se as classes laterais a esquerda de G mod H.

Demonstragao: a)i) ae, a VaeG segue poisaa ! =1€H.
i) ace, b significa ab-'€ H. Segue ba™! = (ab™1)"'€ H edai be,, a.
i) ae, bebe, c significam ab™! € H e be™l€ H.
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Segue ac! = (ab Y (bc!) € H edai a e, c.

Logo ¢, € Eq(G).

A demonstracdo para 7, € Eq(G) é andloga.

bi) Seja g a classe de equivaléncia de ¢ mod ¢,. A afirmagdo by) segue, pois

Yyecg &< ye, 9 = yg 'l =xcH < y=xgc€Hyg.

A demonstracdo de bs) é andloga.

Observamos que, em geral, estas duas relagdes de equivaléncia ¢, e 1, sao dis-
tintas e nao sao relacoes de congruencia.

11.3.14 Exemplo.
Seja G =S3 com H = {1,7,}. Temos (ver a tadbua de multiplica¢gdo em 11.3.5)

Gle,={Hg| geG}={1L, 7}, {L.r,}or, {L,n,}or,}=
={L.n}, {nnont A non}y={Ln} {n.o} {n.0}} .
enquanto
G/n,={gH| geG}={1. 7.}, ,o{l,,}, 7,0 {l,7,}} =
=17}, {n.non}, {r,non}}={1,7}, {n,0} {7,.0}}

Consequentemente

GJe, #G/n,, ie e, #mn,.

Multiplicando-se por exemplo as duas ¢ ,-equivaléncias

{'05’{ P obtemos pol=p ¢, 7,=porT .

le, 7

Portanto, ¢, & Cg( Ss3; o).

Multiplicando-se as 7,,-equivalencias

1
{ L obtemos lop=p 4, 7,=7,0p.

2

P Ny P
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Portanto, também 7, ¢ Cg( S;; o).

Vale a seguinte importante

11.3.15 Proposicao.

Seja G um grupo, H um subgrupo, €,,, e n, as relagoes de equivalencia intro-

duzidas em 11.3.13 . Equivalentes sao

H

a) €y = My

b) Hg=gH VgeiG

Demonstragao: "b) = a)": Se Hg=gH V g€G temos também
Gle, ={Hg| geG}={gH | geG} =G/, edai e, =1,.
"a) = b)": Suponhamos ¢, =1, i.e.

Gle, = {Hg‘ gEG} = {yH’ yEG} =G/n, .

Para todo g€ G existe portanto y€G com Hg = yH.
De gegH N Hg = gH NyH concluimos yH = gH e dai Hg = gH.

AS RELACOES DE CONGRUENCIA DE UM GRUPO E SUBGRUPOS NORMAIS

Para classificar (a menos de isomorfismo) as imagens homomdrficas de um grupo
(G; : ) , € preciso determinar ou descrever o conjunto Cg( G, - ) de suas relacoes de
congrueéncia.

Uma relacdo de congruencia /{ECg( G; - ) do grupo G é um elemento
k€ Eq(G) C 26%¢

tal que Va,a’,b,b'eG :

/
Lims = ab=a

Como podemos conseguir uma descricdo de Cg( G, - ) ?
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11.3.16 Definicao.
Um subgrupo N de um grupo G é dito normal em G, indicado por N <G, se

gN =Ng Vgedl.

Por 11.3.15, os subgrupos normais sao portanto exatamente aqueles, para os quais

Ex = Ny -

O congunto dos subgrupos normais de um grupo G indicamos por 91(G). Escrever
N € M(G) significa portanto o mesmo quanto N <G.

Observamos que

{1}, G € N(G) € 6(G)

e portanto M(G) # @. Os subgrupos {1} e G chamam-se os subgrupos normais
triviars de G.

11.3.17 Observacao.

Para um subgrupo H de um grupo G sao equivalentes:
a) HJG.
b) go'Hg=H VgeG, onde g_ng:{g_lxg’ xEH}.
c) glzge H VwzeH, Vged.

Demonstracao: "a) = b)": HJG significa Hg = gH vV g € G,
Multiplicando-se pela esquerda por ¢! segue ¢ 'Hg =g 'gH = H.

"b) = ¢)": Va€H, ge€G temos g lwg€ g 'Hg. Mas go'Hg = H pela
hipétese b). Logo, g 'zg€ H.

"c) = a)": Suponha g7'zg € H VzeH, geG.

i) Para todo y€ Hg temos y = g com z € H. Logo, g7y = g lzge€ H e dai
yegH. Portanto Hg C gH.

ii) Como a hipétese g 'xg€ H vale para todo g€ G, o mesmo vale também para

g~ ! ao invés de g. Vale portanto também

grg ' = (g Y lwgteH VYo H, gedG.
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Se agora y € gH, temos y = gx com = € H. Segue yg~' = gxg ' € H e dai
yeHg. Logo gH C Hg.

De i) e ii) concluimos Hg =gH V geG, ie. HLG.

Os subgrupos normais de G dao origem a relacGes de congruéncia, como mostra a
seguinte

11.3.18 Proposicao.
Seja G um grupo, N G e definamos para todos os a,beG :
ak,b < ab €N .
Entao
a) k,€Cg(G;-).
b) Se Ny, No<JG com Ny # Ns, entao Ky, 7 Ky, -

Demonstragao: Certamente k, = ¢, =1, € Eq(G).

/
ak, a

br,b
aa’'eN e y=>bb""tcN. Como N é subgrupo normal de GG, concluimos
ay€alN = Na e dai aya~' € N. Segue

(ab)(a'b") ™t = abb''a" ' = aya’ ' = ay(a~'a)a’ ' = (aya!) (aa’)EN .
D= o

Suponhamos a,a’, b, b’ € G s3o tais que { . Isto significa

N

Portanto, ab r, a'b’ e vemos que k, € Cg(G; ).

Se N; # Ns, digamos Ny £ Ny, vamos ter algum = € N;\N,. Para este x temos
T Ky 1 KNZ x. Portanto Kk, # Ky, .

Para todo grupo GG temos entdo
{ky| NeNG)} CCg(G; -) .

Mas também ao contrario vale: Toda relacdo de congruencia de (G; : ) é induzida
por um subgrupo normal de G da forma descrita em 11.3.18:
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11.3.19 Proposicao.

Seja G um grupo, k € Cg( G, - ) uma relacao de congruencia. Entao
a) N, = {:IJGG ’ T K 1} é um subgrupo normal de G.

b) Para todos os a,be G temos

akb < ab teN,.

Demonstracgao: a) Certamente 1 x 1 e portanto 1€ N,,.

1 ,

Se x,y€ N,., temos { ;:1 edai zy k 1-1=1. Logo, zy€ N,.
4 T k1 ~1 ~1 ~1 ~1
Também de o1 -1 Segue l=x2" Kk 1-27" =2 . Logo 27" € N,.
Portanto, N, é um subgrupo de G.
g gt
Para todo z € N,, e g € G temos rrl edai glag kK gl 1.9 =
grg

(g7tg) -1 =1. Logo g twge N,. Por I1.3.17 isto significa N, <G.
Além disso, Va,beG :

a kb< ablkrl < ableN,.

Portanto, vale de fato

{fiN‘ N eN(G)} =Cg(G; ) etemos a

11.3.20 Conseqiiéncia.

Seja G um grupo. Entre o conjunto M(G) dos subgrupos normais de G e o con-
Junto Cg( G, - ) das suas relacoes de congruencia, existe uma correspondencia
biunivoca, estabelecida por

N — g, VYNeNG),

cuja mversa €
k — N, V/@GCg(G; ) .
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Particularmente, N(G) e Cg(G; ) sao conjuntos equipotentes.

Além disso,
{1} — K, =6 ¢ G — K, =GxG,

i.e. nesta correspondéncia, o subgrupo normal N = {1} corresponde a rela¢do da
igualdade, o subgrupo normal N = (G corresponde a relacao universal em G.

m
I1.3.21 Conseqiiéncia.
Um grupo (G; : ) € simples, se e somente se
G # {1} e N(G) :{{1}, G} .
m

(GRUPOS QUOCIENTES E HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Se NJG e k, € a congruéncia associada ao N, é comum escrever o conjunto
quociente G/k, = {Ng‘ g€G} como

G/N =G/k, .
(G/N; : ) é a estrutura quociente com a multiplicagdo induzida (ver 11.2.11).
11.3.22 Observacao.
Seja (G; ) um grupo, N G e
G/N ={Ng| geG}
o conjunto quociente de G mod N. Entao
a) A multiplicacdo induzida em G/N € dada por
(Na)(Nb) = Nab ¥ Na,NbeG/N .
b) O epimorfismo candnico v € (G/N)¢ € a aplicagio dada por
7(9) =Ng Vygedl.

c) A estrutura quociente (G/N; - ) ¢ de fato um grupo.
N, a classe de 1, é o elemento identidade de G/N.
Para todo Na€G/N, seu inverso é (Na)™' = Na™'.
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A estrutura (G/N; : ) chama-se portanto o grupo quociente de G mod N.

Demonstracao: Abreviamos g = Ng,

a) Se a,be G, esta multiplicagdo indicada é
a-b=(Na)(Nb) = Nab= ab

i.e. édefato a multiplicagdo (bem definida) das classes através da multiplicacdo dos
representantes.

b) Lembrar que v(9) =g= Ng VgeaG.
A associatividade da estrutura G/N = v(G) segue de 11.2.30.
Como (1) = N, vemos por 11.2.31 que N ¢é a identidade de G/N.

Para todo a € G temos (Na)™! = (v(a))_1 = v(a™') = Na!. Isto mostra que
Na™! é o inverso bilateral de Na.

I1.3.23 Observacao.

Sejam (G; . ) e (L; * ) grupos e ¢ € LY um homomorfismo.
Seja r a relagao de congruencia associada ao g, i.e.

ar, b <= pla)=¢0).
Entao valem:
a) Nﬁ@:{xeG‘x@lG}:{xeG’cp(x)zlL}ﬁG.

b) Va,beG: ar, b <= plab™')=1, < ab'eN,,.

Este subgrupo normal N, de G é usualmente indicado por
Nuc ¢ = {CL‘GG‘ p(z)=1,}
e se chama o niucleo do homomorfismo .
Demonstragao: a) Temos ¢(1,) = 1,. Logo, N, = {r € G |z Kk 1.} =
{reG (@) =p(1,)} ={reC | p(z) =1}

b) ar, b < wla) =) <= pla)p(b™") =pb)p(b™") <=
= plab™) =pbb™) =p(1,) =1, < ab'eN,_.
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11.3.24 Observacao.

Se (G; : ) e (L; *) sdo grupos e @€ LE um homomorfismo, entdo
a) ©(G) é um subgrupo de (L; * ).
b) Nuc ¢ <9G.

a) /{/cp - K:Nucgo

Demonstracao: a) Certamente, ¢((G) é uma subestrutura de (L; * ) . Mas para
todo ¢(z) € p(G) temos p(x)™! = p(z7!) € p(G). Logo p(G) é de fato um
subgrupo de L.

b) e c) seguem de 11.3.23.

O teorema geral do homomorfismo (ver 11.2.24), reformulado para grupos, é agora
assim:

I1.3.25 Teorema. (teorema do homomorfismo para grupos)
Sejam (G; . ) e (L; *) dois grupos. Seja @€ LY um homomorfismo
de (G;-) em (L;*). Seja Nuc p = {z€G | p(x)=1,} o nicleo do .
Entao valem:
a) ¢(G)={¢()| z€G} éum subgrupo de (L; * ).
b) Nuc ¢ € um subgrupo normal de G.

c) Existe um unico isomorfismo ¥ do grupo quociente (G’/Nuc ;- ) sobre
o subgrupo tmagem (gp(G); * ) , de tal maneira que @ =1 o~y .
Particularmente,

(G/Nucp; - ) = ((G); ) .

O teorema do homomorfismo para grupos diz portanto:

O grupo quociente de um grupo mod um qualquer subgrupo
normal, é uma imagem homoméoérfica do grupo original.

E reciprocamente vale: A imagem homomorfica de um grupo por
um homomorfismo ¢ é um grupo, o qual pode ser reencontrado
isomorficamente em forma de um grupo quociente, olhando o grupo
original mod o subgrupo normal Nuc ¢ associado ao homomorfismo

.
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IMAGENS HOMOMORFICAS ABELIANAS DE GRUPOS

Um grupo G em geral n3o é comutativo. Queremos agora descobrir como deve ser
o nicleo N de um homomorfismo ¢, para que a imagem ¢(G) = G/N seja um
grupo abeliano.

11.3.26 Observacao.

Seja G um grupo e N IG. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) O grupo quociente G/N ¢€ abeliano.
b) Para todos os a,b€G temos a 'b~labe N.

Demonstracao: Temos G/N é abeliano <= (aN)(bN) = (bN)(aN)
VaN,bNeG/N <= abN =baN Va,beG <+
< a ' labN =N Va,beG <= a b 'abeN Va,bed.

O elemento a~'b~'ab chama-se o comutador dos elementos a,beG.

11.3.27 Definicao.
Seja G um grupo. O subgrupo normal
G'=N N,

NG
G/N abel

a intersecdo de todos os (i.e. 0 menor dos) subgrupos normais de G com quociente
abeliano chama-se o a derivada de G.

Vemos por 11.3.26 que a derivada GG é ao mesmo tempo o menor subgrupo normal
de G que contém todos os comutadores de G.

Portanto, a caracterizacao das imagens homoméorficas comutativas de grupos é:

Um grupo quociente G/N € abeliano, se e somente se G' < N.

Os GRUPOS ciCLICOS

Uma aplicacao importante do teorema do homomorfismo na teoria dos grupos é a
classificacdo dos chamados grupos ciclicos.
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11.3.28 Observacao.
Seja (G; : ) um grupo e x€G um elemento fixo. Entao:

a) A aplicagio ¢, €G% definida por
p,(m)=2" VYmeZ,
¢ um homomorfismo do grupo (Z; + ) em (G; : )
b) A imagem de ¢, indicada por
(@) = p,(Z) = {2" | me Z} |

consistindo de todas as potencias (positivas e negativas) deste x, é chamado
o subgrupo ciclico de GG gerado por x

c) FEziste um dnico n € IN,, tal que o nicleo de ¢, € o subgrupo
Nucp, =U,={nk|keZ}={meZ|s"=1}<Z
e vale o isomorfismo
Z|U, = Z|Nuc o, = o (Z) = (x) .
Particularmente, |[(x)| =n se n >0 e [(z)| = 00 se n = 0.

Demonstracao: a) Para todos os my,my € Z temos

mi+me mi Mg __

gpm(ml + m2) = = z - %(ml)@x(mﬁ :

b) é claro.

c) Temos n =0 ou n é o menor dos nimeros naturais m com z" = 1 (comparar
11.2.10).

11.3.29 Definicao.

Seja (G; ) um grupo e x € G um dos seus elementos. Seja n € IN, o dnico
niimero tal que U, é o nlcleo do homomorfismo ¢, de 11.3.28. Colocamos

o(a:)— n sen>0
]l o sen=0
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e chamamos o () a ordem do elemento z.

I1.3.30 Definigao.

Um grupo G é chamado um grupo ciclico, se existe um elemento = € G tal que

G = (z).

Se G = (x) é ciclico, isto significa entdo que o homomorfismo ¢, : Z — G
de 11.3.28 é um epimorfismo para este x, ou seja, G é uma imagem homomorfica
de (Z; + ) . Portanto temos:

A menos de isomorfismo, os grupos ciclicos sao exatamente
0 grupo (Z; + ) e suas imagens homomorficas.

Também: Quaisquer dois grupos ciclicos da mesma ordem n sao isomorfos
(1 <n<o0).

11.3.31 Exemplo.

Seja n € IN e consideremos a matriz

COS 2n sen 2n
n n

— sen 2n COS 2
n n

A matriz x descreve no plano Euclidiano uma rotacao pelo angulo 27” As férmulas
da trigonometria elementar mostram (realizar estas contas!) que temos para todos
os me 4 :

m
coS 2% sen 2% coSs %Tm sen %Tm
Py (m) =" = 2 2 - 2tm 2mm
—sen <L cos —sen % cos 2
n n n n
e
10
Nuc ¢, = mEZ(azm: =nZ .
01
Portanto,
< cos 2™  gen 2T >
n n
—sen 2T cos X
n n
é um grupo ciclico de ordem n. n
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§ II.4 Anéis e Corpos

ANEIS E SUBANEIS

As mais importantes estruturas algébricas com duas composicoes internas, sao os
chamados anéis:

I1.4.1 Definicao.

Uma estrutura algébrica com duas composicoes internas (A; +, - ) é denominada
um anel, se

i) (A; + ) é um grupo comutativo.
i) (A; : ) é um semigrupo.
iii) Valem as leis distributivas

alb+c)=ab+ac e (b+cla=ba+ca VabcecA.

11.4.2 Exemplos.
a) (Z; +, - ) € um anel, o anel dos numeros inteiros.
b) (B; +, - ) é o anel dos numeros reais.

c) Seja (A; + ) um grupo comutativo aditivo.
Definindo-se uma multiplicacao trivialem A por ab=0 Va,be A, temos
que (A; + ) é um anel.
Particularmente, se ({O}; + ) é um grupo com um sé elemento,
({0}; +, - ) é 0 anel unitdrio com wm so elemento.
d) Seja
a, a

e[ )

o conjunto das (2 x 2)-matrizes com entradas reais.
Definindo-se para todas as

a,, ap, b11 b12
( Ay Ay )j ( b21 bzz )GA
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a soma e o produto por
a, a
( 11 12 ) +
a?l a22
( Ay, Ay ) R ( b11
a21 a22 b21

temos que ( M, (IR); +, - ) é um anel, o anel das (2 X 2)-matrizes reais.

bll 12 ) — ( all + bll a12 + b12 )
b21 b22 a21 + b21 a22 —|— b22
12 — allbll + a12b21 a11612 + a12b22
a,. b . +a,.b, a, b, +a.b ’

21711 22721 21712 22722

b
b22

e) Seja E um conjunto e considere A = 2¥ o conjunto de todas as partes de
E. Definindo-se para todas as X, Y € 2.

X+Y=(XUY\XNY) e X Y=XnNY,

temos que (Ql; +, - ) é um anel, chamado o anel de BOOLE sobre o con-
Junto E.

(Provar estas assercdes !) m
Uma conseqiiéncia das leis distributivas em anéis é:

I1.4.3 Observacao.
Seja (A; =+, ) um anel. Entao

O0-z=x-0=0 para qualquer elemento x € A.

Demonstragao: Temos 0 + 0 = 0. Segue (0 + 0) = x - 0 e dai pela lei
distributiva: -0+ 2 -0 = z - 0. Somando-se —(z - 0) a ambos os lados,
obtemos (z -0+ z-0)+ (—(z-0)) = -0+ (— (z-0)). Portanto também
-0+ (z-0+(—(2:0))=2-04+(—(z-0)). Mas -0+ (= (z-0)) =0, o
que mostra z-0=x-04+0=0.

0.2 =0 é mostrado da mesma forma, empregando-se a outra lei distributiva.

I1.4.4 Definicao.

Um subconjunto S de um anel (A; +, - ) é dito um subanel de A, se
i) S é um subgrupo de (A; + ) .
ii) S € um subsemigrupo de (A; : ) :
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Isto significa portanto que S # @ evale a—beS e abe S para todos os a,be S.

11.4.5 Exemplos.

a) Para todos os n € IN,, os subgrupos U, = {nk‘ kEZ} de (Z;Jr)
sao de fato subanéis de (Z; +, - ) .

b) Z éum subanelde (R;+, - ).

c) Osubgrupo 3Z = {1k | ke Z}={0,+], +1,4£3 £2,.. .}
de (]R;—i—) nao é um subanel de (]R;—l—, )

d) Para qualquer anel (A; +, - ) temos os subanéis triviais {0} e A.

(Detalhar!)

HOMOMORFISMOS E RELACOES DE CONGRUENCIA NUM ANEL - IDEAIS

Um homomorfismo ¢ de um anel (A; +, - ) para uma estrutura algébrica (L; +, - )
é uma aplicacdo pe L4 tal que, para todos os a,b€ A :

pla+b) =p(a)+ o) e plab) = p(a)p(b) .

I1.4.6 Observacao.

Seja © um homomorfismo do anel (A; +, - ) para a estrutura algébrica (L; +, - ) .
Entao

a subestrutura (go(A);—F, ) de (L;+, ) ¢ um anel .

(N3o estamos supondo que (L; +, - ) é um anel !)

Demonstragao: Certamente, ¢(A) é uma subestrutura de (L;+, - ). Mas
@(A) é de fato um subgrupo comutativo de (L; +) e um sub-semigrupo de

(L;-) (ver 1.2.30/31).

Também valem as leis ditributivas em ¢(A) : Para todos os z,y, z € p(A), existem
a,b,ce A com p(a) =z, p(b) =y, p(c) = z. Segue
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2(y + 2) = ¢(a) (e(b) + ¢(c)) = p(a)p(b+¢) = ¢ (a(b+¢)) =

= p(ab + ac) = p(ab) + p(ac) = p(a)p(b) + p(a)p(c) = vy + x2 .

A lei (y + z)xr = yx + zx é andloga. Logo a subestrutura ¢(A) de L é de fato
um anel.

Uma relacdo de congruencia do anel A, i.e. uma kK € Cg(A; +, -), é um
elemento
k€ Eq(A) C 244,

tal que Va,a',b,b'eA:

/
{Z:; — a+brka+b e a-bra-b.

Se k é uma relacao de congruéncia do anel (A; +, ) e v é o epimorfismo
candnico de A sobre A/k, vemos por I1.4.6 que a estrutura quociente (A//ﬁ); +, - )
é de fato um anel.

(A/H; +, - ) chama-se o anel quociente de A mod k.

Para classificar (a menos de isomorfismos) os anéis que sdo as imagens homomoérficas
de um anel (A; +, - ) , € preciso determinar ou descrever o conjunto Cg( A+, - )
de suas relages de congruéncia (ver 11.2.24/25).

Se (A; + . ) € um anel e S é um subanel de A, podemos claramente con-
siderar a relagdo de equivaléncia x, definida por a K, b <= a—0b € S. Esta
relacdo é compativel com a adicdo, pois todo subgrupo S do grupo comutativo
(A; + ) énormal nele (ver 11.3.18). Logo

/@SECg(A; -I—) :

Além disso, sabemos que toda relacdo de congruéencia de (A; + ) é assim obtida.
Problemas vamos ter em geral quanto a compatibilidade de xk, com a multiplicagao:
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Considerando-se em (]R; +, - ) o subanel Z dos nimeros inteiros e a relacao

|

Qual a propriedade adicional que um subanel S deve ter para que a relagdo x,
seja também multiplicativamente compativel?

aky,b <= a-beZ (a,belR),

temos

NI NIt
1o
[N}
NP,
T
N

K
Kz

== D=

I1.4.7 Definicao.

Um subconjunto I de um anel A é denominado um ideal de A,
indicado por I <A (i.e. usamos a mesma notagdo usada para indicar subgrupos
normais em grupos), se

1) I é um subgrupo do grupo aditivo (A; -+ ), le. I # @ ex—yel para
todos os x,yel.

2) ar€l exacl Vzel, VaeA,

i.e. I ndoé apenas multiplicativamente fechado: I contém um produto ax
ou xa sempre se (pelo menos) um fator estd em [.

Por J(A) indicamos o conjunto de todos os ideais de A.

Escrever I € J(A) significa o mesmo quanto [ < A.

Os ideais de um anel sdo portanto uma categoria especial de subanéis - da mesma
forma que os subgupos normais de um grupo sao uma categoria especial de sub-
grupos.

11.4.8 Exemplos.

a) Para qualquer anel A temos {0} , A € J(A), i. e. os subgrupos aditivos
triviais {0} e A s3oideais de A, os chamados ideais triviais.

b) Seja (A;+,-)=(Z;+, ) eneclN,
Para os subanéis U,, = {nkz‘ kEZ} de (Z;+, ) temos de fato

USSKIVAR
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c) O subanel Z de (R; + ) n3o é um ideal de IR.
(Confirmar estas asser¢des !) m

Parecido aos subgrupos normais em grupos, os ideais sao responsaveis pelas relacdes de
congruéncia de um anel:

11.4.9 Proposicao.
Seja (A; +, - ) um anel e I JA. Definindo-se para todos os a,be A :

ark,b <= a—-bel, temos
a) /{IECg(A;Jr,-).
b) Se I,,1,JA com I, #1,, entiok, # K, .

Demonstracao: Ja sabemos «, € Cg( A + ) . Também sabemos que
K, # K, se I # I, (verll.3.18)

/
; a

b/

ar

- . Isto significa

Suponhamos a,a’, b, b’ € A sio tais que {

a—a'el e b—-bel.
Como [ é um ideal de A, temos
alb—bYel e (a—a")b'el.
Segue
ab—a't' =a(b—>b")+ (a—a')b'el e portanto abk, a’d’.

Vemos que k, € Cg(A; +, )

Também ao contrario vale: Toda relacdo de congruéncia de A ¢é induzida por
um ideal de A :

11.4.10 Proposicao.

Seja (A; +, ) um anel, Kk € Cg(A; + . ) uma relacao de congruencia.
Entao
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a) I,={z€A|xzr0} ¢éum idea de A.
b) Para todos os a,be A temos

a kb= a-bel, .

Demonstracgao: a) Sabemos que [, € um subgrupo do grupo aditivo (A; + ) :

x Kk 0
Se xel e acA, temos{a . a esegue xa K 0-a=0=a-0 Kk ax. Logo,

za, ar €1, . Isto significa I, I A.
Além disso, Va,beA :

a kb= a-bkr 0+ a-bel,.

Portanto temos a
I1.4.11 Conseqiiencia.

Seja A um anel. Entre o conjunto J(A) dos ideais de A e o conjunto Cg( A+, - )
das suas relagoes de congruencia, existe uma correspondencia biunivoca, esta-

belecida por
VIeJ(A),

I — K,

cuja mversa €
k — I VK;GCg(A; +, ) :

Particularmente, J(A) e Cg(A; +, ) sao conjuntos equipotentes.

Além disso,
{0} — K, =6, e A — 5, =AxA,

i.e. nesta correspondéncia, o ideal I = {0} corresponde a relacdo da igualdade, o
ideal I = A corresponde a relacao universal em A.

I1.4.12 Conseqiiencia.

Um anel (A; +, - ) ¢ simples, se e somente se

A#{0} e J(A)={{o}, A} .
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ANEIS QUOCIENTES E IDEAIS
I1.4.13 Observacgao.

Seja (A; 4+, - ) um anel, I JA e k, é a congruencia associada ao 1.
a) A classe de equivalencia a do elemento a€ A mod k, €
a=a+ 1= {a+$’ xel} :
b) O anel quociente A/k, €
Alk, = {a+]’ ac€A} .

FEscreve-se também A/l = A/k,.

Demonstragao: a) r€a < z Kk, a4 < v —a€l < zca+ 1.
b) também ¢é claro.

I1.4.14 Observacgao.
Seja (A; +, ) um anel, I <A e
A/l = {a+1| acA}
o anel quociente de A mod I. Entao
a) A adigdo e multiplica¢ao induzidas em A/I sdo dadas por

(a+1I) + (b+I) = (a+b)+1

Va+I, b+1€A/l.
(a+1)- (b+I)=ab+1

I, a classe de 0, é o elemento nulo de A/I.
Para todo a+1€A/I seu negativo é —(a+1) = (—a)+1.
b) O epimorfismo candnico v € (A/1)* ¢ a aplicacio dada por
v(a) =a+I Va€eA.
Demonstracao: Abreviamos a = a—+1,
a) Se a,be A, a adicdo e multiplicagcdo indicadas s3o
a+b=(a+I)+(b+I)=(a+b)+I=a+b,
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a-b=(a+I)  (b+1)=ab+1=ab

i.e. saode fato as composicoes das classes através das composicoes dos represen-
tantes.

As demais afirmacoes também s3o imediatas.

b) Lembrar que v(a) =a=a+1 VacA.

11.4.15 Observacao.

Sejam (A; +, - ) e (L; +, - ) anéis e € LA um homomorfismo.
Seja k, a relagao de congruencia associada ao @, i.e.

ar,b < pla)=¢0).

Entao valem:

a) O ideal I, €

I, ={z€A ’ xk,0,}= {xEA‘ p(z)=0,} .
b) Va,beA:
ak,b = pla—b)=0, < a—-bel,, .
Este ideal I, de A € usualmente indicado por
Nuc ¢ = {xEA’ o(r) = OL}

e se chama o nucleo do homomorfismo ¢
Demonstragao: a) Temos ©(0,) = 0,. Logo, I, = {= EA) xk,0,} =
{xEA ‘ o) = @(OA)} = {:CEA ’ o(zr) = OL}.

b) ar, b <= p(a) =) <= ¢(a)+p(=b) = @(b) + p(-b) =
> pla—b0)=p(b—-0)=¢0, =0, <= a—-bel,,.

I1.4.16 Conseqiiéncia.
Se (A; +, - ) e (L; +, - ) sdo anéis e ¢ € L4 um homomorfismo, entdo
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a) @(A) € um subanel de (L;+, -).
b) Nuc ¢ JA.

C) K(p - K:Nucgo

Demonstragao: a) Ver I1.4.6.

b) e c) seguem de 11.4.15.

O teorema geral do homomorfismo (ver 11.2.24), reformulado para anéis é agora
assim:

I1.4.17 Teorema. (teorema do homomorfismo para anéis)
Sejam (A; +, - ) e (L; +, - ) dois anéis. Seja o€ LA um homomorfismo de
(A; +, - ) em (L; +, - ) Entao valem:

a) A imagem p(A) = {go(x) ‘ xeA} ¢ um subanel de (L; + . )

b) O niicleo Nuc p = {z€ A ’ p(z) =0,} € um ideal de A.

c) Existe um unico isomorfismo v do anel quociente (A/Nuc ©; 4+, - ) S0-
bre o subanel imagem (gp(A); +, - ) , de tal maneira que ¢ =1 o-y.
Particularmente,

(A/Nucp;+, - )= (p(A);+, - ) .

O teorema do homomorfismo para anéis diz entdo:

O anel quociente de um anel mod um qualquer ideal, é uma
imagem homomorfica do anel original.

Reciprocamente vale: A imagem homomoérfica de um anel por um
homomorfismo ¢ é um anel, o qual pode ser reencontrado
isomorficamente em forma de um anel quociente, olhando o anel
original mod o ideal Nuc ¢ associado ao homomorfismo .
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PROPRIEDADES ESPECIAIS DE ANEIS
I1.4.18 Definicao.
Um anel (A; +, ) chama-se
a) um anel com identidade se existe um elemento 1€ A tal que
l-a=a-1=a paratodo a€ A.
Isto significa portanto que o semigrupo (A; : ) é um mondide.
b) anel comutativo, se ab = ba para todos os a,b € A. Isto significa que o
semigrupo (A; : ) é comutativo.

c) anel comutativo com identidade se A tem as propriedades de a) e b) si-
multaneamente. Isto significa portanto que (A; ) é um mondide comuta-
tivo.

d) um dominio de integridade, se A é um anel comutativo com identidade,
tal que R(A4; - ) = A\{0}. Isto significa que, se 0 #ac€ A e z,2' € A
entao temos a lei do cancelamento

ar = ar — x =2

e) um corpo, se A é um anel comutativo com identidade 1 # 0, tal que
U(A4; - ) = A\{0}. Isto significa portanto que se 0 # a€ A,

entdoexiste €A com ax = 1.

11.4.19 Exemplos.

a) (Z; +, - ) , 0 anel dos nimeros inteiros é um dominio de integridade porém
nao é um corpo.

b) (IR; +, - ) , 0 anel dos nimeros reais, é um corpo.

c) O anel (2%; +, - ) dos ndmeros inteiros pares é um anel comutativo sem
elemento identidade.

d) Seja (A; + ) um grupo comutativo aditivo.
O anel (A; +, ) com a mutiplicagdo trivial (ab =0 VY a,be A), é um
anel comutativo. Ele ndo possui uma identidade se |A| > 2.

O anel trivial A = {0}, cujo tnico elemento é tanto o elemento nulo quanto
a sua identidade, no nosso entendimento é um dominio de integridade.
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e) O anel
A= M,(IR)

das (2 x 2)-matrizes com entradas reais, é um anel ndo-comutativo com o

elemento identidade ( (1) (1) ) )

f) O anel de BOOLE (Ql P, ) sobre o conjunto E (2 = 2% é o conjunto de
todas as partes de FE), é um anel comutativo cuja identidade é a parte £/ €2
(a parte vazia @ € U é o elemento nulo!). Ele ndoé

um dominio de integridade se |E| > 2 (i.e. se |2A| >4 [ver 11.4.22 b)]).
Para £ = @ temos que A= {@} é um anel trivial com um sé elemento.
Para £ = {b} um conjunto unitario, temos que A= {@, E} é um corpo
com 2 elementos.

(Provar estas assercoes !) n

Pelos nossos conhecimentos podemos afirmar:

11.4.20 Observacao.
a) Todo corpo (C; +, - ) ¢ um dominio de integridade

b) Todo dominio de integridade (A; +, - ) ¢ um anel comutativo com iden-
tidade

c) Um anel comutativo com identidade A é um dominio de integridade, se
e somente se YV a,be A :

ab=0 — a=0 ou b=0.

Demonstragao: a) Observe U(C; - ) CR(C; ).

b) Vale por definicao.

c) Se R(A4; - ) = A\{0} e tendo em vista que R(A) é multiplicativamente fechado,
concluimos ab # 0 sempre se a # 0 # b.

Reciprocamente, se R(A) - A\{0}, vai existir 0 # a € A que n3doé regular.

Portanto existem z,2/ € A com x # 2’ mas ax = az’. Considerando-se b =
x — 2’ # 0, obtemos ab = a(x — 2') = ax — az’ = 0.

141



Um produto de dois elementos num anel é 0, sempre se um dos fatores é 0 (ver
11.4.3).
Vemos que esta conclusao, porém, nem sempre é reversivel, i.e.

um produto ab num anel pode ser 0 com ambos os fatores a,b # 0.

Isto justifica a

11.4.21 Definicao.

Um elemento a de um anel comutativo A # {0} chama-se um divisor de zero, se
existe um 0 # be A tal que ab = 0.

Observamos que a = 0 sempre é um divisor de zero (trivial) (por 11.4.3).

Por 11.4.20 c), os dominios de integridade A # {0} portanto, ndo possuem divisores
de zero nao-triviais.

11.4.22 Exemplos.
2.-3=0 e 240#3.
Portanto, 2 e 3 s3o dois divisores de zero nio-triviais.

b) Seja E um conjunto com |E|>2eA=2% Seja ACFE com@p#A+E
e B=Cpt,(A). Temos

O+A BeAcom AB=ANB=9.

Portanto, A e B saodois divisores de zero nao-triviais do anel de BOOLE
(Ql; +, N ) (observe que @ é o elemento nulo de 2L !).

IDEAIS PRINCIPAIS EM ANEIS COMUTATIVOS COM IDENTIDADE
I1.4.23 Observacgao.

Seja (A; +, - ) um anel comutativo com elemento identidade 1 e seja a€ A
um qualquer elemento. Entao

aA = {ax‘ a:EA}
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i.e. o conjunto de todos os mailtiplos de a, forma um ideal de A. Vale a€aA
e aA € o menor ideal de A que contém a.

Este ideal aA, as vezes também denotado por I, ou (a), é denominado

o ideal principal de A gerado por a.

Demonstragao: Certamente, a =a-1€aA # @. Se z,y € aA sdodois quais-
quer elementos, existem z,,y, € A com z = ax, e y = ay,. Segue * —y =
ax, —ay, = a(x, —y,) €aA, mostrando que aA é um subgrupo aditivo de A.

Se ainda c€ A, segue xzc = cx = (ax,)c = a(x,c) € aA. Portanto, aA de fato é
um ideal de A.

Como qualquer ideal de A que contém a também deve conter todos os muiltiplos
ax, vemos que aA é de fato o menor ideal de A contendo a.
11.4.24 Exemplos.
a) Seja (A;+, - )=(Z;+, ")
(6)=1I,=6%Z = {6z | xcZ}
é o ideal principal de Z gerado por 6. Observamos
(6) = (~6)

b) Seja £ um conjunto, A= 2% e seja (Q(; +, ) o anel de BOOLE sobre
E, as composicoes de 2l sendo

X+Y=(XUY)\(XNnY), X-Y=XnNnY VXYecd.
O ideal principal de 2 gerado por A € 2, é
AA=(A) ={AX | X e} ={ANX| X e} =
={Y|YCA}=24<g2F,

Em qualquer anel (comutativo com elemento identidade) temos
{(a)| a€cA} CT3(A),

isto significa que os ideais principais formam wma subfamilia do conjunto de
todos os ideais de A. Observamos que, além dos ideais principais podem existir
outros ideais num anel A :
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11.4.25 Exemplo.

No anel de BOOLE
A =2N

sobre os ndmeros naturais (ou sobre qualquer conjunto infinito) temos que
F={X||X|<o},

a familia dos subconjuntos finitos de IN, forma um ideal (demonstragdo 7).
§ nao pode ser um ideal principal de (2JN; +, - ) .
Para qualquer '€ §e X € 2 temos |FX|=|FNX|<|F|.

Como § contém subconjuntos de tamanho finito arbitrdrio, isto significa que
(F) = FUA= 2F % §, qualquer que seja o elemento F' € § e nao podemos ter

§= (F). Porexemplo: FU{j}eF \(F) se jeIN\F.

Portanto: Sé excepcionalmente vamos ter
{(a) | acA} = T3(A).

A seguinte definicdo destaca entre os dominios de integridade aqueles nos quais os
ideais principais exaurem o conjunto de todos os ideais.

11.4.26 Definicao.

Um anel (A; +, - ) é chamado um dominio de ideais principais, se
i) A é um dominio de integridade.

i) Todo ideal de A é um ideal principal.

11.4.27 Exemplo.

O anel (Z; +, - ) dos nimeros inteiros é um dominio de ideais principais.

Demonstracao: Seja dado um ideal J de Z. Por 11.2.10 sabemos: A relacido de
congruencia k, de Z definida pelo J, é da forma xk, = =, onde

{n:() se J = {0} ”

n = o menor numero natural contido em J se J # {0} .
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Portanto, J = (n) é um ideal principal e vemos

{(a)| acZ}=3(Z) .

ANEIS SIMPLES E CORPOS

A propriedade da simplicidade (i.e. A # {0} e J3(4) = {{0} , A}) tem uma
caracterizacao transparente, se A é um anel comutativo com elemento identidade.
Esta queremos mencionar:

11.4.28 Proposicao.
Seja (A; +, - ) um anel comutativo com elemento identidade 1.
Fquivalentes sao :

a) (A; + . ) ¢ simples

b) (A;—|—, ) ¢ um corpo

Demonstragao: "a) = b)": Seja (A; +, ) simples. Isto significa J(A) =
{{0} , A} com A+ {0}. Seja dado 0 # a€ A e considere o ideal principal

(a) =aA = {asc’ zEA} .

Temos {0} # aA € J(A). Portanto, aA = A, devido a simplicidade de A. Par-
ticularmente, 1 € aA, i.e. existe v, € A com az, = 1. Mas isto significa que
a € U(A4; - ). Logo U(4; - )= A\{0} e vemos que A é um corpo.

"b) = a)": Seja (A;+, ) um corpo e seja dado um ideal {0} # I € J(A).
E preciso mostrar que I = A. Para isto peguemos um 0 # a€ . Como A é um
corpo, temos a € U(A; - ). Logo, existe z,€ A com 1 = az, €. Paratodo yc A
concluimos agora y = y - 1 €1 . Isto significa [ = A e dai J(A) = {{0} : A}.
Vemos a simplicidade de A.
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IDEAIS PRIMOS E IDEAIS MAXIMAIS

Ideais com propriedades especificas conduzem a anéis quocientes especificos. Ve-
jamos alguns exemplos no caso de anéis comutativos com elemento identidade.

Lembremos que qualquer ideal contém um produto ab de elementos de A desde
que ele contenha pelo menos um dos fatores a ou b. Esta conclusdao nem sempre
é reversivel: O produto de dois elementos ab pode estar num ideal com ambos os
fatores fora do ideal. A seguinte definicdo trata dos ideais para os quais isto nao
ocorre:

11.4.29 Definicao.

Seja A um anel comutativo com identidade. Um ideal P é denominado
um ideal primo,
se para todos os a,b€ A pudermos concluir:
abeP — a€P ou beP,

i.e. P contém um produto ab somente se ele contém um dos fatores.

11.4.30 Exemplos.

a) Seja p um ndmero primo. Ent3oo ideal principal P = (p) de (Z; +, )
é um ideal primo.

b) O ideal I = (6) de Z n&oé um ideal primo.
c) Em qualquer anel comutativo com identidade temos que o ideal trivial
P =A ¢ um ideal primo.

O ideal trivial I = {0} é primo, se e somente se A é um dominio de integri-
dade.

Demonstracao: a) Se a,b € Z s3otais que ab € P, isto significa que ab é
multiplo de p. Como um primo nao pode ser multiplicativamente distribuido para
dois fatores, concluimos que p tem que dividir um dos fatores a ou b (ou ambos).
Mas entdo a € (p) = P ou b € (p) = P. Vemos que (p) é um ideal primo.

b) Pois temos 2-3 = 6¢€ I, porém 2 ¢ [ e também 3 ¢ I. Logo (6) ndoé um
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ideal primo.
c) A primeira afirmacdo é evidente.

De ab € {0} podemos concluir a € {0} ou b € {0}, se e somente se ab = 0
implica em a =0 ou b= 0. Mas isto caracteriza os dominios de integridade entre
os anéis comutativos com identidade.

Os ideais primos podem ser assim caracterizados:

I1.4.31 Proposicao.

Seja (A; +, - ) um anel comutativo com identidade e J € J(A).
FEquivalentes sao:

a) J é um ideal primo.
b) O anel quociente A/J € um dominio de integridade.

c) O conjunto complementar A\J é multiplicativamente fechado.

Demonstragao: "a) <= c)": J é um ideal primo <

<— (Va,beA: abeJ = acJ ou belJ)
<— (Va,becA: a¢dJ ebdg] = abgJ )
< (Va,beA: abecA\J = abecA\J) .

"a) = b)": Seja J é um ideal primo de A e sejam
at+J, b+J€A/J tais que (a+J)(b+J)=J

(lembrar que J é o elemento nulo de A/J!). lIsto significa ab+J = J, ou seja,
ab € J. Por J ser ideal primo, concluimos a € J ou b€ J. Mas isto quer dizer
a+J =J ou b+J = J.

Logo o unico divisor de zero de A/J é J, o elemento nulo de A/J.

"b) = a)": Suponhamos A/.J é um dominio de integridade e sejam a,b€ A com
ab € J. Temos portanto (a+J)(b+J) = ab+J = J. Por A/J ser dominio de
integridade, concluimos a+J = J ou b+J = J. Mas entdao acJ ou be.J. Vemos
que J é um ideal primo de A.
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J4a que os ideais primos sao exatamente aqueles cujos anéis quocientes sao dominios
de integridade, uma pergunta justificada é:

Como sao os ideais cujos quocientes sao corpos?

Como todo corpo é um dominio de integridade, estes ideais deverdo ser ideais pri-
mos especificos.

I1.4.32 Definigao.

Seja (A; +, - ) um anel comutativo com elemento identidade. Um ideal M <A
é denominado um ideal maximal de A, se

i) M £ A

i) Se XA com M < X # A, entdo X = M,
i.e. que entre M e A nao existe propriamente nenhum ideal de A.
(Equivalentemente: Se M < X <A, entdo X = A.)

11.4.33 Proposicao.

Seja (A; +, - ) um anel comutativo com identidade e J<<A. Entao sao equiv-
alentes:

a) (A/J;—i—, ) ¢ um corpo.

b) J é um ideal mazimal de A.

Demonstragéo: Certamente,
A/J é um anel comutativo cujo elemento identidade é 1+.J

(a classe 0+.J = J é seu elemento nulo).
Por 11.4.28, a afirmacdo da proposicao pode ser substituida por:

A/J é um anel simples, se e somente se J € um ideal mazimal em A.

"a) = b)": Seja A/J um anel simples. Particularmente temos |A/J| > 2 e
portanto, J% A.

Suponha, J < X <A e X # A. Segue que
X/J={z+J| zeX]
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é um ideal de A/J com {J} =J/J < X/J # A/J (detalhar!). Pela simplicidade
de A/J concluimos portanto X/J = {J} e dai X = J. Isto mostra que J é um
ideal maximal de A.

b) = a)": Suponha J é um ideal maximal em A. Isto significa J # A e para
todo ideal Y com J <Y <A temos Y = J ou Y = A. Devemos mostrar que
A/J é um corpo:
Certamente, temos |A/J| > 2. Seja dado um J # a+J € A/J. Devemos mostrar
que a+.J é multiplicativamente inversivel, ou seja, devemos encontrar z,+J € A/J
com

(a+J)(x,+J)=1+J .
Consideremos Y = J + (a) = {j+aaz‘ jeJ, xEA} e provemos que J <
Y QA : Fazendo x =0, vemos J C Y. Paraxz =1e j =0 vemos acY\J. Logo,
J % Y. Provemos agora que Y é um ideal de A:
Temos Y # @. Sejam y,,y,€Y. Existem j ,j,€J, z,x,€A com y, = j, + ax,
ey, =Jj,+ax,. Seguey —y, = (j,—7J,) +alzr, —z,)€Y. Se ainda be A, temos
by, = y,b = j,b+ a(x,b) € J + (a) = Y. Portanto, Y é um ideal de A e vemos
J <Y JA.
Pela maximalidade de J concluimos Y = A. Segue 1€Y e vaoexistir j,€J, x, €
Acom 1=j +ax, Segue 1+J =3 +ax,+J=azx,+J=(a+J)(z,+J).
Logo, a + J é inversivel e vemos que A/J é um corpo.

11.4.34 Conseqiiéncia.

Todo ideal maximal de um anel comutativo com identidade, € um ideal primo.

11.4.35 Conseqiiéncia.

Seja (Z; +, - ) o anel dos nimeros inteiros e n € IN,. Entao sao equivalentes:
a) (Z/(n);+,-) €um corpo.

b) n=p € um nimero primo.

Demonstragao: "a) = b)": Seja Z/(n) um corpo. Por 11.4.33 sabemos
que (n) tem que ser um ideal maximal de Z. Como Z n3oé um corpo, vemos
que {0} # (n) # Z, i.e. n > 2. Seja n é decomposto como n = rs com
1 <r,s<mn. Temos (n) C (r)<JZ e vemos que devemos ter (r) = (n) ou
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(r) = Z. lsto significa r = n ou r = 1. Logo, ndo existe decomposi¢do prdpria
para n: n=p tem que ser primo.

"b) = a)": Suponha n=p é primo. Entdo (p) gé Z. Suponha (p) < XJIZ

com X # Z. Sabemos que todo ideal de Z ¢é um ideal principal (ver 11.4.27).
Portanto existe +1 # a € Z com X = aZ = (a). Como (a) = (—a), temos
X = (Ja|). Como (p) C X, vemos que p é miltiplo de |a| > 1. Segue |a| =p e
dai X = (p), mostrando a maximalidade do ideal (p). Por 11.4.33 concluimos que
Z /(p) € um corpo.

11.4.36 Exemplos.

a) No anel quociente Z/(10) temos
U (Z/(10)) = {1,3,7,9} ,
sendoque 1-1=9-9=7-3=1. Entretanto, as equacdes
2r=1, 4xr=1, 6x=1, 8x=1, brx=1

ndo possuem solu¢des = € Z/(10).

b) Para o corpo Z/(11), as 10 equacdes az =1 com 0 # a € Z/(11), com
suas solucoes sao
z7=1 «— z=1 62 =1 «— z=2
27=1 «— z=6 T=1 «— z=28
3=1 «— z=4 8z=1 «— =7
4z=1 «— 7=3 =1 «— z2=5
px=1 «— =9 10x=1 «— =10

ELEMENTOS IDEMPOTENTES

Num dominio de integridade, se um elemento z satisfaz x> = =, podemos concluir
x(x—1) = 0 eentdoxr = 0 ou z = 1. Se existem divisores de zero, tal con-
clusao nao € possivel. Num anel de BOOLE (2E; +, N ) por exemplo
(E é um conjunto), temos X2 = X N X = X para qualquer X € 2. Elementos
xr # 1 com 2% = z s3odivisores de zero especiais e merecem destaque:
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11.4.37 Definicao.

Um elemento e de um anel (A; +, - ) chama-se um idempotente de A, se
e’ =e.

Elementos idempotentes triviats em qualquer anel sao 0 e o elemento identidade
1 (se tiver). Como ja explicado, num dominio de integridade, n3o existem outros
além destes.

11.4.38 Exemplo.
a) Os elementos idempotentes de Z /6% s3o {0,1,3,4} .

b) Num anel de BOOLE, todo elemento é idempotente.

c) O anel Z /87, apesar de possuir os divisores de zero n3o-triviais,
2, 4 e 6, ndo possui elementos idempotentes além dos {0,1} .

Elementos idempotentes sempre aparecem em pares:
I1.4.39 Observacao.

Seja (A; =+, ) um anel comutativo com elemento identidade 1 e seja e € A
um elemento idempotente. Entao:

a) Também 1—e ¢é idempotente, vale e(1—e) =0 e 1—(1—e) =e.
b) Se ec A\{1,0}, entaoe e 1—e sao dois divisores de zero
nao-trivias.

Observacao: Um par de elementos {e, l—e} onde e é idempotente, chama-se um
par de idempotentes ortogonais.

Demonstragao: a) (1—-e¢)?=1-2e+e’l=1-2e+e=1—c.

2

Temos e(1 —e)=e—e*=e—e=0. 1—(1—e)=ce éclaro.

b) Segue, pois e(1 —e) =0 e e #0,1.
11.4.40 Exemplos.

a) Os pares de elementos idempotentes do anel A = (Z/(IO); +, - ) e

0,1y e {5 1-5) =15 6).
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b) Os pares de elementos idempotentes do anel A = ( Z/(100); + , - ) sdo
(0,1} e {25. 1-25)= {25, 76} .

c) Os pares de elementos idempotentes do anel A = ( Z/(105); + , - ) sdo

11.4.41 Proposicao.

Seja (A; + ) um anel comutativo com identidade 1 e I um ideal de A.
FEquivalentes sao:

a) O anel I possui uma identidade e.

b) FEziste um ideal J de A tal que

A=I1+J e InJ={0}.

Demonstragao: "a) = b)": Suponhamos, ¢ é uma identidade de I. Consider-
emos o ideal principal J = (1—e)A. Para €l N J temos

r=(l—e)a paraalgum ac A edai x =ex =e(l—e)a=0-a=0.
Logo, I NJ ={0}.
Temos 1 =e+ (1—e) e para todo y€ A :
y=1l-y=ey+(l—e)y com eyecl; (l—eyeJ.
Portanto, A =1+ J.

"b) = a)": Suponhamos a existencia de J<IA com [ +J=Ae INJ={0}.
Existem ecl e feJ com 1 =e+ f. Para todo z€ A temos

r=1-x=ex+ fr.

Para todo x €1 temos fxrelnJ ={0}. Portanto fr =0 e ex = z. Vemos que
e é a identidade de I.
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11.4.42 Exemplo.

Seja £ um conjunto, A= 2¥ e considere o anel de BOOLE (9[; +, ) Seja
A € 2 e considere o ideal principal

J=AA=24 < .
O elemento identidade de J é A, o de % é E. Temos
FE—-A=F+A=(EUA\(ENA)=FE\A.
Portanto, para J= (F\A)2A = 284 < 9 temos

J+3 =AU e InJ={0}.

Com isto queremos encerrar nosso curso de
Algebra 1

Tomara que tenham gostado e que esta apostila sirva para

algo além do necessario.
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