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TEORIA DOS NUMEROS

Notas de aula - Versao atualizada 2005

ProOF. RupoLF R. MAIER

¢ 1 Resultados Preliminares

A Teoria dos Nimeros, a mais pura disciplina dentro da mais pura das Ciéncias - da
Matemadtica - tem uma longa histéria, originando-se nas antigas civilizacdes da hu-
manidade. Listamos primeiro alguns nomes famosos de matematicos que voltarao a
aparecer no contexto do nosso curso:

Pitagoras 569-500 a. C.)
Euclides ~ 350 a. C.)
Eratéstenes 276-196 a. C.)
Diofantos ~ 250 d. C.)
Plutarco ~ 100 d. C.)

Marin Mersenne

Pierre de Fermat

Blaise Pascal

Christian Goldbach
Leonhard Euler

Joseph Louis Lagrange
John Wilson

Adrien Marie Legendre
Carl Friedrich Gauss
Augustin Louis Cauchy
Peter Gustav Dirichlet

P. L. Tchebychef

Frederick Nelson Cole

Axel Thue

Jacques Salomon Hadamard
Charles de la Vallée Poussin

(

(

(

(

(

(1588-1648)
(1601-1665)
(1623-1662)
(1690-1764)
(1707-1783)
(1736-1813)
(1741-1793)
(1752-1833)
(1777-1855)
(1789-1857)
(1805-1859)
(1821-1894)
(1861-1927)
(1863-1922)
(1865-1963)
(1866-1962)



Dedicaremos os nossos estudos durante este curso as propriedades dos
numeros inteiros racionais.
Lidaremos entao com o conjunto
Z={..,-3-2,-1,01,23,. ..}
dos nlimeros inteiros e seus subconjuntos, particularmente com os subconjuntos
N,={0,1,2,3,...} e IN={1,2,3,...}

dos nimeros inteiros nao-negativos e dos numeros naturais.

Iniciamos, lembrando exemplos de algumas sequéncias importantes no conjunto
IN dos nliimeros naturais:

1.1 Exemplo.

Seqiiéncias tmportantes em IN sao: A seqiiéncia
a) (n)neﬂv =(1,2,3,..., n,...) de todos os nimeros naturais,
b) (2n)n€ﬂv =(2,4,6,..., 2n,...) dos nimeros naturais pares,
c) (2n—1)n€m =(1,3,5,..., 2n—1,...) dos numeros impares,
d) (nQ)nelN = (1, 4,9 ..., n%,.. ) dos quadrados perfeitos,
e) (n?’)neﬂv = (1, 8,27 ,...,n%, .. ) dos cubos perfeitos,
f) (2”)HEIN =(2,4,8,..., 2" ,...) das poténcias de 2
g) <p”)nezN =(2,3,5,..., p, ,...) dos numeros primos,

h) etc.
Dizemos também: n é o n-ésimo nimero natural, 2n é o n-ésimo nimero par,

2n — 1 é o n-ésimo ntimero impar, n? é o n-ésimo quadrado perfeito, etc.

Temos duas operagoes internas em IN, e também em Z a adicao + e a multi-
plicacao - as quais queremos admitir sem mais explicacoes.
A ordem natural em Z é dada por: V n,m € Z temos

m<n <= aequagao m +x =n possui uma solugio =z € IV, .

Uma fundamantal propriedade do conjunto IN dos nimeros naturais é:



O PRINCIPIO DA INDUCAO.

Todo conjunto nao vazio S de numeros naturais possut um elemento minimo.
Em simbolos:

VSCIN, S#@,d meS talque m<n V neS.

Deste principio segue a importante
1.2 Proposicgao.

Seja T um congunto de nimeros naturais (i.e. T C IN) satisfazendo as
propriedades:

a) 1eT
b) Sempre se n € T, entdo também n+1 € T.

Entao T'=IN € o conjunto de todos os niumeros naturais.

Demonstragao: Suponhamos T # IN. Para o conjunto complementar

S =IN\T temos entdo @ # S C IN. Pelo principio da inducdo existe m € S tal
que m < n para todos os n € S. Como 1 € T pela propriedade a), temos 1 &€ S,
particularmente m > 1. Dai concluimos n = m—1 € T Pela propriedade b) temos
porém m =n+1 € T, de onde sai o absurdo m € SNT = @. Isto mostra que
S # ¢ é impossivel. Temos que ter S=@ edai T'=IN.

Proposicao 1.2 aplica-se para verificar a validade geral de férmulas as quais en-
volvem nimeros naturais, como mostra o seguinte

1.3 Exemplo.

Para todos os niumeros naturais n vale
1+34+5+...+(2n=3)+ (2n—1)=n* (x).
Em palavras: A soma dos n primeiros nimeros naturais impares é o n-ésimo
quadrado perfeito.
Demonstragao: Seja T' = {n e IN ’ zn:(Qk—l) = n2} o conjunto dos nimeros
k=1

naturais para os quais a férmula (x) é verdadeira (o " conjunto verdade" ou o " con-
junto de validade” de (x)). Para mostrar que T'= IN, sé é preciso verificar a) e b)
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da Proposicao 1.2 para este 7'

Para n =1 (x) simplesmente afirma que 1 =12, o que certamente é verdade, ou
seja, 1 €T
Suponhamos n € T' para algum nimero natural n, isto é,

14+3+...+2n—1)=n.
Somando-se 2n+1 a ambos os lados, obtemos
14+3+...+(2n—1)+ (2n+1) = n®+2n+1,
de onde segue
1+3+ ...+ (2n=1)+ (2(n+1)—1) = (n+1).

Isto por sua vez significa n+1 € T. Pela proposicao concluimos que o conjunto
verdade da férmula (x) é o conjunto 7" = IN de todos os nimeros naturais.

1.4 Exemplo.

Para todos os numeros naturais n e todo real a # 1 vale

an—‘rl_l

l+a+ad’+a+.. . +a +a"=

a—1

Particularmente (quando a = 2) obtemos

1+2+44+... +27tpon=9ontl _ 1

Demonstracao: Mais uma vez temos que verificar a assercao para n = 1 e para

n—+1 sob a hipdtese que ela ja é valida para algum n:
2

Para n = 1 simplesmente afirma-se que 1+a = ail, o que é verdade (porqué?).
a—

Suponhamos, para algum nimero natural n ja esteja provado

n+l 1
l+a+a’+ad®+...+ad" ' +a" =12 :
a/_
Somando-se a™*!' a ambos os lados, obtemos
n+1l 1
a_



de onde segue

ntl _q — 1)gnt+! (n+1)+1_1
l+a+a’+...+a" +a"t=2 tla— ™ _ e

a—1 a—1

Isto diz que a férmula continua valida para n+1. Concluimos que ela vale para
todo n € IN.

Mencionamos que, as vezes é conveniente trabalhar com a seguinte generalizacdo de
1.2:
1.2’ Proposigao.

Seja n, € Z wum inteiro fizo e seja T' um conjunto de (alguns) nimeros in-
teiros maiores ou iguas a n, (i.e. T' C {n ‘ n, <ne Z}), satisfazendo as
propriedades:

a) n, €1’
b) Sempre se ny, <n e€T', entao também n+1 € T".
Entao T' = {n’ n, <ne Z} ¢ o conjunto de todos os numeros inteiros
maiores ou tguals a n,.
Isto é facilmente verificado pela aplicacao de 1.2 ao conjunto
T={n-n+1|neT'}.

Observamos que para este 7" temos 1" C IN e n, € T’ é equivalentea 1 € T'.
(1.2 é obtido de volta a partir de 1.2" fazendo-se n, = 1).

A titulo de ilustragdo mencionamos o seguinte exemplo. A afirmagdo (correta) que
o leitor queira verificar:

2" > n? para todos 0s n > 5
podemos substituir pela afirmacdo equivalente
2"t > (n +4)? para todos 0s n € IN

(ou também por
QnHTS 5 (4 783)?

para todos os m € Z comn > —T778, se quisermos).



O TEOREMA BINOMIAL

Se n € IN, entendemos por n! o produto

n'=J[k=1-2-3-...-n, senéelN
k=1

e acrescentamos
0l=1, sen=0 (produto vazio).

n! |é-se: n fatorial.
E imediato quesetem 0! =1'=1, 2!=2, 3!=2!-3=6, 4!/ =3!-4 =
24, ... ,nl=Mm-Dl-n, (n+1)!=nl-(n+1),....
1.5 Definicao. Paratodon € IN etodos os k € IN, com 0 < k£ < n colocamos

n n!
(k:) :m ’

nimero este que se chama o coeficiente binomial n sobre k.
Temos as seguintes propriedades dos coeficientes binomiais:

1.6 Observacao.
Para todo n € IN e todos os k € IN, com 0 < k < n valem

a) (Z) _n(n=1)-. k‘ (n—k+1)

b) (o) =)

~ ny n! _ nn-1)---(n—k+1)-(n—k)---2-1
Demonstracao: a) (k) = W w i~ 0] =
nn—=1)---(n—k+1)

k! '
b) Observamos primeiro que com 0 < k < n temos também 0 < n—k < n. Pela
definicdo temos de imediato

n nl nl n
(n2) = =k — (=K (n— k)& ()
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c) Se k > 1 calculamos

n noy _ n! n! _nln—k+1) + nlk
(k)+(k—1)_k!(n—k)!+(k—l)![n—(k—l)]!_ El(n—k+1)! -
~nlln+1) (n+1)! _<n+1>
Rl (n—k+1)! Kl [n+1) -k Nk

Eis alguns valores especificos de coeficientes binomiais:

=)=t O=(")=n ()=()="00

Podemos enunciar e provar agora o fundamental

teorema do desenvolvimento binomaial:

1.7 Teorema.
Para todo n € IN e todos os niumeros reais a,b temos

n

n\ n—kpk
(a+0)"=> <k>a” b”

k=0

por extenso:
(a+b)" =

— (8)@”()04— (?)a”_lbl + (g)a”_Zb2 +...+ (7]3:)a”_kb’C +...+ (nﬁl)alb”_l + (Z)aob” .

Demonstracao: Demonstraremos isto por inducao sobre o expoente n, isto €,

provaremos 1 € T e a implicacdo "n € T' = n+1 € T", quando 1" é o conjunto

de validade da férmula. '

Para n = 1 afirma-se que (a+b)! =} ()a' *oF = (1)a'%" + (})a'~'b!, sendo
k=0

igual a a + b de ambos os lados, i.e. 1 € T.

Suponhamos ent3o que, para algum n € IN, ja esteja provado

(a+b)"= é (Z)a”_kbk (%)



e provamos a validade para n+1. Para isto multiplicamos os dois lados de () por
(a + b) e obtemos, usando-se a observacdo 1.6 c):

(a+b)" = (i () a”’_kbk) (a+b)=

k=0

2”: (M) an—H+1p 4 f: (M) ankbk+! =
k=0 k=0

n—1
_ CLn—H + Z (Z)an—k—i—lbk + Z (Z)an—kbk—H + bn+1 _
k=1 k=0

n n
— +1 +1 n —k+1pk n —k+13k
=a" + 0" 4 kzl(k)a” b +k21 (,1)a" Ik =

_ gttt é [(D n (kﬁlﬂ gk — gl el é (n—]:1>an—k+1bk _

— %1 (nzl)an—kl—kbk’

isto €,
n+1
+1 _ n+1\ nl-kpk
(a+0b)" —Z(k)a” b" .
k=0
Isto significa que, a partir da suposta validade da férmula (%) para algum n, con-
seguimos provar a sua validade para n+1 (ie. n€T = n+1e€T).

Concluimos que (*) tem validade para todo n € IN.
m

E usual, escrever-se os coeficientes binomiais (Z) (acrescentando-se ainda (8) =1),

ordenados no chamado Triangulo de PASCAL, cuja n-ésima linha fornece entao os
coeficientes no desenvolvimento de (a + b)" paran=0,1,2,3 ,...

)
0 O
G © 6
O 0O 6 6
G G G G
(") - () G



Vemos ainda a visualizagdo da férmula 1.6 c), a qual diz como o termo (nzl) da
(n+1)-ésima linha no tridngulo de Pascal é obtido como soma dos termos vizinhos
(kﬁl) e (Z) da linha anterior.

Disto conclui-se facilmente por inducdo sobre n a

1.8 Conseqiiéncia.

Os coeficientes binomiais sao numeros inteiros.

n
AS FORMULAS PARA S, (m) =Y k™
k=1
1.9 Definicao. Para todo n € IN e todo m € IN, colocamos
n
S, (m)=> k"=1"+2"4+3"+ ... +n",
k=1
isto é, S, (m) € a soma das n primeiras m-ésimas poténcias.
Por exemplo,
S,(0)=1"+2"+3"+ ... +n=n,
S=1"+2"+3"+. . . +n'=14+24+3+...+n
é a soma dos primeiros n niimeros naturais,
S(2)=1"4+22+3+.. . +n°=1+4+9+...+n?

é a soma dos primeiros n quadrados perfeitos,

S,(3)=1"+2°+3 + .. +n*=1+84+27+...+n°

n
é a soma dos primeiros n cubos perfeitos, etc.
Como podemos obter férmulas fechadas para S, (m)?

A seguinte formula recursiva permite calcular S, (m) a partir das férmulas an-

teriores S, (0)=n, S,(1), S,(2),..., S, (m—1):

n



1.10 Teorema.

Para todos os n,m € IN wvale

m—1
(m+1) - 5, (m) = (n+1)" = 1= Y ("5, (k).
k=0
Por extenso: (m+1)-S,(m) =
= (n+1)™ — 1 — (")s,0) - ("IYs, ) — (S — o= (TS, (m-1)

Demonstragao: Desenvolvemos primeiro a expressio (1 + z)™" pelo teorema

binomial:
m—+1

(L) =3 ("Hak

k=0
por extenso,

(e 1 () () ()b () ()

m-1
Colocando-se x=1,2,..., ¢ ,..., n, obtemos
ot = 1 (M (e (M e () g (M e
gt = 14 (M2t (D22 (M2 ()2t (M 2 2

(= 14 (M e (M e e (D e (et (M e g

(nl)™ = 14 (m-i—l) - (m+1>n2+“_+ (m]:—l)nk_'_“._i_ (m—H) e <m+1>nm+nm+1'

m—1

Somando-se estas n equacdes verticalmente, cancelando-se de ambos os lados os

nimeros 2" ... n™*1 e observando-se a definicdo de S, (k), obtemos
(e 17 = 5 (8,000 + 1S, (m) 41

Lembrando ainda n =S, (0), isto da a nossa férmula afirmada
(m+1)-S,(m)=(n+1)""—-1- :2; ("8, (k) -

10



Vejamos os primeiros casos desta férmula.

1-1
Am=1: (1+1)-50)=m+D" =13 (}),®)
ouseja, 2-S ()=(n+12-1-5 (0)
ouainda 2-S ()=n’+2n+1-1-n=n(n+1)

o que da para a soma dos n primeiros numeros naturais:

bym=2: (2+1)-5,(2)=n+1)>' —1— Zi_: (*:S, (k)

ouseja, 3-5,(2)=(n+12-1-25,(0)—3-5,(1)
nn+1) _
2

= (4 1) [(n+1)? -1 2] = DO

o que da para a soma dos n primeiros quadrados perfeitos:

ouainda 3-5,(2)=(n+1)—-(1+n)—3-

g (2) _n(n+1)2n+1) .

" 6
A)m=3: (3+1)-5,(3)=(n+1)>3*"— 5 1(3 s,
ouseja, 4-S (3)=mn+1t'—-1-5 (0)— 4k:1) S (2)
ouainda 4-S 3)=mn+1D'—(1+n)—4- (;1) 6 - <n+1)6(2n+1):

=(n+1)[(n+1)P-1-2n—n2n+1)] = (n+1) [n® + n?| =n’*(n+ 1)

o que da para a soma dos n primeiros cubos perfeitos:

Comparando-se os casos m = 1 e m = 3 vemos que S, (3) = (Sn(l))2 o que da
ainda a relac3do interessante

14243+ +n)? =1+ +3+ .. +n?,

vélida para todos os n € IN.

11



Uma férmula fechada para S,(m) sem uso das anteriores podemos estabelecer
em forma de um (m+1) x (m+1)-determinante:

1.11 Teorema.

Para todo n € IN e m € IN, temos

((2)) (%) 0 0 0 (n+1)2—1
S, (m) = I (g) (?) @) 0 0 (n+17—1

B @) (P (M) e

(") () 05 e () G) ey

Demonstracao: Nossa férmula de recursao
my
1
(m+1)-S, (m)=(n+ 1)”‘+1 —1-> (m,j )Sn(k)
podemos reescrever, substituindo-se m = ¢, como

S (S, (k) = (n4+ 1) — 1.

k=0
Explicitando-se esta para ¢ = 0,1,2 ,..., m, obtemos um sistema de m + 1
equagdes lineares nas m + 1 incognitas S, (0), S (1), S,(2),..., S, (m):
(0)5.(0) — (n41)' -1
()5:0) + ()8, ~ (n41)21
5.0 + (). + ()5, — (1)1
(0)8.00) + (1)S,) + ... + (,)"))Su(m=1) = (n+1)"~1
("0 )8 @+ (") S0 + o+ () S m=1) + (") S (m) = (nt 1) -1

O determinante dos coeficientes deste sistema (o produto dos coeficientes da diag-
onal neste caso) é

12



GAE). ™)) = (m+ 1)

A aplicagdo da regra de Cramer fornece para a incégnita .S, (m), como afirmado:

(5) 0 0 ... 0 0 (n+1)'—1
GG 0 ... 0 0 (n+1)2-1
J 3 .0 0 (n+1)°—1

(T(r)b) (T) (?) (mn12> (mnzl) (n+1‘)m—1

(") (7)) - Gl G5) eyt

Os NUMEROS TRIANGULARES

1.12 Definicao. Para todo m € IN indicamos por

; _ m(m+1)

t., chama-se o m-ésimo nimero triangular.

Desta definicao decorre imediatamente:

1.13 Observacao.

Para todo m € IN temos

tm:Sm(l):1+2+3+...+m:(mgl) tal como

tg =tm +(m+1).
A seqiiéncia dos numeros triangulares é

- m(m + 1)
() ey = (136,10 ., 02D )

A denominacdo "numero triangular’ para os nimeros desta sequiéncia explica-se
pelo seguinte triangulo equilatero de lados m o qual contém exatamente ¢, pontos:

13



A seguinte caracterizacao dos nimeros triangulares entre os nimeros naturais é um
resultado classico devido a PLUTARCO (ca. 100 d. C.)

1.14 Proposicgao.
Para todo niumero natural n temos:

n € um numero triangular, se e somente se, 8n + 1 € um quadrado perfeito.

Demonstracao: Nesta proposicio duas coisas estdo sendo afirmadas e tem que
ser provadas:

1) Sempre quando n é um nimero triangular, 8n + 1 serd um quadrado perfeito.
2) Sempre quando 8n + 1 é um quadrado perfeito, n serd um nimero triangular.

Seja primeiro 7. um nlmero triangular, i.e. n =1t para algum m € IN. Segue que

m(m+1)

8n+1 =81, +1=8-""

+1=4m*+4m+1=(2m + 1)*

é um quadrado perfeito.

Seja agora n € IN tal que 8n + 1 = k? é um quadrado perfeito. Como k é impar

> 3 concluimos que % € IN. Coloquemos m = % e segue com esta escolha de
m:
by =1, = kgl(kgl—’—l) :k28_1 =n,
2
mostrando que n é um ndmero triangular (mais exatamente: n é o kgl—ésimo
termo na seqliéncia dos niimeros triangulares).
m

14



ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE LOGICA ELEMENTAR

Suponhamos, 2 e B sdo "assercles” (ou "propriedades”) - as quais podem ser
verdadeiras ou falsas e cuja veracidade ou falsidade pode ser constatada de forma
tnica. Quando escrevemos

A — B

queremos dizer que
20 implica em *B,

ou seja, sempre quando 2 for verdadeira, também B sera verdadeira.
Outra maneira de dizer isto é:

(A validade de) 21 é condicdo suficiente para (a validade de) ‘B,

ou B é condicao necessdaria para 2,
ou 2A vale somente se B vale,

ou B vale se 2 vale,

ou ainda Se 2, entao B.

E claro que

B <« A significa o mesmo quanto A = ‘B.

Vejamos exemplos.
Seja 2 a assercdo:  "um certo nimero natural n € maltiplo de 4"
(isto pode ser verdadeiro ou falso),

B a assercao: "n € par’.

Claramente temos neste caso
2A = ‘B,
pois sempre se n é multiplo de 4, concluimos que n é par. Assim, podemos dizer:
"n ser multiplo de 4 implica que n é par”,
"n ser multiplo de 4 ¢ condicao suficiente para n ser par”,
"n ser par € condicao necessdria para n ser multiplo de 4"
"n é multiplo de 4 somente se n é par”,
"n é par, se n é multiplo de 4"

“se n é multiplo de 4, entao n é par”.
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Um outro exemplo. Seja
21 a assercao: " estd chovendo",
(também isto pode ser verdadeiro ou falso aqui e agora),

B a assercao: " a praca estd molhada” .

Também neste caso temos

A = B,

pois, se realmente estd chovendo, temos certeza que a praca esta molhada. Assim,
podemos dizer:

"estar chovendo tmplica que a praca estd molhada”,

"estar chovendo ¢ condicao suficiente para
termos uma praca molhada”,
"uma praca molhada ¢ condicao necessaria para estar chovendo”,

"estd chovendo somente se a praca esta molhada”,

"a praca esta molhada se estd chovendo”,

' se esta chovendo, entdo a praca estd molhada”.

Exercicio:

Pensando-se num certo quadrangulo (), facam o mesmo com as assercoes
A:  "Q € um quadrado”,

B: "Q € um losango” .

E claro que a seta numa implicacao 2 = B nao pode ser simplesmente invertida:
Se 2 é condicdo suficiente para B, isto significa que B ¢é condicdo necesséria
para 2, mas nao que ‘B é condicao suficiente para 2:

O fatode "n ser par” é condicdo necessdria mas nao suficiente para " n ser multiplo
de 4". O fato de "n ser multiplo de 4" é condicdo suficiente mas n3o necessiria

1

para "n ser par”: Também 6 é par sem ser miltiplo de 4.

O fato de termos "uma praca molhada” ¢é condicdo necessaria mas nao suficiente
para "estar chovendo”. O fato de "estar chovendo "é condicdo suficiente mas
nao necessdria para termos "uma praca molhada”: A pragca pode estar molhada
sem que esteja chovendo (por exemplo devido a uma operagdo dos bombeiros).
Existem assercoes 2l e B que ambas implicam na outra, ou seja, as quais satis-
fazem simultaneamente
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A—B e B—

Nesta situacao temos entdao que 2l é suficiente para B e também 2l é necessdrio
para 8. Dizemos que 2 é (condigdo) necessdrio(a) e suficiente para B, ou
também 2 vale se e somente se vale *B.

Este fato indicamos por
A <= B.

Dizemos também que 2 e ‘B sdo assercoes equivalentes, ou ainda que 2l con-
stitui uma propriedade caracteristica para B (e vice versa).

Por exemplo: Seja
2l a assercao: "n € multiplo de 6",
B a assercao: 'n € um numero par que é multiplo de 3" .

Cada uma destas duas propriedades, as quais um nimero n pode ter ou n3o, é su-
ficiente para a outra. Cada uma é necessaria para a outra. Cada uma é necessaria
e suficiente para a outra. Cada uma vale se e somente se a outra vale.

Exercicio:

Pensar sobre as assercoes equivalentes, quando () é um certo quadrangulo:
2A:  "Q € um quadrado”

B:  "Q € um losango que é um retangulo”.

Se 2 é uma assercio, indicamos por 2 a assercio "nao-21", a qual é verdadeira
se e somente se 2 é falsa. Sejam 2 e B duas assercdes e suponha

A — B,

O que acontece com esta implicacao se negarmos as duas assercoes ? A resposta
é que devemos também inverter a seta da implicacao, ou seja, teremos

A «— B,

Em outras palavras: Se 2 é suficiente para 9B, entio B é suficiente para 2.

Ou também: Se 2 é suficiente para B, entdo 2 é necessario para B.
Por exemplo, se negarmos a implicacao

"ser multiplo de 4 é suficiente para ser par”,
("ser um quadrado ¢ suficiente para ser um retangulo”),
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a implicacao negada é:

"nao ser multiplo de 4 é necessario para ser impar”,
("n3o ser um quadrado é necessario para ndo ser retangulo”)

mas, ndo ser miltiplo de 4 (ndo ser quadrado) ndo é suficiente para ser impar
(ndo ser retangulo).

Claro que numa equivaléncia podemos negar as assercoes dos dois lados, ou seja,
nao importa se escrevemos

A «— B ou A <= B.

Na Proposicao 1.14 ja conhecemos mais um exemplo de duas propriedades equivalentes,
a saber, uma caracterizacdo de um numero natural n ser triangular: Necessario e
suficiente para n ser triangular é a propriedade de 8n+ 1 ser um quadrado perfeito.

Existem teoremas que afirmam simplesmente implicacoes, de modo que na sua
demonstracdo deve ser verificado que uma certa propriedade B ¢é conseqiieéncia de
uma propriedade 2 (a hipétese).

outros teoremas matematicos afirmam equivalencias de certas propriedades. Eles
tem a forma:

Sob certas condicoes sao equivalentes:
a) Vale a propriedade 2
b) Vale a propriedade *B.

A demonstraciao de um tal teorema sempre se divide em duas partes:

"a) = b)":....... Aqui deve ser mostrado que 2 é suficiente para ‘B.

Isto pode ser mostrado diretamente, mostrando-se que B é verdade, supondo-se a
veracidade de 2. Ou indiretamente, supondo-se a veracidade de B e concluindo-
se que 2 é verdade.

"b) = a)":....... Aqui deve ser mostrado que 2l é necessario para B (que B é
suficiente para ).

Isto pode ser mostrado, verificando-se que 2l é verdade, supondo-se a veracidade
de B. Ou indiretamente, supondo-se que 2 ¢é falso e concluindo-se que B ¢é
falso.
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1.15 Observacao.

Sen € IN ¢ um quadrado perfeito, entao valem:
a) Sen for par, entio n € divisivel por 4.

b) Se n for impar, entdo n € da forma 8k + 1 com k € IN,, isto é, n deiza
o resto 1 quando dividido por 8.

(ver §2)

Demonstracao: Seja n=m* com m € IN.

a) Se m = 2k ¢é par, entdo n = 4k* é divisivel por 4.

b) Se m =20 — 1 é impar, entdon = (20 — 1)2 =4 —40 +1 = 4({ — 1){ + 1.
Como o produto (¢ — 1)¢ de dois niimeros naturais consecutivos é par, digamos
(¢ — 1)¢ =2k, concluimos n = 8k + 1.

2

Convém frisar que, as afirmagGes de 1.15 n3do s3o equivaléncias. Trata-se de duas
implicagdes: A condicdo de um niimero n ser quadrado perfeito par (impar) é su-
ficiente para n ser divisivel por 4 (ser da forma 8k 4 1). Estas propriedades porém
nao sao necessdrias: n = 12 (n = 17) é divisivel por 4 (é da forma 8k + 1) sem
que n seja quadrado perfeito.

1.16 Exemplo.

Na seqiéncia dos numeros 11, 111, 1111 ..., 111...1111 ,... nao aparece
nenhum quadrado perfeito.

Demonstracao: Temos 11 =8+ 3 e n = 111...1111 = 111...1000 + 111 =

80 +8-13+7=8k~+7 paran > 111. Isto quer dizer que nenhum dos nlimeros na

seqliéncia é da forma 8k + 1, condicdo necessaria para ser um quadrado perfeito.
m

DIFERENQA DE DOIS QUADRADOS

Além dos préprios quadrados perfeitos existem muitos nimeros naturais os quais
podem ser escritos como diferenca n = x> —y* de dois quadrados perfeitos onde
x € IN ey € IN,. Por outro lado, os nimeros 2 e 6 por exemplo ndao gozam
desta propriedade (porqué?). Os nimeros que sdo diferenca de dois quadrados
sao facilmente caracterizados:
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1.17 Proposicgao.
Seja n € IN. FEquivalentes sao :

a) n:xz—y2 para certos x,y € IN,.
b) n¢{2,6,10,14,..., 4k+2,...}

Em outras palavras: n é diferenca de dois quadrados se e somente se n é impar ou
divisivel por 4 (i.e. n n3o deixa resto 2 quando dividido por 4).

Demonstragao: "a) = b)": Suponha n = x? — ¢ Para provar que n ¢
{2,6, 10 ,} podemos supor que n é par. Isto quer dizer que = e y ambos
s3o pares ou ambos impares: Se x = 2k e y = 2/, temos n = 2% — y® =
(2k)2 — (20> =4 (k* —£*) € {2,6,10,...}. Sex =2k —1 e y =20 —1 temos
também n = 2% —y? = (2k—1)2—(20—-1)> =4 (K> — > —k+ () € {2,6,10,...}.
"b) = a)": Suponhamos, reciprocamente, n ¢ {2, 6, 10 ,} Isto significa que

n é impar ou divisivel por 4.
nt1

€ IN,. Como ainda ("—“)2 — (L—l)Q —

Se n é impar, n £ 1 é par e portanto 5

(n+1)?—(n—=1)*> _ 4n
T —

- = n, concluimos que

_(n+1 2 n—1\2
n=("5-) - (%)
é uma possivel decomposicdo de n como diferenca de dois quadrados.
Se n = 4k, decompomos n = (k + 1)? — (k — 1)?, ou seja,

=) ()

Pensando-se ainda na subdivisdao do conjunto IN nos 4 subconjuntos

IN={4,8,12,...}U{1,5,9,13,...}u{2,6,10,14 ,...}U{3,7,11,15 ,...}

(ver 2.5 e § 6), vemos que entre estes somente os niimeros de {2, 6,10,14 ,.. }
ndo sdo diferenca de dois quadrados. Simplificando podemos dizer:

75% dos nimeros naturais sao diferenca de dois quadrados.

(Para mais detalhes, comparar 3.24 e 3.25.)
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¢ 2 Teoria de divisibilidade nos niimeros inteiros

O ALGORITMO GERAL DE DIVISAO

2.1 Proposicao. (O algoritmo de divisdo )

Sejam a,b dois numeros inteiros com b > 0. Entdo existem 1unicos nimeros
inteiros q, T tais que
a=qgb+r e 0<r<b.

q chama-se o quociente, r 0 menor resto nao-negativo na divisao de a por b.

Demonstracao: A existéncia de ¢ e r:

Dados a,b € Z com b > 0 consideremos o conjunto
S = {a—bx‘ T E X, a—beO} .

Temos obviamente S C IN,. Para x = — |a| obtemos a — bz = a — b (— \a\) =
a+bla| > a+ |a] > 0 pois b > 1. Isto mostra que S # ¢@. Pelo principio
da indugdo temos que existe um r € S minimo, i.e. r <y Vy € S. Como
r € S existe um x = q € Z com r = a — bgq. Segue entdo a = bg + r. Falta
provar que 0 < r < b. Como r € S certamente r > 0. Supondo-se r > b segue
a—bg—b=1r—0b>0,0useja, r>a—(q+1)b €S contradizendo a minimalidade
do r € S. Isto mostra que » > b é impossivel. Temos que ter r» < b.

A unicidade de ¢q e r:
Suponhamos que ¢, r e ¢/, ' sdo inteiros tais que
a=bg+r=5b¢+71r e0<r,r<b.
Entdo ' —r =bq —bq' = b(q — ¢') e segue |7’ —r|=|b(¢g—¢)| =blqg— .

0< < b

J— /_
b= <0 segue —b <1’ —1r < b,

Agora, adicionando-se as desigualdades {

ou seja, |7 —r| < b. Dai temos a contradi¢do
b>|r'—r|=blg—q|>0b, nocaso q#¢.

Concluimos ¢ = ¢’ e entdo r = 1.
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2.2 Exemplo.

Para a =100 e b =7 temos ¢ = 14 e r = 2 pois 100 =7 - 14 + 2.
Para a = —100 e b= 7 temos ¢ = —15 e r =5 pois —100 = 7- (—15) + 5.

2.3 Teorema. (Algoritmo de divisdo geral)

Para quaisquer numeros a,b € Z com b # 0 existem unicos q,r € Z tais que

a=bg+r e 0<r<|b .

Demonstragao: Temos |b| > 0. Por 2.1, existem Unicos ¢',r € Z com a =
1] ¢ +7r com 0 <r < |b|.

Se b > 0 entdo |b| = b e podemos considerar ¢ = ¢’ junto com 7.

Se b < 0 entdo |b| = —b e podemos considerar ¢ = —¢' junto com r obtendo
a=bl¢+r=(-b)¢ +r=>b(—q¢)+r=0bg+r.

2.4 Exemplo.

Para a =100 e b= —7 temos ¢ = —14 e r = 2 pois 100 = (—7) - (—14) + 2.
Para a = —100 e b= —7 temos ¢ = 15 e r = 5 pois —100 = (—7) - 15 + 5.

2.5 Conseqiiéncia.

a) Considerando-se b = 2 temos para qualquer a € Z um q € Z com a = 2q
ou a = 2q + 1 e consequentemente

Z={2q|qcZ}u {2q+1|qcZ}
tal que

{Qq‘ QGZ} N {2q—|—1‘ qGZ}:@,
isto €, temos uma decomposi¢cao do conjunto Z dos inteiros em dois subcon-
juntos disjuntos - os inteiros pares e os inteiros impares.

b) De forma semelhante, considerando-se b = 3 temos para qualquer a € Z
um q € Z com a =3q ou a=3q+ 1 oua=3q+ 2 e consequentemente

Z = {3q‘ qGZ} U {Bq—i—l‘ qGZ} U {3q—|—2‘ qEZ} ,
uma decomposicao de Z em tres subconjuntos disjuntos.

c) Para b =4 obtemos

Z:{élq‘qu}U {4q+1’q€Z}U {4q+2‘q€Z}U {4q—|—3’q€Z}
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d) Em geral, para b =n € IN obtemos
Z:{nq‘ qGZ} U {nq—l—l‘ qGZ} U... U {nq—i—(n—l)‘ qGZ}

Observacao: Os n conjuntos
{nq’ qEZ}j{anrl’ qEZ},{nq+2‘ qEZ} e {nq—l—(n—l)’qel}

chamam-se as classes de resto médulo n (ver §6).

2.6 Definigao.

Dizemos que um inteiro b é divisivel por um inteiro a (também: a divide b ou b
é multiplo de a) se existe ¢ € Z com b = aq.
Notagao: Escrevemos a’b se a divide b e atb se isto n3o ocorre.

Por exemplo: 3’ —12, 5‘15, —7‘21. Vale 1‘6 para todo b € Z e a|0 para
todo a € Z.

Porém: +41 +£10, 4497 +77.

2.7 Proposigao. (Regras)

Para todos os niumeros a, b, c,d € Z valem

a) al0, 1|b, ala.

b) a|l <= a==x1; 0[b < b=0.
c) Sealb e c|d entio ac|bd.

d) Sealb e blc entio alc.

e) albebla <= a==b

f) Sealb eb#0 entdo |a| < [b].

g) Se a‘b e a’c entao a‘bx—I—cy Ve, ye Z.

Estas propriedades s3o consequéncias faceis da definicdo e deixamos a sua demon-
stracdo como exercicio. Provemos, por exemplo, o item g):

a‘b e a‘c significa que existem ¢q,,q, € Z tais que aq, = b e aq, = c. Segue
entdo bx + cy = (aq,)r + (aq,)y = a(q,x + q,y) com q,x + q,y € Z, mostrando
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assim a‘ (bx + cy).

MAXIMO DIVISOR COMUM DE DOIS NUMEROS

2.8 Definigao.

Sejam a,b € Z dois niimeros, pelo menos um deles diferente de zero.
O mdzimo divisor comum entre a e b é o nimero natural

d = mdc(a, b)
definido pelas duas propriedades:
a) d.a e d‘b (i. e. d é divisor comum de a e b.)

b) Se algum ¢ € IN dividir ambos a e b entdo temos também c|d.

2.9 Teorema.

Sejam a,b € Z nao ambos zero e seja d = mdc(a,b). Entdo existem T, Y, €
Z tais que
ar, +by, =d.

Demonstracao: Consideremos o conjunto
S = {ax—l—by‘ x,Yy € 4, ax+by>()}.

Seja primeiro a # 0. Fazendo-se y = 0ex =1sea >0x = —-1sea <0
vemos que ax + by = a(£1) +b-0 = |a] > 0 o que mostra que S # 9. Se a =0
entdo |b| > 0 e uma escolha andloga de x e y mostra S # ¢ também neste caso.

Pelo principio da indu¢ao, existe um d € S minimal. Como d € S temos d > 0 e
existem x ,y, € Z tais que d = ax, + by,.

Afirmamos que este d é o mdc(a, b):

Dividamos a por d com resto: dq,r € Z taisquea=qd+r e (0 <r <d—1.
Entdo r = a — qd = a — q(az, + by,) = a(l — qx,) + b(—qy,). Se fosse r > 0
poderiamos concluir que r € S, o que claramente é um absurdo ja que r < d e d
é o elemento minimo de S. Logo » = 0 e a = qd o que significa d’a.

Da mesma forma mostra-se que d’b. Logo, d é divisor comum de a e b.

Seja ¢ € IN tal que c‘a e c‘b. Por 2.7 g) concluimos que c’aa:l + by, = d. Logo
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d = mdc(a, b).

2.10 Conseqiiéncia.

Sejam a,b € Z, nao ambos nulos e seja d = mdc(a, b). Entdo

{ax—l—by’ x,yGZ}: {dz‘ ZGZ} .
Em palavras: As combinacdes lineares inteiras de a e b sdo exatamente os miltiplos
do mdc(a, b).

Demonstracao: Abreviemos T' = {a:z: + by ‘ T,y € Z} e R= {dz ‘ z € Z}.
Pelo teorema 2.9 existem z,,y, € Z com d = ax, + by,. Paratodo z € Z
segue dz = a(z,z) + b(y,z) € T. Logo R C T. Como d’(aa} + by) para qualquer
axr + by € T, segue também T'C R. Logo, T'= R.

]

NUMEROS RELATIVAMENTE PRIMOS

2.11 Definicao.

Dois nimeros a, b € Z chamam-se relativamente primos (ou primos entre si) se
mdc(a, b) = 1.

Por exemplo, mdc(—12,35) =1 i.e. —12 e 35 sdo primos entre si.

2.12 Proposicao.

Dois numeros a,b € Z nao ambos nulos, sao relativamente primos, se e so-
mente se existern x,,y, € Z tais que

ar, +by =1.

Demonstragao: Seja d = mdc(a, b).
Se d =1, existem os x ,y, € Z com ax, + by, =1 por 2.9.

Reciprocamente, seja ax+by = 1 possivel com x,y € Z. De d‘a e d‘b concluimos
d[1. Isto dd d = 1.
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Mencionamos algumas consequiéncias desta caracterizacdo dos niumeros relativa-
mente primos.

2.13 Conseqiiéncia.

Sejam a,b € Z, nao ambos nulos e d = mdc(a, b). Entao

mdc(j,Z) =1.

(=

a ~ , . .
(Observamos que 5 € - sdo nimeros inteiros!)

Demonstragao: De ax + by = d para certos x,y € Z, segue 5 + %y = 1. Por
2.12 concluimos a afirmacao.
m

2.14 Conseqiiéencia.

Sejam a,b,c € Z tais que a‘c e b’c.
Se mdc(a, b) = 1, entao temos também ab(c :

Demonstracao: Existem r,s,z,y € Z tais que ar = ¢ = bs e ax + by = 1.
Dai concluimos

c=c-1=clax + by) = cax + cby = (bs)ax + (ar)by = ab(sx + ry) ,

com sx + 1y € Z. Segue ab‘c.

2.15 Conseqiiéncia. (O Lema de EUCLIDES)

Sejam a,b,c € Z tais que a‘bc e mdc(a, b) = 1. Entdo a|c.

Demonstracao: Temos r,z,y € Z tais que ar = bc e ax + by = 1. Dai
concluimos

c=c-1=c(ax + by) = car + cby = cax + ary = a(cx + 1Y) .
Segue a‘c. m

2.16 Conseqiiencia.

Sejam a,b,c € Z tais que mdc(a,b) = mdc(a,c) = 1. Entao temos também
mdc(a, be) = 1,
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Demonstracao: Temos z,y,u,v € Z tais que ax + by = 1 = au + cv.

concluimos

1=1-1= (az +by)(au + cv) = a’zu + axcv + byau + bycv =
= a(azu + zcv + byu) + be(yv) |

onde aru+xcv+byu, yv € Z. Concluimos mdc(a, bc) = 1.

O ALGORITMO EUCLIDIANO

Para dois niimeros a,b € Z com b # 0 consideremos o seguinte processo:

Colocamos 7, = [b|. Existem ¢ ,r, € Z tais que
a:bq1+r1 com Ogrl <7y -

Se r, = 0, o processo para. Se r; # 0
existem q,,r, € Z tais que

ry="14,+tr, com 0<r,<r .

Se r, = 0, o processo para. Se r, # 0
existem ¢,,r, € Z tais que

r1:r2q3—i—r3 com O§r3<r2.

Se o processo ja chegou em

T o =T, 14, + 71, com 0< re<T. i

0 proximo passo é:
Se r, =0, o processo péra. Se r, # 0

existem ¢, .7, | € Z tais que

com 0<r <r

Tee1 = Ty T T k1 k
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Obtemos assim uma cadeia decrescente
bl =ry>r >r,>...>r. >r_, >...>0
de inteiros ndo-negativos. Existe portanto um determinado n € IN, tal que
r, 70 porém r . =0.

Assim, este processo termina como

Tn—3 = rn—2qn—1 + 7nn—l com 0 < Tn—l < rn—2
r.o_o =719, +1m, com 0<r, < T
r

n—1 - Tﬂqn—H ’

O processo o qual acabamos de descrever, chama-se o algoritmo EUCLIDiano para
a e b. Temos o seguinte

2.17 Teorema.

No algoritmo EUCLIDiano para a e b temos que

r, = mdc(a,b) .

n

Em palavras: O dltimo resto ndo nulo no algoritmo EUCLIDiano é o maximo divisor
comum de a e b.

Demonstracao: Considerando-se a cadeia das equacdes estabelecidas a partir da
dltima (r,_, =7,q,.,), vemos que 7, divide todos os restos anteriores. Finalmente,

r, divide r, e r, = [b| e a. Isto torna r,, um divisor comum de a e b.
Partindo da primeira das equacdes com um qualquer divisor comum ¢ de a e b

vemos que c divide todos os restos, particularmente c|r,. Isto mostra a afirmacdo.
m

2.18 Exemplo.

Determinar
mdc(£7519, £8249) .

Podemos nos restringir a valores positivos e encarar a = 7519 e b = 8249. O
algoritmo EUcCLIDiano d3
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7519 = 0 - 8249 + 7519
8249 = 1-7519 + 730
7519 = 10 - 730 + 219
730 =3-219+73

219 =3-73

Conclusdo: mdc(£7519, £8249) = 73.

llustramos ainda neste exemplo como o algoritmo EUCLIDiano é util para se con-
seguir solugdes =,y € Z com ax+by = mdc(a, b) : Subindo a partir da pentltima
equacao do algoritmo, vemos:

73 = 730 —3-219 = 730 — 3 - (7519 — 10 - 730) = 31 - 730 — 3 - 7519 =
31- (8249 — 7519) — 3 - 7519 = —34 - 7519 + 31 - 8249.

O MINIMO MULTIPLO COMUM

2.19 Definicao.

Sejam a,b € Z dois nimeros, ambos nao nulos.
O minimo maultiplo comum entre a e b é o ndimero natural

m = mmc(a, b)
definido pelas duas propriedades:

a) a‘m e b‘m (i. e. m é mdltiplo comum de a e b.)

b) Se a‘c e b’c para algum ¢ € IN ent3o temos também m‘c.

2.20 Exemplo.

a=6eb=-8.
Os muiltiplos comuns destes a e b sdo {i24, +48, £72, } Entretanto

m = mmc(6, —8) = 24 .
2.21 Proposicao.
Sejam 0 # a,b € Z, d=mdc(a,b) e m = mmc(a,b). Entao vale a relagao
md = |ab| .
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ad]
-
Existem r,t € Z tais que dr = a e dt = b. Temos m’ = % |b| = +rb e também

Demonstragao: Coloquemos m' =

m' = |a] % = tat. Isto mostra que m’ é miltiplo comum de a e b.
Seja c € IN tal que a‘c e b‘c. Existem entdo u,v € Z tais que au = ¢ = bv. Por

2.9 existem z ,y, € Z com ax, + by, = d. Segue

c cd c c ax c by c c
T bl T O = e T T T gt = ey, €

C . ‘e .
Mostramos que — € Z o que significa m"c. Assim m’ = m.
m

m
2.22 Exemplo.
Sabemos mdc(£7519, £8249) = 73. Consequientemente
7519 - 8249
mmc (47519, +8249) = 3 = 849647 .

EQUACOES DIOFANTINAS
Uma relagao em n incognitas x,, z, ,..., z, da forma

flw oy ..., 2,)=0
é considerada uma equacao DIOFANTina, quando o interesse é dirigido as solucoes in-
teiras x, ,..., x, € Z dela. Por exemplo, a relacao x? -I—xg + .+ xi = 100 a
equacao da hiper-esfera de raio 10 no espaco n dimensional, pode ser considerada
uma equagdo DIOFANTiIna, quando as n-uplas de coordenadas inteiras z, ,..., x,

sdao procuradas.
Uma equacao DIOFANTIna é linear se ela tiver a forma

a,r, +a,r, +...+a,x, =c.

Em particular, queremos tratar agora as equacdes DIOFANTInas lineares de grau 2
ou seja,
axr+by=c com a,b,c€ Z .
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2.23 Teorema.

Sejam a,b,c € Z, a,b nao ambos zero.
a) A equagdo DIOFANTina
ar +by =c (%)
admite pelo menos uma solucdo x,y € Z se e somente se d = mdc(a, b) ‘c.

b) Suponha d’c e seja (x,,y,) uma solugao (particular) de (x). FEntdo a
solucao geral (i. e. o conjunto de todas as solugoes) de (%) € dada

por
rT=x +ét

Cd (te Z).
y:yo_gt

Demonstracao: a) Como d‘a e d‘b temos também d(c para qualquer possivel
solugdo (z,y) de (x). Logo, d‘c é uma condigao necessaria para a solubilidade de
Reciprocamente, seja d|c, digamos df = ¢ para algum ¢ € Z. Por 2.9 sabemos
que existem x,,y, € Z com d = ax, + by,. Segue c = a (fa:l) +0b (Eyl) e vemos
que (fz, ly,) é uma solugdo particular de ().

b) Seja (z,,y,) uma solu¢do particular e t € Z. Provamos primeiro que qualquer

x:x0+§t

par de nimeros { (t € Z) satisfaz a equagdo também:

Y=Y —q
ax+by:a(:v0+§t)+b(yo—% ) :a:UOJr%btwLbyO—%“t:aonrbyo = c.
Seja reciprocamente (x, y) uma qualquer solu¢do de (). Temos entdo ax,+ by, =
c=ax + by e dai

CL(SU T le0) - b(yo T y) .
Existem r,s € Z tais que a = rd e b = ds e vale mdc(r, s) = mdc (%, %) = 1.
Segue dr(x — z,) = ds(y, — y) e dai

7’(517 o xo) = S(yo T y) )

pois d # 0.
Podemos supor a # 0. Concluimos r’s(yo —y) e dai r‘yo — gy pois mdc(r, s) = 1.
Logo existe t € Z tal que 7t = y, — y de onde vem y = y, — 1t = y, — 9t
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Segue r(z — z,) = s(y, —y) = srt e entdo x — x, = st, pois r # 0. Isto da
r=x,+ st =z, + gt. Logo temos

:U:x0+2t
a
y=y, -t

para algum t € Z, como afirmado.

2.24 Exemplo.

Determinar a solucao geral de
o4x + 21y = 906 .
Solugdo: Temos mdc(54,21) = 3‘906. Logo a equacdo é soliivel e simplifica para
18z + 7y =302 (%) com mdc(18,7)=1.

Temos que (2, —5) é uma solu¢do de 18z + 7Ty = 1 o que da 302 - (2,—-5) =
(604, —1510) como solugdo particular de (x). Isto d4 como solugdo geral

r =604+ Tt
y=—1510 — 18t

(teZ).

2.25 Exemplo.

Um teatro vende ingressos e cobra RS 18.— por adulto e RS 7,50 por crianca.
Numa noite, arrecada-se RS 900.—. Quantos adultos e criancas assistiram ao es-
petaculo, sabendo-se que eram mais adultos do que criancas?

Solucao. Seja x o nimero de criangas, y o nlimero de adultos que assistiram.
Temos que resolver entdao a equacdo DIOFANTINa
7,5¢ + 18y =900 sob a condicao adicional y >x >0.

ou seja
15z + 36y = 1800 .

Observando-se ainda mdc(15, 36) = 3)1800, esta equivale a
br 4+ 12y = 600 ().
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Como (120, 0) é obviamente uma solugdo de (x), vemos que a solugdo geral de (x)
é dada por

{ x :ylzzo_;m (tez).
De y > x > 0 decorre —5t > 120 + 12t > 0 e dai
~7.05... = —11270 >t> —11220 —_10,
ou seja,
—10<t < =7,05...,
o que da

te{-10,-9,-8} .

As 3 possiveis solucoes sao entao:

=0 r =12 r =24
y =950 y =45 y =40
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¢ 3 Nuimeros primos e sua distribuicao

O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

3.1 Definigao.

Um ndmero p € IN é denominado primo, se p > 1 e se seus Unicos divisores sao p
e 1. Indicamos por
P = {pE]N‘ P éprimo}

o conjunto de todos 0s numeros primos.
Podemos dizer entao
peE P <— (Va,bElN: p=ab — a=peb=1 ou a=1c¢e b:p,) :

Um nidmero n > 1 é dito composto se ele nao é primo. Assim, n é composto, se
existemr,s € IN, 1<s<r<ncomn=rs.

Os primeiros niimeros primos sao
2,3,5,7,11,13,17 ,... . Entretanto

4,6,8,9,10,12, 14,15, ...
S30 0S primeiros nlimeros compostos.

O Lema de EucLIDES (Cons. 2.15) d& a seguinte propriedade fundamental dos
nimeros primos:

3.2 Proposicao.
Seja p € IP. Entao
Va,be IN : p(ab — p‘a o p)b

Em palavras: um primo divide um produto, somente se ele divide um dos fatores.

Demonstracao: Suponhamos p‘ab e pfa. Agora, pT a significa mdce(p, a) = 1.
Segue p’b por 2.15.
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Observamos que esta propriedade necessaria dos niimeros primos é também sufi-
ciente para que um n € IN seja primo: Pois, se n = rs é composto (1 < s<r <
n), temos n‘rs porém tanto n]Lr quanto n]Ls

Por exemplo: Se 5‘ab entdo temos certeza que um dos fatores a ou b (ou ambos)
é miultiplo de 5. Mas, temos 6’12 =3 -4, porém tanto 63 quanto 674.

3.3 O teorema fundamental da aritmética.

a) Todo nimero 1 < n € IN € produto de nimeros primos, quer dizer,

existem py,py .-, p, € IP tais que
N=p; Dy "Dy
b) Sep, Dy . D, =q Gy Qg COM PPy sy Doy Qysy 5e--y Gy € AP

esep, <Py, < ... <D, talcom0q1§q2§...§q8, entao
r=se¢€p =4,Py =4y 5---5 Pr =4, -

Demonstragao: a) Se n = p é um niimero primo, a afirmacdo fica clara (r = 1).
Mostramos a afirmacao para n composto, supondo-se sua veracidade para todo
m e IN com1<m<n.

Seja S = {te]N‘ 1<t‘n}. Como n > 1 sabemos n € S, i.e. S # (). Pelo

principio da inducdo existe um p, € S minimal. E claro (provar isto!) que p, é
primo e temos m € IN com n = p, -m. Como p, > 1 e n ndo € primo, segue 1 <

m < n. Como a afirmacgdo ja é valida para este m, existem p,,p, ,..., p, € IP

tais que m =p, - p; - ... p,. Segue, como afirmado:
n:pl.m:pl.pQ.pg.....pr .

b) Suponha p,-p,-...-p, =q,"qy--.-q, COM P, Dy sy Dpyqys Gy 5o Gy € AP

ep, <p,<...<p,.talcomo g, <¢q, < ... <gq,

Temos pqul gy ... (g, de onde concluimos, aplicando-se repetidas vezes a

Proposicao 3.2, que p, tem que dividir algum dos fatores q,,q, ,..., q,. Logo

existe k (1 <k <s) com p, ‘qk. Como p, e g, sdo primos, temos p, = q, > q;.
Da mesma forma, ql‘pg para algum ¢ (1 < /¢ <) e segue ¢, = p, > p,. Assim
p, =q,- Agora,dep, ~p,- ... p.=p;-qy .. q, SEGUE

Pytvve Dp =Gy o (s -
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Por indugdo concluimos r—1 = s—1 (i.e. r =s) ep, =Gy, P3 =3 ,- -+, P, = G,
Junto com p, = ¢, isto dd a afirmacao.

]
E comum, formular o teorema fundamental da aritmética da seguinte forma:

3.3’ O teorema da decomposicao primaria.

Para todo nimero 1 <n € IN existem unicos primos distintos p,,p, ,..., p,
(0s quais podemos supor em ordem natural p, < ... < p,) e Unicos nimeros
Ay, Qy .-, a, € IN de tal maneira que
,
_a a a, __ a
n=ph-pl. ..ph = Hpk
1 2 Tk

r
O produto [] ka chama-se a decomposicao primdria de n.
k=1

A QUANTIDADE DOS DIVISORES DE UM NUMERO n

Como o conjunto dos divisores de um nimero n € IN é finito, podemos nos in-

teressar pelo tamanho deste conjunto, isto é, pela quantidade dos divisores de n.
Dado n € IN, vamos indicar por

T(n) = Ht e IN ‘ t divide n}‘
a quantidade dos divisores naturais de n.

Por exemplo, temos 7(n) =1 <= n=1, 7(n) =2 <= n =p é primo.

Lembrando-se que t’n <= d,s =7 € IN tal que n = st vemos que também

% divide n. Como ainda ;; =, temos que

=13 3

{t] tdividen} = {%] tdividen} .
Por exemplo, para os divisores de 12 temos

(123,4,6,12) = (2. 2.5 2.2, 8}

E facil verificar a seguinte observacao interessante:
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3.4 Proposicao.
Para todo n € IN temos

[[t=n""/"? (: W) :

tln

Em palavras: O produto formado sobre todos os divisores positivos de n é a poténcia
7(n)/2-ésima de n.

Demonstracao: Temos

) o)
tln tin tin tin tin

pois 7(n) é a quantidade dos fatores n deste ltimo produto. Extraindo-se ainda a
raiz quadrada de ambos os lados, vemos a afirmacao.
Podemos determinar 7(n) também a partir da decomposi¢do primaria de 7.

3.5 Observacgao.

Seja 1 <n € IN escrito na decomposicao primdria

.,
n= 11 pj:
k=1

com py ..., p. primos distintos, r,a, ,..., a, € IN. Un nimero t € IN €
divisor de n se e somente se

T

t:kakk com 0<{ <a ,...,0<( <a,.
=1
T

Demonstracao: Seja t = [] pik com0</{ <a, ,...,0</(, <a, Temos

k=1

.
onde kli[lpzfék € IN, pois a, — ¢, > 0. Logo, t € divisor de n.

Reciprocamente, qualquer divisor ¢t de n tem que ter esta forma, pela unicidade da
decomposicao primaria de t e n. Logo, a afirmacdo vale.
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3.6 Conseqiiéncia.

Seja n € IN escrito como
.
n= 11 p:
k=1

com p,, Py 5., P, primos distintos e a,, a , a, € IN. Entdo

(n) = kri[l(ak +1).

Demonstracao: Pela observacao 3.5 temos que os divisores t € IN de n correspondem,

biunivocamente, as r-uplas (¢, ¢, ,..., {,) com0</( <a, ,...,0</( <a,.
Portanto 7(n) é a quantidade destas r-uplas. Mas, na k-ésima coordenada temos
as a, + 1 possibilidades 0,1,2 ,..., a, para escolhermos ¢, (1 <k <r). Isto
dd um total de (a; +1)(a, +1)-...-(a, + 1) ecolhas e fornece a afirmac3o.

m

3.7 Conseqiiéncia.

Seja n € IN.

n € um quadrado perfeito <= T(n) € impar.

.
Demonstragao: Seja n = [] ka a decomposicao primaria de n. Temos que

k=1
n € um quadrado perfeito <= todos os expoentes a,,a, ,..., a, S3o pares
< todososa +1, a,+1,..., a, + 1 sdoimpares <= o produto

(a, +1)(a, +1)...(a, +1) = 7(n) é impar.

A decomposicao primaria € util para determinar o mdce o mmcde dois nimeros:

Dados dois nimeros n,m € IN, existem primos distintos p, ,..., p, (os pri-
mos que dividem em pelo menos um de n ou m) e expoentes ndo-negativos
a; 5.5 Q.0 ..., b, € IN; tais que, simultdneamente,

r r
n=1I[p% e m= ] p’.
=1k k=1 "
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3.8 Proposicao.

Sejam n,m € IN, escritos simultaneamente na forma indicada. Entao
mdc(m, n) H pmm (a, ,b,)

tal como
mme(m,n) = [] p™%-%)

Demonstracao: Para o mdc:

min(a, ,b, )

Como min(a, , b, ) < a, etambém < b, , temos por 3.5, que o produto H Py
k=1

certamente é divisor comum de n e m. Por outro lado, um qualquer divisor comum
T

tdenem,édaformat:]_[pek com0§€k§akeogékgbkeentéo()g
k=1

T
(, < min(ak,b ). Logo, t’ H pmm (-5 |sto mostra mdc(m,n) = kl:[1 min(a, ,b)

Da mesma forma trata-se o mmec. Fazer isto como exercicio!

A DECOMPOSICAO PRIMARIA DE n/!

Estudamos em seguida qual é a decomposicao primaria do niimero n! para qualquer
n € IN. Agora, se p’n! =1-2-...-n para algum primp p, uma aplicacao repetida
de 3.2 mostra que p tem que dividir um dos fatores 2,3 ,..., n deste produto.
Em particular, n! n3o pode ser divisivel por nenhum primo > n. Por outro lado,
qualquer primo p com p < n aparece em n! e podemos afirmar de antemao que a
decomposicao primaria de n! é da forma

T
k=1
ondep, =2, p,=3, p;=5,..., p, <n<p._,,i. e p ..., p, sdo exatamente

todos os primos que sdo < n e os expoentes a,, a , @, sao numeros naturais

os quais devemos determinar.

9 3o

Uma maneira mais elegante de escrever isto é

pelP
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Aqui p é considerado seu préprio indice e o indice dos expoentes ap(n) € IN,,
sendo que p varia sobre [P com a condicao ap(n) =0sep>n.
A pergunta é

a,(n)=7 se p<n?

Vejamos um exemplo (escrevemos a, = a,(40) para simplificar a notagdo):

40! = 2% - 3% . 5% - 7% . 11%1 - 13%s - 17%7 . 19%9 . 23%23 . 20%0 . 31 %1 . 37%7

a.,, = 7!

a 37

oy (g 5o

g7 = Qg) = Ggg = Gyg = 1.

Agora, 19 divide 19 e 38. Logo, Ag = 2, ocorrendo 0 mesmo com a

E imediato que a
17"
Temos a , = 3, devido aos fatores 13,26 e 39.

De forma semelhante: a;;, =3 e a, =5.

Agora temos 8 = 430 fatores 5 em 40!, devido aos divisores 5, 10, 15, 20, 25,
30, 35, 40. Mas vem mais um fator 5, ainda nio contado, devido a 25 = 5. Logo
a, =9.

O nimero 3 aparece 13 vezes nos divisores 3,6,9 ,..., 39, mais 4 vezes nos divi-
sores 9, 18,27, 36 e mais uma terceira vez em 27. Isto dd um total de 18 fatores
3 em 40!. Logo a, = 18.

Finalmente contamos a, = 38, devido a 20 = % fatores 2 em 2,4,6, 8, 10,

..., 40, mais 10 fatores 2, ainda ndo contadosem 4,8, 12,16 ,..., 40, mais 5 fa-
tores ainda nao contados em 8, 16, 24, 32, 40, mais 2 fatores 2, ainda ndo contados,
em 16, 32, mais um fator 2 devido a 32.

Logo temos

40! =2%.3%.5%.79.11%.13% . 172 . 19%. 23 . 29 - 31 - 37 .
Como fica o caso geral?
3.9 Definigao.
Para cada ndmero real x indicamos por
[x] = o maior inteiro contido em x

(i.e. escrevemos = [x]+r onde [z] € Z er € IR com 0 <r < 1).
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Por exemplo temos || = [¥] =4, [VB] = 2, [7] = 3, [-7] = —4. Quando
x > 0 tem a forma decimal z = n, ... com n € IN,, temos claramente [n, ...| = n.

3.10 Teorema.

Para cada n € IN a decomposicao primdria de n! € dada por

n! = [ p=»™
pelP

onde os expoentes a,(n) sdo calculados por

W =5 5]

oo
n Ve - - -
Observamos que esta soma > [k] a qual é formalmente uma soma infinita, na
k=1 LP

-| = 0, sempre

, P ~ .y n
verdade contém somente finitos somandos nao-nulos, ja que [
p

quando p* > n. Particularmente, ap(n) = 0, se p > n. Isto significa que no pro-
duto (formalmente infinito) para n! na verdade aparecem automaticamente sé os
primos p < n.

Demonstragao: Seja p um primo qualquer.
Existe um tnico ¢, € IN, tal que

bp<n<( +1)p.
Da mesma forma, existe um unico €2 € IN, tal que

tp* <n<(l,+1)p*,
em geral, para todo k € IN existe um dnico £, € IN, tal que
k k
6p" <n<({ +1)p".

Agora, em n! aparecem

¢, fatores p devido os fatores
p,2p,3p ..., 41p,
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mais (, fatores p, ainda ndo contados, devidos a

p272p273p2 y ot £2p27

mais ¢, fatores p, ainda ndo contados, devido a

p* 20", 3",

Isto d4 um total de a,(n) =¢, +{,+...+ ¢, +... fatores p contidos em n!.
Mas, de ¢ p" <n < (¢, +1)p* segue {, < o < (€, +1), ou seja,

Logo temos como afirmado

i1 P
]
Observa-se que sempre
ay(n) > az(n) > a.(n) > ... > a,(n) >a,(n)>...sep<gq.

Uma conseqiiéncia disto ¢, por exemplo, que n! termina em a(n) zeros.
3.11 Exemplo.

a) Em quantos zeros termina 357! 7

b) Qual é a maior poténcia de 165 que divide em 2000! ?
Respostas:
a) Em a,(357) = é {?’55:] = [327] + [32557] + E’;;] =71+ 14 + 2 = 87 zeros.

b) Temos 165 = 3-5.11 e vale a,, (2000) = /i e e e e R el

181 + 16 + 1 = 198. Logo é a 198-ésima a maior poténcia de 165 - e também
maior de 11 - que divide 2000! .
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ESTIMATIVAS SOBRE QUANTIDADES DE PRIMOS

3.12 Teorema. (EUCLIDES)

O conjunto IP dos numeros primos é infinito.

Demonstracao: Suponhamos IP = {pl,p2 e pr} fosse um conjunto finito.
Consideremos o ndmero natural n =p, -p,-...-p.+ 1. Pelo Teorema fundamental
da aritmética, este n > 1 ¢ divisivel por algum primo ¢. Pela suposi¢do, ¢ = p,
para algum k € {1, 2,..., r} . Dai segue o absurdo que q’l. Logo, nenhum con-
junto finito pode abranger todos os primos.

m

3.13 Proposicao.

Para o n-ésimo numero primo p, vale a estimativa

2 n—1

p, <27 .

Demonstragao: Para n = 1 afirma-se 2 = p, < 227" = 91 = 9 o que certa-
mente é verdade. Suponhamos ja provadas as desigualdades

p, < 2%
p, <2

Se IP > q)p1 Dy ... D, +1, entdo ¢ > p,, particularmente, p ., < gq.
Segue

2 n—1 n_- n_- n_- n
pn+1Spl.p2.'“.pn_|_1§21+2+2+...2 +1:22 1+1§22 1+22 1:22 '

Convém observar que esta cota superior para o tamanho de p,, ndo é muito boa.
Uma cota melhor obtem-se, admitindo-se (sem demonstragdo) o seguinte mais
profundo
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3.14 Teorema. (TCHEBYCHEF).

Para 2 <m € IN temos que sempre existe um primo p com m < p < 2m .

3.15 Conseqiiéncia.

Para o n-ésimo numero primo p, vale a estimativa

p, <2".

Demonstragao: Temos 2 = p; < 2! e por 3.14: Vn = 1,2,3... tem-se
Pp <DP,q <2-p, Dep, <2"segueentiop B <2-2"= on+1

3.16 Definicao.

Um par de nimeros (p, p + 2) é denominado um gemeo de primos se ambos, p e
P + 2 sao primos.

3.17 Exemplo.
(3,5),(5,7),(11,13), (17,19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73)

sao 0s gemeos de primos com p < 97.
Enquanto existem infinitos primos, é interessante fazer a seguinte

3.18 Observacgao.

E desconhecido se existe uma quantidade infinita de gemeos de primos.

A FUNGAO 7™ DOS NUMEROS PRIMOS

3.19 Definicao.
Para todo 0 < z € IR define-se a fun¢do 7(x) por

() =|{pe P|p<al

isto é, m(x) é a quantidade dos niimeros primos menores ou iguais a z.

Por exemplo temos m(z) =0se 0 <x <2, w(zr)=1se2<x<3 7(r)=2se
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3 < x < 5. Em geral:

Sep, =2, p,=3, py=5, Py, Ps -+, Dy =97, ... € a seqliencia dos nimeros
primos em ordem natural, entao

m(x)=rsep <x<p. ., (r=123,..).

Uma das grandes descobertas do final do século passado (1896), a qual citamos
aqui sem apresentar sua mais profunda demonstracdo, é o chamado Teorema dos
nimeros primos e que leva os nomes dos matematicos CAUCHY/HADAMARD /DE
LA VALEE PoUSSIN). Ele descreve o comportamento asintético da fungdo m(x).

3.20 Teorema.
. w(z)
lim

T — 00 x
Inz

=1.

Isto quer dizer que, se = é grande, a quantidade dos nimeros primos < x é dada,
. ~ T
com aproximac¢ao cada vez melhor, por —.

Inx
DECOMPOSICAO DE NUMEROS E O CRIVO DO ERATOSTENES

3.21 Observacao.

Sejam n,r,s € IN tais que n =rs com 1 < s <r <n.
a) Temos s < /n<r.

b) Se n for composto, entao existem r,s € IN tais que
l<s<yn<r<nen=rs.

Demonstracgao: a) De s < r < y/n segue a contradi¢io

n=sr<+nyn=n.

Da mesma forma, de \/n < s < r segue a contradicdo

n=+nyn<sr=n.

Logo devemos ter s < /n < r.

b) é uma conseqliéncia de a). m
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3.22 Conseqiiencia.
Sen € IN é composto, entao n € divisivel por algum primo p < \/n.

Demonstragao: Podemos escolher em 3.21 b) um divisor primo p de s.
m

Esta dltima observacao tem importancia pratica na procura de nimeros primos
e é a base do chamado

crivo do ERATOSTENES:

Desejamos deteminar os primos < n para um dado 2 < n € IN. Para isto escreve-
mos os nimeros
2,3,4,5,6,..., n.

Guardamos o 2 como primo e riscamos todos os nimeros pares 4 < 2k < n.
Depois guardamos o 3 e riscamos todos os miiltiplos de 3 com 6 < 3k < n. O
proximo nimero nao riscado € o primo 5. Riscamos seus multiplos

10 < 5k < n e continuamos desta maneira.

Vemos que, depois de riscar os miultiplos de todos os primos até o maior primo
p < /n, sobram somente os niimeros primos até n.

Por exemplo, para n = 100 : Depois de riscar entre os nimeros 2,3,4,5,6 ,...,
100 os multiplos (préprios) de 2,3,5 e 7, sobram os 25 primos 2,3,5,7, 11,

13 ,..., 83,89,97. Isto é claro por 3.22, pois qualquer n < 100 composto é
miltiplo de um dos primos 2,3,5,7 < 10 = /100.

Também podemos pensar assim: Para se verificar se um dado nimero n é primo
ou composto, s6 é preciso testar como possiveis divisores os primos p < \/n. Se
nenhum deles divide, n serd primo.

Portanto, para ver se um n < 100 é primo ou n3o, os quatro testes

2‘n(?), B‘n(?), 5‘n(?), 7‘n(?)
sdo suficientes, dos quais 2’71(?) e S‘n(?) tém resposta obvia.
Da mesma maneira, somente os testes com (no maximo) os primos p < 13

sao suficientes para conseguir uma possivel decomposicao de um qualquer
n < 200. p < 31 para qualquer n < 1000, p < 97 para n < 10000.

46



3.23 Proposicao.

Seja n € IN impar.
Entre os pares de inteiros (x,y) com

0<y<az<n=az>—19°
e os pares (r,s) com
1<s<r<n=rs

existe uma correspondencia biunivoca natural.

Demonstracao: Sen = 22> —y> com 0 <y < o < n, facamos r =z +y e

s=x—yeseguen=rsel <s<r<n.

Seja, reciprocamente, n =rs com 1 < s <r < n. Como n é impar, temos que r

e s sao impares e % sao inteiros. Facamos = = % ey="3". Temos z,y € IN,

(r45)%—(r—s)?

e 0 <y <z <n. Além disso vale 2> — 3% = -

=Trs=n.

3.24 Conseqiiencia.
Seja n € IN impar.

a) n possui tantas decomposicoes distintas n = x> — y? como diferenca de
dois quadrados quantas decomposicoes multiplicativas distintas n = rs ele
admite.

b) n € primo, se e somente se

= () ()

€ a unica decomposicao de n como diferenca de dois quadrados.

3.25 Exemplos.

a) Paran =33=233-1=11-3 temos as decomposi¢cdes correspondentes como
diferenca de dois quadrados:

33=172—-16>=T7>—4>.

b) Paran=9=9-1=23"3 temos
9=5"—-4>=3"-0".
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c) Em geral, para n = p¢g = pg-1 = p-q onde p > ¢ sdo primos, temos as
decomposicoes correspondentes como diferenca de dois quadrados:

_(pa+1N\E  pg—1\? _ (p+q\?  (p—q\?
= () = () = () (75
d) Paran=105=105-1=35-3=21-5=15-7 temos
105 =632 — 622 = 192 — 16> = 132 — 82 = 112 — 42.

A descoberta de uma decomposicdo de um nidmero impar n como diferenca de
dois quadrados pode ser favordvel quando n é "quase um quadrado perfeito”, i.e.
quando n = rs com y = r — s "pequeno’. Isto pode servir para descobrir a de-
composicao primaria de um tal ndmero.

Vejamos alguns exemplos:

Queremos descobrir se o nimero n = 2438323 é primo ou ndo. Temos /n =
1561,51... e as tentativas se este n é divisivel por algum primo p < 1561, é
decepcionante, experimentando-se com p = 3,7,11, 13 ,.... Escrevendo-se porém
y?> = 22 — n, comecando com z = 1562, vemos na hora que 2> — n é de
fato um quadrado perfeito y> com y = 39. Isto nos dd a decomposicio n =
(1562 + 39)(1562 — 39) = 1601 - 1523. Esta é a decomposicdo completa de n,
pois 1523 e 1601 sdo realmente primos (sendo n ja teria sido divisivel por algum

p < 37).

Para ganhar a decomposicdo de n = 17473, calculamos /n = 132,18... e as
colocacbes x = 133, 134, 135 ... mostram na quinta tentativa para x = 137
que realmente 137> — n = 36°. Mais uma vez descobrimos a decomposicio n =
(1374 36)(137 — 36) = 173 - 101.

Se n = p(p+2) é por exemplo (sem que se tenha conhecimento antecipado disso!)
o produto dos primos de um gemeo, este método - observando-se

p<+n=,plp+2) <Vp°+2p+1=p+1 - fornece logo no primeiro passo
para x = p + 1:

(p+1)°—n=@+1)>-pp+2) =17,

ou seja, a decomposicdo n = [(p+ 1)+ 1} : [(p—l— 1) — 1} .

Mais algumas observacdes com respeito a nimeros primos.
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A CONJETURA DE GOLDBACH
CHRISTIAN GOLDBACH (1690-1754) estabeleceu a seguinte pergunta que até

hoje ndo pode ser decidida:

3.26 Conjetura.

Todo numero par n > 4 € soma de dois primos impares.

3.27 Exemplo.

6=3+3,8=3+5 10=7+3=5+5,12=7+5,...,
100 =97 +3 =89+ 11 =83 + 17 =71 + 29 = 59 + 41 = 53 + 47

Pelo teorema de Tchebychef existe sempre um primo entre qualquer nimero e
seu dobro. Por outro lado, é uma observacao simples que existem intervalos de
comprimento arbitrdrio n, livre de nimeros primos, como mostra

3.28 Proposicao.
Para todo n € IN existe um k, € IN tal que os nimeros consecutivos
k,+1, k,+2, k,+3,...,k,+n

sao todos compostos.

Demonstracao: Dado n € IN, escolhemos k, = (n+1)! + 1. Como
2,3,4,..., (n+1) todos dividem (n+1)!, obtemos

2|(n+1)+2=k, +1,
3(n+1)!+3=k, +2,

n)(n—i—l)!—l—n =k, +(n—1),

(n+1)[(n+ 1) + (n+1) =k, +n,

mostrando que estes nimeros sao compostos.
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PROGRESSOES ARITMETICAS E PRIMOS

Dados a,b € INy com b > (0, podemos considerar a progressao aritmética

(a+bn)  =(a,a+ba+2b,a+3b, ...)

eIN,

e podemos perguntar sobre niimeros primos possivelmente aparecendo nela. Para
que um dos a + bn com n > 2 possa ser primo, é claramente necessdrio que
mdc(a, b) = 1, pois mdc(a, b) divide cada a 4 bn. No caso a = 0,b =1 temos a
seqiiencia dos nimeros naturais, a qual contém infinitos primos por EUCLIDES.
Também, se a = 1 e b = 2, a sequéncia dos nimeros impares contém infinitos
primos.

E mais um resultado cldssico e profundo do século passado, devido a DIRICHLET
(1837) que queremos citar aqui sem demonstra¢do:

3.29 Teorema.

Sea,be IN, sao dois nimeros comb > 0 emdc(a, b) = 1, entdo, na progressao ar-
itmética
(a + bn)neﬂ\,0

aparecem infinitos niumeros primos.

Como mais um caso particular deste teorema de Dirichlet queremos provar o

3.30 Exemplo.

Para b=4 e a =3 temos:
Existem infinitos primos da forma 4n+3 n=0,1,2,3,....

3.31 Observacgao.
Sejam k, k, ,..., k. € IN. Entao o produto
(4k, +1) - (4ky+1)-...- (4k, +1)

tem a forma 40 4+ 1 com ¢ € IN.
(i.e. um produto de ndmeros que deixam resto 1 quando divididos por 4 é um
ndmero do mesmo tipo [ver § 6]).

Demonstracio: E suficiente, verificar isto para dois fatores:
(4k, + 1) - (4k, + 1) = 16k, k, + 4k, + 4k, + 1 =4 (4k .k, + k, + k,) + 1.
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Demonstracao do Exemplo 3.30: Suponhamos
IP=1IPnN {4n+3 ’ n=20,1,2,3 ,} é finito, digamos

P = {p1:3,p2:7 e pT} :
Consideremos o ndmero N = 4p p,..p, — 1 = 4(p,p,..p, — 1) +3 > 1 e seja
N=gq q-...-q, comprimos q, ,..., g € IP. Todo ndmero impar é da forma

4k + 1 ou 4k + 3. Como N é da forma 4/ + 3, por 3.31, nem todo ¢; pode ter
a forma 4k, + 1, ou seja, existe um ¢; € P, digamos ¢; = p;. Mas entdo segue
qi|4p,---p, — N =1, um absurdo. Logo, IP n3o pode ser finito.

n

POLINOMIOS E PRIMOS

Queremos encerrar este paragrafo, pensando sobre o natural desejo de escrever o
n-ésimo nimero primo p,, como uma fungdo transparente de n. Serd que existe

~ . . . S 5_1 _
allg.uma eXpressao polinomial f(n) = a,n +a, 0T+ +a,n + a, com coe
ficientes inteiros, que forneca a sequiéncia dos nimeros primos - ou pelo menos -
forneca somente primos?

O seguinte exemplo é interessante neste contexto.

3.32 Exemplo.
Para f(n) = n*+n+ 41 temos

f(n) € IP paratodo n=1,2,3,...,39.
Entretanto, f(40) = 41% e f(41) = 41 - 43.

A resposta geral é decepcionante: Nenhum polindmio (n3o constante) pode as-
sumir somente nimeros primos, como mostra

3.33 Proposicao.

Seja f(n) = a,n® + a, .
coeficientes ay, a, ,..., a, € Z eay >0, s > 1. Entdo a seqiiencia (f(n))

n Tl 4+ .+ a,n + a, uma expressao polinomial com

nelN
assume infinitos valores naturais compostos.

Demonstracao: Claro que f(n) pode assumir somente finitos valores negativos,
pois a, > 0. Se f(n) sempre é composto, ndo ha nada para provar. Podemos supor
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entdo que exista n, € IN tal que f(n,) =p é primo e f(n) > 0 para n > n,. Para
todo t € IN temos

f(n, +tp) = a,(n, +tp)* + ... +a,(n, +tp) +a, =
=an, +...+an, +a,+kp=p(l+Ek)
com k, € IN apropriado. Segue que os valores

f(n, +tp) =p(1+k,) com tecIN

sao nlimeros compostos. Como k, = a p*t* & ... assume infinitos valores naturais
distintos quando ¢t € IN, concluimos a afirmacao.
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§ 4 Triplos PITAGORICOS e a conjetura de FERMAT

TRIPLOS PITAGORICOS

4.1 Definicao.
Um triplo de ndmeros naturais (x,y, z) chama-se um triplo Pitagérico se

oyt =2

O triplo (z,y, 2) chama-se primitivo se mdc(z,y,z) =1

(é claro como o mdcde mais de dois niimeros deve ser entendido).

4.2 Exemplo.
(4,3,5),(8,6,10) ,..., (4n,3n,5n) ,...
(12,5,13),(24,10,26) ,..., (12n,5n,13n),...

sdo triplos PITAGORICOS, sendo que (4,3,5) e (12,5, 13) s3o primitivos.
E imediata a seguinte

4.3 Observacao.

Com qualquer triplo PITAGORICO (xl, Yy s Z1> (primitivo) e qualquer n € IN,

também (na:l,nyl, nz ) ¢ um triplo PITAGORICO. Para n > 1 estes ultimos

1
nao sao primitivos.

Também reciprocamente temos

4.4 Observagao.

Seja (x,y,z) um qualquer triplo PITAGORICO, d = mdc(z,y,z) e ponhamos

| = 2, Y, = %, z = 2 Entao (:Ul, Yy s Z1> ¢ um triplo PITAGORICO primi-

tivo e vale (v,y,2) = (dv, dy,,dz,).

X

Demonstracao: E claro que mdc(z,,y,,2,) =1 evale (z,y,2) = (da:l, dyl,dzl).
2

2 2 2 2
/ . 9 2 g g . +vy - E 2
Além disso, vty = (d> + <d> = — = (d) =z, mostrando que

(xl,yl, 2:1) é triplo PITAGORICO primitivo.

93



Portanto, para se classificar os triplos PITAGORICOS, é suficiente a restricdo aos
PrImitivos.

4.5 Observacao.

Seja (x,y,z) um triplo PITAGORICO primitivo. Entdo exatamente um dos
numeros x ou Yy € par, o outro € impar - z € impar.

Demonstracao: Suponhamos z e y ambos pares. Entdo 2% = 22+y? e também
z € par. Segue a contradicdo 2 < mdc(z,y, z) = 1.

Suponhamos x e y ambos impares, digamos 22 = 4k + 1 e y?> = 40 + 1. Segue
22 = 2% +y* = 4(k +{) + 2, o que é impossivel para um quadrado par (ver 1.15
a)). Logo, = e y tém paridades distintas e z é impar.

Combinamos que, daqui em diante, z é par, y é impar quando
(z,y,2) é um triplo PITAGORICO primitivo.

4.6 Observacao.

Seja (x,y,z) wm triplo PITAGORICO primitivo. Entdo
mdc(z, y) = mde(y, z) = mde(z, z) =1,

.e. 0s x, Y, z sao relativamente primos dois a dois.

Demonstragao: Se d = mdc(z,y) > 1, entdo existe um divisor primo p de
d. Logo, p’x e p‘y, segue p’xQ +y? = 2% e também p|z. Assim temos a con-
tradicdo p < mdc(z, y, z) = 1.

Os dois outros casos sdo mostrados da mesma forma.

4.7 Observagao.

Sejam n,m,c € IN com nm = c* e mde(m,n) = 1.
Entdo existem N, M € IN tais que n = N?> e m = M?, i. e. n e m
sao quadrados perfeitos individualmente.
r S
Demonstracao: Sejam n = ] ka em =[] qZk as decomposicoes primdrias
k=1 k=1
de n e m. Entdo os ¢, sdo diferentes dos p, pois mdc(m,n) = 1. Segue que
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b

nm = pl-.. i -qll’l -...-q" éa decomposicdo primaria de nm. Como nm = ¢*

é quadrado perfeito, segue que todos os a, ,..., a,., b, ,..., b, sdo pares. Logo
T S

n=N2?em=B?para N=[[ p%/? e M= ] /%
=1 F =1 " .

Estamos agora em condicdes de provar o teorema de classificacdo dos triplos PITAGORICOS.

4.8 Teorema.

a) FEscolhendo-se nimeros s,t € IN com s >t >1 e mde(s,t) =1, s —t
impar (i.e. s et possuem paridades distintas), e colocando-se

r = 2st (y:sQ—t2 2232—|—t2,
(x,y,2) serd um triplo PITAGORICO primitivo.

b) Qualquer triplo PITAGORICO primitivo € obtido pelo método de a).

Particularmente, existem infinitos triplos PITAGORICOS primitivos. Eis o inicio de
uma tabela dos triplos PITAGORICOS primitivos:

sltile=2st|y=8>—t*|2=35>+1t
2|1 4 3 o}
312 12 5) 13
411 8 15 17
413 24 7 25
5|2 20 21 29
5|4 40 9 41
61 12 35 37
6|5 60 11 61
7|2 28 45 03
74 56 33 65
76 84 13 85
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Demonstragao: a) Temos z2+y? = (2st)?+ (s> —1?)? = 4s*2 + s +-11 - 2512 =
st 42522411 = (52 +1%)? = 2%, mostrando que (z,y, ) é um triplo PITAGORICO.
Suponha p‘mdc(:z:,y,z) para algum primo p. Entdo p é impar e de p’23t segue
que p|s ou p|t. De z = s> +1? (ou de y = s* — t?) segue entdo que p’s e p’t,
dando o absurdo p < mdc(s,t) = 1.

Assim, (x,y,z) é um triplo primitivo.

b) Seja (z,y,z) um qualquer triplo PITAGORICO primitivo com x par, y impar.

2 _
Temos 22 = 22 — 12 = (24 y)(z —y) edai IN>Z =27Y . 2= Y Entio

Yy Y Yy 1 5 5

T 2_ _z+t+y 2y

<2> =uv com u=-"_-* e v="_-.
Se d = mdc(u,v), entéod’u:l:v. Mas, u+v = Z;erZ;y =z eu—v =
z;y — z;y = y, dando d|mdc(y, z). Por 4.6 sabemos mdc(y,z) = 1 pois

(x,y, z) é primitivo. Logo mdc(u,v) = 1.

Concluimos por 4.7 que u e v sao individualmente quadrados perfeitos. Coloque-

mos u = s> e v =12 com s,t € IN. Temos entdo mdc(s, t) = mdc(u,v) = 1

e s—t éimpar. Além disso, s> —t’ =u—-v=ye s>+t? =v+u =2z De
2

% = uv = t?s? segue r = V4t2s2 = 2st.

4.9 Conseqiiencia.

Os triplos PITAGORICOS, primitivos e nao-primitivos, sio obtidos por
(2n3t, n(s? —t?), n(s* + t2))

onde n,s,t € IN com s>t>1, mde(s,t) =1, s—1t impar.

Num qualquer triplo PITAGORICO primitivo (z,y,z), = é miltiplo de 4 e y
é impar > 1. Os triplos PITAGORICOS primitivos s30 numerosos, Como mostra

4.10 Proposicao.

a) Qualquer nimero impar > 1 é o y de pelo menos um triplo PITAGORICO
Primitivo.

b) Todo numero natural divisivel por 4 é o x de pelo menos um triplo
PITAGORICO primitivo.
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Demonstracgao: a) Se y = 2k — 1 = s> — > > 1 ¢ dado, podemos resolver
s+t=2k—1e s—t=1, obtendoque s=k e t =k — 1. Assim,

(2k(k —1), 2k —1, 2k(k—1)+1)

é um exemplo para um triplo primitivo com y dado.
b) Se = 4k = 2st é dado, podemos considerar s = 2k e t =1 e obtemos

(4k, 4K* — 1, 4K*> +1)

como triplo primitivo com 2« dado.

Para y > 1 impar obtemos tantos triplos primitivos (-, ¥, -) quantas existem
decomposi¢oes multiplicativas y = kf com mdc(k, ) =1 (compare 3.24). Par-
ticularmente temos

4.11 Exemplo.

Para qualquer primo p > 2, o Gnico triplo PITAGORICO da forma (-, p, -) €

2 2
p°—1 p°+1
( 2 7p7 2 )'

Ele necessariamente é primitivo.

4.12 Exemplo.
a) Para qualquer primo p > 2 dado, os triplos PITAGORICOS da forma
(- . D, ) 500:
Um inico nao-primitivo

e um unico primitivo

e em geral:

b) Para qualquer primo p > 2 e n € IN dados, os triplos PITAGORICOS da
forma (-, p", -) sdo:
Um dnico primitivo




e n— 1 nao-primitivos

ok p* -1 o p* 41
2 Y Y 2 Y

obtidos para £k =1,2,...,n—1.

4.13 Exemplo.

Para quaisquer dois primos 2 < q < p, os triplos da forma (-, pq, -) sdo:
Dois nao-primitivos

2 2 2 2
g —1 q°+1 pe—1 p°+1
p( 2 7q7 2 > €q< 2 7p7 2 )

e dois primitivos

p2q2_1 p2q2+1
2 Y q7 2

2 2 2 2
P —q p”+q
(P27 g, P57).

Demonstracoes: Exercicio. u

A CONJETURA DE FERMAT
A conjetura de FERMAT (também: o "ltimo Teorema" de FERMAT) afirma que

a equacao DIOFANTINA

ndo é solivel por nenhum triplo (z,y, z) com z,y,z € IN se n > 3.

Demonstraremos esta afirmagao no caso 4‘71, ja provado pelo préprio PIERRE
DE FERMAT (1601-1665).
Mencionamos que, o enigma desta conjetura de FERMAT, entretanto e finalmente
em 1994 /95, depois de ocupar as mentes matematicas mais capacitadas por mais
de 350 anos, tem sido provado pelo matematico ANDREW WILES.
Ver na revista Annals of Mathematics, 142 (1995), os artigos:
Modular eliptic curves and Fermat’s Last Theorem, pgs. 443-551,
de A. WILES e
Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras, pgs. 553-572,
de RICHARD TAYLOR e A. WILES.

o8



4.14 Observacao.
Sejam n,a,b,c € IN tais que a‘n, b‘n, c‘n. Se existirem numeros x,y,z €
IN tais que 2"+ y™ = 2", entao existem também 2.y, 2 € IN tais que

x/a_|_y/b — Z/C )
Demonstragao: Sejam r,s,t € IN com n = ar = bs = ct. Fazendo-se
' =", y =y, 2 =27 segue

x/a+y/b:xra+ysb:xn+ynzzn:Ztc:Z/c

Equivalentemente podemos formular

4.15 Observacao.

Seja n € IN . Se existirem numeros a,b,c € IN com a‘n, b‘n, c‘n tais que
% 4+ ¢’ = 2¢ € impossivel para x,y,z € IN, entdo também x™ + y* = 2" €
impossivel com x,y,z € IN.

Esta observacao reduz o problema da conjetura de FERMAT para seu tratamento
somente com os expoentes primos: Porque

xP + yP = 2P € impossivel para todos os primos p > 27

4.16 Conseqiiencia.
Seja n € IN com 4‘71. Se x* +y* = 22 € impossivel para x,y,z € IN,
entao também x" + y" = 2" € impossivel com x,y,z € IN.

4.17 Teorema. (FERMAT).

A equacio ot 4yt = 22

nao possui solucao z,y,z € IN.

(Conseqiientemente a conjetura de FERMAT estara provada quando 4)71)

Demonstragao: Consideremos o conjunto
S={z€IN|3z,y€ INcomz'+y*=2*}.

Suponhamos, z* + y* = 22 fosse soltivel com z,y, z € IN. lIsto significa S # 0.
. VAR . 2 . 4 4
Seja z, € S o elemento minimo. Logo, existem z,,y, € IN com 27 = = + ¥ .
Porém, se 2, > 2z, € IN, entdo ndo existem z ,y, € IN com z% =z, +y;.
Portanto, o método desta demonstragdo vai ser, construir a partir de (z,,¥,, z,)
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. 2 o 4 4 . .
um triplo z,,y,, 2, € IN com zi=a ty ez <z Se conseguirmos isto,

teremos a contradicao desejada que terminara a demonstracao.

Mostramos primeiro mdc(zx,,y,) =1 :

Se d = mdc(z,,y,), colocamos x, = % ey, = %0 e obtemos
1 1 d d d4 d* d? 1
abreviando-se z, = % Como z, < z, se d > 1, concluimos d = 1.

Como (z%)? + (y3)2 = 2z com mdc(z?,y?) = 1, temos que (22,32, z,) é um

triplo PITAGORICO primitivo. Por 4.8 existem s,¢t € IN com s > ¢, mdc(s,t) =
1 e s —t impar, tais que

x§:2st, yf:sQ—tQ e 2, =8 +1.
Afirmamos que t € par: Se s fosse par, teriamos s =25’ et = 2t' + 1 e segue
yr=(28) — (2 + 1) =4 -4 -4t —1=4(s"—t" —t) - 1=4—-1,

o que é impossivel para um quadrado perfeito (um qudrado perfeito impar deveria
ter a forma 4k + 1!). Logo de fato t é par e s é impar. Coloquemos t = 2r com
r € IN e obtemos 22 = 2st = 4sr e dai

2
'TO
- =Ssr.
(2)

Temos mdc(r, s) = 1, pois mdc(s,t) = 1. Logo, r e s ambos sdo quadrados

perfeitos, digamos s = zf, r= wf com z,w, € N,
De y? = s* — t* segue que
2+ yf = 5*
e como mdc(s,t) = 1, vemos que (t,y,,s) é um triplo PITAGORICO primitivo.
Existem entdo w,v € IN com u > v, u— v impar, mdc(u,v) = 1, tais que

t=2uv, y, =u* —v? e s=u’+0°

Agora, uv = - =r = wf Mais uma vez concluimos que u e v sao individualmente

quadrados perfeitos, digamos u = x%

N | =+

ev =y’ com z,,y, € IN. Calculamos

2

xi‘+yf:u2+v2:s:z1,

o que significa z; € 5. Mas como 0 < z; < zf =s5<st<s?+t2 =z, istoé
impossivel devido a minimalidade de z, € S.

Isto mostra que S é vazio e portanto, z* + y* = 2

07

2 n3o pode ser soltivel em IN.
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¢ 5 Numeros deficientes - abundantes - perfeitos
e de MERSENNE

NUMEROS DEFICIENTES, ABUNDANTES E PERFEITOS

Além da funcdo 7(n), da quantidade dos divisores de n, introduzimos agora

5.1 Definigao.

Para todo n € IN indicamos por

on)=>t

t|n

a soma de todos os divisores naturais de n.

5.2 Exemplo.
o(1) =1,

(p)=p+1, se p é primo,
6

o
o(6)=14+2+3+6=12, o(12)=14+2+4+3+6+12 =28

5.3 Proposicao.
Seja n = p® para algum primo p e a € IN,. Entao

. paJrl _ 1
o(p") ="
Demonstracao: Temos que {1, p, P, ..., pa} sao os divisores deste n. Logo,
por 1.4
a a+1l 1
o)=Y t=3p ==
t|n k=0 p

E claro que o(n) =1+n+...>n+1>n paratodo n > 2.
Também: o(n)=n+1 <= n=p éprimo.

Procuramos classificar os nlimeros naturais agora sob o aspecto de comparar o(n)
com n, pela seguinte
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5.4 Definigao.

Um nidmero n € IN chama-se
a) deficiente, se o(n) < 2n
b) abundante, se o(n) > 2n

c) perfeito, se o(n) = 2n.

5.5 Exemplos.

n=15: o(15) =24 2n =30 o(15) <2-15. Portanto, 15 é deficiente.
n=12: 0(12) =28 2n =24 o(12) > 2-12. Portanto, 12 é abundante.
n=6: o(6)=12 2n=12 o(6)=2-6. Portanto, 6 é perfeito.

De verificagdo imediata é (fazer o gréfico da fungdo !):

5.6 Observacao.

A funcao real

¢ decrescente e vale

1< -2

1§2 para T > 2.

5.7 Proposicao.
a) Se p éprimo e a€ IN, entao p* € deficiente.
b) 3-2F € abundante para todo k > 2.

Demonstracgao: a) Usando-se 5.3 e 5.6, obtemos
o(p") =Y t="
tlp

b) o(3-2F) =1+2+4+. .. +2F 1 +2F4+343.243-4+...+3-2"
=(14+3) - (1+2+...+2F) =4 (2" - 1)

a+1l 1 pa+1

a p a
=p*. = < 2.p%.
p—1 p—1 p p—17— p

=225 (4— ) >2-(2"-3) , pois k>2.

1
2k—1
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5.8 Proposicao.

Sejam 2 < p < q primos. Entao, para todos os a,b € IN, o niumero

n=p* ¢ € deficiente.

Demonstragao: o(n) =
=14p+.. . +p'+ql+p+...+p)+... +A+p+... +p) =
pa—|-1 -1 qb—H 1 pa—l—lqb—H
14+p+...+pV1+qg+...+¢) = : < —
p—1 q¢—-1 (p—1(—-1)
a b pq P q 3 5 15
— . N I S G N
PO Dg—1) " "p-1q-1=""3-1"5-1 g1 <2,

usando-se que a funcdo % é decrescente (5.6) e p>3, ¢ > 5.

5.9 Observacao.

Sejam n,m € IN com mdc(m,n) = 1. Entdo

a) d(mn < d=st com S‘?’L e t’m.

‘m e se s;t; = s,t,, entao s; = s

b) Se 31,52‘71 et L= 5,

1’t2

(i.e. os divisores de mn sdo obtidos de forma dnica, por combinagdo dos divisores
de n com os de m.)

Demonstragao: a) 7 < 7 ¢é claro.

r r!
7 = 7: Sejam n = [] ka em = ][] qZk as decomposicdes primdrias de n e

k=1 k=1
m. Como mdc(m,n) = 1, temos que mn = Pl p -qll)l . .-qff’;’ é a decom-
posicdo primaria de mn. Portanto, se d’mn, entao d = pil L -pfirqi” cee gt

-
com0</( <a;, ...,0</( <a, 0<u <0b,...,0Z u, < bT,. Com
s:pil pf et:q;ﬁ «...-q" temos assim d = st, slne t‘m.
r

b) Também este item é facilmente verificado pela compara¢do das decomposi¢des
primdrias de s 1, e s,i,.
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5.10 Proposicao.
Sejam n,m € IN com mdc(m,n) = 1. Entao
a) 7(nm)=r7(n)r(m)

b) o(nm)=o(n)o(m).

mj| =

Demonstragao: a) 7(nm) = ‘{d‘ d‘mn}‘ Hst’ s

=[{s| sln}|-[{t] t|m}| ==(n
b) o(nm)= > d=> > st= (Z s) : (Z t) = o(n)o(m).

dlnm sln tjm s|n tlm

5.11 Conseqiiencia.

Seja n = p‘lll co.oopir € IN com py, ..., p,. primos distintos e a
Entao

) () = T1(a, +1

T ak+1

b) o(n)=T1% 1.

k=1 Px

.
Demonstracao: Temos mdc (pclll, 11 ka) =

k=2
a) (Isto ja vimos em 3.6 e segue agora mais uma vez por indug¢do assim):

T r
7(n) = T(p‘lh . kH2ka) = T(p‘fl) T(kHQka) . Por inducao temos

k=2

p2_1 pr_l

r ay+1 1
p 2 — 1 a,:i- _ 1
(ML) =t
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al—l—l _ 1 . 5
e como (5.3) 0<p‘1’1> =1 2 afirmac3o segue.
pl -

O TEOREMA DE EUCLIDES/EULER

Provaremos agora uma classificacao dos numeros perfeitos pares, que
devemos a EUCLIDES e EULER.
Lembrando: n € IN é perfeito, se o(n) = 2n.

5.12 Teorema.
a) (EucLIDES) Se k> 2 € tal que p =2 —1 € primo, entdo

n = 2k1 <2k — 1) ¢ um numero perfeito (par)

b) (EULER) Todo nimero perfeito par € obtido pelo método de a).

Demonstracao: a) Seja k > 2 tal que p = 2F —1 €& primo.
Como mdc (2¥1,2¥ — 1) =1, calculamos

on)=c(2"1- 2" -1))=0c(2" ") - 02" -1)=(1+2+...+2" (1 +p) =
=2"-1)(1+p=02"-1)-2"=2.2""(2"-1)=2n,
mostrando que n = 2871 (28 — 1) ¢ perfeito.

b) Seja m um qualquer ndmero perfeito par. Podemos escrever n = 28~1m com
k> 2 e m impar. Como n é perfeito, concluimos

2"m = 2n = o(n) = J(Zkflm) = 0(2’“1) co(m) = (2k —1)-o(m).

Segue entdo 2k—1’2km. Como mdc (2’“—1, 2k) = 1, concluimos 2k—1’m. Logo,
existe um M € IN com (Qk— 1)M = m. Além disso, temos M # m, pois
k> 2. Assim, 2% (28 — 1) M = 2"m = (2" — 1) 6(m), ou seja

"M =o(m) >m+ M =2"M |

Portanto o(m) = M +m. Concluimos que M e m sdo os nicos divisores de m.
Particularmente, M =1 e m=2F—1 ¢ primo. Logo, n tem a forma afirmada

n =21 (2]“ — 1) com 28 —1 primo .
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Na terceira coluna da seguinte tabela temos os primeiros nliimeros perfeitos :

k| 2F—1 [ 2M1(2F—1)
2 3 6

3 7 28

5 31 496

7 127 8128

13 | 8191 33550336

17 | 131071 | 65536 - 131071
19 | 524287 | 262144 - 524287
31 | 20 —1 [ 29(2% 1)

44497 24449.7 -1 244496 (24.4497 o 1)

Ver também Ex. 7.6.

Devemos mencionar aqui que

¢ desconhecido se existe algum niumero perfeito impar.

Para os maiores niimeros perfeitos, hoje explicitamente conhecidos,

ver a Nota no final deste pardgrafo 5.

NUMEROS DE MERSENNE

Para o estudo dos nimeros perfeitos, acabamos de ver que os niimeros da forma
2% — 1 s3o de fundamental importancia.

5.13 Definicao.

Os nldmeros da sequéncia (2’“ — 1) chamam-se os numeros de MERSENNE.
k>2

Colocamos
M =2"-1 k=2.3/4,....

Assim, a sequéncia dos nimeros de MERSENNE come¢a como

(M,)

B = (3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023 ,..., 2"—1,...) .

k>2
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Particularmente interessa, quando um M, € primo. Uma condigdo necessdria para
que M, possa ser primo, € dada na

5.14 Proposicao.

Se M, for primo, entao k =p € primo.

Esta condicdo necessdria certamente nao € suficiente, pois
M, =2047 =23 -89

nao é primo, apesar de k = 11 ser primo.
A demonstracao de 5.14 é conseqiiéncia da seguinte

5.15 Observacao.
Sejam 2 < a,k € IN.

Se a¥ —1 for primo, entio a =2 e k ¢é primo.
Demonstragao: Temos (fazendo-se £ —1=n em 1.4):

a"—1=(a-1)(1+a+a*+...+d")

com (1+a+..+ ak_l) > 1, pois k> 2. Ora, se a* — 1 for primo, concluimos
a—1=1, ouseja, a=2.

Seja k = rs composto com 1 < s<r <k. Temos (coma=2"en+1=s
em 1.4) a decomposi¢do

2F —1=(2"—1)(1+2"+ 2% +...+ 20671

naqual 2" —1>1e 14+2 +...4+26"U" > 1 pois s > 1. Logo 2¥ — 1 n3o é
primo quando k é composto.

Assim,
(M |2<keIN}nP={M|keP}nP

. e. ao procurar primos M, na sequéncia dos nimeros de MERSENNE, somente
os indices k=p primos interessam.
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5.16 Definicao.

Um ndmero M, com p € IP chama-se um primo de MERSENNE se M, for primo.

5.17 Exemplo.
Os primeiros primos de M ERSENNE para p = 2,3,5,... sao:
M,=3, M,=7 M, =31, M,=127, M, =38191,
M,. =131071, M,, =524287, M, ... .

Entretanto, 23|M,,, 47|M,,, 233|M,, 223|M,,....

17 3

Ainda mencionamos o resultado de COLE (1902):

Mg = 193707721 - 761838257287
onde 193707721 é o menor divisor primo de M !

Mais propriedades de divisibilidade dos nimeros de MERSENNE conheceremos nos
préximos paragrafos em conexao com os teoremas de FERMAT e de WILSON e as
congruéencias quadraticas.

Nota:
Mencionamos que, em Maio de 2004, para p = 24036 583, o 412 e por enquanto
maior primo de MERSENNE

Mp — 224036 983 1

foi encontrado por JOSH FINDLEY. Ele possui entre 7 e 8 milhdes de digitos (pois
logy, 224936583 = 24036 583 - log;,2 = 24036583 - 0,3010 ~ 7,235 -10° !). O
numero perfeito correspondente - com mais de 14 milhdes de digitos - é

P = 224036 982 (224036 983 1) .

O pendltimo (402 ) primo de MERSENNE foi encontrado em Novembro de 2003
por MICHAEL SHAFER para p = 20996011 :

20996 011
M>p996011 = 2 —1.
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§ 6 A teoria das congruencias

DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

6.1 Definicgao.

Seja n € IN, um numero fixo. Dois nimeros a,b € Z chamam-se congruentes
moédulo n, se a — b é miltiplo de n. Em simbolos: @« =b mod n. Assim,

a=b modn <= nla—>=.

6.2 Exemplos.
a) Para n =6: 1=7=-5=—-11 mod 6 123 =—135 mod 6.

b) Para n=0: a=b mod 0 <= a=b
c) Paran=1: a=0b mod 1 sempre.
d) Paran=2: a=0b mod 2 <= aebtém a mesma paridade.

E imediata a seguinte

6.3 Observagao.

Dois nimeros nao-negativos a,b € IN,, escritos no sistema decimal, sao con-
gruentes modulo 10, (100, 1000 ,..., 10™) <= a e b coincidem no ltimo
digito (nos ultimos 2, 3 ,..., m digitos) .

6.4 Observacao.

Seja n >0, a,b € Z escritos na forma
a=ng, +r, e b=ng,+r,

comqluq27T17T2€Z (0§T1,T2<n). Entao

a=b modn <+«— r, =r

1 2

2

Demonstracao:
n(q, —q,), i. e. nja — b. Isto significa a = b mod n.

«< 7 : Se r, =r, temos a—b:n(ql—q2)+(rl_r2):

" = 7 :Sea=0b modn, temos nja —b = n(q, —q,) + (r, —r,) e dai,

=0,1.er =m,

n(rl — T, Mas de 0 < (7“1 — 7“2’ < n concluimos entao r, — r

1 2
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6.5 Conseqiiéncia.

Todo numero a € Z ¢é congruente mod n a exatamente um dos numeros
{0,1,2,..., n—1}

e estes ultimos sao incongruentes entre st mod n.

O conjunto
{0,1,2,..., n—1}

chama-se o conjunto dos menores restos nao-negativos médulo n.

6.6 Definicao.

Sejan > 0.
Um conjunto de n ndmeros {7“1,7"2 ey rn} chama-se um sistema completo de
residuos (restos) médulo n se cada a € Z é congruente a exatamente um dos

NUMEros 7,7y ,..., T,
Equivalentemente: Osr , 7, ,..., r, sdo congruentes mod n, em alguma ordem,
aos numeros 0,1,2,..., n—1.

6.7 Exemplos.

a) Para n =8 temos:
{0,1,2,3,4,5,6,7}
é o conjunto dos menores restos nao-negativos modulo 8
{—28,-15,-6,11,15,22,101, 800}

é um sistema completo de residuos médulo 8, pois —28 =4, —15 =1, —6 =
2,11=3,15=7, 22=6, 101 =5, 800 =0 mod 8.

b) De facil verificagdo é também que
{0,3,3%,3% ..., 3%}

é um sistema completo de restos médulo 17.

Pelo desenvolvido fica clara a seguinte
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6.8 Observacao.
Sejam n € IN, qy,4, ,---, q,, € Z. Entao

{nqo,nql—i—l e nqn_1+(n—1)}

¢ um sistema completo de residuos mod n. Além disso, todo sistema completo
de restos mod n € obtido desta forma.

6.9 Teorema. (Propriedades fundamentais das congruéncias)

Sejam n € IN, a,b,c,d € Z. O sequinte vale:
a) a=a modn
b) Se a=b mod n, entdo b =a mod n.
c) Sea=b modneb=c¢ mod n, entdo a = ¢ mod n.

d) Sea=b mod nec=d mod n, entdo
at+c=b+d e ac=0bd mod n.

Demonstracgao: Estas propriedades sdo facilmente verificadas a partir da
definicdo e deixaremos os detalhes ao leitor.
Provemos, por exemplo o item d): a = b e ¢ = d mod n significa que existem
q,,q, € Z tais que ng, = a —b e ng, = ¢ —d. Segue (a +c) — (b+d) =
(a—0b)+(c—d)=n(q, +¢q,),i. . a+c=b+d mod n.
Também ac — bd = ac — cb + c¢b — bd = c(a — b) + b(c — d) = n(cq, + bq,), ou
seja ac = bd mod n.

]

Particularmente, de ¢« = b mod n seguem a +c = b+ c e ac = bc mod n
e também a* = 0* mod n para todo k € IN.

Estas regras dizem que congruéncias mod n se comportam (mantendo-se um
certo cuidado em relagdo ao cancelamento de fatores comuns [ver 6.16/6.17] e

com poténcias de expoentes negativos), como se fossem igualdades.

Vejamos a utilidade do cdlculo com congruencias em alguns exemplos.
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6.10 Exemplos.
a) 233|M,, =2% —1.

b) 107|M,, +2=2%+1.

Demonstragao: a) De 2° = 256 = 23 mod 233 segue 2! = (28)? = 232 =
529 = 63 mod 233.

Dai 224 = 28.216 =23 .63 =51 mod 233 e finalmente

229 = 924.92° =51.32=1 mod 233.

Mas isto significa exatamente 233 (2% — 1.

b) De maneira semelhante concluimos: De 27 = 128 = 21 mod 107 segue 2!4 =
(27)2 = 212 = 441 = 13 mod 107 e 2% = (24)2 = 13% = 169 = 62 mod 107.
Dai 22 = 21 .22 = 13.62 = 57 mod 107 e finalmente 2% = 27.2%.212 =
21-16-57=15-(—50) = —1 mod 107. Assim 107|2% + 1.

Algumas congruéncias médulo 10, 100, 1000 , ...

6.11 Proposicao.
Para k > 2 coloqguemos
R =2"1(2"-1).
a) Sek=1 mod 4, entao R, termina em 6.

b) Se k=3 mod 4, entio R, termina em 28.

Demonstragao: a) Afirma-se B, = 6 mod 10 desde que k¥ = 1 mod 4:
Temos entdo k = 4 + 1 para algum ¢ > 1 e segue R, = 2% (241 — 1) =
16°(2-16° - 1) =6/(2-6' —1)=6(12—1)=6-1=6 mod 10.

b) Afirma-se R, = 28 mod 100 desde que £ = 3 mod 4: Temos entdo k =

4¢ + 3 para algum ¢ > 0. Escrevemos ainda ¢ = 5t + r com r € {O, 1, 2,3,4}.
Observando-se 16° = 76 = 76! mod 100 para todo t > 1, obtemos mod 100 :

R =2""2(2"" — 1) =4.16°(8- 16" — 1) =4- 16" (8 - 16™"" — 1) =
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4-7=28 se r=20

64-27=28 se r=1
=4-76-16"(8-76-16"—1)=4-16"(8-16" —1) =4 24-47=28 se r=2.
84-67=28 se r=3
44 - 87 =28 se r=4

Assim, Rk = 28 mod 100 em todos os 5 casos de 7.

Observamos que, por 5.12, particularmente os niimeros perfeitos pares tém a forma
dos R, em 6.11. Portanto temos:

6.12 Conseqiiencia.

Todo numero perfeito par termina em 6 ou 28.

6.13 Exemplo.
Quais sao os ultimos 1,2,3,4 ,... digitos de
n=1+21+3+41+...4+100!'?

Solucao: Como 10‘]4:! para k > 5, o ultimo digito de n é o mesmo de 1! + 2! +
3!+ 4! =3 mod 10.

Os ultimos 2 digitos de n sdao os de 1!+2!+3!+...+9!, pois 100|k! para k£ > 10.
Mas, 11+ 2!+ ... +9' =33+ 20+ 20 +40 + 20+ 80 = 13 mod 100.

+20+...4100 =11+ 2!+ ... 4+ 14l = 313 mod 1000
etc.

CONGRUENCIAS LINEARES

6.14 Definicao.

Dado n € IN. Uma congruéncia linear é uma congruéncia da forma
ar =b mod n

onde a,b € Z sao dados e as solucdes x € Z sao procuradas.
Por exemplo: 2z =5 mod 6: Nao tem solucao, enquanto

4x =2 mod 6: Possui duas solucoes incongruentes t =2 e x =5 mod 6.
Sobre as solugdes das congruéncias lineares vale
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6.15 Teorema.

Sejam n € IN e a,be Z.

a) A congruéncia ax = b mod n admite uma solugdo, se e somente se,
d = mdc(a,n) ‘b.

b) Se d|b, entdo ax =b mod n possui exatamente d solugdes incongruentes
entre st mod n. Sex, € Z ¢ uma solugao particular, entao d solugoes in-
congruentes sao obtidas por

x,, .’L’0—|—%, r, 42—, .., x,4+(d—1)-

ul3
aul3

Demonstracgao: a) é claro, pois a congruéncia ax = b mod n equivale a
equag¢ao DIOFANTIna linear ax + ny = b a qual é sollvel se e somente se, d =
mdc(a, n) ‘b (comparar 2.23).

b) Seja d‘b esejar, € Z comax, =b mod n, i. e. ax, + ny, = b para algum
Y, € Z. Por 2.23 toda solugdo de ax = b mod n € entdo da forma =z =z, + 5t

comt € Z. Escrevendo-se t = qd + k com g,k € Z com 0 < k < d—1 vemos
v=x,+ 5% =x,+5%5qd+k) =2, +qn+k- % =x,+k-% mod n. Mostramos
portanto que toda solucao é congruente médulo n a um dos d ndmeros indicados.
Mais ainda, de z, + j -% =z, +k-% mod n com 0 < 5,k < d—1 segue
Jrg=k-7 modnedaij-5=Fk-7+{ncom/l e Z. Dividindo-se por 7, segue
j=k+{ld=k modd. De 0 < |j— k| < d—1 concluimos / =0 e j = k. Isto
mostra que as d solu¢des indicadas sao incongruentes mod n.

O teorema mostra ainda que as d solu¢bes incongruentes médulo n de
ar =b mod n, sdo todas congruentes médulo 5. Podemos concluir portanto:

6.16 Conseqiiencia.

Sejamn € IN e a,z,y € Z com d =mdc(a,n). Entao
ar =ay modn = =y mod 7.

Isto quer dizer, um fator comum numa congruéncia médulo n pode ser cancelado,
desde que se observe que a nova congruencia s6 € valida mddulo 7.
(Mesmo quando @ = 0 mod n esta conclusdo é verdadeira, pois neste caso d = n

e 7 = 1 e tanto a congruéncia 0z = Oy mod n quanto a = y mod 1
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sdo afirmagdes vazias, validas para todos os z, y!)

6.17 Conseqiiencia.

Sejam n € IN e a,z,y € Z com mdc(a,n) = 1. Entao as duas congruencias
ar=ay modn e x=y modn

sao equivalentes.
Isto significa, numa congruencia médulo n um fator comum relativamente primo
com n pode ser cancelado.

CONGRUENCIAS SIMULTANEAS E O TEOREMA DO RESTO CHINES

Quais s3o os nimeros naturais que deixam simultdneamente o resto 4 quando divi-
didos por 5 e o resto 3 quando divididos por 47 A resposta é: S3o os niimeros

19420k k=0,1,2,3,....

Pergunta geral: Sejam n,,n, ,..., n, € IN, a,,a, ,..., a, € Z. Quais
sdo 0os numeros x € Z que deixam os restos a,,a, ,..., a, quando divididos,

respectivamente, por n ,ny ,..., n, ?

Nem quaisquer exigéncias simultdneas poderao ser cumpridas. Por exemplo x
1 mod 2 nao é compativel com x =2 mod 4.

Uma contradi¢do entre as exigencias ndo ocorre porém, se os médulos n,, n, ..., n,
sao relativamente primos em pares, como mostra o

6.18 Teorema do resto chinés.

Sejam n,ny ,..., n, € IN tais que mdc (ni,nj) =1paral <i#j<r,

.. 0S M , M, sdao relativamente primos, dois a dois. Sejam a,,a, ,..., a

Lo
€ Z. Entao as congruencias

75



T =a, mod n,
T = a, mod n,
T = ayg mod Ny

r=a, mod n,

possuem uma solucao simultanea. Além disso,

quaisquer duas solugoes sao congruentes modulo o produto ny -n, - ...-n,.

Demonstracao: Coloquemos N =n.n,...n, eparatodok=1,2,..., r:

172
r
No=1II nyj=n,...ny_m .\ ...n, (1<k<r),
ktj=1
isto €&,
... N

r

N
=

Para todo £ = 1,2 ,..., r temos mdc(Nk,nk) = 1, pois os n ., n

1 e r

sao relativamente primos em pares <IP Sp ’Nk =n n, =— p’nj

RN
para algum j #£ k — ank ).Logo, a congruencia N, =1 mod n, possui
uma solugdo. Seja r, € Z, talque Nz, =1 mod n, (1 <k <)

Afirmamos que
x=Nuzxa +N,z,a,+...+N.zx.a,

1"1% 2:t2%9

é uma solucao simultanea das congruéncias. De fato: Paratodo k=1,2,3,..., r

temos: Como n, divide N, N, ,..., N, Ny N, segue
t=0+..4+40+Nz,a +0+..+0=1-a, =a, modn,.

Como N=0mod n,, N=0modn, ,..., N =0 mod n,., qualquer nimero
17 92 ) T

que difere de x por um miultiplo de N ¢é solucao simultanea das congruéncias

também.

Reciprocamente, se £ € Z é uma qualquer solucao das congruéncias, entdo = =

a, = x modn, e assim n, |T — x para todo k = 1,2,...,r. Concluimos

r =z mod nn,..n,., pois 0s n ,n,,...,n, sao relativamente primos em pares

e portanto, seu minimo multiplo comum é seu produto.
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6.19 Exemplo.

Determinar os niimeros n € Z com |n| < 12,4x10%, que deixam simultaneamente
os restos 37, 54, 17 e 100 quando divididos respectivamente, por 40, 63, 23 e
143.

Solugdo: Temos r =4, a;, = 37, a, =54, a; =17, a, =100, n, =40, n, =
63, n, =23, n, = 143 e devemos resolver as congruéncias simultaneas

r=37 mod 40

r=54 mod 63

r=17 mod 23

r =100 mod 143.
Como os n ,n,,n,,n, sio relativamente primos, dois a dois, existe uma solugdo a
qual é determinada médulo N =40 - 63 - 23 - 143 = 8288280. Calculamos
N

N, =—=2072
L 40 07207 Nz =1 mod n,
N
N, = =i 131560 o Nyz=1 mod n,
N As congruencias B sao
N, = = = 360360 Nz =1 mod n,
N N,z =1 mod n,
N, = i 57960
207207x =1 mod 40 7r =1 mod 40
131560z =1 mod 63 _ 16z =1 mod 63
as quais se reduzem para
360360z =1 mod 23 192 =1 mod 23
57960x =1 mod 143 45x =1 mod 143
r, =23 mod 40
r, =4 mod 63

Suas solucdes sao
ry, =17 mod 23

T, = 89 mod 143

Uma solugdo simultanea é entdao x = N,z a, + N,z a, + Nyxga, + Nz 0, =
207207 - 23 - 374 131560 - 4 - 54 4 360360 - 17 - 17 + 57960 - 89 - 100

= 4198437 = 12486717 = —4089843 = —12378123 mod 8288280.
Os nidmeros procurados n com |n| < 12,4 x 10° sdo portanto:

n =4198437, n = —4089843 e n = —12378123.

7



¢ 7 Os Teoremas de FERMAT e de WILSON

Queremos tratar neste paragrafo algumas propriedades referentes a congruéncias
médulo ndmeros primos.

O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

O primeiro resultado neste contexto é:

7.1 Teorema. (O "pequeno teorema” de FERMAT)

Seja p € IP e a € Z de tal maneira que pta. Entdo

a®1=1mod p.

Demonstragao: Dados p e a com pTa, consideremos os conjuntos

{1,2,3,...,p—1} e {a,2a,3a,..., (p—1)a}.

Temos a,2a ,..., (p—1)a Z 0 mod p.

Sei,j € {1,2 e p—l} e ia = ja mod p, concluimos ¢ = 5 mod p, ja que
mdc(a, p) = 1. Entdo i = j, pois 0 < |i — j| < p. Isto significa que os niimeros
a,2a ,..., (p—1)a sdo incongruentes entre si mod p. Logo, os
a,2a,...,(p-1)a sdo congruentes, em alguma ordem, aos 1,2 ,..., p—1. Podemos
concluir entao que

p—1)!=1-2-3-...-(p—1)=a-2a-3a-...-(p—1)a, ouseja
(p—1)!'=a"" (p—1)! mod p.

Como mdc(p, (p—1)!) = 1, por 6.17 podemos cancelar nesta congruéncia o fator
(p —1)! e obtemos, como afirmado,

a*1'=1mod p.

7.1’ Teorema de FERMAT (22 formulagdo ).

Para qualquer primo p e qualquer a € Z temos
a’ = a mod p
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(i.e. a e a” sempre deixam o mesmo resto quando divididos por p - qualquer que
seja a € Z).

Observacdo: Se pta e sabendo-se 7.1, a congruéncia de 7.1' ¢ obtida de
a’~! =1 mod p multiplicando-se por a. Para a = 0 mod p, 7.1 é trivial.

Reciprocamente, se a’ = a mod p, ou seja, a-a’ ! = a-1mod p e se pta,
obtém-se 7.1 por cancelamento do fator a desta congruéncia (comparar 6.17).
Logo, as duas formulacdes do teorema de FERMAT sao equivalentes.

Queremos dar uma prova independente para 7.1":

Provaremos primeiro que 7.1" é verdade quando a > 0 por inducao sobre a. De
fato, para a = 0 (e também para @ = 1) ndo hd nada para provar. Supondo
ja provado a” = a mod p para algum a, segue pelo teorema do desenvolvimento
binomial
_ Py _p—1 p
(a—l—l)p—ap+<1)ap —|—...+(p_1)a—i—1 :

Mas, para 1 < k < p—1, os coeficientes binomiais

—-1)...(p—Fk
(Z):p(p 1) IS? +1)7

sdo ndimeros inteiros (ver 1.8) divisiveis por p, pois o fator p no numerador ndo can-
cela com nenhum fator de k£!. Melhor explicado:

De p ‘p(p—l) o (p—k+1)=Fk!- (g) e pTk! segue p ’(z) :

Isto significa que (Zf)ap_l + .+ (p]jl)a, =0 mod p, ou seja, (a+ 1) =a? + 1.

Mas, por hipdtese de inducao, a” = a mod p, de onde segue
(a+1?=a+1mod p,

a afirmac3o para a + 1.

Se a < 0, escrevemos a = —b com b > 0. Pelo mostrado,

—b=amod p se p>2
b=—-a=amod 2 se p=2

@ = (0 = (1 = (17 =

ou seja, a’ = a mod p sempre.

Vejamos a utilidade do teorema de FERMAT numa primeira
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7.2 Conseqiiéncia.

Seja g = 2n + 1 um numero primo. Entao
Ou ¢|M,=2"—1 ou q|M,+2=2"+1.

Demonstracao: Primeiro observamos que ¢ nao pode dividir ambos M, e

M, + 2, sendo ¢ dividiria M,, +2 — M, = 2, que nao € verdade.

Como gfa =2 e q é primo, segue pelo teorema de FERMAT: 277! = 1 mod ¢,
ouseja, 2" —1=2"'—1=0mod ¢. Logo, ¢[2*" —1=(2"-1)(2"+1) =
M, (M, + 2), de onde concluimos ¢|M, ou q|M, +2.

Niumeros de MERSENNE M, com indice primo nem sempre s3o primos. Quere-
mos elaborar uma condigdo necessdria para que um M, com p € IP possa ser
composto. Primeiro provamos

7.3 Observacao.

Seja q € IP,a € Z tal que qTa. Seja k, € IN o menor nimero tal que
a* =1 mod q e seja k € IN com a* =1 mod q (por exemplo k = q —1).
Entao k, ‘k

(k, é a chamada ordem o,(a) de @ mod ¢q. Ver § 11)

Demonstracao: Existem ¢,r € IN, com k = [k, +r onde 0 < r < k,. Segue
l=a"=a%"" = (a")-a"=1"-a"=a" mod q. Comoa" =1e0<r <k,
e k, é o menor expoente natural com a*o = 1 mod ¢, concluimos 7 = 0. Assim

k, k.

0

7.4 Proposicao.

Sejam p, ¢ numeros primos impares.

Se q‘Mp entao q=2kp+1 com ke IN .

Demonstracao: q‘Mp = 2P — 1 significa 2 = 1 mod ¢. Seja k, o menor ex-
poente positivo com 2f = 1 mod ¢. Por 7.3 sabemos k, ’p. De 2 # 1 mod ¢ con-
cluimos k, > 1 e segue k, = p. Como ¢ T2 temos por FERMAT: 2¢°! =1 mod g¢.
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Outra vez, por 7.3: p = k,|q — 1. Logo, existe ¢ € IN com p{ = g — 1, ou
seja, ¢ = pl + 1. Como p, ¢ sdo impares, concluimos que ¢ = 2k é par. Assim,
q=2kp+1.

7.5 Exemplos.

a) qM,, == q=22k+ 1. De fato:
23=22-1+1
M, =23-89 com
89=22-4+1
b) q|M,, == q=>58k+ 1. De fato:
233 =58-4+1

M,y =233 - 1103 - 2089 com § 1103 =58 -19+ 1
2089 =58 -36 + 1

c) (Ver Ex. 5.15) q’]W67 —> q =134k + 1. De fato:
M. = 193707721 - 761838257287

193707721 = 134 - 1445580 4 1
C
761838257287 =134 - 5685360129 + 1

7.6 Exemplo.

Os numeros de MERSENNE

M, M,. e M, sao primos.
Demonstracao: Para M, ,: Temos /M3 = 90,5.... Um possivel divisor primo
q proprio de M, é < 89 e da forma 26k + 1. As dnicas possibilidades sdo ¢ = 53
e ¢ =79 que ambos ndo dividem M , = 8191.

Para M,.: Temos /M7 = 362,03.... Um possivel divisor primo g proprio de M,
é < 359 e da forma 34k + 1. As unicas possibilidades sao
q €< {103, 137, 239, 307} que todos ndo dividem M, = 131071.

Para M, : Temos /Mg = 724,07.... Um possivel divisor primo g préprio de M,
é < 724 e da forma 38k + 1. As Unicas possibilidades sao
q € { 191, 229, 419, 457, 571, 647} que todos ndo dividem M, = 524287.
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7.7 Conseqiiéncia.
Qualquer possivel divisor t de M, = 2P —1 (inclusive 1 e o proprio nimero

M,) € da forma t=2kp+1 com algum k € IN.

Demonstracao: Produtos de nimeros da forma 2kp + 1 (i.e. nimeros impares
=1 mod p) continuam da mesma forma. Qualquer t‘Mp é produto de primos
desta forma.

(Observe que, como p’Qp — 2 temos para o proprio M,
20— 1=2—-24+1=2kp+11)

7.8 Exemplo.

A decomposi¢ao completa de M, €
M,, =47 - 178481 ,

pois, qualquer possivel divisor primo ¢ préprio de 178481 é da forma ¢ = 46k + 1
e ¢ <422,47.... Isto dd ¢ € {47,139,277} que n3o dividem 178481.

O TEOREMA DE WILSON

Mais uma congruencia basica médulo nimeros primos é dada no

7.9 Teorema. (WILSON)

Para todo primo p vale
(p—1)!'=—1mod p.

7.10 Proposicao.
Seja p > 2 um primo e a,b € Z.
a) a>=Vv modp <= a==+bmodp.

b) a>=1modp <= a==+1modp.

Demonstragao: a) " < ": De a = b mod p segue a® = (£b)? = b> mod p.

= ": De a®> = 1” mod p segue b* —a®> = (b—a)(b+ a) = 0 mod p, ou seja,
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p‘(b —a)(b+ a). Dai p‘b—a ou p‘b+ a, pois p é primo. lIsto significa a = b ou
= —b mod p.

b) E o caso particular b =1 mod p de a).

(Lembremos que uma tal conclusdo n3o poderia ser feita se 0 médulo néo é primo:
médulo 8 temos por exemplo: 12 = 3% = 52 = 72 = 1 apesar de 3,5 #
+1 mod 8!)

7.11 Observacgao.

Seja p > 2 um primo e seja 2 < a < p—2. Entao existe um unico b €
{2 s p—2} tal que ab =1 mod p. Além disso, a # b.

Demonstracao: A congruéncia axr = 1 mod p possui uma unica solugcao
r=2>bc¢ {1, 2,..., p—l}. Necessariamente, b # 1 e b # p—1, pois

a Z +1 mod p. Portanto 2 < b < p—2.

Por 7.10 temos também a # b mod p, i.e. a #b.

m
Estamos agora em condi¢oes para provar o Teorema de WILSON.
Demonstracao de 7.9: Escrevemos o conjunto {2 e p—2} sob o aspecto
de7.11: Vae{2,..., p—2} Jinicobe{2,..., p—2} comab=1mod p e
a # b. Podemos ent3o reordenar o conjunto {2 ey p—2} como

{2 ey p—2}: {al,bl,%, o s a”gi"b”f} ,
onde a,b, =a,b,=...=a,;b,_; =1 mod p. Segue

2 2

p—1=1-2-...-(p—1)=1- (a1b1) : (a2b2) (apgbp3> (p—1) =

=1-1-1-...-1-(p—1)=—1 mod p.
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7.12 Exemplo.
Para p = 19 temos

18! = 1-(2-10)-(3-13)-(4-5)-(6-16)-(7-11)-(8-12)-(9:17)-(14-15)-(—=1) = —1 mod 19 .

Observamos que o teorema de WILSON caracteriza os nimeros primos:
7.13 Observacgao.

Se n > 1 € composto, entao temos

(mM—1)!'=0# -1 modn sen>4
4—1)!'=2% —1 mod 4.
Demonstracao: Se n ndo é o quadrado de um primo, existe uma decomposicio n =
rs com 2 < s <r<n—1 esegue que
(mn—1!'=1-2-...-s-...-r-...-(n—1) édivisivel por n = sr.

Se n = p? é o quadrado de um primo e p > 2 teremos p < 2p < n — 1 e segue
outra vez

m—1D!'=1-2-...-p-...-2p-...-(n—1) = 0 mod p*.
Sobra o caso n =4 no qual (4 —1)! =3/ =6 =2 mod 4.
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¢ 8 Congruencias quadraticas e a lei da
reciprocidade quadratica de EULER/GAUSS

RESTOS QUADRATICOS
8.1 Definigao.
Seja p um nimero primo. Um a € Z é dito um

admitir

resto quadrdtico
nao admitir

A . 2 _
. ., mod p, se a congruéncia z° = a mod
resto nao-quadrdtico P & p {

uma solucdo r =b e Z.

8.2 Exemplos.

a) Para p =5:
2=0 «— b=0
=1 «— b=+1
=2 «— Ab mod 5 .
>=3 «— Ab
2=4 — b=42
b) Para p = 19: {12,22 ..., 187} =

={1,4,9,16,5°=6,6°=17, 11,7,5,5,7,11,17,6,16,9,17*=4,18=1} =
={1,4,5,6,7,9,11,16,17} .
Conseqlientemente,
{ {1,4,5,6,7,9,11,16,17}
{2,3,8,10,12,13,14,15,18

quadraticos

. L. mod 19 .
nao-quadraticos

} Sa0 0s restos {
O resto 0 mod p fica usualmente fora da consideragao. Para p = 2, o Unico resto
nao nulo é 1 mod 2 o qual claramente é seu préprio quadrado. A distincao entre

quadrados e n3o quadrados sé é interessante se p > 2.

Em geral vemos que, se p > 2 é um primo, os restos quadraticos mod p entre
{1, 2,3,..., p—l} sao 0s numeros representados por
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Estes dltimos % ndmeros sdo incongruentes entre si, pois x> = b?> mod p possui

exatamente as duas solucoes incongruentes x = +b mod p.

Podemos afirmar entao que sempre existem pTl restos quadraticos e I’Tl restos

nao-quadradicos entre {1, 2,..., p—l} . A tarefa é separd-los. Como o exemplo
acima (mod 19) mostra, ndo hd nenhuma regularidade visivel nisso.

Queremos caracterizar primeiro os primos p médulo os quais, —1 (i.e. p—1) é
um resto quadratico.

8.3 Proposicao.
Seja p > 2 um primo. A congruencia

2?2 = —1 mod p admite uma solugio <= p=1mod 4.

Demonstracao: " = ": Seja 22 = —1 mod p soltvel. Entdo existe b € Z
tal que b> = —1 mod p. Por FERMAT (7.1) obtemos
1

1= =) = (1) mod p

e daf (—1)% = +1, pois 1 # —1 mod p. Segue que I’Tl = 2k é par e portanto
p=4k+1=1 mod 4.

"« ":Seja p=1 mod 4. Concluimos por WILSON (7.9)
— E(p—l)!:1'2'...-%°L;1'...-(p—2)'(p—1)E

pois (— 1);% = +1, jd que p=1 mod 4.
2 —

—1 mod p é satisfeita por b = (E)! :

Logo a congruéncia x 5
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Eis uma tabela dos primos p < 97 que sdao = 1 mod 4 e as duas solucdes incon-

gruentes < p de z? = —1 mod p:

p=1 |sols. zep—xde
mod 4| 22 = —1 mod p

5 2, 3

13 5, 8

17 4, 13

29 12, 17

37 6, 31

41 9, 32

53 23, 30

61 11, 50

73 27, 46

89 34, 55

97 22,75

Estamos agora em condicGes para provar mais um caso particular (b = 4,a = 1)
do teorema de Dirichlet (3.29), a saber

8.4 Exemplo.

Existem infinitos primos da forma 4n+1 com n € IN.

Demonstracao: Suponhamos {p1:5,p2:13,p3 s pr} fosse o conjunto de
todos os primos = 1 mod 4. Consideremos N = (2p1p2...pr)2 +1 € IN. Se
qge P e q‘N, entao (2p1p2...pr)2+1 = 0 mod ¢q. Isto significa que a congruencia

2> = —1 mod ¢ é soldvel por z = 2p p,...p,. Por 8.3 concluimos ¢ =1 mod 4.
Assim, q € {pl,p2 e pr} , 0 que da o absurdo q‘l. Logo, o conjunto
{pl,p2 . pr} nao pode estar completo.

m
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UM LEMA DE EULER

Uma primeira informacao sobre restos quadraticos é dada na

8.5 Proposicao. (Lema de EULER)
Seja p > 2 um primo, a € Z, pTa.
a) Sempre a"= = +1 mod p

b) a5 = +1 mod p <= a € resto quadrddico mod p.

b") a"= = —1 mod p <= a € resto nao-quadrddico mod p.

p—1 2
Demonstragao: a) Por FERMAT (7.1) temos 1 = a’~! = (az) mod p e

p—

conseqlientemente 0 = a1 — 1 = (a21 — 1) <ap21 + 1) mod p.

p—1

Isto significa p‘(apgl — 1> <a 7 + 1> . Como p é primo, concluimos p‘a%l —1

ou p’apz;l—kl e dai
a'v =+1 mod p .

b) e b") sdo obviamente as mesmas afirmag¢des. Provemos b):

< ": Suponhamos, a é quadrado mddulo p. Assim, existe b € Z tal que
a = b®> mod p. Segue por FERMAT

p—1

az = (b2)% = b1 =1 mod p.

" = ": Suponhamos, a nao é quadrado mdédulo p. Paratodo ¢ € {1, 2,..., p—l},
a congruéncia cx = a mod p possui exatamente uma solucdo ¢’ € {1, 2,..., p—l}.
Além disso, ¢ # ¢’ (sendo a = cc’ = ¢* seria um quadrado!). Escrevemos o con-
junto {1,2 e p—l} como

{1,2 e p—l} = {01,0’1,02,0’2 e cp;l,c’p;},
tal que ckc;C =amod p para 1 <k < %. Segue agora por WILSON:

1=(p-1)l=1-2-....(p—1) =
:<clc’1>-(020’2)'...-<cpzlc’p_1)Ea-a~...-a:ap§1 mod p .

2
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8.6 Exemplo.
Para p = 13 temos pgl =0,

{1,4,3,9,10,12} sao os quadrados |
médulo 13. Vale

{2, 5,6,7,8, 11} os nao-quadrados
10=45=35=95=10°= 12 =1 mod 13, enquanto

20 =50=60=7=80 =115 = —1 mod 13, como é de facil verificacdo direta.

O SIMBOLO DE LLEGENDRE

8.7 Definigao.

Para todo primo p > 2 e todo a € Z com pta, colocamos

<a> | 1 se a éresto quadratico mod p
p) | —1 se a é resto nio-quadritico mod p

<a> chama-se o simbolo de LEGENDRE de a médulo p.
p

O simbolo de LEGENDRE entdo é uma "sim/ndo-fun¢do " para decidir se um
nimero a é ou n3o é um resto quadratico médulo p.

8.8 Exemplos.
(2)=(2)=(5) =1 moem ()= (2) 1.

pois 22 =2 mod 5, 22 =2 mod 13 2? =45 = 11 mod 17 n3o tém soluc3o.
Mas (£3)° =2 mod 7 e (£6)* = 10 = 101 mod 13.

8.9 Proposicao.
Para todo primo p > 2 wvale

Demonstracao: Isto € a traducao do contelido de 8.3 para o conceito do simbolo
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de LEGENDRE: —1 é resto quadrdtico mod p <«

& p=1mod4d & p%lépar & (—1)L§1:+1.

Propriedades elementares do simbolo de LEGENDRE sao:

8.10 Proposicao.
Seja p > 2 um primo e a,b € Z com pfa e ptb. Entdo valem

a) Se a=0bmod p, entdo <a> = (b>
b p

a? . 1
b) | —) =1, particularmente |~ | = 1.
p p

a p—1
-l=az d p.
c) (p) az mod p

9 (3)=6)-C)
p p) \p)
Demonstragao: a) e b) sao claros.

c) Isto é a tradugdo de 8.5 para o simbolo de LEGENDRE.

d) (‘Z’) = (ab)'T =a'Tbh'T = (“) : (b) mod p. Como ambos os lados desta

p p
congruéncia sio =1 e como p > 2 (i.e. —1 # +1 mod p), podemos concluir

$)-6)-0)

Observamos ainda que a propriedade d) diz em palavras:

O produto de dois restos quadrdticos ou de dois nao-quadrdticos € um resto
quadratico.

Porém,

o produto de uwm resto quadrdtico com um nao-quadrdtico € um resto nao-
quadrdtico.
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UM LEMA DE (GAUSS

Um Lema técnico para a determinacao de (CL) ¢ dado na seguinte
p

8.11 Proposicao. (Lema de GAUSS).

Seja p > 2 um primo e a € Z com p]La. Constderemos o conjunto

S:{a,Qa,Ba,..., p%la}.

Dividindo-se estes niumeros por p, para cada k =1 ,..., % vao existir in-
tevros q, .1, tais que

ka=pq, +t, onde 1<t <p-—1.

. p
' T13To 5wy Ty OS NUMETOS €M {tl,tz,...,tp;l} com 1, <5
Sejam .
. p
S1389 5---y S, O0S NUMeEros em {tl,t2 ey thl} com s, > 5

Entao vale

Em palavras: Para saber se um a # 0 mod p é um resto quadradico ou ndo,

considera-se os menores restos ndo-negativos ¢, %, ,..., tp-1 que 0s

2
a,2a ,..., 1’%1@ deixam na divisao por p. Decisivo para o valor de (Z) ésea
quantidade n destes restos que jazem acima de g € par ou impar.
Demonstracao: Observamos primeiro que a, 2a, 3a , .. ., p%la nao sao divisiveis

por p. Eles também s3o incongruentes mod p entre si (ka =/la = (k—{)a =
0Omod p = p‘(l{—ﬂ)a = p(k—ﬁ = k=f/modp = k=/ pois
0 < |k—{| < p). Consegiientemente, os t,,t, ,..., tp1 sdo distintos e ¢, > 1.
Temos

{tl lgsevns tm}:{rl,TQ,..., Tns S5 Sg e sn}

edai m+n= pT Consideremos

{r

T
Temos 1<7“,p— <
com os p—s,.

Ty ..,rm,p—sl,p—SQ,...,p—sn}.
Tl g. Os r, sao distintos entre si, 0 mesmo acontecendo
Serd que r, = p—s; para algum par de indices i, 57

Entdo ri s =p. Existem k, (¢ € {1,2,..., ;%1} tais que ka =1, e la =
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s, mod p. Segue p =7, + s, = a(k+ () mod p com0</c+€<71+pT
p—1 < p. Istoélmposswel Logo , %p—s] Vi<i<m 1<j57<n

Concluimos que

{7“1,..., rm,p—sl,...,p—sn}:{l,Q,..., p—;l} .
Segue entdo
(p;1>!:7”1°...°7“m°(p—81)'...~(p—8n)E
rl-...-rm-sl-...-sn-(—l)”:tl-t2-...-tp%1-(—1)”z
a-2a-...-%a-(—1)”:(p%l)!-a%-(—l)" mod p.

Como mdc ((p21)!,p) = 1, concluimos por cancelamento do fator (7%1)' dos
p—1 —1

dois lados desta congruéncia, que 1 = a7z - (=1)" mod p ou também a7 =

a

(—1)" mod p. Agora, por 8.10 c) vemos (p) = 4" mod p. Logo temos, como

afirmado,

, 2
O SIMBOLO DE LLEGENDRE ()
P

Como primeira aplicacdo do Lema de GAUSS vamos determinar quando a = 2 é
um resto quadratico médulo p.

8.12 Proposigao.

Seja p > 2 um primo. Temos

<2>_ 1 se p=1 ou 7 mod 8
p) | =1 se p=3 ou 5 mod 8

Demonstracgao: Consideremos no Lema de GAUSS (para a = 2) o conjunto

{1-2,2-2,3-2 e %2} Estes niimeros sao coincidentes com seus menores
restos nao-negativos na divisdo por p e aparecem em ordem natural, i.e.
p—1
{1:2,2.2,8 2, 0t 2b = {8yt =
{rl,r2,..., Tons S Sy 5o sn}z
-1
={2,4,6,..., []-2, (]]+1)-2,..., 55 -2},
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onde 2,4,6,..., {%}-2 s30 os restos < L e ({§}+1)-2,..., =1 .9 os > L

Temos entdo n = p;1 — [ﬂ . O lema de GAuss (8.11) diz que

2 p=l_[p

—_ | = —]_ 2 [4] .

(3) =

Caso 1):
p = 1 mod 8, digamos, p = 8/ + 1. Segue n = 4¢ — [2( + i] =40 — 20 = 2.
Logo (}2)) = (—-1)* =1.
Caso 2):
p =3 mod 8, digamos, p =8/ +3. Seguen =40+ 1 — [26+%] =4 +1-20=
20+ 1. Logo (;) = (—1)¥+ = —1.
Caso 3):
p =5 mod 8, digamos, p=8(+5. Segue n = (40 +2) — [20 + 2] = (40 + 2) —
(20+1) =20+ 1. Logo (;) = (—1)¥+ = 1.
Caso 4):
p =7 mod 8, digamos, p=8(+7. Segue n = (40 +3) — [20 + 1] = (40 + 3) —
(20+1) =204 2. Logo (2) = (~1)**2 = 1.

p

A proposicao 8.12 também podemos formular assim:

8.12° Proposigao.

Seja p > 2 um primo. Temos

Demonstragao: Primeiro observamos que p? — 1 = (p—1)(p+ 1) é o produto
2
de dois niimeros pares consecutivos e portanto é divisivel por 8. Logo pT_l e IN.
Além disso temos
1% é impar <
16fp> -1 < 8fp—1e8fp+1l & pZ+lmods <&

pZ*lou 7Tmod8 < p=3oudHmod8 <& <2>:—1.

p
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Eis a tabela dos primos p = £1 mod 8 com p < 97 e as duas solu¢cdes incongru-
entes < p da congruéncia 2 =2 mod p

p==+1|sols. zep—xde
mod 8| z?=2 mod p

7 3, 4

17 6, 11

23 5, 18

31 8, 23

41 17, 24

47 7, 40

71 12, 59

73 32, 41

79 9, 70

89 25, 64

97 14, 83

Sabemos (ver Cons. 7.2): Se ¢ = 2n + 1 é primo, entdo q|M, ou q|M, + 2.
Estamos agora em condicoes de especificar isto melhor na seguinte

8.13 Proposicao.
Seja n € IN tal que ¢ =2n+1 € primo. Entao temos
a) Se g=1 ou 7 mod 8, entio q|M,.

b) Se ¢ =3 ou 5 mod 8, entdo q’Mn+2.

Demonstracao: Usando-se as proposicoes 8.5 e 8.12, obtemos:
a) g=1ou 7Tmod 8 = (2>:152q21:2” mod ¢ = q‘2”—1=M.

n

1

b) ¢ =3 ou 5mod 8 = (2)2—152(15:2”m0dq = q‘2”+1:
M, + 2.

Em termos de n obtemos

8.14 Proposigao.
Seja n € IN tal que ¢q =2n+1 € primo. Entao temos
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a) Sen=0 ou3mod 4, entio q|M,.

b) Se n=1 ou 2 mod 4, entio q|M, + 2.

Demonstracao: Por 8.13 temos:
a) n=0ou3mod4d = g=2n+1=1ou 7mod 8 = q‘Mn.

b) n=1o0u2mod4 = ¢g=2n+1=3ou 5mod8 = q|M, +2.
n

Quando p é primo, todo eventual divisor primo ¢ de M, é da forma ¢ = 2pk+1
(ver Cons. 7.7). Este k pode ser muito grande (ver Ex. 5.15 no caso p = 67).
Reciprocamente, porém, para uma série de alguns primos, £ = 1 fornece o menor
divisor primo de M,,.

Uma condicdo suficiente que garante que um nimero de MERSENNE M, com
indice primo seja composto, é

8.15 Conseqiiencia.

Seja p =3 mod 4 um primo, tal que também q =2p+ 1 € primo. Entao

q|M, , particularmente M, nao € primo, se p > 3.

(Para p=3 temos M, =7=2-3+1.)

Demonstracao: Isto é o caso de 8.14 no qual n = p = 3 mod 4 é primo.
|

Eis a tabela dos primos 3 < p < 500 que sao = 3 mod 4 tais que também
qg=2p+1 é primo
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p lqg=2p+1 Obs.

11 23 23| M.,
23 47 47\ M.,
83 167 167 | M,
131 263 263 | M.,
179 359 359| M,
191 383 383 | M,
239 479 479\ M.,
251 503 503 | M,
359 719 719| M,
419 839 839| M,
431 863 863 | M, .,
443 887 887|M,,,
491 983 983| M.,

A LEI DA RECIPROCIDADE QUADRATICA

Vamos conhecer um método que permite calcular (g) para qualquer a € Z com

pTa. Primeiro fazemos a seguinte

8.16 Observacao.

Seja p > 2 um primo, a € Z decomposto como

a = + 2% 'qlfl .q§2.___.qfr
com primos impares distintos p # q,,qy ,---, q. € expoentes k, >0,
ki ky, ..., k. >0. Entao
G =) G () () (5)
p p p p p p
Neste ultimo produto, somente a paridade dos expoentes &, ..., k, influi e pode-

mos riscar os termos com k, par.

Y
T e
N——
Y
SaSs
——

Demonstracao: E sé preciso aplicar repetidas vezes a regra (f)
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Obviamente, 8.16 reduz o conhecimento de qualquer simbolo de LEGENDRE (a>
p

ao conhecimento de <_p1), de (;) e de <§> para todo primo impar ¢ # p. O

calculo de (q) conseguiremos pelo
p

8.17 Teorema. (Lei da reciprocidade quadratica de EULER/GAUSS).

Sejam p,q > 2 primos distintos. Entao vale

<Z> N (i) (—1)FT

Procuremos entender primeiro a assercao da lei da reciprocidade:

Para dois primos impares distintos p e q, ambos os simbolos de LEGENDRE <q>e

p

<p> estao definidos. A questao que surge é, o que acontece, se trocarmos neles os
q
papéis de p e ¢, ou seja: O que tem a ver a questdo se g é um resto quadratico
mod p com a questdo se p é um resto quadratico mod ¢?

m—1

Para um ndmero impar m temos que “5— € par se m = 1 mod 4 , enquanto
1

impar se m = 3 mod 4. Assim, o produto 1%1 - 45~ é impar (par) < ambos

p e q sdo =3 mod 4 (pelo menos um de p ou ¢ é =1 mod 4).

Logo, a lei da reciprocidade diz que podemos simplesmente trocar p e ¢ se pelo
menos um de p ou ¢ é = 1 mod 4. Porém, se p = ¢ = 3 mod 4, o simbolo
invertido troca o sinal.

8.18 Exemplo.

p = 2579 é um primo = 3 mod 4. Queremos descobrir se o primo ¢ = 991 =
3 mod 4 é um resto quadratico mod 2579 ou ndo. Calculamos

(991> _ (2579) . (_1)%% _ (2579> L (—1)1289495 —
2579 991 991

_ _(W> _ _(3) . <199> _

o 991/ 991 991/

=G (g = (5) i) =
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= (1) (=) () (i) = (- (5) - (55) =
1 4 4

=(3) () (@) =ErnEDED =4

Assim, a resposta é sim. Por tentativa obtem-se de fato

(£138)% = 991 mod 2579 .

Preparamos a demonstracao da lei da reciprocidade quadratica por

8.19 Proposicao.

Seja p > 2 um primo, a € Z um nimero impar tal que pta. Entdo

Demonstracao: Consideremos {a, 2a,3a ,..., p%la} . Paratodo £k =1,2,..., %
existem ¢, ,t, € Z com

ka=qp+t, el<t <p-1

Os t,,t,,..., tpg;l sao distintos. Seja
{tl, 9 3vces tp;}:{rl,..., T Sq e s sn},
onde 1§ri<g<sj§p—1 para i =1,..., m; j=1,..., n. Pelo Lema de

GAUSs (8.11) temos

(-

A demonstracao estard completa, se conseguirmos provar que os nmeros
p—1

: ka . . ;e

> |™| e n possuem a mesma paridade, isto é, sdo congruentes mod 2.

=1 b7
Vamos provar isto:

ka _ "k "k ST [ka] _
Temos » = @+ com 0< < 1. Isto significa o | = G Logo

ka:[lﬂp—ktk (k=1,2,..., 25%).
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Somando-se estas equacdes, obtemos

ou seja,

ou seja,

(observe, lembrando a demonstracdo do Lema de GAUSS (pg. 92) que
{7’1 3 Tm,p—sl gy p_Sn}:{1727"'7 p%l} ')
Assim obtemos
(a—l)ka(Z [’ﬂ —n) +2Zsj.
k=1 k=1 j=1

Lendo-se esta dltima equacdao mod 2 e observando-se que a — 1 é pare p é
impar, obtemos

p—1
0=1- kzi:l [’ﬂ—n 4+ 0 mod 2.
Concluimos -
2 [’m} =n mod 2,
k=1

0 que queriamos provar.

Demonstracao da lei da reciprocidade:
Consideremos no x, y-plano o retangulo de vértices

(0,0),(5,0), (0,3), (5,3) -
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A diagonal deste retangulo pertence a reta y = %x. Quantos pontos (z,y) de
coordenadas inteiras existem dentro deste retangulo?
Vamos calcular esta quantidade de duas maneiras:

A primeira resposta é:

Sso P-l.a—ld pontos (%) .

Nao existem pontos inteiros na diagonal, pois de py = qr segue p‘x e portanto
T > 0p.

A quantidade dos pontos no triangulo inferior (0,0), (5,0), (5,%) podemos

calcular assim: Para a abscissa & (1 < k < ) sdo estes os pontos

(k, 1), (k,2) ..., (k, %)),

Entao sao

pontos no triangulo inferior.

A quantidade dos pontos no triangulo superior (0,0), (5,42), (0,2%) calcula-se
assim: Para a ordenada ¢ (1 < /¢ < 1) sdo estes os pontos

(1,0, 2.0 ,..., (2], 0.

Entdo sao
g=1
> [4]
=111
pontos no tridngulo superior.
Logo temos também um total de
p=1 =1
2 2
RPN
e
pontos no retangulo.
lgualando-se () e (**) obtemos
p=1 =1
p—1 a-1_5 ) 4 2 ]
2 2 St ate



Colocando-se isto no expoente de (—1) e observando-se a Proposicdo 8.19, obte-
mos como afirmado

m
MAIS ALGUNS SIMBOLOS DE LEGENDRE ESPECIAIS
Ja sabemos decidir quando —1 e 2 sao quadrados perfeitos:

<_p1>:+1 < p=1mod4 <12?>Z+1 < p=1,7mod 8

Queremos acrescentar mais alguns resultados parecidos:

8.20 Exemplos.

a) (j)z—l—l & p=1lou3 mod8

b) (2>:+1 &  p=+1mod 12

) @:H & p==+1mod 10

d) <§>:+1 o p=+1ou =+5mod 24
) <;>:+1 o p=-+1, +3, +9 mod 28

) (10) — 41 & p=+1, +3, +9, +13 mod 40
p
~ —2 -1\ (2
Demonstragao: a) <p> =+1 & (p) <p> =+1 &
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p=1mod 4 p =3 mod 4
& e ou e &
p==+1mod 8 p==+3 mod 8
<  p=1ou3d mod 8.
b) Temos
(p> se p=1 mod 4
3 3 .
(): . Assim,
P —(];) se p=3 mod 4
p=1 mod 4 p =3 mod 4
@):1 & € ou €
Py _ Py _
(5) -1 (5) =1
p=1 mod 4 p =3 mod 4
& e ou e &
p=1 mod 3 p=2 mod 3
& p=1mod 12 ou p=11 mod 12.
c) Temos
o) _ (P) = =
<p>_(5)_1 & p=+lmodb <«
& p==+1 mod 10 pois p € impar.
d) Temos

o (1@ (=) -
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As demonstracdes de e) e f) sdo feitas de forma analoga e s3o deixadas para o

leitor.

Em seguida vem tabelas dos primos p < 97 que satisfazem alguma das condicGes

p=x1mod 8 e p==+1 mod 12

ou

p==x3mod 8 e p==£5 mod 12

& p=41mod 24 ou p==+5 mod 24 .

a) - f) de 8.20 e as duas solucdes incongruentes < p de x? = a mod p:

p=1lou3|sols.zep—xde

mod 8 | 22 = -2 mod p
3 1, 2
11 3, 8
17 7, 10
19 6, 13
41 11, 30
43 16, 27
59 23, 36
67 20, 47
73 12, 61
83 9, 74
89 40, 49
97 17, 80
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p==41 |sols. zep—xde
mod 12| 2?=3 mod p

11 5, 6

13 4, 9

23 7, 16

37 15, 22

47 12, 35

59 11, 48

61 8, 53

71 28, 43

73 21, 52

83 13, 70

97 10, 87




p==+1 |sols. zep— xde
mod 10| z?=5 mod p

11 4, 7

19 9, 10

29 11, 18
31 6, 25

41 13, 28
59 8, 5l

61 26, 35
71 17, 54
79 20, 59
89 19, 70

p==+1,£3,|sols.zep—xde
+9 mod 28 | 2?2 =7 mod p

3 1, 2

19 8, 11
29 6, 23
31 10, 21
37 9, 28
47 17, 30
53 22, 31
59 19, 40
83 16, 67
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p==+lou = 5|sols.xep—xde
mod 24 2? = 6 mod p

5 1, 4

19 5, 14

23 11, 12

29 8, 21

43 7, 36

47 10, 37

53 18, 35

67 26, 41

71 19, 52

73 15, 58

97 43, 54

p==+1,+3, sols. z e p — x de
+9,413 mod 40| 22 =10 mod p

3 1, 2
13 6, 7
31 14, 17
37 11, 26
41 16, 41
43 15, 28
53 13, 40
67 12, 55
71 9, 62
79 22, 57
83 33, 50
89 30, 59




¢ 9 Representacao de inteiros como soma de quadrados

SOMA DE DOIS QUADRADOS

9.1 Definigao.

Colocamos
Q={nelN|3Ja,be N, com n=a"+0b}

i.e. queremos considerar o conjunto dos nimeros naturais que sao soma de dois
quadrados nao-negativos.

9.2 Exemplos.
1,2,4,5,8,9,10,13 € Q porém 3,6,7,11,12 € Q.

Claramente, ) DO {1,4,9 ,...}, i. e. () abrange os quadrados perfeitos (pois
admitimos b > 0).

9.3 Proposicao.

Q € multiplicativamente fechado, i.e.

n,meE = nmeq.

Demonstragao: Sejam n = a? + b*, m = ¢ + d* com a, b, c,d € IN,. Segue

nm = (a® + b*)(? + d*) = (ac + bd)* + |ad — be|* .

Queremos chegar a uma caracterizagdo dos nimeros em (). Eis primeiro uma
condicao necessdria:

9.4 Observacgao.
Sen=a’>+b"=1mod 2 com a,b € IN,, entdo

n =1 mod 4 .
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Demonstracao: a e b tem paridades distintas. Seja, por exemplo, a = 2k, b =
20— 1. Segue n = a?> +b* = (2k)* + (20 —1)* =4(k* + (* = () + 1 =1 mod 4.
m

A condicao n = 1 mod 4 nao é suficiente para um nimero impar ser soma de
dois quadrados: Temos, por exemplo 21 = 1 mod 4, porém 21 ¢ (). O mesmo
ocorre com 33 ou 5H7.

Queremos provar que os nimeros primos = 1 mod 4 de fato sdo soma de dois
quadrados. Mais exatamente temos

9.5 Teorema.

Seja p € IP com p=2 ou p=1 mod 4. Entao
a) Emistem a,b € IN tais que p = a* + b>.

b) Sep=a*+b=c2+d?> coma,b,c,decIN ea<bec<d, entioa=-c
eb=d.

A demonstracao deste teorema necessita da

9.6 Proposicao. (O Lema de THUE)

Seja p um niimero primo, a € Z, pta. Entdo a congruencia ar = y mod p
admite uma solugao (z,,y,) tal que

{1§|%<\/z_?
1<yl <P

Demonstragao: Seja k = [\/]_9} + 1 e consideremos o conjunto

S = {aa: —y ‘ 0<xr<k—-1,0<y< k—l}. S contém k2 ndmeros (ndo neces-
sariamente distintos). Temos k? > v/Pv/P = p. Concluimos que S contém niimeros
que sao congruentes modulo p.

Sejam entdo 0 <z, ¥y, 7,, Yy, < k—1 < /p com

ar, —y, = ar, —y, mod p

ez, # 1T, 0uy #Yy, Logo, a(r,—z,) =y, —y, mod p.

De x, —x, = 0 segue y, —y, = 0. Como pTa, de Y, — Yy = 0 segue também
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r,—z, = 0. Logo temos z, #x, e y, #vy,. Coloquemos

T, =T, T, B 1< |z,| <P
e obtemos az, = y, mod p com :
Yo = Y17Y, 1§|y0‘<\/]_?

Demonstragao de 9.5: a) Se p = 2, entdop = 12 + 12, que é a decom-
posicdo Unica de p como soma de dois quadrados.

Podemos supor, entdo p = 1 mod 4. Temos (_pl) = (—1)% = +1. Isto significa
que a congruéncia 2> = —1 mod p possui uma solucio. Seja a € Z tal que
a’> = —1 mod p. Certamenta pTa. Pelo Lema de Thue, existem z,,y, € Z tais
que az, = y, mod p e 1 < |z,|,|y,| < /D. Segue —z? = (—1)2? = a’z? =

(az,)* = y? mod p. Logo 22 +y? = 0 mod p, ou seja, 2> +y> = kp com k € Z.
Del < |z,|,|y,| < /P concluimos 2 < w§—|—y02 < 2p,ouseja, k=1e ;1;§_|_y02 = .

b) A unicidade: Seja p = a2+ b* = > + d?> com a < b e ¢ < d. Podemos supor
p#2 Assima<bec<d.

= a’® + b? d? = a®d® + V*d?
De { P segue { P e dai p(d® — V?) = a®d® — b*c2.

p=c+d pb? = b2 + V?d?
ad = be
Logo (ad — be)(ad + be) = 0 mod p. Dai segue { ou mod p.
ad = —bc
ad = bc
De a,b,c,d < ,/p concluimos { ou :
ad +bc=1p

Temos p* = (a® + b?)(c* + d?) = (ad + bc)? + (ac — bd)*.
Se tivermos ad + bc = p, obtemos p* = p* + (ac — bd)?* e dai ac = bd.

ad = bc
. n . a<b
Logo temos { ou . A segunda opcdo nao ocorre, pois de segue
c<d
ac = bd
ac < bd. Temos entao ad = bc. De a‘bc e mdc(a,b) = 1 concluimos a|c,

digamos ¢ = ka. Entdo ad = bc = kab, de onde concluimos d = kb. Agora,
p=c*+d* = (ka)* + (kb)*> = k*(a* + b*) = k?p de onde segue k = 1. Dai a = ¢
eb=d.
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Advertimos que um numero composto o qual é soma de dois quadrados pode ser
isto de mais de uma maneira: Por exemplo 65 = 12 + 8% = 42 4 72.

Podemos caracterizar agora os nimeros naturais que sao soma de dois quadrados,
olhando-se na sua decomposicao primaria.

9.7 Teorema.

Seja n € IN escrito na forman = Mz-ql-qz-. coqg comM € IN, q,qy 515 Gy
primos distintos, s > 0 (porque € possivel escrever todo numero n € IN desta
forma ? Reflitam a esse respeito!). Entao sao equivalentes:

a) n € soma de dois quadrados.

b) Cada q,,q,,..., q, €2 ou =1 mod 4.

Demonstragao: "b) = a)": Se cada ¢, é 2 ou = 1 mod 4, temos ¢, = a? —|—b§
com certos a,, b, € IN, (1 < i < s) devido a 9.5. Aplicando-se 9.3 repetidas
vezes, concluimos ¢, -...-¢q, = A%+ B? com A, B € IN,. Dai

n= M*(A? + B?) = (MA)* + (MB)? .

"a) = b)": Seja n = M?q, -...-q, = a* + b*. Podemos supor s > 1 e seja ¢,
impar. Seja d = mdc(a,b) e a =dr, b=dt com r,t € IN,, Segue

P(r*+t)=a*+b0"=M?q, -...-q, e mde(r,t)=1.

Agora, ¢, divide o lado direito impar vezes. Pelo teorema fundamental da ar-
itmética, o mesmo deve acontecer a esquerda. Logo r? +t?> = 0 mod q,- Como
mdc(r,t) = 1, temos quﬁ” ou qZ.J[t, digamos qZ.J[T. Existe entdo ' € Z tal
que 7' = 1 mod ¢,. De 7* +* = 0 mod ¢, segue por multiplicagdo com 7'2:

(rr')? 4 (tr')* = 0 mod ¢, e daf

(tr')* = —1 mod g, .

2

Isto diz que a congruéncia = = —1 mod g, é soldvel. Isto significa

(—1)"7 = (;1) _ 41,

7

ou seja, ¢, = 1 mod 4 (comparar 8.3/8.9).
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9.8 Exemplos.
a) 3373 =3%+58%, 3229 = 277 + 502, s3o as decomposicdes Unicas de dois

primos = 1 mod 4.

b) 4633 = 113-41 e vale que 113 e 41 sdo = 1 mod 4. Temos as duas decom-
posicdes 4633 = 3% 4 682 = 122 + 67°.

c) n=M?-17-2-29-7-11 n3o pode ser soma de dois quadrados, pois 7 (e
também 11) é = 3 mod 4

d) Os nimeros < 100 que nao sdo soma de dois quadrados, apesar de serem
= 1 mod 4, sa3o:
21,33,57,69,93,77 .

Equivalentemente a 9.7 podemos formular:

9.7’ Teorema.

Seja n € IN escrito na forma

n:2c.p61‘1.p;Q..._.p?r.q;ﬁ.qu._._.qgs
com ¢ > 0,a;,...,a.,b, ,..., by € IN, p, ..., p. primos distintos =
1 mod 4 q,...,q, primos distintos =3 mod 4, r,s > 0.

Entao n € soma de dois quadrados, se e somente se, todos os expoentes b
500 pares.

SOMA DE TRES QUADRADOS

6 n3o é soma de dois, mas de trés quadrados 6 = 12 + 12 + 22,

7 n3o é soma de trés, mas de quatro quadrados 7 = 12 + 12 4 12 + 22.
Acrescentando-se, se necessario, um somando 0%, todo nimero n € Q podemos
escrever como soma de trés quadrados.

Surge a pergunta como podemos caracterizar os n € IN que sdo soma de (no
méximo) trés quadrados?

Necessario é
9.9 Proposicao.

Seja n € IN da forma n = 4*(8m +7) com k,m > 0. Entdo n jamais é soma
de trés ou menos quadrados.
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Demonstracao: Seja k = 0 e suponhamos n = 8m + 7 = a® + b> + ¢ com
a,b,c € IN,. Temos n = 7 mod &8, particularmente n = 1 mod 2. Mas, de
a’,b?,c>=0,1 ou 4 mod 8 segue que a® + b> + ¢> = 7 mod 8 é impossivel.

Seja k > 1 e suponhamos n = 4%(8m +7) = a® +b* + ¢? para certos a, b, ¢ € IN,.
Como 4‘n concluimos que todos os a, b, ¢ sdo pares (a soma de um quadrado par
com dois impares seria = 2 mod 4!). Coloquemos a = 2a,, b = 2b,, ¢ = 2c,
e obtemos 4"(8m +7) = (a® + b* + ¢*) = 4(a} + b2 + ), de onde segue que
n' =41 8m+7) = a? + b? + cf é soma de trés quadrados. Mas isto é impossivel
pela hipdtese de inducao.

m

9.10 Exemplo.

Os primeiros numeros que nao sao soma de trés quadrados sao

7,15,23,31,39,47,55,63,71,79,87,95, ... : 28,60,92,... .

Mencionamos - sem demonstracao - que também vale o reciproco de 9.9

9.11 Teorema.

Um n € IN pode ser escrito como soma de trés quadrados, se e somente se, n
ndo € da forma n = 4*(8m +7) com k,m > 0.

SOMA DE QUATRO QUADRADOS

Encerramos este pardgrafo com a demonstracao de um teorema cldssico em teoria
dos nimeros

9.12 Teorema. (LAGRANGE)
Para todo n € IN existem a,b,c,d € IN, tais que
n=a+b+*+d.

Em palavras: Todo ndmero natural pode ser escrito como soma de no maximo 4
quadrados.
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Cdlculo direto fornece:

9.13 Proposigao.
Sejam a,b,c,d,x,y,z,w € IN,. Entao

(@ + b0+ +d®) (2 + >+ 22+ w?) =
(za+yb+zctwd)?+(zb—ya+zd—wce)*+(rc—yd—za+wb)*+ (xd+yc—zb—wa)?

(i.e. o subconjunto dos nimeros em IN que sdo soma de 4 quadrados é multiplica-
tivamente fechado).

9.14 Observacao.

Seja p um primo impar. Entao

a) A congruencia ¥* +y*+ 1 = 0 mod p admite uma solugio (z,,y,) com
0<z,y, < p%.

b) Existe k € IN com k < p tal que kp é soma de 4 quadrados.

Demonstragao: a) Consideremos os conjuntos

—1\2 —1\2
Si={1+0% 141214} e s, = {0012, - (52}
Os ndmeros em 5, sdo incongruentes médulo p, o mesmo acontecendo com os de
S,
De 1+7?=1+/¢* mod p (ou de —r? = —¢? mod p) segue r = £¢ mod p e dai

p‘rif. ComoOSr,€§%<g, concluimos 0 < |r+ /| <p edai r =~¢.

Como ’51‘ + ‘52’ = p + 1, concluimos que existe um nimero em S5, congruente
mod p com algum ndmero em S,. Assim, 1—|—::r;g = —yf mod p para certos z,, Y,
com 0 < z,,y, < %. Dal’:rngnyrlEO mod p.

2
2.,2.12.02 — 20,2 —1)\2 1\2
3320+y02+1 +0°=kpcomk € IN.Mas 1 < kp = z7+y;+1 < (Z’T) _|_(P?) 41 <
B+ B + 1 < p*. Temos entdo k < p.

b) Por a) temos 22 4+ y> + 1 = 0 mod p para certos 0 < z,,y, < =1 ou seja,

Demonstracao do teorema de LAGRANGE:
Pela observacao 9.13 podemos supor que o niimero a ser decomposto como soma
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de 4 quadrados é um primo p impar. Por 9.14 b) existe um k com 1 < k < p tal
que kp é soma de 4 quadrados. Seja k, o menor tal nimero e seja, digamos

kp=12"+y" + 22 +w.

O objetivo da demonstragdo é mostrar que k, = 1 da seguinte maneira: Vamos
supor 1 < k, < p e construiremos nesta situagao um n com 1 < n < k, tal que
np ainda é soma de 4 quadrados. Isto serd uma contradicao contra a minimalidade
de k, que mostrara k, = 1.

Vamos provar primeiro que k, € impar > 3. De fato, se k, é par, podemos supor

que {x, y} e {z, w} tenham a mesma paridade. Segue que x+y e z4w sdo pares

Tty e

e dai 5

zEW x A :
*5* sdo inteiros. Segue que

—y\2 2 2 —an\2 24,24 24,2 k
=y 4y + — YT twt
() + (5 + (5) + (534) =2 4 =3P
com 1 < %0 < k,, em desacordo com a minimalidade de £,.

Dividamos agora os z,y, z, w por k, com restos a, b, ¢, d no intervalo (—

|
vl
~

I. €. escrevemos

r=qk,+a

=q,k,+0b 1k
Y= Gk com a,b,c,de{—k(’?l,k%l}.
z=qk, +c¢

w=qk,+d

Desta forma, |a|,\b|,]c|,]d|<%°eazx, b=y, c=zed=w mod k,.
Logo,
A+ +F+d =2+ + 2+ w =kp=0mod k, .

Logo, a® + b* + ¢ + d* = nk, com n > 0.
Sen=0,entdoa=b=c=d=0edaiz =y =2=w =0 mod k,. Assim,
ko‘x,y,z,w e k:f 22 4+ y? + 22 + w? = k,p. Mas isto dd a contradicio k,|p, pois
1 <k, <p. Logo, n > 1.

2
Mais ainda, de 1 < nk, = a®> +0* + * +d*> < 4- (];0) = k? segue n < k,, ou
seja,

1 <n<k,.
np =7  Calculamos, usando-se 9.13:
knp = (kp)(nk,) = (2 + > + 22+ w”) (> + 0+ + d°) =1 + 8 + 7 + 0
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r=xa+yb+zct+wd=a*+0"+cF+d*=0 mod k,
s=xb—ya+ zd —wc=ab—ba+cd—dc=0 mod k,
t=2c—yd—za+wb=ac—bd —ca+db=0 mod £k,
u=zd+yc—zb—wa=ad+bc—cb—da=0 mod £k,

com

Portanto, k|7, s,t,u e
kf‘r2+52+t2+u2.
Seja £ € IN com k*l = r* + s* + t* + u®. De k*np = k>( segue

= () )+ () + (&)

, - € IN,, mostrando que np ainda € soma de 4 quadrados. Isto

113



§ 10 A funcao ¢ de EULER

RESTOS RELATIVAMENTE PRIMOS E A FUNGAO ¢

10.1 Definigao.

Seja n € IN. O nimero (n) é definido como sendo
o(n) = er]N‘ 1 <k <n, mde(k,n) = 1}‘ :

A fungdo ¢ : IN — IN com n — (n) chama-se a fun¢ao de EULER.

@(n) é entdo a quantidade dos nimeros entre 1 e n que s3o relativamente primos
com n.

10.2 Exemplos.

p(1) =1 =10(2), ¢B)=2=¢4) =¢6), ¢p) =p-—1, se p éprimo.
©(8) =4 =(12), »(9) =6, etc.

Como mdc(1,n) = mde(n—1,n) =1, temos ¢(n) > 2 para todo n > 3.

10.3 Proposicao.
Seja p um primo e a € IN. Entao
1

o) =p"p-1)=p" (1 - p) :

Demonstracao: Entre os n = p* nimeros 1,2,3 ,..., p® nao sao relativa-
mente primos com p® exatamente os p®~! nimeros p, 2p, 3p,..., p* Ip,

i. e. os multiplos de p. Estes tem que ser retirados. Segue que

o) = p* —p = p i p— 1) =p (1-1).

A férmula de 10.3 podemos interpretar assim:

10.4 Observagao.

e(p®) ¢ 2=lo100% de p°.

p
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Em particular, temos os
10.4° Exemplos.
a) (625) =625 — 125 =500 = g - 625 = 80% de 625.

b) (5") =5"— -5 = -5" = 80% de 5"

c) p(2%) =20 -2t =20"1(2 — 1) =271 = 50% de 2°.

Isto, pois 1,3,5,7 ,..., 2°—1 =2-21_1 e os primeiros 2°°!
numeros impares, sao exatamente os nimeros < 2% que sao relativamente
primos com 2%

d) ¢(3") = 66:% de 3. Em particular:
©(9) =6, ©(27) =18, ¢(81)=>54, etc.

Para a seguinte observacao compara-se 2.16.

10.5 Observagao.
Sejam a,n,m € IN. Entao
mdc(a,n) =1

mdc(a,mn) =1 <= e
mdc(a,m) =1

10.6 Definigao.
Seja 2 <n € IN e sejam

1:a1<a2<a3<...<a¢ =n—1

1 < Yo

os numeros entre 1 e n que sao relativamente primos com n.

Se b,,b,,..., b  €Z s3ao numeros que s3o congruentes mod n com
12 72 ? Y Sﬁ(n)
ps Gy seeey @, €M alguma ordem, dizemos que
{o,0,,....0

forma um sistema reduzido de restos (residuos) médulo n.
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10.7 Exemplo.
Para n = 12 temos (observe ¢(12) = 4):

{1,5,7,11}
Sa0 0s menores restos nao-negativos relativamente primos mod 12,
{97,19,-13, 43}
é um sistema reduzido de restos mod 12, pois
97=1,19=7,-13=11,—-43=5 mod 12.

E também clara a seguinte

10.8 Observagao.

Sejan € IN. b,b,,..., b(p(n) € Z formam um sistema reduzido de restos mod n
mdc(b,,n) =1 Vi=1,2,..., ¢(n)
< ) .
e biiébj modn V1<i#j<ph).

10.9 Teorema.

Sejam n,m € IN com mdc(m,n) = 1. Entdo vale

p(nm) = p(n)e(m) .

Demonstracao: Consideremos os mn numeros 1,2,3 ,..., mn escritos no
quadro
1 2 3 . r - m
m+1 m—+2 m+3 m-+r . 2m
2m+1 2m+2 2m+3 ... 2m4r ... 3m
sm+1 sm—+2 sm+3 ... sm4+r ... (s+1)m
(n-1ym—+1 (n-1)ym—+2 (-1)ym—+3 ... (n—-1)m-+r ... nm

Agora, ¢(mn) é a quantidade de entradas no quadro, relativamente primos com
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mn, i. e. relativamente primos com n e com m, simultdneamente.

Os nimeros da 7-ésima coluna sdo relativamente primos com m < mdc(r, m) =
1. Logo existem (m) tais colunas no quadro.

Consideremos uma das colunas com mdc(r, m) = 1. Quantos nimeros desta col-
una sao também relativamente primos com n ?
Para provar que sdo exatamente ¢(n), precisamos mostrar que os n nimeros

{3m+r’ Ogsgn—l},

i.e. os numeros desta r-ésima coluna, formam um sistema completo de residuos
mod n, ou seja, sao incongruentes entre si mod n : Defato,se 0 <1i,5 <n—1,
e im+7r=j jm+r modn, temos (i —j)m =0 mod n edai i =7 mod n,
pois mdc(m, n) = 1. Como ainda 0 <i,j <n—1, concluimos i = j.

Assim, em cada uma das ¢(m) colunas cujas entradas sdo relativamente primos
com m, temos ¢(n) dessas entradas também relativamente primos com n:

p(mn) = p(m)e(n) .

10.10 Teorema.

Seja n = pclll -p62‘2 L. pirocom primos distintos py, Dy, .-, Dy €
Ay, Qy 5., a. € IN. Entao
d a, —1 d 1
e(n)=1Ip (p,—1) =n- ]I (1—> :
k=1 k=1 Py,

,
Demonstracao: Temos mdc (pﬂlll, 1T ka) = 1. Por inducao sobre r, levando-
k=2

se em conta os resultados 10.9 e 10.3, segue
p(n) = ¢ (H ka) = (p) v (H ka) =pp e =0 I e — 1) =
k=1 k=2 k=2
= I p3(p, — 1)
k=1

.

Além disso, de p%~t(p, — 1) = p% (1 — 1) en = J[ p™ segue a segunda
k k k Py o Uk

igualdade da afirmacdo.
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10.11 Exemplos.
a) ¢(8026200) = ¢ (2°-32-5%. 7% 13) =
=8026200- (1-3)-(1-3)-(1-1) - (1-1) - (1-4) =
= 8026200 -1.2.4.6. % — 1693440.

3
b) Com a,(20) = i

p(200) = ¢ [ I p“”<20)) = II ¢ (p™®) =
peIP

= 0(2"%) - (3%) - o(5Y) - ©(T?) - (11) - (13) - (17) - p(19) =
=27 37.55. 7. 3-1)-(5-1)-(7T—1)- (11 =1)-(13—1)-(17—1) - (19—1) =
—=27.37.53.7.2.4.6-10-12-16-18 =2% .31 . 5% .7

Enquanto ¢(1) = ¢(2) = 1, temos:
10.12 Observagao.

Para n > 3 wvale
©(n) =0 mod 2.

Demonstracao: Se n = 2% com a > 2, temos
©(n)=2"1=0 mod 2.
Sen=p'-k coma,k€IN,2<pcIP e ptk, temostambém
p(n) = o(p")p(k) = p*~'(p = 1)p(k) =0 mod 2 pois p—1 & par.
]

n—1 ¢é claramente uma cota superior para (n).
Uma cota inferior é dada na seguinte

10.13 Proposigao.
Seja 2 <n € IN. Entao

;\/ﬁggo(n)gn—l.

118



—~ . Ve yé - 1 .
Demonstragao: Sé é preciso mostrar 51/ < ¢(n) :

Seja n = 2% -pclll -pgz ... pirocom primos 2 < p, <p, <...<p, e inteiros
a, > 0,a,,a,,..., a. =21
p(n) =@2%)-phtpeet - pt T (g = 1) (py = 1) - (p, — 1)

onde p(2%) =1 se a, =0 ou 2% ! se a, > 1. Segue *)

a;—1 ag—1 a, —1

g0<n)290(2a0).plQ .p22 .”..pr2 \/p_l\/p_2\/p_rz
_p(2%) % u 9 ar p(2%) 1
— 2%) .22.p12.p22..'..pr2_ 270 \/7_’1/25\/5

*) Usa-se aqui a desigualdade = — 1 > /x viélida para = > 3. Provar isto!
Fazer o gréfico das fungdes reais y =z — 1 e y = \/x. Onde as duas fun¢des se
interseptam 7

m
O TEOREMA DE EULER
10.14 Teorema. (EULER)
Seja n€ IN e be Z com mde(b,n) =1. Entdo
b?") =1 mod n .

Demonstragao: Podemos supor n > 2. Sejam 1 =a, < a, < ... < @y =
n—1 os restos entre 0,1,2,..., n—1 e relativamente primos com n. Temos que
{b,b% b%(n)}

é um sistema reduzido de restos mod n, pois Vi,j=1,2,..., ¢(n):

ba, =ba. modn = a =a, = 1=].
7 i ? J

Segue
ba, - bay - ... ba(p(n) = aq, - a, @ mod n ,
ou seja
¢(n) =
b Ayay . @ =00y mod n .



G, ...a (n),n) = 1, podemos cancelar este fator da congruencia e

Como mdc (a ) (n

1
obtemos

") =1 mod n .

E claro que, para n = p = primo (p(n) = ¢(p) = p—1), o teorema de Eu-
LER passa a ser o teorema de FERMAT (7.1).

10.15 Exemplo.
Seja n € IN, n=1 mod 2 e n%0 mod 5. Entdo

n diide algum nimero da forma 1111...1111.

Demonstragao: Temos mdc(n, 10) = 1 e mdc(9n, 10) = 1. Logo, pelo teo-
rema de EULER 10.14:

107" =1 mod 9n, ou seja, 107" —1 =9nk .

Segue
1009 — 1 9999...9999

9

=1111...1111 .

n divide

MAIS ALGUMAS PROPRIEDADES DA FUNCAO ¢

10.16 Proposigao.
Para todo n € IN temos

> p(d) =n.
dln
Demonstracao: Para todo divisor d de n consideremos o conjunto

S,={k|1<k<n, mde(k,n) =d} .

Temos S, N Sd, = @ se d e d’ s3o divisores distintos. Claramente temos

Us,={1,23,...,n}

dln
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(para cada k vale k € S, quando d = mdc(k,n)). Concluimos

n=1{1,2,3,...,n}=|US,

dln

:Z‘Sd"

d|n

Resta saber ’Sd‘ = 7. Temos
keS, <« mde(k,n)=d <& mde(5,%)=1.

Segue

Assim,

Uma segunda demonstracao desta férmula interessante podemos ver via decom-
posicao primaria de n:

22 demonstracao: Seja primeiro n =p® com p€ IP e a € IN. Temos

[¢ [¢

_ a1,
Yoed) =X o) =1+ p-)=1+(p-)t—=p".
dln (=0 (=1 p
Se n = pil -pg2 +...-p% é a decomposicao primdria de n, obtemos
Sed =3 Y o(phopl) = X e(ph) e () =
dln =0 £,=0 =0 £,=0
- (£2 ) (Epet)) s =
0,=0 ¢,=0
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10.17 Proposicao.

Para todo n > 1 temos

n
1
>k = np(n).
k=1
mdc(k,n)=1
Demonstragao: Sejam 1 =a, <a, <...<a < a_, . =mn—1 os nimeros
1 2 p(n)—1 p(n)
entre { 1,2,3,..., n} que sao relativamente primos com n. Portanto
n p(n)
k=) a,
k=1 k=1
mdc(k,n)=1

n—ap=a,, NG =4, ), N = Ay, N =0y
Assim,
{al,a2 e ago(n)} = {n—al,n—a2 e n—a(p(n)} ,

de onde concluimos

o(n) o(n) p(n) p(n)

Z a, = Z(n_ak) - Z n-— Z a.

k=1 k=1 k=1 k=1
Segue

o(n)
2- > a,=np(n),
J=1
ou seja
p(n) 1
kz:; a, = §ngp(n)
Dai
n (p(’fl) 1
>k =% a, = npn)
k=1 k=1
mdc(k,n)=1
m
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¢ 11 Raizes primitivas

ORDENS MODULO n E RAIZES PRIMITIVAS

Paran € IN e a € Z com mdc(a,n) = 1 temos a?™ =1 mod n pelo teorema
de EULER. Particularmente, existe um expoente k& > 0 (por exemplo k = ¢(n)),
tal que ¢ =1 mod n.

11.1 Definicao.

Seja ne€ IN e a € Z com mdc(a,n) = 1.
O menor nimero k, € IN tal que a*o =1 mod n, indicado por

k() = OTL (a) Y
chama-se a ordem de a mod n.

Observamos que o teorema de EULER garante

0,(a) < p(n).

Claro que o,(a) =1 <= a =1 mod n. Além disso, como n—1 = —1 mod n,
temos o,(n—1) =2, se n> 3.

Destacamos que o simbolo o,(a) ndo estd definido, se mdc(a,n) > 1! Por

exemplo, 0,(6) ou o,,(5) ndo fazem sentido.

11.2 Exemplos.

Eis para alguns valores de n, as tabelas dos menores restos nao-neagativos a,
relativamente primos com n, e suas ordens o, (a).

a) n=3 p(3)=2: by n=4 p4)=2:
a |1 2 a |13
o,(a)|1 2 o,(a)||1 2

c) n=>5 (b)) =4 d n=6 ¢(6)=2
a 1234 a 15
o.(a) |1 4 4 2 og(a) |1 2
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e) n="7 ¢(7) =6: fyn=8 ¢(8) =41
a |1 23456 a |1 357

0.(a)|1 3636 2 o@) 1222

gl n=9 ¢9) =6 h) n=12 ¢(12)=4":
a |1 2 45 78 a 1 5711

0,(@)[1 636 3 2 o, (a1 22 2

11.3 Observacao.

Seja n € IN, a € Z com mdc(a,n) =1 e suponhamos a* = 1 mod n para
algum k € IN. Entao

o,(a) |k, particularmente o,(a) ‘go(n)

Demonstracao: Divisdo de k por o, (a) dé: k=/¢-0,(a)+7 com 0 <r <
0, (a)—1. Segue
1=a* = qalonltr = (aon(“))é ca"=1"-d"=da" mod n.

Concluimos 7 = 0 pela minimalidade de o, (a). Logo o, (a) ’k

m
11.4 Observacao.
Seja n€ IN, a € Z com mdc(a,n) =1 e sejam i,j € IN,. Temos
a'=a’ modn <= i=j modo,(a).
Demonstragao: 7 < 7: ¢ = j mod o,(a) significa i = j + (o, (a) com
¢ € IN, quando i > j. Segue
o = altionl®) = (aon(“))f o/ =1 a/ = o/ mod n.
” = 7: Suponhamos a' = @’ mod n com i > j. Assim, @’/ = 1 mod n. Por
11.3 concluimos o,,(a) ’z — j, ou seja, i =7 mod o,(a).
m
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11.5 Conseqiiéncia.
Os numeros
2 3 o, (a1 ~ s ¢
1,a,a*,a°,..., a®n sao incongruentes modulo n.

Demonstragao: De a'=a’ mod n, com 0<1,j <o, (a)—1, segue
i =j mod o,(a) por 11.4 e entdo i = j.

11.6 Conseqiiéncia.

Seja o, (a) = ¢(n). Entdo
{a, a2, a,. .., a1 a“"(”)El}

¢ um sistema reduzido de restos modulo n.

11.7 Exemplo.
Para n = 7 temos 0,(3) = 6 = ¢(7) (ver tabela do Ex. 11.2 b)), con-
sequentemente
{3,3%,3%,3%,3°,3%}
é um sistema reduzido de restos mod 7. De fato:

3=3,32=23=6,3"=4,3=5,3=1mod 7.

O mesmo valendo para
{5,5%,5% 54,57 50}

Assim, se encontrarmos um resto a relativamente primo com n, de ordem maxima
possivel, a saber, 0, (a) = ¢(n), conseguiremos um sistema reduzido de residuos,
o qual consiste das poténcias deste a.

11.8 Definicao.

Seja n € IN. Um nimero a € Z (caso existal) chama-se

uma raiz primitiva mod n, se

0,(a) = p(n).
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11.9 Exemplos.
As tabelas em 11.2 mostram
a) 2 éuma raiz primitiva mod 3  ¢) 2 e 3 sdo raizes primitivas mod 5

b) 3 é uma raiz primitiva mod 4  d) 5 é uma raiz primitiva mod 6

e) 5 e 3 sdo raizes primitivas mod 7 g) 2 e 5 sdo raizes primitivas mod 9

f) N&o ha raiz primitiva mod 8 h) N3o h3 raiz primitiva mod 12.

11.10 Proposicao.
Sejam n € IN, a € Z com mdc(a,n) =1 e seja h € IN. Entdo

.  ou(a)
On(a ) ~ mdc (h,0,(a))’

Demonstragao: Seja r = o,(a") e k, = o,(a) e seja d = mdc (h, k,).
Escrevemos h = h,d e k, =k d com mdc (h,, k) =1. De

k
(ah)kl — (ahld)TO = ahlko = (ako)hl = 1h1 =1 mod n

concluimos r = o, (ah) ‘kl. Particularmente, r < kl.
De (a")" =1 mod n segue o' =1 mod n e dai k, = o,(a) |hr. Concluimos
k,d|h,dr, k |hr eentdo k |r. Logo k, <r. Assim

k, o,(a
o,(a")=r=k =" = mdc<h,(o)n<a>>'

11.11 Conseqiiéncia.
on(ah) =o,(a) <= mdc(h,0,(a))=1.

11.12 Conseqiiencia.

Seja a uma raiz primitiva mod n. Entao existem exatamente (go(n)) raizes
primitivas incongruentes mod n.

Demonstragao: {a,a? d®,..., a?™7 a?"W=1} é um sistema reduzido de
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restos médulo n com o, (a) = ¢(n). Para h € {1,2,..., ¢©(n)} temos que a" é
raiz primitiva, se e somente se o, (a") = 0,(a), se e somente se mdc (h, p(n)) =

1. Existem ¢ (gp(n)) tais h entreos 1,2,..., ¢(n).

11.13 Exemplo.

Para n = 22 temos ¢(22) = ¢(2)p(11) = 1-10 = 10. Os menores restos ndo-
negativos e relativamente primos com 22 e suas ordens sao

7
10

1 35 9 13 15 17 19 21
1 55 5 10 5 10 10 2|

022(a)

A ordem de qualquer um destes nimeros a € divisor de 10, ou seja,
0,,(a) € {1,2,5,10} Vae{1,3,5,7,9,13,15,17,19,21}.
As raizes primitivas mod 22 s3o {7, 13,17, 19}. Assim, por exemplo
{7,727 ,...,7,7°=1}

é um sistema reduzido de restos mod 22 também.
Temos @(@(22)) = ©(10) = 4 e os 4 numeros relativamente primos com 10
sao h =1,3,7,9. Segue que

{7,7,7,7)}

sao raizes primitivas médulo 22 que sao incongruentes. Elas claramente sdo con-

gruentes a
{7,13,17,19}.

EXISTENCIA DE RAIZES PRIMITIVAS

11.14 Observagao.
Para todo k> 3 e todo a € Z impar vale

k

a2’ =1 mod 2*.

2

Demonstracao: Esta afirmacao é verdadeira para &k = 3, pois sempre a° =
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1 mod 8 (ver exemplo 11.9 b)). Provaremos a afirmagdo por indudo sobre & :

k—2
Suponhamos a?

k-2
CL2

=1 mod 2* ja provado para algum k > 3. Ent3o
=14 ¢-2% para algum ¢ € Z e segue

2k71

@ = (@) = (1 2P = 120 2F 0

=1+0(1+ 022" =1 mod 2"

Portanto vale a2** =1 mod 2* par todo k£ > 3 e todo a impar.

Vimos que nem sempre podemos garantir a existéncia de uma raiz primitiva médulo
n (ver os exemplos 11.2).

Quais sao os numeros n, modulo os quais existe raiz primitiva?

A existéncia de uma raiz primitiva mod n é mais a excepcdo do que a regra, como
mostra

11.15 Proposicao.

a) Se n € IN é decomponivel como n=rs com r,s >3 e mde(r,s) =1,
entao nao existe raiz primitiva mod n.

b) Se n=2% com k>3, entio nao existe raiz primitiva mod n.

Demonstracao: a) Se a € Z com mdc(a,n) = 1, segue mdc(a, r) = mdc(a, s) =
1. Por 10.12 sabemos ¢ (n) = ¢(r) = ¢(s) = 0 mod 2, pois 7, s > 3. Usando-se
10.9 e o teorema de EULER, vemos

(s) e (s)
2(n) o(rs) (r)p(s) (a‘F’(’")) 5 =172 =1 mod r
az =a:?* =a * = o (r) (1)
(a‘*o(s)) 2 12 =1 mod s
o(n) o(n)
Logo, a2 =1 mod r ea 2 =1 mod s. Segue
()
a2 =1modn,

(n)

pois mdc(r, s) = 1. Isto significa o, (a) < % para qualquer a: N3o pode existir
raiz primitiva mod n.

b) Temos ¢ (2’“) — 2F=1 A Observacdo 11.14 diz que sempre

PIC)

k—
a 2 :CL2

2Elmod ok

128



2k , , - .o , .
Logo oQk(a) < S0(2> para qualquer a impar: Também n3o pode existir raiz prim-

itiva mod 2% para k> 3. n

Os nlmeros que restam e que nao se enquadram nos tipos de nimeros descritos
em 11.15, s3o os

n e {1,2,4,pk,2pk} onde p é um primo impar e k € IN.

Nosso objetivo é mostrar que mdédulo todos estes nimeros de fato existem raizes
primitivas. Preparamos a demonstracao disso pela

11.16 Observacao.

Seja p um numero primo, r € IN. Uma congruencia polinomial
f(x) =a,+ax+ a2x2 +...+ aHxH +a,z" =0 mod p (%)

com a, Z0 mod p possui no mdximo r solu¢oes incongruentes mod p.

Antes de verificar isto, observamos que tal afirmacdo n3o continua valida se o
mddulo n3o é primo. Por exemplo, a congruéncia de grau 2: 22 — 1 = 0 mod 8
possui as 4 solucdes incongruentes z =1, 3, 5, 7 mod 8.

Demonstragao: Para r = 1 isto sabemos: A congruencia linear a,x + a, =
0 mod p com a, # 0 mod p possui solugdo tinica em {0, 1,2,..., p— 1}. Se
r>1esebé& Z éuma solugdo de (x), entdo temos f(b) =0 mod p. Podemos
escrever

f(x) = (x =b)-g(z) +s mod p

com certo polinomio g(z) de grau < r — 1 e uma constante s € Z. De 0 =
f(b) = (b—15)g(b) +s mod p concluimos s =0 mod p e assim

f(z) = (= b)g(x) mod p.

Seja ¢ # b mod p mais uma raiz de f(x). Entdo 0 = f(c) = (¢ —b)g(c) mod p.
De pT(c—b) segue p’g(c) e dai g(¢) =0 mod p. Assim, ¢ é uma raiz de g(x).
Por hipétese de indugdo sabemos que g¢(x) possui no maximo r — 1 raizes in-
congruentes mod p. Segue que f(x) possui no maximo 7 raizes incongruentes
mod p, a saber, b junto com as raizes de g(z).
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A existencia de raizes primitivas médulo nimeros primos € garantida pela

11.17 Proposigao.

Seja p um numero primo. Entdo existe uma raiz primitiva modulo p.

Afirma-se ent3o a existéncia de um a € Z com pfa e o,(a) =p—1=p(p),
ou seja, um a #Z 0 mod p tal que a’ # 1 mod p para todo ¢ < p— 1.

Para que possamos entender melhor o que acontecerda na demonstracdo de 11.17,

pensamos primeiro em dois exemplos: Porqué tem que existir uma raiz primitiva
mod 5 e mod 377

Primeiro mod 5:

Temos ¢ (5) = 4. As possiveis ordens dos restos a = 0 mod 5 sdo os divisores de
4, ou seja, o.(a) € {1, 2,4}.

Porqué algum dos restos d € {1, 2,3, 4} possui a ordem maxima

0,(d) = p(5) =47

(sem simplesmente verificar isto por tentatival):

Por FERMAT temos 2* = 1 mod 5 para todo z. Se nenhum tivesse ordem igual
a 4, todos teriam ordem < 2 e terfamos 2> = 1 mod 5 para 4 valores z
incongruentes. Isto é impossivel para uma congruencia polinomial de grau 2 médulo
o primo 5. Logo tem que existir um d de ordem 4.

(Para comparar, lembremos mais uma vez aqui que os 4 restos 1,3,5,7 mod 8
todos possuem ordem 2 e n3o existe raiz primitiva mod 8!)

Agora mod 37:

Temos ¢(37) = 36. As possiveis ordens dos restos a Z 0 mod 37 sdo os divisores
de 36, ou seja, 0,(a) € {1,2,4,3,6,12,9,18,36}.

Porqué algum dos restos a € {1, 2,3,..., 36} possui a ordem maxima

0,.(a) = ¢(37) =36 7

1) Se conseguirmos um d, € {1, 2,..., 36} de ordem 037(d1) =4 eum d, de
ordem 037(d2) =9, fazemos a = d,d, e afirmamos que o,.(a) = 36 :

Se 0,.(a) < 36, esta ordem seria um dos niimeros 1,2,4,3,6,12,9, 18, ou seja
teria que dividir 18 = 326 ou 12 = ?;)6 Mas a'® = di*d)® = dI* # 1, pois 47 18.
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Da mesma forma, a'? = d?d}* = d)? # 1, pois 9712. Assim o,.(a) = 36 se
conseguirmos d,, d, com 037(011) =4 e 037(d2) = 9.

2) Porqué existem d, e d,?

Por FERMAT temos 2z3® = 1 mod 37 para todo z. Segue que os elementos em

{zg ’ ze{l,2,..., 36}} possuem ordens que dividem 4. Se nenhum tivesse or-

: e , 2
dem igual a 4, todas elas dividiriam 2 e terfamos z'® = (2%)” = 1 mod 37 para
36 valores z incongruentes. Isto é impossivel para uma congruéncia polinomial de
grau 18 mddulo o primo 37. Logo tem que existir d, de ordem 4.

Da mesma forma, os elementos em {24 ‘ ze{l,2,..., 36}} possuem ordens
que dividem 9. Se nenShum deles tivesse ordem igual a 9, todas elas dividiriam 3
e terfamos 212 = (z4) = 1 mod 37 para 36 valores incongruentes. Isto é im-

possivel. Logo também tem que existir d, de ordem 9.

As mesmas idéias conduzem a prova geral de 11.17.
Demonstragao de 11.17: Podemos supor p > 2. Seja

p—l:qil-q;2._...q£r

com primos distintos ¢, ¢, ,..., q. € b,b, ,..., b, € IN. Para todo i €
{1,2,..., r} coloquemos

r
b b b, b, b, _ p—1

— kE — 1 . . —1 . +1 . . r —

m, k|_|1 Qr=dq" - q g, — .

+1 i
- ot q;

k#i
Assim p—1 = mqub e mdc (mi,qi?z‘) =1 paratodo 1 =1,2,..., r.

Para todo z € {1, 2,...,p— 1} consideremos d = z™i. Temos pelo teorema de
FERMAT (7.1)

%

b.
d% = (z™)% = 2" =1 mod p,

de onde segue o,(d) ‘qzb Assim, o,(d) = qf para algum ¢, com 0 </( <b..

Suponhamos, o,(d) < qs’ para todo z € {1,2 e, P — 1}. Entdo o,,(d) ’qf_’i_l
paratodo z€4{1,2,..., p—l}. Teriamos

p—1 b1

2% =z"i% =1modp paratodo z€{1,2,...,p—1}.
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p—1

Isto é impossivel, pois a congruéncia polinomial z % —1 = 0 mod p de grau < p—1
nao pode ter p — 1 solucdes incongruentes mod p, por 11.16.

bi—l
Concluimos que existe z = ¢, € {1, 2,...,p— 1} tal que c;"iqi % 1 mod p,
ou seja,
mi — T

Op<% ) qz
Coloquemos d; = ', d, = €52 yeee d, = ¢, de sorte que op(di) = qi’
Ponhamos

a=d -dy-... d.

Qual é a ordem o,(a) 7

Claro que o, (a) ‘p — 1. Se o,(a) < p—1, teramos o,(a) ‘p(zl = miqffl para

1
. . . m.

algum ¢ € {1, 2,..., r}. Seguiria, observando-se que d; " =1 mod p para todo
J#

b,—1 b,—1 b,—1 b,—1 b,—1 b;—1

i i i i i m.q,"

l=a™% =d™% ... . -d™% -d™% -d™% - -drt =
1 i1 i i+1

b.—1
= dimz'qi mod p,
ou seja,
bi—l
d;”iqi = 1 mod p,

Mas, como mdc (mi, qf) =1, e Op(d@'> = qf;)

N\ b
0p<d;”z> =i

i, concluimos por 11.11 que

Isto d4 a contradicao
bifl
d;niqi % 1 mod p.
Portanto, a’# 1 mod p para todo ¢ < p — 1. Isto significa

o,(a)=p—1.

11.18 Proposicgao.

Seja 2 < p € IP e k € IN. Entdo existe uma raiz primitiva mod p*, i. e.
eziste b € Z tal que mdc (b,p*) =1 e 0,(b) = P p—1) =9 (p").

A demonstrac3o desta proposicao é feita pela
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11.19 Observacao.
Seja p > 2 um primo. Entao

a) Euiste raiz primitiva v mod p tal que ¥P~* # 1 mod p°.
b) Para todo r de a) vale r*" " ®=1) £ 1 mod p* para todo k > 2.

c) Todo r de a) é uma raiz primitiva mod p* para todo k > 1.

Antes de demonstrarmos esta observacao, vejamos um

11.20 Exemplo.

Para p = 5 temos que 2 e 3 sado raizes primitivas mod 5, ambas satisfazendo
2071 =24 = 16 Z 1 mod 25 e 351 = 3% = 81 = 6 #Z 1 mod 25. Con-
seqiientemente 2 e 3 sdo raizes primitivas mod 5% para todo k.

Médulo 25 temos por exemplo ¢ (¢(25)) = ¢(20) = 8 raizes primitivas, a saber,
{2 23 27 29 211 213 217 219} = {3 33 37 39 311 313 317 319} —
{2,8,3,12,23,17,22,13} mod 25.

Demonstracao de 11.19: a) Seja a € Z raiz primitiva mod p (cuja existéncia
é garantida por 11.17).

Se a’! # 1 mod p?, consideremos r = a. Se a’~! = 1 mod p?, consideremos
r =a+ p que também é raiz primitiva mod p. Vale

Pl =(a+pPt=a"1+(p—Dpa 2 +p*L.] =
=1+ (p—1pa?#1 mod p*
pois (p — 1)pa’~2 # 0 mod p.

b) Seja r uma raiz primitiva mod p com 77! # 1 mod p?. Provemos por
inducao sobre k que P01 # 1 mod p* para todo k£ > 2. A afirmacdo est4
correta para k = 2. Suponhamos, ja provado

P01 £ 1 mod pF para algum k > 2.
Pelo teorema de EULER temos 77" "1 = y#(?"") =1 mod p*~!, ou seja,
70D — 1 4o epPt com pte.
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Segue

P D) {rpkz(pl)]p = (1 + cpkil)p =1+ pept~t + pFt! []

=1+pep" 1 #1 mod p"*! | pois pte.

c) Seja r uma raiz primitiva mod p com r?~! # 1 mod p*.

Por b) temos " (=1 £ 1 mod pF para todo k > 2. Temos por 11.3
o (re (@) =r"r-1.
De %" =1 mod p* segue %" =1 mod p e daf por 11.3
0,(r) =p—1Jo,(r).
Segue entdo o (r)=(E-1)p" com 0<m<k-1
Como r#" *(0—1) # 1 mod p* concluimos m =k — 1, ou seja,
o (r)=p—-1p"" = ().

Isto significa que r é raiz primitiva mod p".

11.21 Observacao.

Seja p > 2 um primo e k € IN. Entdo existe raiz primitiva mod 2p*.

Demonstragao: Temos ¢ (2p") = ¢(2)p (p) = p*H(p — 1) = ¢ (p"). Por
11.18 existe raiz primitiva » mod p*. Também 7+ p* € raiz primitiva mod p*.
Consideremos 1’ o impar dos dois niimeros e r+p*, de sorte que mdc (fr’, 2pk) =
L. Claramente o, , (r)y =pp—1) = ¢ (20").

11.22 Exemplo.

Moédulo p = 5 temos as raizes primitivas 2 e 3. Como 3 é impar, 3 é também
raiz primitiva mod 10. 2 ndo serve como raiz primitiva mod 10, pois nao tem
ordem mod 10. Mas 2+ 5 =7 é raiz primitiva mod 10.

Como o exemplo 11.20 mostra, as 8 raizes primitivas mod 25 sdo
{2,8,3,12,23,17,22,13} .
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As 4 raizes primitivas fmpares mod 25, a saber {3,23,17,13} sdo também
raizes primitivas mod 50. Somando-se ainda 25 as 4 pares {2, 8,12, 22}, vemos
que

{3,23,17,13} U{27,33,37,47}

sao todas as 8 raizes primitivas mod 50.

Encerramos esta introducao a Teoria dos Nimeros, resumindo os nossos conheci-
mentos sobre as raizes primitivas no

11.23 Teorema.

Para 2 <n € IN, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) FExiste raiz primitiva mod n.

b) ne {2, 4, p* 2| 2<pe P, ke IN}.

11.24 Exemplo.

Os numeros n < 100, mddulo os quais existe raiz primitiva sao além dos
numeros primos{Q, 3,5,..., 89, 97}:

[4,6,9,10, 14, 18, 22, 25, 26, 27, 34, 38, 46, 49, 50, 54, 58, 62, 74, 81, 82, 86, 94, 98} .
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