IAL
UnB - 2024-1

Martino Garonzi






Conteudo

Capitulo 1. Sistemas lineares e matrizes

1.

e N

Sistemas lineares

O metodo de eliminagao
Matrizes

Operagoes entre matrizes
Matriz inversa

Como calcular a matriz inversa
Determinante

Resolucao dos exercicios

Capitulo 2. FEspagos vetoriais

1.

P NSO

Espacos vetoriais

Dependéncia linear

Base de um espaco vetorial
Base do espaco solugao (nticleo).
Posto de uma matriz
Ortogonalidade

Mudanga de base

Resolucao dos exercicios

Capitulo 3. Operadores lineares

1.

2.
3.
4.

Transformagoes lineares
Diagonalizacao.
Poténcias de matrizes
Resolucao dos exercicios






CAPiTULO 1

Sistemas lineares e matrizes

1. Sistemas lineares

Uma equacdo linear em uma varidvel x é uma equagao do tipo

ar+b=0 (%)
com a,b € R. E equivalente a axr = —b. Se a # 0 podemos dividir ambos os
membros por a e obter x = —b/a, a Unica solugdo. Se a = 0 entdo a equagdo é

b = 0, logo temos dois casos: se (a,b) = (0,0) entdo a equacdo (x) tem infinitas
solugdes (todo = € R é solugdo), se (a,b) = (0,b) com b # 0 entdo a equagao (x)
nao tem nenhuma solugao.

Uma equacao linear em duas varidvers x,y é uma equacao do tipo
ar+by+c=0 (%%)

com a,b,c € R. A situagdo neste caso é muito diferente. As solucOes sao pares
(z0,y0) que satisfazem a equagdo (xx), ou seja tais que axg + byg + ¢ = 0. Tais
pares podem ser representados em um plano cartesiano.

A reta que passa pelos pontos (—2,3), (0,1) e (3, —2) tem equagao y = —z + 1,
pois cada um desses pontos é solugao da equagao y = —x + 1. Observe que a
equagao y = —x + 1, que pode também ser escrita z +y — 1 = 0, tem infinitas
solugoes. As solugoes sdo geometricamente representadas como pontos de uma reta
no plano.
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A reta que passa pelos pontos (—2,—3) e (0,1) tem equagdo y = 2z + 1, pois
cada um desses pontos é solugao da equagao y = 2x + 1. Podemos perguntar se
existem pontos (xg, yo) que sdo solugoes de ambas essas equagoes. Isso corresponde
a resolver o sistema linear

y=—-x+1
{ y=2xr+1
Substituindo y = —x + 1 na segunda equagao obtemos —z+1 = 2z + 1 e resolvendo
obtemos z = 0. O correspondente valor de y é calculado por y = —x+1=—-0+1=
1. Segue que a tnica solugao do sistema é (0,1), e corresponde a interse¢ao entre
as duas retas.

A reta que passa pelo ponto (3,3) e paralela & reta de equagdo y = 2z + 1 é
a reta de equacao y = 2z — 3. Neste caso, nao existem pontos de intersecao entre
essas duas retas. De fato, o sistema linear

y=2x+1
y=2x—3

nao tem nenhuma solucao. Isso pode ser visto substituindo y = 2x + 1 na segunda
equagao, que da 2x + 1 = 2x — 3 e simplificando 1 = —3, que é sempre falso
(“sempre” significa “para todo valor de 7).

Pode também acontecer de ter sistemas lineares com infinitas solugoes. Por
exemplo considere
y=—-x+1
{ 2y = —2x +2
Neste caso, é claro que a segunda equacao é equivalente a primeira, sendo obtida
a partir dela multiplicando todos os termos por 2. Geometricamente, estamos
procurando intersegoes entre duas retas coincidentes. Todos os pontos da reta sao
entao solucoes do sistema. Neste caso, é comum introduzir um parametro t = =,
assim as solucoes sao todos os pontos do tipo

(t,—t+1), teR

O ntumero de parametros determina a “dimensao” do objeto geometrico correspon-
dente. Neste caso temos um parametro, o que corresponde a um objeto de dimensao
1: uma reta.

Os sistemas considerados acima sao chamados sistemas lineares pois as varidveis
aparecem com grau 1. Por exemplo, o sistema

y=a?
{ z+y=1
nao é linear pois na primeira equacio aparece 2. Como é possivel deduzir da
discussao acima, no caso de um sistema linear temos sempre zero, uma ou infinitas
solugdes. Um sistema é dito compativel, ou consistente, ou possivel, se admite

pelo menos uma solugao. Um sistema é dito incompativel, ou inconsistente, ou
impossivel, se nao admite nenhuma solugao.

Para resolver os sistemas lineares, podem ser usadas varias técnicas. Por exem-
plo considere
Sx+3y—1=0
r—2y—8=0
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Aqui podemos fazer a primeira equagdao mais a segunda multiplicada por —5, ou
seja I — 5II, obtendo a equacgao

(bxr+3y—1)—5(x—2y—8)=0

que é equivalente a

13y+39=0
ou seja y = —3. O correspondente valor de z é obtido resolvendo 5z + 3y —1 =10
com y = —3, ou seja Hx — 9 — 1 = 0, que d&d x = 2. Segue que a tnica solugao do

sistema é (2, —3).

2. O metodo de eliminacgao

O metodo de eliminagao envolve a transformacao de um sistema linear por meio
de uma sequéncia de passos sucessivos. Cada passo consiste em efetuar uma das
operagoes elementares seguintes.

(1) Multiplicar uma equagao por uma constante nao nula.
(2) Permutar duas equagoes.
(3) Adicionar uma equagdo a uma outra equagao.

Por exemplo considere o seguinte sistema.

r 2y +z =4 r 42 42 =4
3z +8y +7z =20 II—>I 2y 44z =
20 +7y 49z =23 7 | 20 +7y +9z =23
v 2y 4z =4 xr 2y +z =4
— 2y 44z =8 — y 19, —
1121 0
Sy Az =15 3y +7: =15
r 2y +z =4
IHT?))H Y j z . (Forma triangular)

Conseguimos eliminar x e y da terceira equagao, podendo assim calcular z = 3.
Substituindo na segunda equacao obtemos y = 4—2z = 4—2-3 = —2, e substituindo
na primeira

r=4-2y—2z=4-2(-2)-3=5.
Segue que a unica solucao do sistema é (z,y,2) = (5,—2,3). Geometricamente,
estamos calculando a intersecdo de trés planos no espaco tridimensional R3. Essa
interse¢ao é um tnico ponto.

Observe que os passos descritos acima sao reversiveis. Em outras palavras,
depois de aplicar uma operacao elementar é possivel voltar para a situacao original
aplicando uma oportuna operacao elementar, a operagao elementar inversa. Por
exemplo, multiplicar uma equagao por uma constante nao nula ¢ pode ser revertido
multiplicando a equagdo assim obtida por 1/c. Substituir & terceira equacdo a
equagao ITI—I pode ser revertido substituindo & terceira equagao assim obtida ITT+1.
Depois de permutar duas linhas, é possivel voltar a situacao original permutando-
as mais uma vez. Isso implica que o primeiro e o dltimo sistema do algoritmo sao
equivalentes (eles tém o mesmo conjunto-solugao).
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2.1. Exercicios. Use o metodo da eliminagao para determinar se o sistema
linear dado é compativel ou incompativel. Para cada sistema compativel, encontre
a solugdo, se for tnica. Caso contrério, descreva o infinito conjunto-solugdo em
termos de um parametro arbitrario t.

(1) (Livro 1.1 (1))
z+3y=9
{ 2 +y =28
Neste caso, faca também um desenho das retas envolvidas.
(2) (Livro 1.1 (8))
3x — 6y =12
{ 20 —4y =8
Neste caso, faga também um desenho das retas envolvidas.
(3) (Livro 1.1 (11))

20+ Ty +32z=11

T+3y+22=2

3z +Ty+9z=-12
(4) (Livro 1.1 (17))

20 —y+4z =17

3x+2y—2z=3

Sr+y+2z2=15

3. Matrizes

O metodo de eliminagio (eliminagao de Gauss) envolve a transformagio de um
sistema linear por meio de uma sequéncia de passos sucessivos. Cada passo consiste
em efetuar uma das operagoes elementares seguintes.

(1) Multiplicar uma equagdo por uma constante nao nula.
(2) Permutar duas equagoes.
(3) Adicionar uma equagao a uma outra equagao.

Considere o seguinte exemplo.

3 —8y +10z =22 r =3y +2z =5
r =3y +2z =5 — 3r —8y 410z =22
2t -9y -8z =-11 T | 22 —9y -8 =-11

r -3y +2z2 =5
Y +4z =7
-3y —12z =-21

r —3y 42z =5

Y +4z =7 (Forma triangular)
0 =0

—
II-3I, III-21

—
1114311

A terceira equacao é indeterminada. Neste caso, introduzimos o parametro
z =t e calculamos x e y em fungao do parametro t. Temos y =7 —4z =7 —4t e
x = 3(7T—4t) — 2t + 5 = 26 — 14¢. Segue que o sistema dado tem infinitas solugoes,

(z,y,2) = (26 — 14¢,7 — 4t, 1) teR.
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Observe que as solucoes podem também ser escritas na seguinte forma.
(x,y,2) = (26,7,0) + t(—14,-4,1) = P + tv,
sendo P = (26,7,0) e v = (—14, —4,1). Geometricamente, se trata de uma reta no

espaco tridimensional R? passando pelo ponto P e de direcdo v.

Uma matriz é uma tabela retangular formada de nimeros, M = (a;;); ;, com
i=1,...,n,5=1,...,m. O numero a;; estd na linha 7, coluna j. Assim M tem
n linhas e m colunas, ou seja tem formato n x m. Se o nimero de linhas de M é
igual ao nimero de colunas, M é chamada matriz quadrada (note que o quadrado
é um particular retangulo).

As seguintes matrizes tém formato 2 x 3, 1 x 4 e 3 x 1 respectivamente.
2

3 =70
(_2 5 1) (3 0 -1 5) 33

Podemos ver os sistemas lineares como matrizes da seguinte forma.

3¢ -8y +10z =22 3 -8 10 22
r -3y 42z =5 P 1 -3 2| 5
20 -9y -8z =11 2 -9 -8|-11

A linha vertical entre a terceira e a quarta coluna é usado para separar a coluna
dos termos de grau zero. O sistema acima foi resolvido da seguinte forma.

3 -8 10| 22 1 -3 2] 5
1 -3 21| 5 | 3 -8 10| 22
2 —9 —g|-11) " 2 9 —g|-11

1 -3 2 5 1 -3 2|5
— 1 4 7 — 0O 1 4|7
I1-31, III-2I III+3II
0 -3 —12|-21 + 0 0 00
As matrizes acima tém formato 3 x 4.

O sistema linear, formato de m equagbes nas n incognitas x1, ..., Ty,
a1y +apre  Hai3rz ... FaiT, =0b
a1 +azeTrs  +agsrz  +... +apT, =bo
Am1T1  +am2T2  Tam3T3 t... FamaTn = by

tem matriz associada
a1 a2 a3 ... Qi | b1
azi a22 azs ... QG2n bo

Gml Am2 Am3 ... (mn bm
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Esta matriz é também chamada matriz completa, ou ampliada, do sistema. A
matriz obtida da matriz completa removendo a ultima coluna

a1 a2 a3 ... 0Qip
a21 a2 @23 o a2n
am1 Am?2 am3 e Amn

é chamada matriz dos coeficientes do sistema. Por exemplo, as3 (0 coeficiente que
aparece na segunda linha, terceira coluna) é o coeficiente de x3 na segunda equagao.

Os passos descritos no metodo de eliminacao sdo chamados de operagées ele-
mentares de linha, e sao os seguintes.

(1) Multiplicar uma linha por uma constante nao nula.
(2) Permutar duas linhas.
(3) Adicionar um multiplo constante de uma linha a uma outra linha.

DEFINIGAO 1 (Matrizes linha-equivalentes). Duas matrizes sao denominadas
linha-equivalentes se uma delas pode ser obtida da outra através de uma sequéncia
(finita) de operagoes elementares de linha.

Como as operagoes elementares de linha séo reversiveis (veja o arquivo da aula
1), é claro que se a matriz A é linha-equivalente & matriz B, entdo B é linha-
equivalente a A.

Por exemplo, vimos nas contas acima que as duas matrizes seguintes sao linha-
equivalentes.

3 =8 10 22 1 -3 2 5
1 -3 2 ) ~1 0 1 47
2 -9 -8 -11 0 0 00

E claro que se as matrizes completas de dois sistemas lineares sao linha-equivalentes
entao os dois sistemas tém o mesmo conjunto-solucao.

Observe que a matriz nula

o O O
oS O O
o O O
o O O

é linha-equivalente apenas a si mesma, pois qualquer operacao elementar de linha
nao a altera.

A matriz obtida acima apds o processo de eliminacao é um exemplo de matriz
escalonada.

DEFINIGAO 2 (Matriz escalonada, elementos lideres). A matriz E € dita esca-
lonada se

(1) Toda linha de E que for inteiramente formada de zeros (se houver) situa-
se abaizo de toda linha que contenha um elemento diferente de zero.

(2) Em cada linha de E que contenha um elemento diferente de zero o primeiro
elemento diferente de zero situa-se a direita do primeiro elemento nao nulo
da linha precedente (se houver uma linha precedente).
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O primeiro elemento ndo nulo (a partir da esquerda) em cada uma das linhas nao
nulas chama-se elemento lider.

As seguintes matrizes sdo escalonadas e os niimeros em negrito sao os elementos
lideres da matriz.

2 -1 0 4 7 L 3 9 s
0 1 20 -5

0 1 47
0 0 03 0 0 0 0 0
0 0 00 0

As seguintes matrizes nao sao escalonadas.

1 3 -2 01 5 0 1110
0 0 O 13 -2 0 2 2 21
01 5 00 0 1 0 0 01

3.1. Exercicios.

(1) (Livro 1.2 (8)) Resolva o sistema (j& escalonado)

1 — 1029 + 323 — 1324 =5
z3+ 3x4 = 10

[Use pardmetros xo = s, 24 = t.]
(2) (Livro 1.2 (15)) Considere o sistema linear

3x1+ 29 —3x3 = —4
T +r94+23=1
5x1 + 622 + 8x3 =8

Utilize operacoes elementares de linha para transformé-la na sua forma
escalonada. Em seguida, resolva o sistema.
(3) (Livro 1.2 (20)) Considere o sistema linear

201 +4xo —x3 — 224 + 225 =6
x1 + 3x9 + 223 — Ty + 325 =9
5x1 +8xo — T3+ 624 + 25 =4

Utilize operagoes elementares de linha para transformé-la na sua forma
escalonada. Em seguida, resolva o sistema.
[As varidveis a serem escolhidas como parametros sdo aquelas que nao
correspondem a elementos lideres na matriz escalonada.]
(4) Resolva o sistema

3r1+x9+23=0
1 +2r9+2x3=0
To+ 8x3 =0

(5) Mostre que as duas matrizes 2 x 2

(03)

nao sao linha-equivalentes.

— =
— =

)
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As varidveis que correspondem a colunas que contém elementos lideres sao
denominadas varidveis lideres, todas as outras variaveis sao chamadas varidveis
livres. As variaveis livres s@o aquelas que, na resolucao do sistema, sdo usadas
como parametros.

Se um sistema linear tem matriz completa escalonada, resolver o sistema é
muito facil. Se escolhem as varidveis livres como parametros e se calculam as outras
varidveis (as varidveis lideres) em fungéo dos parametros. Por exemplo considere o
sistema escalonado

lzy —2x5 +3x3 +2x4 +z5 =10 1 -2 3 2 1 10
Ory 40z +1lzz +0z4 +225 =-3 <« 0 0 1 0 2 -3
Ox1 +0xy +0x3 +1lzy —4da5 =7 o 0 0 1 -4 7

As varidveis lideres sao x1, x3 e x4. As varidveis livres sao x5 e x5. Escolhendo
0s parametros s = xo, t = x5, correspondentes as varidveis livres, obtemos que
Ty =4t + 7, x3=—-3—2t e

1 =104 2209 — 323 — 2004 — 5
=10+2s—3(—=3—2t) —2(T+4¢t) -t
=5+2s—3t

Segue que as solucoes sao
(21,29, 23,24, 25) = (5 + 25 — 3t,8,—3 — 2t, 4t + 7, 1).

Isso significa que qualquer valor (real) dado aos dois pardmetros s,t¢ produz uma
solucao do sistema. A solugdo pode também ser escrita como combinacao linear de
vetores, da seguinte forma.

(x1,29,x3,x4,25) = (5 + 28 — 3t,8,—3 — 2t, 4t + 7, 1)
= (5,0,-3,7,0) + 5(2,1,0,0,0) + £(—3,0, -2, 4, 1).

A ideia para resolver um sistema linear é entao de levar a sua matriz completa
na forma escalonada por meio de operacoes elementares de linha, e em seguida
resolver o sistema escalonado como explicado acima, usando as varidveis livres
como parametros. O procedimento para levar uma matriz na forma escalonada é
chamado eliminagao de Gauss.

A eliminacdo de Gauss é o seguinte procedimento. Seja A a matriz completa
de um sistema linear.

(1) Localize a primeira coluna de A que contém um elemento nao nulo.

(2) Se o primeiro elemento (de cima) nesta coluna for zero, permute a primeira
linha de A com uma linha na qual o elemento correspondente seja diferente
de zero.

(3) Agora o primeiro elemento na nossa coluna é nao nulo. Substitua por
zero os elementos abaixo dele, na mesma coluna, através da adigao de
miultiplos apropriados da primeira linha as linhas subjacentes.

(4) Depois de ter efetuado os passos de 1 a 3, a matriz fica semelhante a
matriz abaixo, embora possam existir varias colunas iniciais nulas, ou até
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mesmo nenhuma. Execute os passos de 1 a 3 na matriz Ay, na parte
direita inferior, conforme indicado.
(5) Repita este ciclo de passos até obter uma matriz escalonada.

0 *‘* cee X
0 0
_A:
. . Al
0 0
Por exemplo, vamos resolver o sistema
ley —2x9 +3z3  +2x4 x5 =10 1 -2 3 2 1|10
2x7 —4x9 +8x3 +3z4 +10z5 =7 & 2 -4 8 3 10| 7
3x7, —6xe +10x3 +6x4 +bzs =27 3 -6 10 6 5 |27
Para isso, vamos executar a eliminacao de Gauss.
1 -2 3 2 1|10 1 -2 3 2 1| 10
2 -4 8 3 107 )] — (O O 2 -1 8|-13 | —
3 =6 10 6 5|27 ) " \3 -6 10 6 5|27 ) "
1 -2 3 2 1| 10 1 -2 3 2 1] 10
0o 0o 2 -1 8(-3} — | O O 1 0 2| -3 —
00 1 0 2/-=3)"™"\o0o 0o 2 -1 8|-13) "™

1 =2 3 2 1]10 1 -2 3 2 110
00 1 0 2/-3] —o 0o 10 2]=3
0 0 0 —1 4|-7) ™ \Xo 0o 01 —4|7

O sistema escalonado obtido desta forma foi resolvido no exemplo anterior.

4. Operagoes entre matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;5)i; € B = (b;;);,; do mesmo formato n x m,
podemos definir a soma de A e B como a matriz que admite a;; + b;; na entrada
(i,7). E dado um escalar ¢ € R, podemos definir cA como sendo a matriz que
admite ¢ - a;; na entrada (4, j). Em outras palavras

(@ij)ig + (bij)i; = (@ij + bij)ij, ¢ (aij)ij = (¢ aij)ij-

Assim por exemplo

3 0 4 -3 9 0 4 -3
3(2—7>+<9 O>_(6—21>+<9 0)
(944 04+(=3)\ (13 -3
S\ 64+9 —-214+0 S\ 15 =21
A multiplicagao entre matrizes é menos intuitiva que a soma. Vamos primeiro

definir o produto entre um vetor linha (uma matriz n x 1) e um vetor coluna (uma
matriz 1 X n). Isso d4 como resultado uma matriz 1 x 1, definida como se segue.

by
by
(a1 ag ... ay) - : = (a1b1 + agbs + ... + anby)

bn
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Por exemplo

5
307)- 2 =3-540-2+7-(-3)) =(-6)
-3
DEFINIGAO 3 (Produto entre matrizes). Sejam A = (a;;);; wma matrizm X p,
B = (bij)i,; uma matriz p x n. O produto AB € a matriz m x n cujo elemento na
entrada (i,7) €
ai1bij + aizbzj + ... + aipbp;.
Ou seja € o produto entre a i-esima linha de A e a j-esima coluna de B.

Por exemplo

(140)3?3_(241)
0 1 2 2 0 2 4 1 4
a b
14 2\ e d |- a+4c+2e b+4d+2f
01 2 ./ - c+2e d+2f '

Observe que quando A e B sdo matrizes quadradas do mesmo formato, os produtos
AB e BA fazem sentido mas em geral sdo diferentes. Por exemplo

2 -1\ (1 5\ _(-123
-4 3 3 7)) 5 1 )7
L 5\ 2 -1\ [ -18 14
3 7 -4 3 T\ —-22 18 )
Com essa definigao, podemos escrever um sistema linear

lzy —2x92 +3x3 +2x4 x5 =10
2x7 —4xo +8x3 +3x4 +10x5 =7
3r1 —6xzo +10xz3 +6x4 +5x5 =27

como uma, equac¢do matricial Az = b, da seguinte forma.

Z1
1 -2 3 2 1 To 10
2 —4 8 3 10 |-| w3 = 7 . A-xz=0b.
3 —6 10 6 5 Ty 27
Ts
Z1
1 -2 3 2 1 To 10
A= 2 —4 8 3 10 |, z=| =3 |, b= 7
3 —6 10 6 5 T4 27
Ts

A estrutura geral de um sistema linear é entdo Ax = b, da seguinte forma.

air a2 a3 ... Qip x1 by

a1 @22 azs ... Q2n €2 bo
. . A-z=0.

ml1 Am2 Am3 ... (mn T bm
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a1 a2 @13 ... Qip x1 by

a1 Ay A3 ... Q2p T2 by
A= , T = , b=

Am1 Am2 Am3 R ¢ ) Tn bm

Seguem algumas propriedades das operagoes entre matrizes. Obviamente, se
aparece uma soma, resp. um produto, entre matrizes, estd se supondo que tais
matrizes sao somaveis, resp. multiplicaveis.

1) A+ B = B+ A. [Comutatividade da soma]

2) A+ (B+C)=(A+ B)+ C. [Associatividade da soma]
3) A-BC = AB - C. [Associatividade do produto]

4) A-(B+C) = AB+ AC. [Distributividade, parte 1]

5) (A+ B)-C = AC + BC. [Distributividade, parte 2]

Essas propriedades podem ser demonstradas usando a férmula

(AB)ij =) AuBu;
k

Por exemplo

ZAm BC)y, ZAzk ZBthhj ZAikBthhj»

k,h
(AB)C)ij = > (AB)sCy; = Z Ch;j Z AinBhi, = Z AinBrixChj
k

sao iguais.

A matriz cujas entradas sdo todas nulas é chamada matriz nula e indicada com
0. Cuidado: pode acontecer que AB =0e A # 0, B # 0. Por exemplo

(o 0) (5 2)=(0¢)

A matriz identidade n X n é a seguinte matriz n x n, definida pelo fato de ser
(1n)ij=0sei#je (1,);; =1sei=j.

1 0 0 0

01 0 ... 0

1, := 001 ...0

0 0 O 1

Por exemplo

1 0 0
Li=(1), lez((l)(l)), 13=[ 0 1 0
0 0 1

E claro que se A é uma matriz n Xx mentao 1,,- A=A =A-1,,. De fato

(T A)ij =Y (An)inAr; = Asj,
k
)17 = ZAik(]l
k
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Lembre-se que uma matriz A é dita quadrada se tem formato n x n, ou seja se o
nimero de linhas de A é igual ao nimero de colunas de A.

5. Matriz inversa

Observe que dado o sistema linear Ar = b, se existe uma “inversa” A~! da
matriz A, podemos esperar que multiplicando a esquerda os dois membros de Ax = b
por A~! obteriamos z = A~'Ax = A~'b, a solucio do sistema. Obviamente, essa
ideia precisa ser formalizada com precisao.

DEFINIGAO 4 (Matriz inversivel). A matriz quadrada A, de formato n x n, €

dita inversivel se existe uma matriz quadrada B, do mesmo formato de A, tal que
AB=1, e BA=1,.

Observe que se A é inversivel entdo existe uma tnica matriz quadrada B, do
mesmo formato de A, tal que AB = 1,, e BA = 1,,. De fato a existéncia de B

segue pela definicdo, e a unicidade segue do seguinte raciocinio: se B’ é uma outra
matriz com essas propriedades, entao

B =B"-1,=B-AB=B'A-B=1,-B=B.

Essa tinica matriz B é chamada matriz inversa de A e denotada por A~!.

() (5 )= )
(A7) G)-)
- (-4

Segue que para resolver o sistema linear
1 3 z\ (1
1 4 y ]\ 2

é suficiente multiplicar ambos os membros a esquerda por (

Por exemplo

4 =3
-1 1

()= 2) 0 )0)-04 2)G)-(7)

Ou seja a tnica solugao é (z,y) = (—=2,1).

) , obtendo

5.1. Exercicios.

(1) (Livro 1.4 (2)) Calcule

2 0 -3 -2 3 1
5(—1 5 6>3(7 1 5)'
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(2) (Livro 1.4 (8)) Sejam

3 0
A:(; _05 i), B:=| -1 4
6 5

Determine se o produto AB existe e neste caso o calcule. Faga a mesma
coisa com BA.

(3) (Livro 1.4 (20)) Escreva o seguinte sistema na forma matricial Az = b.
Em seguida, encontre a solugao em forma vetorial.

T — 3Ty + Txs =0
1‘3721‘5:0
zy — 1025 =0

2 1

(4) (Livro 1.4 (23)) Considere A = ( 3 9

). Encontre a inversa de A

seguindo o seguinte procedimento. Seja B = < z g} ) e seja 1y, =
0 1
equacdo AB = 1,. Dali, resolva as quatro equagbes resultantes para
x,y, z,w. Finalmente, verifique que BA = 1.
(5) Sejam A e B duas matrizes 2 x 2 e suponha A inversivel. Suponha que
AB = 0, a matriz nula. Mostre que B = 0.

1 .
( 0 > Iguale os elementos correspondentes dos dois membros da

6. Como calcular a matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de formato n x n. Seja 1, a matriz identidade

n X n. Uma matriz B é dita inversa de A se AB =1,, e BA=1,,. Se B existir, é
Unica, pois se C' é uma matriz com as mesmas propriedades de B, entao

C=C-1,=C-AB=CA-B=1,-B=B.

A inversa de A, se existir, é indicada com A~!. Neste caso, A é dita inversivel.

Observe que dado o sistema linear Ax = b, se existe a inversa A~! da matriz

A, multiplicando a esquerda os dois membros de Az = b por A~! obtemos = =
A~ 1Az = A7), ou seja a solucdo do sistema é A~1b.

Seguem algumas propriedades bésicas.

(1) Um produto de duas matrizes inversiveis ¢ uma matriz inversivel, pois se
A, B sdo n x n e inversiveis, com inversas A~' e B~! respectivamente,
entao

AB-B'A7t'=1,=B1'A!. 4B,
ou seja
(AB)"' =pB~1A~%
Observe que em geral (AB)~! nio é igual a A=1B~1 (1),
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(2) Um produto de um numero finito qualquer de matrizes inversiveis n x n
é uma matriz inversivel. Especificamente,

(Ay - A) L =A . AT
sendo (Ap-...-Ap)- (A, AT =1, e (A AT (A - Ay) = 1,

(3) Se A, B,U sao matrizes n x n tais que U é inversivel e B = AU entao
A é inversivel se e somente se B é inversivel. De fato, se A é inversivel
entdio B~! = (AU)™! = U"'A~! e se B ¢ inversivel entdio A = BU!
logo A~ =UB™ .

(4) Se uma matriz A de formato n x n admite uma linha nula entdo nao
¢ inversivel. De fato, Se a k-esima linha de A ¢é nula, ou seja ap; = 0
para todo j, ent@o seja B a matriz (b;;);; tal que by, = 1 para todo i e
bi; = 0 se j # k e i qualquer. Ou seja B ¢ a matriz cuja k-esima coluna é
(1,1,...,1) e as outras colunas sdo nulas. Se l,h € {1,...,n},

(BA)un = Z bitarn = bikagn =1-0 =0,
t

ou seja BA é a matriz nula: BA = 0. Isso implica que A nao é inversivel
pois se fosse inversivel teriamos 0 = 0A~! = (BA)A™! = B(AA™!) =
B1,, = B, ou seja B = 0, que é falso.

Seja E;; a matriz n x n que tem 1 na posi¢ao (4, j) e 0 nas outras posicoes. Seja
A um escalar e sejam
SZ(A) = ]]-n + )\Eij se 1 75 j,
S“()\) =1, + ()\ — 1)Eii7
Tij =1y — By — Ejj + E4ij + Lji.
Se A é uma matriz n x m e i # j, entdo S;;(\) - A é igual & matriz obtida de A
substituindo a ¢-esima linha L; de A com L; + ALj, sendo L; a j-esima linha de
A. Analogamente, Tj; - A é a matriz obtida de A trocando a i-esima linha com a

j-esima. O produto S;;(A) - A é igual & matriz obtida de A multiplicando a i-esima
linha por A. Por exemplo, se A é uma matriz 3 x 2,

1 X0 a1 a1z a11 + Aag1  arz + Aage
Slg()\) . A = 0 1 0 . a1 a2 = a1 a22
0 0 1 as1  as2 as1 aso
010 aiy a2 as1 22
Tip-A=| 1 0 0 || a1 ax | =1 a1 a2
0 0 1 asy as2 asy a3z

Observe que se i # j entdo S;;(A) e T;; sdo inversiveis, de fato, lembrando que
E;jEs € a matriz nula exceto no caso j = s, e E;;jFj = Ey, obtemos

Sij()\) . Sﬂ(—)\) = (]ln + )\Ei]‘> . (]]-n — )\E”) =1, — )\E]z + )\E” =1,.

Tij - Tij = (In — By — Ejj + By + Eji) - (1, — By — Ejj + Eyj + Ej;)
=1, — E; — Ejj + Eij + Eji —FE;+FE; — Eij — Ejj + Ejj
—Ej+Lij — Ejj+ By + Eji — Ej + Ejj =1,
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Além disso se A # 0 entdo S;;(\) - Siy(A™1) =1, e S;; (A1) - Sii(A\) = 1, ou seja
Si;(A) é inversivel no caso i = j quando A # 0. Além disso, S;;(0) ndo é inversivel
pois a sua i-esima linha é nula.

Seja A uma matriz n X n. Se existir uma eliminacio de Gauss que leva A para

1,, ent@o existem matrizes By, ..., By, de tipo S;;(A\) ou T;; cada, tais que
By -Bg_1-...-B1-A=1,,
logo, multiplicando a esquerda pelas inversas de By, ..., By,

A=DB,"" Bt B!
é inversivel, sendo um produto de matrizes inversiveis.

Reciprocamente, seja A uma matriz n x n inversivel. No processo de escalona-
mento de A (eliminagdo de Gauss) ndo pode nunca aparecer uma linha nula, pois
toda matriz obtida a partir de A por meio da eliminagdo de Gauss é inversivel,
sendo um produto de A com matrizes inversiveis (correspondentes as operagoes
elementares). Segue que a forma escalonada de A é do tipo seguinte, com todos os
elementos diagonais a;; nao nulos, pois se um deles fosse nulo entao a tltima linha
seria nula, por definicao de matriz escalonada.

* ok % 1 *x % *
0 * = 0 1 = *
0 0 = * N 0 0 1 *
: oL a;'Li S
00 0 ... x 0o 0 0 ... 1

E claro que, por meio de operagoes elementares de linha, é possivel levar esta matriz
a matriz identidade 1,,. Isso mostra que

TEOREMA 1. Uma matriz n X n é inversivel se e somente se € linha-equivalente
a matriz identidade n X n.

Um algoritmo préatico para calcular a inversa de uma matriz e que segue di-
retamente da discussdo acima é o seguinte: dada a matriz A, de formato n X n,
proceder com a eliminagdo de Gauss com a matriz (A|1,) até chegar, se possivel,
em uma matriz da forma (1,|B). A matriz B assim obtida é exatamente a inversa

de A.

Por exemplo,

11 1]1 0 0 1 1 1|1 0 0
21 0[0 1 0 — 0 -1 0|-2 1 2
00 1loo 1 /™2 g o 110 01

1 0 0-1 1 1 10 0/-1 1 1

I+H—_>IHO—10—212_—H><0102—1—2

0 0 1|0 0 1 00 1/0 o 1
logo
11 1\ " 101 1
2 1 0 - 2 -1 -2
00 1 0o 0 1
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Se nao for possivel chegar em uma matriz que tenha a identidade do lado
esquerdo, entdao a matriz considerada nao é inversivel. Por exemplo a matriz

( 2 2 ) . , .
1 nao e 1nverswe1 po1s

1

2 2|1 0 . 1 1|1 -1 . 1 171 -1

1 110 1 /)Jr-o\1 1/]0 1 Ju1\ 0 O0|—-1 2
e nao é possivel continuar a eliminagao para obter a matriz identidade do lado
esquerdo.

No caso de uma matriz 2 x 2, A = ( OCL 2 ), observe que

a b ) d —-b\ ([ ad—bc 0
c d —c a o 0 ad —be |-

Isso implica que A é inversivel se e somente se ad — be # 0, e neste caso

a b - — 1 . d —b — add—bc ad_—bbc
c d) ad-be \ —¢ a )\ % aaw /)

O ndmero ad — be é chamado determinante da matriz A, det(A) = ad — be.

. ;) > é inversivel pois o seu determinante é 3-3 —1-7 = 2,

(53 ) =05 )

Se ad — bc # 0 entao é possivel resolver o sistema linear

ar+by=r o a b\ (fz\_[(r
cr+dy=s c d y ] \s

multiplicando a esquerda pela inversa da matriz dos coeficientes, obtendo

(;):adibc(—dc _ab)'<g>’

ou seja (veja também a “regra de Cramer”)

Por exemplo ( 3

e a sua inversa é

_dr—bs as — cr
" ad—be’ " ad—be’

a unica solugao do sistema.

6.1. Exercicios.

(1) Resolva o sistema linear Az = b multiplicando & esquerda por A~! nos
seguintes casos.

(a) (Livio 1.5 (5)) A = (g’ i),b: ( . )
(b) (Livio 1.5 (8)) A = (g " >,b: ( ;)
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(2) (Livro 1.5 (15,17,21)) Calcule a inversa de cada uma das seguintes matri-

Zes.

L L 0010
1 4 13 |, -1 2 -1 |, 01 2 0
3.2 12 0 -2 2 500 1

. . 7 6 2 0 4
(3) (Livro 1.5 (24)) Sejam A = ( g 7 ), B = ( 05 -3 > Encontre

uma matriz C tal que AC = B.
(4) Mostre que as seguintes matrizes nao sao inversiveis.

1 2 3 4 1 2 3 0 4
i Z g 0 1 1 1 5 6 7 0 8
11 2 ’ -1 3 2 0|’ 9 10 11 0 12
0 4 4 3 13 14 15 0 16

(5) Mostre que se uma matriz quadrada tem duas linhas iguais entdo nao é

inversivel.

7. Determinante

J4 definimos o determinante de uma matriz 2 x 2 como sendo

det(z 2>:ad—bc.

J4 observamos que a matriz A de formato 2 x 2 é inversivel se e somente se det(A) #
0. Queremos definir o determinante de uma qualquer matriz n X n, com n qualquer,
de forma que seja verdade que A é inversivel se e somente se det(A) # 0.

Segue uma util interpretagao geométrica. O determinante de uma matriz que
contém os vetores vy, ...,v, como colunas é igual (em valor absoluto) ao volume
(n-dimensional) da figura determinada por eles. Isso é ficil para entender geome-
tricamente no caso 2 x 2. A &rea da figura determinada pelos vetores linha (a,b),
(¢,d) da matriz acima é ad — be, como mostrado pelo seguinte argumento.

Y

1 + U3 = (a+c,b+d)

vy = (¢, d,

v; = (a,b)
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A drea vermelha do paralelogramo determinado pelos dois vetores v1 = (a,b)
e vy = (¢,d) pode ser calculada como a drea do retangulo grande cuja base é a + ¢
e cuja altura é b+ d menos a soma das areas dos dois retangulos pequenos e dos
quatro tridangulos na figura. Segue que a drea do paralelogramo é

(a+c)(b+d)—2-bc—2-¢cd/2—2-ab/2 = ad — be.

Se trocarmos as duas linhas, o determinante troca de sinal, pois

det ( ¢ d > = bc —ad = —(ad — bc).
a b

Isso mostra que o determinante de uma matriz 2 X 2 é uma area orientada, ou seja,
é um numero positivo se os vetores sao tomados no sentido horario, negativo se os
vetores sao tomados no sentido anti-hordrio (o sentido é determinado pelo dngulo
menor que 180 graus entre os dois vetores). Além disso, perceba que se multipli-
carmos uma das linhas por um escalar A, o determinante da matriz resultante fica
multiplicado por A também. Essas propriedades vao valer também no caso n x n
geral.

Perceba que se dois vetores sao miltiplos um do outro, entao a area determinada
por eles é nula. De fato, o determinante da correspondente matriz é nulo também.

E possivel mostrar que se A, B s&o matrizes n X n tais que AB = 1,, entao
BA =1,. A ideia é mostrar que se AB = 1,, entao existe uma matriz C tal que
BC =1, assim

A= A1, =A(BC)=(AB)C =1,C =C,
logo BA =1,

Seja F;j a matriz n X n que tem 1 na posicao (i, j) e 0 nas outras posigoes. Seja
A um escalar e sejam

Sii(A) =1, + \E;; se 1 # 7,

Tij = ]]-n — E” — Ejj -+ Eij =+ Eﬂ
Se A é uma matriz n x m e i # j, entdo S;;(\) - A é igual & matriz obtida de A
substituindo a ¢-esima linha L; de A com L; + ALj, sendo L; a j-esima linha de
A. Analogamente, Tj; - A é a matriz obtida de A trocando a ¢-esima linha com a

j-esima. O produto S;;(\) - A é igual & matriz obtida a partir de A multiplicando
a sua i-esima linha por A.

TEOREMA 2. Eziste uma dnica funcgao det : M, (R) — R tal que

(1) det(1,) =1.

(2) det(T;;A) = —det(A) para todo i # j em {1,...,n}, A€ M,(R).

(3) det(Si(A)A) = Adet(A) para todo A€ R, A€ M,(R),i=1,...,n.

(4) det(Si;(A\)A) = det(A) para todo N € R, A€ M,(R), i #j em {1,...,n}.

DEMONSTRACAO. A unicidade é mais fécil: as propriedades listadas implicam
que o valor de det(A) é determinado pelo valor de det(E) onde E é a matriz
escalonada de A, além disso det(A) = ¢-det(F) onde ¢ € R é nao nulo. Temos dois
casos: E pode ter ou nao ter linhas nulas. Se a i-esima linha de E é nula entao £ =
Sii(0)E logo det(E) = 0 pelas propriedades listadas, segue que det(A) = 0. Se FE
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nao tem linhas nulas entao £ é uma matriz triangular superior, e o seu determinante
é o produto dos elementos diagonais, €11-. .. €,y Segue que det(A) = c-e11+.. . €nn.

Existéncia. Fixe um fndice i. E possivel mostrar que
n
det(A) = Z(—l)”j det(C3;),
j=1
onde Cj; é a matriz obtida de A eliminando a i-esima linha e a j-esima coluna,
satisfaz as condigoes listadas. ([l

TEOREMA 3. Uma matriz A de formato n X n € inversivel se e somente se

det(A) # 0.

DEMONSTRAGAO. Observe que A é inversivel se e somente se é linha-equivalente
a 1,. Por outro lado, o teorema anterior implica que se A e B sao linha equiva-
lentes entao det(A) # 0 se e somente se det(B) # 0, logo se A é inversivel entdo
det(A) # 0 sendo det(1,) = 1 # 0. Reciprocamente, se A nédo é inversivel e B é a
forma escalonada de A, entdo B contém uma linha nula, seja ela a i-esima linha,
L;. Segue que B = S;;(0)B logo det(B) = det(S;(0)B) = 0 - det(B) = 0 e isso
implica que det(A) = 0 pois A e B sao linha-equivalentes. a

Algoritmo de Laplace. Dada uma matriz A de formato n X n, para todo 7,j €
{1,...,n} seja C;; a matriz obtida a partir de A eliminando a sua i-esima linha e a
sua j-esima coluna (o seu determinante é chamado “cofator”). E possivel mostrar
que, para todo r,s € {1,...,n}, temos

n n
det(A) =Y (=1)""* det(Ci) = > (1) det(Cyj).
i=1 j=1

Observe que os sinais se distribuem como em um tabuleiro de xadrez,

+ -+ - 4+
+ - + - 4+
+ -+ - 4+

No caso 3 x 3, temos a “regra de Sarrus”:

@11 ai2 a3
det | a1 a2 a3
aszi asz ass

a22 A2 az1 a2z az1 a2
= aq1 det 3 — a1 det 3 + a3 det
asz2 Aass a3y ass asz1 asg
= 011(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - 022031)

= (11022033 + A120230a31 + 413021032 — A11023032 — 412021033 — G13022031 -

A férmula acima é facil de lembrar: o determinante de uma matriz 3 x 3 é a
soma dos produtos “diagonais” menos a soma dos produtos “antidiagonais”.
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Se A é uma matriz n X n inversivel, o seu escalonamento corresponde a um
produto

By By_1-...-Bi-A=1,,

onde cada B; ¢ uma matriz elementar, ou seja uma matriz do tipo S;;(A) ou T;;, com
1 # 7, ou Sy (A) com A # 0. J4 vimos que as matrizes elementares sdo inversiveis,
e as suas inversas sao matrizes elementares, pois S;;(A\)~! = S;;(=A) se i # j,
Si(A)t=8,;(A"Y)e Tgl = T;;. Segue da férmula acima que

A=B"1 Bt B, L,
ou seja A é um produto de matrizes elementares.

TEOREMA 4 (Binet). Sejam A, B duas matrizes n X n. Entdo det(AB) =
det(A) det(B).

DEMONSTRAGAO. Se A néo é inversivel entao AB nao é inversivel, pois se fosse
ABC = 1,, entao BC seria a inversa de A. Se B nao ¢é inversivel entdo AB nao é
inversivel, pois se fosse CAB = 1,, entao C'A seria a inversa de B. Isso implica que
se det(A) = 0 ou det(B) = 0 entdo det(AB) = 0. Por outro lado, se det(AB) = 0,
entao AB nao ¢ inversivel, e como um produto de matrizes inversiveis é inversivel,
segue que pelo menos uma entre A e B nao é inversivel, ou seja det(A) = 0 ou
det(B) = 0. Em todos estes casos det(AB) = det(A) det(B).

Agora suponha A, B inversiveis, assim AB também é inversivel. Como A e B
sao produtos de matrizes elementares, é suficiente mostrar o resultado quando A é
uma matriz elementar, mas isso foi ja observado. ([l

Uma consequéncia do teorema de Binet é que operacoes elementares nas colunas
de uma matriz quadradas alteram o determinante exatamente como as operagoes
elementares de linha. Isso é porque fazer uma operacao elementar nas colunas é
equivalente a multiplicar a direita por uma matriz elementar, e se i # j

det(A . ng) = det(A) . det(T”) = — det(A),
det(A - S;;(N) = det(A) - det(S;;(N)) = det(A),
det(A - Si; (M) = det(A) - det(S;:(N)) = Adet(A).
O determinante de uma matriz pode ser calculado também escalonando-a, lem-
brando que uma operagao do tipo AL; multiplica o determinante por A, uma troca
de duas linhas troca o sinal do determinante, e uma operagao do tipo L; + AL;

nao altera o determinante. Por exemplo, para calcular o determinante da seguinte
matriz podemos escaloné-la.

2 3 4 1 2 3 1 2 3 1 2 3
123 |25 (234|530 -1 2| "™ (0 -1 2
30 2 3 02) ™3 \o 6 -7 0 0 5

Segue que o determinante de A é igual a —(—5) = 5 (lembre-se da troca de duas
linhas que foi feita no comego). O determinante de uma matriz quadrada escalo-
nada (ou seja, uma matriz na forma triangular) é igual ao produto dos elementos
diagonais.
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Se A é uma matriz quadrada nxn, cujo determinante det(A) é diferente de zero,
existe uma matriz B, chamada de matriz dos cofatores, tal que A- B = det(A4) - 1,,.
A componente (i,5) de B é dada por (—1)i*/ multiplicado pelo determinante da
matriz obtida a partir de A eliminando a sua j-esima linha e a sua i-esima coluna
(NB. i e j sdo trocados!). Segue que para calcular a inversa de uma matriz é
suficiente dividir a matriz dos cofatores pelo determinante.

Por exemplo
1

12 -1\ L [ -1 -4 3 /10 2/5 —3/10
31 1 =—5| 2 2 4 |=( 15 15 2/5
12 1 - 5 0 -5 ~1/2 0 1/2

7.1. Exercicios.

(1) Calcule o determinante das seguintes matrizes. Se o determinante for
diferente de zero, calcule a matriz inversa.

8 7 2 0 1 1 1 1 2 0 2
(2_2>, 10 -2 |, 11 1 |, 0 -1 0 |,
9 9 8 10 11 24 3 0 2
107 S 1118
12 1|, oo 1 s b 11 4 |,
5 9 b 9 3 4 5 1 240
4 11 25 798 01 2 2 (1) 1 (1) (1) (1]
0 10 6 24 1 0 0 2 019 2 2
0 0 -1 81 |’ 111 0| 101 2 1 '
0 0 0 =2 0 2 4 4 0100 0
0001 L1 o1 1000 1
00 2 0 100 101 102 103 0111 0
03 0 0|’ -20 —20 —-20 -—-19 |’
4 0 0 0 1 2 3 0 0 2 1 20
1 000 -1
(2) Mostre que o seguinte sistema linear admite uma tnica solucao (atencao:

nao precisa encontrar a solugao).

1+ Tot+z3+T4+25=1

T1 4+ 229 + 3x3 +4x4 + 525 =0
To + x4 = 28

41 +3x9 —x3 + 14 = 2
7I1+$27I3+1‘4+4$5:71

8. Resolucao dos exercicios

A1l - 7 de junho de 2022

Use o metodo da eliminacao para determinar se o sistema linear dado é com-
pativel ou incompativel. Para cada sistema compativel, encontre a solugao, se
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for tnica. Caso contrario, descreva o infinito conjunto-solugao em termos de um
parametro arbitrario .

(1) (Livro 1.1 (1))

z+3y=9
2r4+y=28

Neste caso, faga também um desenho das retas envolvidas.

Temos y = 8—2z, e substituindo na primeira equagao x+3(8—2z) = 9,
ou seja —bHx = —15. Resolvendo obtemos x = 3. Substituindo, y =
8 —2x = 8 — 6 = 2. Segue que a Unica solugao do sistema é (x,y) = (3,2).

A equagdo = + 3y = 9 é equivalente a y = —xz/3 4 3, tem coeficiente
angular —1/3 e passa pelo ponto (0, 3). E a equacdo da reta azul. A
equacao 2x + y = 8 é equivalente a y = —2x + 8, tem coeficiente angular
—2 e passa pelo ponto (0, 8). E a equacdo da reta vermelha.

—
HM‘/%OTCT)\]OO (@)

2 -1
14t

(2) (Livro 1.1 (8))

3z — 6y = 12
20 —4y =8

Neste caso, faca também um desenho das retas envolvidas.

Dividindo a primeira equagao por 3 e a segunda por 2 obtemos x—2y =
4 nos dois casos, logo as duas equagoes sdo equivalentes a y = /2 — 2.
Segue que as solugdes do sistema sio todos os pontos da forma (x, z/2—2).
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(3) (Livro 1.1 (11))

20+ Ty + 3z =11
r+3y+22=2
3r+Ty+9z2=—12

2z +7y 43z =11 r 3y +2z =2
z +3y +2z =2 — 2z 47y +3z =11
3¢ 4Ty 49z =-12 UM | 8z 47y 492 =-12
z +3y +2z =2 r +3y +2z =2
-3
— Y -z =7 — Y -z =T
11—21 “9y 432 =-—18 114211 . -4

Obtemos z = —4,y = 247 = —44+7=3, 2 = —3y—2z+2 = —9+8+2 = 1.
A tnica solugao é (x,y,2) = (1,3, —4).
Segue o desenho dos planos no sistema escalonado.

(4) (Livro 1.1 (17))

20 —y+4z2=7
3r+2y—2z=3
or +y+2z=15
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2c —y 44z =7 z 43y —6z =-4
3z +2y -2z =3 —> 2c —y 44z =T
5S¢ 4y 42z =15 5 4y 42z =15

P x +3y —62 =-4 x +3y -6z =-4
.y 7y +16z =15 — —Ty +16z =15
II-21 _14y +322’ — 35 IIT—2I1 0 -5

O sistema nao tem solugao. Geometricamente, as trés retas obtidas intercep-
tando os planos dois a dois tém a mesma diregdo (sdo paralelas). Segue desenho
dos planos no sistema nao escalonado.

A2 - 9 de junho

(1) (Livro 1.2 (8)) Resolva o sistema (ja escalonado)
r1 — 1029 + 323 — 1324 =5
x3 + 3ry = 10
[Use pardmetros xo = s, x4 = t.]
Com a escolha sugerida dos parametros, podemos calcular x; e x3 em
fungado de s e t. Temos z3 =10 — 324 =10 -3t e
1 = 1029 — 323 + 1324 + 5 = 10s — 3(10 — 3t) + 13t + 5 = 22t + 10s — 25.
Segue que as solugoes sao
(1,2, x3,24) = (22t + 10s — 25, 8,10 — 3t, t)
= (-25,0,10,0) + s(10,1,0,0) + ¢(0,0, -3, 1).
Se trata das equagOes paramétricas de um plano que passa pelo ponto
(—25,0,10,0) e o seu “plano diregdo” é gerado pelos vetores (10,1,0,0),
(0,0,-3,1).
(2) (Livro 1.2 (15)) Considere o sistema linear
3.’171 —+ xo — 3.’173 =—4
T+ T2+ 23=1
921 + 6x9 + 8x3 =8
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Utilize operagoes elementares de linha para transformé-la na sua forma
escalonada. Em seguida, resolva o sistema.

3 1 -3|—-4 11 1 1
1 1 1 1 — 3 1 -3|—-4
56 8|8 ) \56 8|8
1 1 1 1 1 1 1|1
= ( 0 -2 —6|-7 IIII%I}III 01 3|3
0o 1 313 0 0 0|—-1
A dltima equacao é 0 = —1, logo o sistema é impossivel: nao tem solucgao.

(3) (Livro 1.2 (20)) Considere o sistema linear

2I1+41‘271‘372I4+21‘5:6
T, 4+ 3x9 + 223 — Tx4 + 325 =9
5r1 + 8xg — T3+ 624 +25 =4

Utilize operagoes elementares de linha para transformé-la na sua forma
escalonada. Em seguida, resolva o sistema.

[As varidveis a serem escolhidas como parametros sdo aquelas que nao
correspondem a elementos lideres na matriz escalonada.]

2 4 -1 -2 2|6 13 2 -7 3|9
13 2 —73/9] — |24 -1 —2 2|6 |
58 -7 6 1l4) ™ \5 8 -7 6 1]/4)"T*
1 3 2 -7 319 1 3 2 -7 3] 9
0 -2 —5 12 —4|-12 | — 0 —2 —5 12 —4|-12
0 —7 —17 41 —14|—41 )™ Vo 1 3 7 2| 7
1 3 2 -7 3|9
U2 g 1 3 —7 2|7
II(—)HIOOl_2O2

Escolhemos entao =4 = s, x5 = t, segue que x3 = 2 + 2s,
o =T+Ts—2t—3x3=T+Ts—2t—3(2+2s) =1+ s — 2t,
21 =947s—3t -390 —223=94+Ts -3t —3(1 +s—2t) —2(2+2s) =2 + 3t.
A solugao é
(21,2, 23,24, 25) = (24 3t,1 + s — 2t,2 + 23, 5, 1)
=(2,1,2,0,0) +s(0,1,2,1,0) +¢(3,-2,0,0,1).
Se trata do plano que passa por (9,1,2,0,0) e cujo plano direcéo é gerado

por (0,1,2,1,0) e (3,-2,0,0,1).
(4) Resolva o sistema

3r1+x9+23=0
Ty + 229 +23=0

$2+8$3:0
31 110 1 2 11]o0 12 110
1210 )= 1o -5 =200 |™ o1 8|0
01 8lo/) ™ \o 1 s|o/"™T Voo 380
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1. SISTEMAS LINEARES E MATRIZES
A terceira equagao 38x3 = 0 da x3 = 0, substituindo na segunda

r9+8x3 = 0 obtemos x5 = 0 e substituindo na primeira x1 4+ 2z +x3 =0
obtemos x1 = 0. Segue que a unica solu¢do do sistema é (z1,z2,x3) =

(0,0,0).
Mostre que as duas matrizes 2 x 2
1 0 1 1
0 0 )’ 1 1
. . . 1 0 . .
As matrizes linha-equivalentes a 0 o ) s do tipo

nao sao linha-equivalentes.

— o Q

1

')
)

com a e b nao ambos nulos. Nao existe nenhuma

com a e b nao ambos nulos. As matrizes linha-equivalentes a <

sao do tipo Z Z
matriz que seja de ambos esses tipos.
21 de junho de 2022

(Livro 1.4 (2)) Calcule

2 0 -3 -2 3 1
5(—1 5 6>_3(7 15)'

O resultado é
2

-3-(-2) 5:0-3-3 5-(-3)—3-1\ [ 16 -9 —18
(-1)—=3-7 5.5-3-1 “\-26 22 15

(Livro 1.4 (8)) Sejam

3 0
A:z(é _05 i), B = -1 4
6 5

Determine se o produto AB existe e neste caso o calcule. Faga a mesma
coisa com BA.

30
10 3 21 15
(3 (1) (20
2 -5 4 6 s 35 0
30 3.0 9
BA=| -1 4 (;_052): 7 -20 13
6 5 16 —25 38

(Livro 1.4 (20)) Escreva o seguinte sistema na forma matricial Az = b.
Em seguida, encontre a solugao em forma vetorial.

1L’1*31’2+7£L’5:O
553—21'5:0
$4—10$5:0
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1

1 -3 0 0 7 To 0

0 0 1 0 =2 -] x3 = 0

0O 0 0 1 -10 Ty 0
Ts

O sistema esta ja escalonado, a sua matriz completa é

1 -3 00 7 |0
0 0 1.0 =210
0 0 0 1 -100

As varidveis lideres sdo 1, x3, x4, as varidveis livres sdo zs,x5. Fazendo
To = 8, T5 =t obtemos x4 = 10t, x3 = 2t e x1 = 3s — Tt, logo as solugoes
Sa0

T 3s— Tt 3 -7
To S 1 0
T3 = 2t =s| 0 +t 2
Ty 10t 0 10
T5 t 0 1

onde s,t sdo pardmetros (nimeros reais quaisquer).

(Livro 1.4 (23)) Considere A = ( g ; ) Encontre a inversa de A
seguindo o seguinte procedimento. Seja B = ( i g) ) e seja 1y, =
( (1) (1) ) Iguale os elementos correspondentes dos dois membros da
equagao AB = 1,. Dai, resolva as quatro equacoes resultantes para
x,y, z, w. Finalmente, verifique que BA = 15.
Impondo AB = 15 obtemos
204+ 2z  2y+4w (21N [z y\_(10
3x+2z 3y+2w /] \ 3 2 z o w ) \0 1
em outras palavras
204+ z=1
20+w=0
3x+22=0
Jy+2w=1
Se trata de um sistema linear, a sua matriz completa é
2 0 1 0|1 2 01 0|1
02 0 1(0 | wv-m ] 02 0 1] O0
3 0 2 0|0 m-1 | 1 01 0|-1
0 3 0 2|1 01 0 1|1
1 01 0]-1 1 0 1 0| -1
Lol 01 0 1|1 1121 01 0 1 1
eIV 2 01 01 IV —2I1 00 -1 O 3
0 2 0 1|0 00 0 —-1]-2
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Seguequew =2,z=-3,y=1-w=1-2=-1,z=—-1-2=-143=2.
Logo a matriz inversa de A é

1 2 -1
=55,
de fato

(o) (5 2)-(or) (55)0Ge)-(GY)

(5) Sejam A e B duas matrizes 2 X 2 e suponha A inversivel. Suponha que
AB = 0, a matriz nula. Mostre que B = 0.
Multiplicando os dois membros de AB = 0 & esquerda por A~! ob-
temos A7'AB = A7'0. Como A7'A = 1, e A7'0 = 0, deduzimos que
B=13B=(A"1A)B=A"1(AB) = A7'0 =0, ou seja B = 0.

A5 - 23 de junho de 2022

(1) Resolva o sistema linear Az = b multiplicando & esquerda por A~! nos
seguintes casos.

(a) (Livro1.5(5))A:<‘;’ i)b:(g)
(b) (Livro 1.5 (8))A_<§ " )b_<§>

Nos dois casos, a solucdo é b = A~ 'z, obtida multiplicando os dois mem-

I

bros de Az = b & esquerda por A~ Aqui z = < . > Sabemos que a
2

inversa de uma matriz 2 x 2 é dada por

a b\T'_ 1 [ d -b
c d Cad—bc \ —¢ a )’

e deduzimos as solucgoes dos dois sistemas: no primeiro caso

(2)=2(5 3)(0)=a(5) ()

no segundo caso

(2)=5(% ) (5)=5(2)=( s )

(2) (Livro 1.5 (15,17,21)) Calcule a inversa de cada uma das seguintes matri-

zZes.

L1 Lo 0010
1 4 13 |, -1 2 -1, 0190
32 12 0 -2 2 30 01

Primeira matriz.

11 5|1 0 0 1 1 5 1 00
1 4 13|10 1 0 — 0 3 8 |—-1 1 0
3 2 12]0 0 1 0 -1 -3|-3 0 1
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1 501 00 (L1810 0
0 0 —1|-101 3] =3"{o13[3 o -1 | =4
0 -1 -3| -3 0 1 tett-\'o 0 110 -1 -3 ) "W
10 2] -2 0 1 10 0|-2 2 7
01 0/-27 3 8 |01 0]-20 3 8
00 1] 10 -1 -3 00 1] 10 -1 -3
Segunda matriz.
1 -3 0]1 00 1 -3 0100
1 2 “1lo1 o0 | ™o -1 —1]1 1 0 | ™M3"
0 -2 210 0 1 0 -2 2|0 0 1 -1
1 =3 0|1 0 0 1 03| -2 -3 0
0 1 1]-1 -1 0 | ™o 1 1| -1 -1 o0 31
0 0 4|/-2 —2 1) "™*\ o 0 1|-1/2 -1/2 174 ) "™
1 0 0]-1/2 —3/2 —3/4
01 0|-1/2 —1/2 —1/4
00 1|-1/2 —1/2 1/4
Terceira matriz.
001 0[1 000 1 000/0 1 00
100001001\5,)1100101000115;1
012 0/00T10 ol 01 20/0 0 10
300 1|00 0 1 000 1/0 -3 0 1
1 000/0 1 00 1 000/0 1 00
001 0[1 0 00 |nem|0100/ -2 0 10
0100[/-2 0 10 00101 0 00
000 1/]0 -3 01 000 1]0 -3 01
. . 7 6 20 4
(3) (Livro 1.5 (24)) Sejam A = ( g 7 ), = ( 0 5 —3 ) Encontre

uma matriz C tal que AC = B.

Observe que A é inversivel pois o seu determinante é 7-7—8-6 = 1 £ 0,
logo a partir de AC' = B podemos calcular C' simplesmente multiplicando
& esquerda por A~!, ou seja C = A~'B. Segue que

7
-8

—6
7

2 0
0 5

4
-3

1

C:AlB=<

J( 3 5=

(4) Mostre que as seguintes matrizes nao sao inversiveis.

1

5 5 5 1234 5
0 1 1 1

4 4 3 , 9

1 1 2 ’ -1 320 13
0 4 4 3 )

4 =30
16 35
2 3
6 7
10 11
14 15
1 1

46

o O o oo

).

53

Lembrando que uma matriz linha-equivalente a uma matriz inversivel
é também inversivel e que uma matriz com uma linha nula nao é inversivel,



34

1. SISTEMAS LINEARES E MATRIZES

é suficiente mostrar que as matrizes dadas sao linha-equivalentes a uma
matriz com uma linha nula. Faremos isso com as primeiras duas matrizes.

5 5 5 1 1 2 0 0 0
4 4 3 | = (404 3| 44 3],
1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 2 3 4 0 5 5 4 0 5 5 4
0 1 1 1 T4+111 0 1 1 1 V-l 0 1 1 1
-1 3 2 0 | v+ -1 3 2 0 -1 3 2 0
0 4 4 3 0 5 5 4 0 0 0 O
No caso da terceira matriz (seja ela A), é mais rapido observar que
1 2 3 0 4 0 0 0 0O 0 00 0O
5 6 7 0 8 0 0 0 0O 0 00 0O
9 10 11 0 12 00 0O0OO(|=1000°00/1,
13 14 15 0 16 11 1 1 1 0 0 0 0O
1 1 1 0 1 0 0 0 0O 0 0 00O

logo A nao é inversivel pois existe uma matriz ndo nula B tal que AB = 0.
Se A fosse inversivel, multiplicando AB = 0 & esquerda por A~! obteria-
mos B = 0.
Mostre que se uma matriz quadrada tem duas linhas iguais entao nao é
inversivel.

Se a i-esima linha L; é igual & j-esima linha L;, entdao a operacao
elementar L; — L;, de substituicdo de L; com L; — L;, leva a matriz con-
siderada para uma matriz com uma linha nula, que entao nao é inversivel.

A6 - 28 de junho de 2022

= O O O

(1)

S O O

o w o o

Calcule o determinante das seguintes matrizes. Se o determinante for
diferente de zero, calcule a matriz inversa.

: 20 1 111 2 0 2
_2>, 1o -2 |, 11 1], o -10],
99 8 10 11 24 30 2
107 R 1118
IS TN IR ol e N AR
55 5 S 9 4 - 11 240
11 25 798 01 2 2 R
10 6 24 100 2
, o192 2],
0 -1 sl 1110 R
0 0 -2 02 4 4 Lo o
0 1 o111 R
2 0 100 101 102 103 R
00 ] | -20 —20 —20 -19 |’
0 0 12 3 0 02 120
1000 —1
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Os determinantes sao
2,45,0,2,—-30,—49,0,80,0,9,24,0,0.

As inversas das matrizes nas posigoes 1,2,4,5,6,8,10,11 sao

8 9 0 -1 0 1
(} 712), % -26 7 5 |, o -1 0 |,
9 -18 0 3/2 0 -1
-33 -9 -—10 19
1 _05 _3?65 fé 1| -7 —42 -14 7
30\ 5 5 _o )7 49| 38 46 13 10 |°

-13 =8 2 6
6 -1 -7 -24

10 —11 184 11310
1 0 4 24 1020 g (1) 92 33
0 0 0 —40 ~1620 ’
0 0 o0 -9 0 9 18
0 0 0 -9
0 0 1/4

o 0 1/3 0
0 1/2 0 0
1 0 0 0

(2) Mostre que o seguinte sistema linear admite uma tnica solu¢ao (atengio:
nao precisa encontrar a solugao).

T +ro4+x3+T4+25=1
JC1+21‘2+3I3+4.T4—|—5I5:O
1L’2+1‘4:28

41 +3x9 —x3 + 4 =2

—T1 + T2 — 23+ x4 + 425 = —1

A forma matricial é Ax = b onde

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
A= 0 1 0 1 0
4 3 -1 10
-1 1 -1 1 4
Como det(A) = —30 # 0, a matriz A é inversivel, logo o sistema Az = b admite a

Unica solucdo = = A~ 1b.






CAPiTULO 2

Espacos vetoriais

1. Espagos vetoriais

Um espago vetorial (sobre R) é um conjunto V' que tem duas operagdes: soma
e produto por escalar,

VxV =V, (v,w) — v+ w,
RxV =V, (A, v) = A,
tais que
(1) Elemento neutro da soma. Existe 0 € V tal que
O+v=v+0=v

para todov € V.
(2) Oposto. Para todo v € V existe w € V tal que

v+w=0.

O vetor w é chamado de oposto de v e indicado com —uv.
(3) Neutralidade do escalar 1.

lv=v

para todov € V.
(4) Associatividade da soma.

(v1 +v2) +v3 = v1 + (v2 + v3)

para todo vy, v, vz € V.
(5) Comutatividade da soma.

V1 + Vg = U2 + VU1

para todo vi,v9 € V.
(6) Associatividade do produto por escalar.

a(fv) = (aB)v

para todo a, 5 € R, v € V.
(7) Distributividade, parte 1.

(a4 B)v=av+ pv

para todo a, 5 € R, v € V.
(8) Distributividade, parte 2.

a(v+w) = av + aw
para todo a € R, v,w € V.

37
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O exemplo mais importante é R, o conjunto das n-uplas de nimeros reais.
a
R" = D a1,...,0, €R
2%

Por exemplo R? é o bem conhecido plano cartesiano. Soma e produto por escalar
sdo definidos por componentes. Analogamente,

ai
R3 = as :ay,az,a3 €R
as

é o espago 3-dimensional.

Mas existem outros tipos de espagos vetoriais, como por exemplo o conjunto
de todas as matrizes 2 x 3,

M2’3<|R):{(3 Z ;) :a,b,c,d,e,fe[R}.

Analogamente, M,, ,,,(R) é um espago vetorial. Aqui também soma e produto por
escalar sdo por componentes.

Quando escrevemos a solugao de um sistema linear em forma vetorial estamos
trabalhando em R™, onde n é o nimero de varidveis. Por exemplo o conjunto das
solucoes de 4+ y + z = 0 em R? é, escolhendo pardmetros y = s, z = t,

T —s—1 -1 -1
z t 0 1

Se V' é um espago vetorial, um subconjunto W de V é dito subespaco se é nao
vazio, contém 0, e é um espaco vetorial com as mesmas operagoes de V. O exemplo
fundamental é o seguinte: se x é um vetor com n variaveis zq,...,z, ¢ A é uma
matriz com n colunas, as solucoes do sistema linear Az = 0 formam um subespaco
vetorial de R™, chamado de “espago solugao”. De fato, se v, w sao solugoes e A é
um escalar entdo A(v +w) = Av+ Aw =0+0=0e A(\) = Mv = A0 = 0,
ou seja v + w e Av sao solugoes. Perceba que se b € R™ entao o espago solugao de
Ax = b é um subespago vetorial se e somente se b = 0, pois o fato que 0 pertence
a todo subespago vetorial implica que A0 = b, ou seja b = 0. Um sistema linear do
tipo Az = 0 é chamado de sistema linear homogéneo.

Temos um simples critério para determinar se um subconjunto W de um espago
vetorial V' é um subespaco vetorial. W é subespaco vetorial de V' se e somente se
u+v € W para todo u,v € W e v e W paratodo A e R, v e W.

A ideia é que um subespago é alguma coisa definida por equacoes lineares
homogéneas. Entdo por exemplo y = z2 nao define um subespaco pois é uma
equacao de grau 2 e x + y = 1 ndo define um subespaco pois é uma equacao linear
mas nao homogénea.

Vimos nas solugoes dos sistemas lineares que frequentemente elas sao do tipo
P+ W onde P é um ponto e W é um subespaco vetorial de R™ onde n é o nimero
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de varidveis. Por exemplo x + y 4+ z = 1 tem solucao dada por

x 1—-s5—t 1 -1 -1

y | = S =10 | +s 1 +t 0 = P + sv + tw.

z t 0 0 1
Neste caso, W = [v,w] := {sv +tw : s,t € R}, se trata de um plano contido em
R3. Perceba que W é um subespaco vetorial de R? mas P + W ndo é um subespaco
vetorial de R® pois niao contém 0, de fato (z,y,z) = (0,0,0) nio é solugdao da

equacao r +y + z = 1.

2. Dependéncia linear

A maneira mais concreta de descrever um subespaco vetorial W de um espaco
V' é indicar explicitamente um conjunto {v,...,v;} de vetores que geram W:

W =lv,...,u] ={a1v1 + ...+ axvr : ai,...,a; € R}

Por exemplo, o espaco solugao de x +y + 2z = 0 é o seguinte subespaco de R3:

1 0
o |, 1 <R3.
-1 -1
Dizemos que k vetores vy, ..., v sdo linearmente independentes (1.i.) se a equagao

v+ ... +cpvp =0
nas incognitas cy, ..., cx, tem somente a solugao trivial ¢; = ... =¢ = 0.

Por exemplo os vetores de R™

1 0 0
0 1 0
€1 = y €2 = . ) y En =
0 0 1
sao linearmente independentes pois
&1
C2
cie1 +cgeo + ...+ cpey =
Cn
é o vetor nulo se e somente se ¢; =0, co =0, ..., ¢, =0.
Se v1, ..., v nao sao linearmente independentes, eles sao chamados linearmente
dependentes (1.d.). Por exemplo
0 1 -1
v = 2 5 Vo = 4 s V3 = 2
1 2 1

sao linearmente dependentes pois, buscando a solucao de cyvy + covs + c3vg = 0,
temos
Co — C3 0
Cc1v1 + Covg + c3vg = 2c1 + 4co + 2c3 = 0
c1+2c0 +c3 0
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d4 o sistema linear de matriz completa nas varidaveis cy, cs, c3

01 —-110
2 4 210
1 2 110
que depois do escalonamento é reduzido a
2 4 210
01 —-110
00 010
Ou seja co = c3 e ¢; = —3cs3, e escolhendo ¢3 = 1 obtemos a solugao nao trivial

(c1,¢2,c3) = (—3,1,1). Em outras palavras, —3v; + vy + vz = 0.

Por exemplo

0 1 1
1 = 2 ) V2 = 4 ) V3 = 1
1 2 1

sao linearmente independentes. De fato, resolvendo civ1 + covg + c3vz = 0 obtemos
a matriz completa

0 1 1|0
2 4 1|0
1 2 110
A matriz dos coeficientes tem determinante —1, diferente de 0, logo a tnica solugao

é (Cl,CQ,C?,) = (07070)

Os coeficientes de uma combinacao linear de vetores linearmente independentes
sao unicos. Em outras palavras, se vq,..., v, sao vetores linearmente independen-
tes e w é um vetor que é combinacao linear deles, entao existem tnicos escalares
ci,...,CL tais que w = cyvy + ... + cxvg. De fato, se

v+ ...+ v = divy + ..+ diog

entao
(c1—dy)vr+ ...+ (g —di)vg =0
e sendo vy, ..., v linearmente independentes, deduzimos que ¢; — d; = 0 para todo
i=1,...,k,ousejacy =dq, ..., cp =dj.
TEOREMA. n vetores vi,...,v, de R™ sdo linearmente independentes se e so-

mente se det(vy,...,v,) # 0.

DEMONSTRAGAO. Seja A a matriz (quadradal) cujas colunas sdo os vetores
V1,...,0pn. Dizer que {v1,...,v,} é linearmente independente é equivalente a dizer
que o sistema linear Az = 0 admite como unica solugao x = 0. Isso significa que
depois do escalonamento da matriz A ndo tem varidveis livres, ou seja A é linha-
equivalente a matriz identidade, ou seja ¢é inversivel. Isso acontece se e somente se

det(A) # 0. O
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2.1. Exercicios.

(1) Para cada uma das seguintes equagoes, diga se o conjunto das suas solugoes
é um subespaco vetorial de R3.

r+2y—3z2=4 zyz =0 2 4+y?4+22=0 T=2z
(2) Diga se
0 -1 1 2
1 0 1 3 4
s o1 || 3 || 2 |€F
0 1 -1 -2
sao linearmente independentes.
(3) Diga se
0 4 1
1],10],| 2 |eRr?
5 2 7
sao linearmente independentes.
(4) Sejam
1 0
u=| 2 |,v=| -1 | eR?
3 1
Encontre um vetor w € R3 tal que {u, v, w} seja linearmente independente.
(5) Sejam
2 0 -1
u=|1]1,v=| -2 |, w= 1 €R3.
3 2 -3

(a) Mostre que u, v, w sdo linearmente dependentes.
(b) Diga se w pertence ao espago [u,v] < R3.
(c) Diga se u pertence ao espago [v,w] < R3.
(d) Diga se v pertence ao espaco [u,w] < R®.
Observe que dizer que w pertence a [u, v] é equivalente a dizer que existem
escalares a, b tais que w = au + bv.
1
(6) Considere os vetores u,v do item anterior. Mostre que z = T
T3
pertence a [u, v] se e somente se x5 + 23 = 2x1. [Dica: considere a matriz
quadrada A cujas colunas sao u, v, z. Como formular a condigao z € [u, v]
em fungdo da matriz A?]

3. Base de um espacgo vetorial

DEFINIGAO. Um conjunto finito S = {v1,...,v,} de vetores de um espago
vetorial V' € uma base de V' se valem as sequintes condigoes.

(1) S € linearmente independente.
(2) S é um conjunto gerador de V, ou seja [v1,...,v,] = V.
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Assim, se S = {v1,...,v,} é uma base de V, entdo qualquer v € V pode ser
expresso de maneira tinica como combinacao linear v = cyv1 + ...+ ¢, vy, sendo 0s
¢; escalares.

A base canonica de R™ é formada pelos vetores

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €2 = 0 R 0
0 0 1

TEOREMA. Duas bases quaisquer de um espaco vetorial V' tém o mesmo nimero
de elementos.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar primeiramente que se S = {vq,...,v,} é
uma base de um espago V entdo qualquer conjunto T = {ws,...,wy} com m
vetores, m > n, ¢é linearmente dependente. Existem escalares a;; tais que

Wy = a11V1 + a21V2 + ... + Ap1Vn
Wy = 12V + A22V2 + ... + apovy

Wiy = A1mV1 + G2mV2 + ..« + QpmUn
Precisamos encontrar escalares cq, ..., ¢, nao todos nulos, tais que
ciwi + ... + cpwy, =0,
ou seja
c1(a11v1+ ... Fap1vn) ea(aravr +. . .+ anavn) +. ..+ em(amur +. . . apmvn) =0
ou seja
(a11¢1 +a12¢2 + ... 4+ 1mCm)V1 + - .. + (an1¢1 + anaca + . .. + apmcm v, = 0.

Como os vetores vy,...,v, sao linearmente independentes, a igualdade acima é
equivalente a

ai1c1 + aioco + ...+ a1mcm =0

as1¢1 + asocs + ...+ aspmCm =0

Ap1C1 + anoco + ... + GpumCm =0
Se trata de um sistema linear homogéneo com mais incognitas que equagoes, logo
ele possui uma solugdo nao trivial (¢1,...,¢n) # (0,...,0).

Agora, se S = {v1,...,v,} e T = {wy,...,wy} sdo duas bases distintas de
um espago vetorial V| entao se m > n temos que, pelo argumento anterior, T é
linearmente dependente, o que é falso pois 7' é uma base, e se m < n entao, pelo
argumento anterior, S é linearmente dependente, o que é falso pois S é uma base.
Segue que m = n. O

Entao por exemplo qualquer base de R™ tem exatamente n elementos, pois a
base canonica de R™ tem n elementos.
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DEFINIGAO (Dimensao). A dimensao de um espago vetorial V. é o nimero de
elementos de uma base qualquer de V. E indicado com dim(V').

Esta definigao faz sentido exatamente porque todas as bases de V' tém o mesmo
nimero de elementos.

Por exemplo, se S = {wy,...,w,} é um conjunto linearmente independente
de vetores de V' entdo o subespago W = [S]| = [wy,...,ws,], ou seja o subespago
vetorial de V' gerado por S, tem dimensao |S| = m.

TEOREMA. Seja V' espago vetorial de dimensao n e seja S C V.

(1) Se S é Li. e contém n vetores, entdo S € uma base de V.
(2) Se S gera V' entdo contém uma base de V.

(3) Se S gera V' e contém n vetores, S é uma base de V.

(4) Se S ¢é li. entao estd contido em uma base de V.

(5)

5) Se W <V entao dim(W) < dim(V).

DEMONSTRAGAO. A ideia é usar o fato seguinte: se vy, ..., v sdo linearmente
dependentes entao um deles é combinagao linear dos outros.

Item 1. Seja S = {v1,...,v,} linearmente independente e seja w € V tal que
w # v; para todo i = 1,...,n. O conjunto T = {vy,...,v,, w} tem tamanho
n + 1, maior que n, logo existem escalares c,cy,...,c,, ndao todos nulos, tais que
cw+ civy + ... 4+ cpu, = 0. Se fosse ¢ = 0, entao vy, ..., v, seriam linearmente
dependentes, falso, logo ¢ # 0. Segue que w = —(c1/c)vy — ... — (¢n/c)vp, ou
seja w pertence a [v1,...,v,]. Isso mostra que [vy,...,v,] contém todos os vetores
de V, ou seja [v1,...,v,] = V. Como {vq,...,v,} é (por hipétese) linearmente

independente, segue que é uma base de V.

Item 2. Suponha que S gera V. Se S é linearmente independente, é uma base
de V. Caso contrério, existe um w € S que é combinacao linear de vetores em
S, logo o vetor w é redundante, ou seja o conjunto S — {w} (obtido a partir de S
removendo o vetor w) também gera V. Procedendo desta forma podemos eliminar
os vetores redundantes e no final obter uma base de V' contida em S.

Item 3. Se S gera V e contém n vetores, sendo n = dim(V'), entédo, pelo item
2, S contém uma base B de V, que tem tamanho n (todas as bases de V' tém o
mesmo nimero de elementos), por outro lado |S| = n logo S = B.

Item 4. Se S é li. e ndo gera V entdo existe w € V tal que w ¢ [S], logo
S U{w} também ¢é 1.i. Procedendo desta forma, adicionando vetores, conseguimos
chegar em uma base de V.

Item 5. Seja k o maior inteiro para o qual W contém k vetores linearmente
independentes vy,...,v;. Seja w € W com w # v; para i = 1,...,k. Segue que
{v1,...,vg,w} tem k + 1 elementos, maior que k, logo é linearmente dependente,
ou seja existem escalares ¢, cy,...,ck, nao todos nulos, tais que cw + cyvy + ... +
cxvr = 0. Como vy, ..., v, sao linearmente independentes, temos ¢ # 0, logo w =
—(c1/e)vy —...—(cr/c)vy e isso mostra que {v1,...,v;} gera W, logo dim(W) = k.
Como vy, ..., vy sao linearmente independentes em V', temos k < n (se k > n entéo
s@o linearmente dependentes). ]



44 2. ESPACOS VETORIAIS

Entao por exemplo n vetores vq,...,v, de R” formam uma base de R” se e
somente se o determinante da matriz (quadrada!) cujas colunas séo vy,...,v, é
diferente de zero.

Atengao. Se um conjunto S de vetores contém o vetor nulo 0 entdo S é automa-
ticamente linearmente dependente. Por exemplo {v, w,0} é linearmente dependente
porque a combinagao linear 0- v+ 0-w+ 1-0 = 0 é nula mas os seus coeficientes,
0,0, 1, nao sao todos nulos.

4. Base do espaco solugao (ntcleo).

Considere o sistema linear

21+ 329 — 1523+ 724 =0 1 3 —-15 7|0
x1 + 429 — 1923 + 1024 =0 1 4 —-19 1010
2x1 4 bxo — 263 + 11z =0 2 5 =26 11|0
_ 1 3 =15 7|0 - 1 3 —-15 710
IH—_;I 0 1 -4 310 — 01 -4 3|0
0 -1 4 =310 0O 0 0 0|0
As varidveis livres sdo x3 = sexy = t, e x9 = 45—3t, 11 = —3x9+155—Tt = 3s+2t.
Segue que
T 3s + 2t 3 2
To 4s — 3t 4 -3
T3 | s o 1 +e 0
Xy t 0 1

O espago solucio (nicleo) é W = [v,w] < R%, sendo

3 2
v = 4 w = -3
I 0
0 1

Uma base do espago solugao é {v,w}, logo dim(W) = 2. Os vetores encontrados
desta forma resolvendo um sistema linear homogéneo formam sempre uma base do
espago solucao. Em outras palavras, a dimensao do espaco solugao de um sistema
linear homogéneo Az = 0 é sempre igual ao nimero de varidveis livres da matriz
escalonada.

4.1. Exercicios.

(1) Nos seguintes itens descubra se os vetores de R” dados constituem uma
base de R™.

(a) (Livro 4.3(1)) vy = (4,7), v2 = (5,6).

(b) (Livro 4.3(5)) v1 = (0,7,-3), v2 = (0,5,4), v3 = (0, 5, 10).

(¢) (Livro 4.3(6)) v1 = (0,0,1), v2 = (0,1,2), vz = (1,2, 3).

(d) (Livro 4.3(8)) v1 = (2,0,0,0), vs = (0,3,0,0), vz = (0,0,7,6), vg =
(0,0, 4,5).

() v1 = (1,0,3,0,1), vs = (1,1,1,1,1), v3 = (0,1,0,3,0), va = (1,2,3,4,5)

(f) v1 =1(1,2,3), v :(010) vg—(0,0,3,v4:(7479).

(g) 1:(’ al) (2 10, - ) 3:<’27_1>
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(2) (Livro 4.3(12)) Encontre uma base para o subespaco de R* formado pelos
vetores da forma (a, b, ¢, d) tais que a = b+ ¢ + d.

(3) (Livro 4.3(13)) Encontre uma base para o subespaco de R* formado pelos
vetores da forma (a, b, ¢, d) tais que a = 3c e b = 4d.

(4) (Livro 4.3(17)) Encontre uma base do espago-solugdo do sistema linear
homogéneo

T, — 3Tg +2x3 —4xy =0
{ 217 — 5xo 4+ Txg —3x4 =0

(5) (Livro 4.3(25)) Encontre uma base do espago-solucao do sistema linear

homogéneo

T1 4 2x9 + Tx3 — 924 + 315 =0
201 +4xo + Txg — 11y + 3425 =0
3x1 + 622 + 5z — 11y + 2925 =0

(6) (Livro 4.3(29)) Seja {v1,vs, ..., v} uma base do subespago préprio W do
espago vetorial V' e suponha que o vetor v de V' nao estd em W. Mostre
que os vetores vy, Vs, ..., Vg, U $a0 linearmente independentes.

5. Posto de uma matriz

O problema que precisamos resolver agora é o seguinte: suponha de ter um
conjunto de vetores, vy, . .., U, € seja W o espago gerado por eles, W = [v1, ..., Un].
Sabemos pelo teorema anterior que existe uma base de W contida em {vy,..., v},
mas como encontrar uma tal base?

Dado um sistema linear em geral existem equagoes redundantes. Por exemplo,

no sistema linear

z+y+z2=0

3z—y+2=0

dr +22=0
a terceira equacao é redundante pois é a soma das primeiras duas. Dado um
sistema linear qualquer, queremos um algoritmo para eliminar todas as equagoes
redundantes.

Dada uma matriz A de formato m x n, indicaremos com #1,...,¥¢,, as suas li-
nhas, os “vetores-linha” de A. O subespago de R™ gerado pelos m vetores {1, ..., 4y,
é denominado espago-linha de A,

L(A) == [t1,... 0] < R

O posto-linha de A é por definigdo a dimensao do espago-linha de A, dim(L(A)).
Por exemplo, o posto-linha de

1 -3 2 5 3
0 0 1 —4 2
0o 0 0 1 7

0 0 0 0 O

é igual a 3, pois as primeiras trés linhas formam uma base do espago-linha.

Observe que, no caso de uma matriz escalonada, as linhas nao nulas formam
sempre uma base do espaco-linha. Além disso, duas matrizes linha-equivalentes
tém o mesmo espaco-linha, pois quando se passa de uma matriz A para uma matriz
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B por meio de uma operagao elementar, as linhas de B sao combinacoes lineares
de linhas de A e, sendo as operacoes elementares reversiveis, as linhas de A sdo
combinagodes lineares das linhas de B. Segue que L(A) = L(B). Segue que, se E
é a matriz escalonada obtida a partir de A, temos L(A) = L(F), e uma base do
espaco-linha de E é dado pelas suas linhas nao nulas. Segue que para encontrar
uma base de L(A) é suficiente considerar as linhas ndo nulas da matriz escalonada
de A.

O espago-coluna de A, de formato m x n, é o espago gerado pelas n colunas
Cl,y...,cp de A,
C(A) =[e1,. .. 0] <R™.

Observe que duas matrizes linha-equivalentes podem possuir diferentes espacos-
colunas, por exemplo as duas matrizes

1 1 -1 1 1
A_(1 1) _’(0 0)_3

tém diferentes espagos-colunas. De fato C(A) = K 1 ﬂ, C(B) = [( (1) )]

O posto-linha de A é a dimensdo do seu espago-linha. O posto-coluna de A
é a dimensao do seu espago-coluna. Vimos que matrizes linha-equivalentes tém
0 mesmo espago-linha, em particular eles tém o mesmo posto-linha. Observe que,
apesar do fato que matrizes linha-equivalentes podem ter diferentes espagos-colunas,
0 posto-coluna nao muda.

TEOREMA. Seja A uma matriz. Entdo o posto-linha de A € igual ao seu posto-
coluna. Este nimero comum € chamado posto de A.

O posto (rank, em inglés) de uma matriz é, por defini¢do, igual ao seu posto-
linha, igual também ao seu posto-coluna.

DEMONSTRAGAO. Seja F a matriz escalonada obtida a partir de A, e indicare-
mos com ¢1, ..., Cy, as colunas de A, com cj,...,c} as colunas de E. Sabemos que
Ax =0 e Ex = 0 tém o mesmo espago-solucdo. Em outras palavras Az = 0 se e
somente se Ex = 0, ou seja

161+ ... +xpc, =0 & xicy 4+ ...+ xnc = 0.

Segue que se uma combinagao das colunas de A é igual a zero, entdo a combinagao
linear das colunas de E com os mesmos coeficientes é também igual a zero, e vice-
versa. Segue que um conjunto de colunas de A é 1.i. se e somente se o correspondente
conjunto de colunas de E é l.i., logo dim(C(A)) = dim(C(F)). Por outro lado, o
teorema é verdadeiro no caso de uma matriz escalonada. Segue que dim(C(A)) =
dim(C(E)) = dim(L(E)) = dim(L(A)). d

Ezxzemplo tipico. Dada a matriz

A:

DO DN W
DO W = N
o Ol © =

= O W
Ut 00 3 N
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determine uma base do seu espago-linha e uma base do seu espago-coluna.

1 21 3 2 1 2 1 3 2

A— 349 0 7 II—3LH>I—21 0 -2 6 -9 1

2 3 5 1 8 V—2I 0 -1 3 -5 4

2 2 8 -3 5 0 -2 6 -9 1

1 2 1 3 2 1 2 1 3 2
Henﬂfzm 0O -1 3 -5 4 I\ﬂ)ﬂ 01 -3 5 —4 -5
IV —2III o o o 1 -7 —II o 0 0 1 -7 ’

o o o0 1 -7 0O 0 0 0 O

As trés linhas nao nulas da matriz escalonada formam uma base do espago-linha
de A,

L(A)=L(E)=1(1,2,1,3,2), (0,1,-3,5,—4), (0,0,0,1,=7)].

Pelo argumento usado na demonstragao do teorema anterior, uma base do espago-
coluna de A é dada pelas colunas de A nas posicées dos elementos lideres da matriz

escalonada, ou seja a primeira, a segunda e a quarta coluna de A. Ou seja, uma
base de C(A) é

3
0
1

NN W
N W kN

-3
O posto de A é igual a dim(L(A)) = dim(C(A)) = |B| = 3.

Atengao: dim(C(A4)) = dim(C(FE)) = 3, por outro lado C(A) # C(E). De fato,
C(E) esta contido no subespaco W de R* definido pela equagdo 24 = 0 (a quarta
componente dos elementos de C(E) é igual a zero) mas C'(A) nao estd contido em
W, pois existem colunas de A cuja quarta componente nao é nula.

Explicado em poucas palavras, é o seguinte: o posto de uma matriz A € igual ao
numero de varidveis lideres da matriz escalonada obtida a partir do sistema linear
homogéneo Ax = 0. A dimensdo do espago-solucao de Az = 0 € igual ao nimero
de varidveis livres. Desta forma, a soma entre o posto de A e a dimensao do espago
solugao de Ax = 0 € sempre igual ao nimero de colunas de A.

Suponha de ter um conjunto de vetores, vi,...,v,, € seja W o espaco ge-
rado por eles;, W = [vy,...,v,]. Para determinar uma base de W contida em
{v1,...,vm} pode se construir a matriz A cujas colunas sao vy, ..., v, € escalona-
la. Os vetores v; que estao nas posigoes correspondentes aos elementos lideres
formarao uma base do espago-coluna de A, ou seja uma base de W.

Por exemplo, considere

1 4 5 7
] o 6 12 2 s
=12 s || 2 || =%
3 2 -5 2
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Vamos determinar uma base de W e a sua dimensao. Para fazer isso, é suficiente
determinar uma base do espago-coluna da matriz

1 4 ) 7
0 6 12 2
2 -1 -8 =2
3 2 -5 2
Observe que se det(A) # 0 entdo poderiamos concluir que dim(W) = dim(C(A)) =

4 e por consequéncia W = R*, por outro lado, infelizmente det(A) = 0 neste caso.
Segue que precisamos mesmo escalonar A.

A:

1 4 5 7 1 4 5 7
A— 0O 6 12 2 1121 0 6 12 2
2 -1 -8 -2 V-3l 0 -9 -18 -16
3 2 -5 2 0 —-10 —-20 -19
1 4 5 7 1 4 5 7
IH+_91>1/6 0 6 12 2 IV—£H>I/39 0 3 6 1
IV+1011/6 00 0 -13 11/2,—111/13 0 0 01
0 0 0 —47/3 0 0 0O

Segue que dim(W) = dim(C(A)) = 3, o posto de A é 3, e uma base de W é dada
pela primeira, segunda e quarta coluna de A, ou seja, uma base de W é

1 4 7
0 6 2
B= 2 |’ -1 |’ -2
3 2 2
Em particular, o terceiro vetor na definicao de W é redundante, ou seja
1 4 7
0 6 2
W - [B} - 2 ’ 71 9 72
3 2 2

Exemplo importante. Seja A uma matriz quadrada n x n. Entdo A é
inversivel se e somente se o seu posto é n. Segue que para mostrar que o posto de
A é igual a n é suficiente mostrar que det(A) # 0.

5.1. Exercicios.

(1) (Livro 4.3 (20) e (26)) Encontre uma base do espago-solucao de

Tq —3I2—10I3—|—5ZC4:O 31‘1 —|—1‘2—3I3+11I4—|—101‘5 =0
T + 429 + 1123 — 224 =0 5xq1 + 8xo 4+ 223 — 2x4 + Tx5 =0
T, 4 3x3 +8x3 — x4 =0 2x1 + 9520 — x4 + 1425 =0

(2) (Livro 4.4 (1), (5), (12)) Encontre uma base do espago-linha e uma base
do espago-coluna das matrizes

1 2 3 11 1 1 113 3.0

-1 0 -2 -1 1
15 -9 31 -3 4 9 3 7 8 1
2 5 2 2 5 11 12 9 4 0 6 7
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Determine o posto das matrizes do item anterior.

(Livro 4.4 (16)) Sejam v, = (5,4,2,2), va = (3,1,2,3), vs = (7,7,2,1),
vy = (1,-1,2,4), v5 = (5,4,6,7), vetores de R*. Seja S = {v1,v2,v3,v4,v5}.
Encontre um subconjunto de S que seja uma base do subespaco de R* ge-
rado por S.

(Livro 4.4 (20)) Ache uma base T de R* que contenha os vetores v; =
(3,2,3,3) e va = (5,4,5,5).

(Livro 4.4 (25)) Explique por que o posto de uma matriz A é igual ao
posto da sua transposta AT. Lembre-se que a transposta de uma matriz
A é a matriz AT cuja componente (i, j) é igual & componente (j,4) de A,
ou seja as linhas de AT sdo as colunas de A (na mesma ordem).

Calcule o posto de

2 21 1 2 4 1 2 4 1 2 3 4
3 3 1 -1 -2 -3 -1 -2 -3 2 4 6 8
4 4 1 4 8 1 4 0 1 3 6 9 12
Calcule o posto da seguintes matrizes para todo valor de h € R.

1 0 h 1 2 h 3 h+1 h 1

0 1 0 0 1 h 1 h 3 h—1

h 0 1 1 -1 h h h h—1 3
Sejam
1 1 -1 2 1
0 _ 2 —4 1 1
1 , V2 = -1 , U3 = 3 , U4 = 1 , Us = ~1
0 2 —4 1 2

]

a) Calcule a dimensao de [v1], [v1,v2], [v1,v2, 5], [U1, V2, V3, V4].
(b) Mostre que [v1, v2] = [vs, v4].

) Mostre que o vetor coluna x = (1, 22, 3, 74)” pertence a [vs, vy, vs]
se e somente se 1 = T3 + X4.
(d) Para cada um dos seguintes espagos vetoriais, encontre um sistema
linear homogéneo Az = 0 que o tenha como espago-solugao.

Wi = [v1,va,v5], W = [v1,va], W3 = [va].

(e) Seja w = v1 + va — 2v5. Mostre que vy, v2,v5, w sdo linearmente
dependentes.

Observe que, como as operagoes elementares de linha nao alteram o espaco-
linha, duas matrizes linha-equivalentes tém o mesmo posto. Vale a volta?
Ou seja, é verdade que duas matrizes que tem o mesmo formato e o mesmo
posto sao necessariamente linha-equivalentes?
Sejam A uma matriz m X n, B uma matriz inversivel m x m, C' uma matriz
inversivel n x n. Mostre que o posto de BAC' ¢ igual ao posto de A. [Use
o fato que toda matriz inversivel é produto de matrizes elementares.]
(Dificil) Sejam A; e Ay duas matrizes do mesmo formato, m x n, tais
que o posto de A é igual ao posto de A,. Mostre que existem matrizes
inversiveis B, de formato m x m, e C, de formato n X n, tais que Ay =
BA;C. [A ideia é pensar nas matrizes que podem ser obtidas a partir de
uma matriz dada combinando operagoes elementares de linha e operagoes
elementares de coluna.]
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6. Ortogonalidade

O comprimento do vetor v = (,y) € R? é, pelo teorema de Pitagoras, \/x2 + y2.
Suponha que v; = (a,b), v2 = (¢,d) € R? sejam ortogonais, ou seja que o angulo
formado por eles na origem seja de 90 graus. Considere o triangulo retdngulo cu-
jos vértices sao (0,0), (a,b), (¢,d). Observe que o comprimento da hipotenusa é o
comprimento do vetor v; — v2 = (a — ¢,b — d), ou seja \/(a — )2 + (b —d)2. Por
outro lado, usando o teorema de Pitagoras, temos que

2 2
\/(\/ a? + b2) + (\/ 2+ d2) = Hipotenusa = /(a — ¢)2 + (b — d)2,
ou seja
A+ +d?=(a—c)+ (b—d)? =a®+c* —2ac+ b* + d*> — 2bd

e simplificando obtemos ac + bd = 0. Isso mostra que (a,b) e (¢,d) sdo vetores
ortogonais se e somente se ac 4+ bd = 0.

Yy
v = (¢,d)
@\
679%
(6\
Q) 2>
A
B
U1 = (a7 b)
W
N z
Dados dois vetores v = (a1, ...,a,), w = (by,...,b,) de R™, o produto escalar

v - w ¢é definido como

vew:=arby + ...+ anby,

ou seja v - w é o Unico elemento nao nulo do produto de matrizes v - w’. v e w

sao ditos “ortogonais” se v-w = 0. O comprimento de um vetor v é definido como

sendo ||v|| :== y/v - v. Observe que esta definigao faz sentido pois v - v é sempre um
nimero nao-negativo, e é zero se e somente se v = 0. De fato, se v = (21,...,2,),
entao

loll = Voo = yfa? + 23 +... +a2.

Se os vetores nao nulos vy, ...,v; € R® sdo mutuamente ortogonais (i.e. orto-
gonais dois a dois, v; -v; = 0 para todo ¢ # j) entdo sao linearmente independentes.
2 ~ -
De fato, se ) ;_; ¢;v; = 0 ent@o, multiplicando por v;, temos c;v; - v; = 0 e, como
v; - v; > 0, deduzimos ¢; = 0.

Uma base de R™ formada por vetores mutuamente ortogonais é dita base orto-
gonal. Um exemplo de base ortogonal de R" é a sua base canonica.
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Por exemplo, a seguinte base de R® é uma base ortogonal.

1 3 1
B= 201, o |, [ -5
3 ~1 3

Se W < R", o complemento ortogonal de W é o subespago de R™ definido por
Wt ={weR" : v-w=0 Ywe W}

Note que W N W+ = {0}, pois se v € WN W entdo v-v =0, e isso s6 é possivel
se for v = 0.

TEOREMA 5. Seja A uma matrizmxn, sejam V= L(A) e W o espago-solugdo
de Az =0 (niicleo de A). Entio V+ =W. Sek é o posto de A entdo dim(V) =k
edim(W)=n—k.

DEMONSTRAGAO. Observe que W é exatamente o conjunto dos vetores v € R™
ortogonais aos vetores-linha de A, que geram V = L(A). Segue que V+ =W. 0O

Segue do teorema anterior que se V < R™ entdo dim(V) +dim(V+) = n. Segue
que dim((V+)4) =n —dim(V+) = n— (n — dim(V)) = dim(V). Por outro lado, V/
estd obviamente contido em (V)1 logo (V)L = V.

Além disso, se {vy,...,v;} é uma base de V< R™ e {w1,...,wy} é uma base
de V*+ entdo B = {vy,..., v, w1,...,w,} é uma base de R”. De fato, ji vimos
que |B| = k + h = n, e basta mostrar que B ¢é linearmente independente. Se

Zle a;v; + Z'};:l b;w; = 0 entao Ele a;v; = — Z?Zl biw; € VNVE = {0} logo

k h
=1 i=1

Como vy, ...,v, saoli. ewsy, ..., wy sdo li., todos os coeficientes aq, . ..,ag,by,..., by
sao nulos.

Segue que, se V < R", entao qualquer vetor de R™ pode ser escrito de maneira
Unica como soma de um vetor de V e um vetor de V. Em outras palavras, R” é
uma soma direta V@ VL.

Problema da projecao ortogonal. Dados b € R™, V < R™, encontre p € V,
q € V* tais que p+ ¢ = b. Eles s@o tinicos. O vetor p é dito projecio ortogonal de
b sobre V.

Como calcular a projecao ortogonal?

Seja {v1,...,v;} uma base de V < R™ e seja A a matriz cujas colunas sio os v;.
Obviamente p tem a forma Az para um oportuno z € R*. Se y € R¥ entdo Ay € V,
logo Ay é ortogonal a ¢ = b —p = b — Ax, segue que (Ay)T (b — Ax) = 0, ou seja
yTAT(b — Az) = 0, ou seja y? (ATb — AT Az) = 0 para todo y. Segue que ATb =
AT Axz. Como A tem posto k, a matriz quadrada AT A, de formato k x k, é inversivel
(se w é tal que AT Aw = 0 entdo 0 = w? AT Aw = (Aw)T Aw logo Aw = 0, e isso
implica w = 0 pois as colunas de A sdo linearmente independentes - isso mostra
que as colunas de AT A sdo Li., ou seja AT A é inversivel), logo x = (AT A)~1ATb.

p= Az = A(AT A1 AT,
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Se {v1,...,vx} é uma base ortogonal de V entdo a formula acima se simplifica
muito, pois AT A é a matriz diagonal cujos termos diagonais sdo vq - v1, ..., Uk - Uk,
logo
T
_ v1-b Vg - b
x=(ATA)1ATy =
U1 -1 Vg - Uk
v1-b v+ b
p=Ax = vy ..+ V.
U1 - U1 Vg - Vg

Isso nos leva ao algoritmo para calcular uma base ortogonal de um espago qualquer.
Algoritmo de Gram-Schmidt (Ortogonalizagdo).

Seja {v1, ..., v} uma base de V< R™. Queremos encontrar uma base ortogonal
{ug,...,ug} de V. Sejam

Uy = V1
— U1 V2
Ug = Vg9 — mﬂl,
—— __ u1-vg __ u2-vg3
usg = U3 U1t Uo Uy 20
= _ U1V _ U2V _ . _Yk—1'Vk
Uk ‘= Vg 1wl w202 U9 [N Th_1Un_1 Uk —1-

Note que us é a componente de vy ortogonal a vy, ug é a componente de vs or-
togonal a [u1,us], e assim diante, até uy, que é a componente de v ortogonal a
[u1,y...,ug—1]. Segue que {uq,...,ux} é uma base ortogonal de V.

Por exemplo, vamos determinar uma base ortogonal de V = [v1,vp,v3] < R?
sendo

1 1 0
1 0 ] 2 - 2
U1 = 0 ’ V2 = 3 ) U3 = 1
1 4 -1
Observe que dim(V') = 3. Seja u1 := v1. Temos ug -va =5 e uy - u3 = 2. Logo
1 1 -3
u—v—ul.wu— 215101 4
2 — U2 up - Uy 1= 3 2 O - 6
4 1 3
Temos uy - vz = —1, ug - v3 = —1/2, ug - us = 35/2. Logo
U - V3 U9 - V3
uz = vz — Uy — u
U - Uy U2 - U
0 1 —3/2 2
2] afo | —u2| o2 | 8| 9
| -1 2 |0 35/2 3 35| 4
-1 1 3/2 -2
Segue que uma base ortogonal de V' é
1 -3 2
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Observe que multipliquei cada vetor por um escalar oportuno para eliminar as
fragOes, isso nao altera a ortogonalidade.

6.1. Exercicios.
(1)
(2)

(Livro 5.1 (2)) Determine se v1 = (3,—2,3,—4), vo = (6,3,4,6), vz =

(17,—12,—21, 3) s@o ortogonais entre si (dois a dois).

(Livro 5.1 (6)) Considere o tridngulo cujos vértices A, B,C sdao A =

(3,5,1,3), B = (4,2,6,4), C = (1,3,4,2), em R%. Mostre que se trata

de um triangulo retangulo, ou seja que um dos angulos é de 90 graus.

(3) (Livro 5.2 (17)) Determine a projegao ortogonal de b = (14, 14, 28) sobre
o espaco vetorial V < R? definido pela equacio z1 — 3z + 223 = 0.

(4) (Livro 5.2 (21)) Determine a projecao ortogonal de b = (11,11, 0,22) sobre

0 espacgo-solucao do sistema

I1+I2+I3+I4:0
21’1+3£L’2+3(E3+1’4:O

(5) Nos seguintes itens, dada uma base {vy,...,v;} de um subespago vetorial
V de R™, transforme a base dada em uma base ortogonal {uy,...,ux}
usando o algoritmo de Gram-Schmidt.

(a) (Livro 5.4 (1)) v1 = (3,2), v2 = (2,3).

(b) (Livro 5.4 (7)) v; = (1,1 0) = ( ,0,1), v3 = (0,1,1).

(¢) (Livro 5.4 (17)) vy (2,1,1,1) = (2,2,1,0), v3 = (1,2,0,1).

(d) (Livro 5.4 (18)) vy = (1,—1,1,— ) =(1,3,1,-1),v3 = (2,0,1,1).

(6) (Livro 5.4 (14)) Calcule a projegao ortogonal de b = (3,3,3,3) sobre
o subespaco vetorial de R* gerado pelos vetores (1,1,1,0), (2,1,0,1)

(3,0,1,1).

(7) Mostre que os trés pontos A = (0,1,1), B = (1,2,3), C = (2,3,5) de R?
pertencem a uma mesma reta e determine equagoes para tal reta.

(8) Sejam A = (3,2,3), B = (2,0,1) em R®. Encontre C,D € R? tais que
A, B,C, D sejam os vértices de um quadrado.

7. Mudancga de base

Considere duas bases By = {v1,...,v,}, Ba = {wy,...,w,} de R". Dado
n z . n ’ .
v =Y., a;v;, é possivel escrever v = ) " | b;w; para oportunos (inicos!) escalares
bi,...,by, por definicao de base de um espacgo vetorial. Como determinar os b; a
partir dos a;?

Seja M a matriz cujas colunas sao vy, ...,v, € seja IN a matriz cujas colunas
sao wi,...,w,. Se trata de matrizes quadradas m X n inversiveis. Sejam a
(at,...,a,)T, b= (by,...,b,)T, entdo v = Ma = Nb. Segue que b= N~ Ma.

. 1
EXEMPLO 1. Considere By = {v1,v2} = {( 0 ) , < (i) )}, By = {wy,we} =

{( ; ) , < Zl’) >}, sdo bases de R%. Considere v = a1v1 + asvs. Sejam

v (0 0) x=(33) e (2)

O =
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E claro que v = Ma = a. Queremos escrever v como bywy + baws, ou seja v = Nb
sendo b = (by,b2)T. Mas sendo v = a, obtemos a equacio a = Nb, que pode ser
resolvida obtendo b = N~ 'a, ou seja

b1 o -1 3 -1 aq _ 3(11—&2
()= (S ) (0)- (5%

Em outras palavras v = (3a; — az)wy + (—2a; + a2)ws.

1
EXEMPLO 2. Considere By = {vy,v9,v3} = , 2 ,
2
2 1
By = {wy,wq, w3} = 11,101, Sao bases de R3. Se v =
0 3
Z?:I a;v; = Ez 1 biw; entdo v = Ma = Nb logo b= N—"'Ma, ou seja
by 21 1\ '/101 a
by | =b=N"'Ma=|1 0 -1 0 1 2 as
bs 0 3 -3 1 1 2 as
1 3 6 -1 1 0 1 aq
= 0 3 -6 3 01 2 ao
3 -6 —1 11 2 ds
1 2 5 13 ai 2a1 4 bas + 13ag
= ﬁ 6 -3 ) a9 = B 6(11 — 3(12 — 3(13
2 =7 -11 as 2&1 — 7&2 — 11a3
7.1. Exercicios.
(1) Sejam
1 2 2 1
et {(0)( 3} metem {2 (1))
bases de R2.
(a) Escreva um vetor qualquer v = Zl € R? como byv1 + bavs.
2

(b) Dado v = ajv1 + agve, determine by, by tais que v = byw; + bows.
(c) Dado v = ajw; + agws, determine by, by tais que v = byvy + bavs.
(2) Considere

1 2 1
By = {v1,v2,v3} = -1/, {1 ].{0 ;
1 1 2
2 1 1
By = {w1, wa, w3} = -1, -1 ), |1
-1 0 3
Sdo bases de R3.
ai
(a) Escreva um vetor qualquer v = [ ay | € R3 como byvy +bava+bsvs.

as
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(b) Dado v = ajvy + agvs +azvs, determine os escalares by, by, by tais que
v = blwl + b2w2 + bg’wg.

(c) Escreva 2v; — v3 como combinagio linear de wy, ws, ws.

(d) Dado v = ajw; + asws + azws, determine os escalares by, bo, by tais
que v = byvy + bovo + bzvs.

(e) Escreva wy + 2wy — w3 como combinagao linear de vy, vo, v3.

(3) Os pontos A = (1,2), B = (5,-2), C = (—4,7) de R? pertencem a uma
mesma reta? Qual?

(4) Mostre que os pontos A = (1,2,3), B = (0,-2,0), C = (1,1,2) de R3
pertencem a um mesmo plano H, contido em R3. Encontre uma equacio
que defina tal plano. O tridngulo cujos vértices sdo A, B, C é retangulo?
Caso nao o seja, encontre um ponto D pertencente ao plano H e tal que
A, B, D seja um triangulo retangulo.

(5) Encontre uma matriz quadrada A de posto 2 tal que A% tem posto 1.

(6) Encontre uma matriz quadrada A de posto 3 tal que A% tem posto 1.

(7) Mostre que se A, B sdo matrizes tal que o produto AB faz sentido, com
A de posto k e B de posto h, entdo o posto de AB é menor ou igual a k
e também menor ou igual a h.

(8) Indicaremos com rk(A) o posto de A (rank). Sejam A, B duas matrizes
do mesmo formato. Mostre que

rk(A + B) < rk(A) + rk(B).

[Pense no espago-coluna das matrizes envolvidas.]
(9) O posto de uma soma de matrizes é a soma dos postos?

(10) Sejam A, B duas matrizes quadradas do mesmo formato, n X n. E sempre
verdade que AB e BA tém o mesmo posto? Se a resposta for sim, dé uma
demonstracao. Caso contrario, dé um contra-exemplo.

(11) Sejam u,v,w € R™ e lembre-se que u-v indica o produto escalar entre u e v.
Lembre-se que o comprimento (médulo, magnitude) de v é [|v]| := /v - v.
Seja B uma base de R™. Para cada uma das seguintes afirmacoes, diga se
é verdadeira (demonstrando) ou falsa (dando um contra-exemplo).

(a) Seu#0eu-v=u-wentdo v=w.
(b) Se v-w =0 para todo w € R"™ entdo v = 0.

Se v-w = 0 para todo w € B entao v = 0.

Se u-v =u-w para todo u € R™ entao v = w.

Se u-v =wu-w para todo u € B entao v = w.

)
(c)
(d)
(e)
(f) Se A é um escalar, ||Av|| = A||v]].
()
)
)
)
)

f
2) llo+wl| = [lol| + |fw]]
(h) [Jo —w|| = [[o]| = [|w]].
(i) ||lv +w|| = |Jlv — w|| se e somente se v - w = 0.
) 1o+ w2 + o — w]]? = 2(Jol[? + [,
|

(k

v+ wl|? = |jv—w||? = 4v - w.

8. Resolugao dos exercicios

(1) Para cada uma das seguintes equagoes, diga se o conjunto das suas solugoes
é um subespaco vetorial de R3.

r+2y—32=4 zyz =0 22497 +22=0 T=2z
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Os primeiros dois nao, os ultimos dois sim. O primeiro é uma reta em
R? que ndo passa pela origem (0,0,0), o segundo é uma unido de trés
retas, dadas pelas equagoes z = 0, y = 0 e z = 0, o terceiro é o espaco
nulo {(0,0,0)} e o quarto é o espago-solugdo da equagao linear homogénea

r—2z=0.
(2) Diga se
0 -1 1 2
1 0 1 3 4
s 1 || 3 || 2 |€F
0 1 -1 —2
sao linearmente independentes.
(1) _01 } g -1 1 2 -1 1 2
det = —det 1 3 12 |+5det 0 1 3 =
O A 1 -1 -2 1 -1 -2
0o 1 -1 =2
—(6412-2-6+2-12)+52+3-2-3)=0
logo os vetores dados sao linearmente dependentes.
(3) Diga se
0 4 1
1|,10],[2]|er®
5 2 7
sao linearmente independentes.
0 4 1
det| 1 0 2 | =40+2-28=14#0,
5 2 7
logo os trés vetores dados sao linearmente independentes.
(4) Sejam
1 0
u=|[2|,v=[ -1 | eRr?
3 1
Encontre um vetor w € R3 tal que {u, v, w} seja linearmente independente.
0
Basta escolher w = | 0 | pois
1
1 0 O
det| 2 -1 0 | =-1z#0.
3 1 1
(5) Sejam
2 0 -1
u=|11|,v=| -2 |, w= 1 € R3.
3 2 -3

(a) Mostre que u,v,w sdo linearmente dependentes.
(b) Diga se w pertence ao espaco [u,v] < R3.
(c) Diga se u pertence ao espaco [v,w] < R®.
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(d) Diga se v pertence ao espacgo [u, w] < R3.
Observe que dizer que w pertence a [u, v] é equivalente a dizer que existem
escalares a, b tais que w = au + bv.

Resolvendo au 4+ bv + cw = 0 obtemos 2a —c =0, a—2b+c¢c = 0,
3a+2b—3c = 0. Uma solugao é (a,b,c) = (2,3,4), ou seja 2u+3v+4w =
0. Segue que w = —u/2 — 3v/4 € [u,v], u = —3v/2 — 2w € [v,w),
v=—2u/3—4w/3 € [u,w].

xy
Considere os vetores u,v do item anterior. Mostre que x = To
z3
pertence a [u, v] se e somente se z3 + x3 = 2x1. [Dica: considere a matriz
quadrada A cujas colunas sao u, v, z. Como formular a condi¢ao x € [u, v]
em fungao da matriz A?]
x pertence a [u, v] se e somente se o seguinte determinante é nulo.

2 0 T
det 1 -2 T2 =8x1 — 4.1?2 — 4$3.
3 2 I3

Nos seguintes itens descubra se os vetores de R™ dados constituem uma
base de R™.
(a) (Livro 4.3(1)) vy = (4,7), v2 = (5,6).

47
det<5 6)_24—35_—117,&0.

Sdo 2 vetores linearmente independentes de R?, logo formam uma

base de R?.
(b) (Livro 4.3(5)) v1 = (0,7,—3), v2 = (0,5,4), v3 = (0,5, 10).
0 7 =3
det| 0 5 4 = 0.
0 5 10

Sao linearmente dependentes, logo nao formam uma base de R3.
(¢) (Livro 4.3(6)) v1 = (0,0,1), vo = (0,1,2), v3 = (1,2, 3).

0 0 1
det| 0 1 2 | =-1#0.
1 2 3
Sdo 3 vetores linearmente independentes de R3, logo formam uma
base de R3.
(d) (Livro 4.3(8)) v1 = (2,0,0,0), v = (0,3,0,0), v3 = (0,0,7,6), vg =
(0,0,4,5).
2 0 00
0 3 00
det 00 7 4 =6-(35—24) =66 #0.
0 0 6 5

Sdo 4 linearmente independentes de R*, logo formam uma base de
R%.
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(e) v1 = (1,0,3,0,1), v2 = (1,1,1,1,1), v3 = (0,1,0,3,0), vs = (1,2,3,4,5).

Nao formam uma base de R® pois sdo apenas 4 vetores e toda base
de R® contém exatamente 5 vetores.

(f) v1 =(1,2,3), v2 =(0,1,0), v3 = (0,0, 3), v4 = (4,4,9). Sdo 4 vetores
de R3, logo ndo formam uma base de R?, pois toda base de R? contém
exatamente 3 vetores.

(g) v1 =(1,2,1), vo =(2,10,—1), v3 = (0,2, —1).

1 2 0
det| 2 10 2 =—-10+4+4+2=0.
1 -1 -1

Sdo linearmente dependentes, logo ndo formam uma base de R3.
(8) (Livro 4.3(12)) Encontre uma base para o subespaco de R* formado pelos
vetores da forma (a, b, ¢, d) tais que a = b+ ¢+ d.

a b+c+d 1 1 1
b b 1 0 0
c | c =b 0 te 1 +d 0
d d 0 0 1
Uma base é
1 1 1
1 0 0
B= O]’ 1 |1 0
0 0 1

(9) (Livro 4.3(13)) Encontre uma base para o subespaco de R* formado pelos
vetores da forma (a, b, ¢, d) tais que a = 3c e b = 4d.

a 3c 3 0
b 4d 0 4
c | | ¢ | 1| T d 0
d d 0 1
Uma base ¢
3 0
0 4
B= 11’1 0
0 1
(10) (Livro 4.3(17)) Encontre uma base do espago-solucdo do sistema linear

homogéneo
T, — 3T +2x3 —4xy4 =0
2x1 — Hxo 4+ Txg —3x4 =0

1—32—401&11732—40
2 =5 7 =310 0 1 3 510

Escolhendo z3 = s, x4 =t temos zo = —3s — 5t, x1 = 3wy — 25 + 4t =
3(—3s — 5t) — 2s + 4t = —11s — 11¢. Segue que

1 —11s — 11t —11 —11

To | —3s5 — 5t _ -3 =5

T3 o s =5 1 ti 0

T4 t 0 1
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Uma base do espago-solucao é

—11 —11
-3 -5
B= 1 ’ 0
0 1
(11) (Livro 4.3(25)) Encontre uma base do espago-solu¢do do sistema linear
homogéneo
T, 4 229 + Tx3 — 924 + 3125 =0
21’1 + 41‘2 + 7133 — 111‘4 + 34:175 = O
3x1 + 622 + bz — 11y + 2925 =0
1 2 7 -9 310 1 2 7 -9 31 |0
2 4 7 —11 3|0 | = oo -7 7 -28/0
36 5 —11 29(0 /) ™" \o 0 —16 16 —64]0
11— 1611/7 L 27 =9 3110
— 0 01 -1 410
R 000 0 0]0

As varidveis livres sdo o = r, 14 = s, x5 = t. Temos x3 = x4—4x5 = s—4t
ex; = —2x9—Twg+9x4—3las = —2r—7(s—4t)+9s—31t = —2r+2s—3t,

logo

T —2r 4+ 2s — 3t -2 2 -3
To r 1 0 0
T3 = s — 4t =r 0 +s| 1 +t| —4
T4 s 0 1 0
Is t 0 0 1

Uma base do espago-solucao é

-2 2 -3
1 0 0
B= o |, 1], -4
0 1 0
0 0 1

(12) (Livro 4.3(29)) Seja {v1,va, ..., v} uma base do subespago préprio W do
espago vetorial V' e suponha que o vetor v de V' nao estd em W. Mostre
que os vetores v1, Vs, ..., VU,V Sa0 linearmente independentes.

Suponha cjv1 + ... + cxvg + cv = 0. Suponha que ¢ # 0. Segue que
v = —cv1/c — ... — cgui/c € W, uma contradigdo. Segue que ¢ = 0,
logo civ1 + ... + cgvr = 0 e isso implica que ¢; = 0, ..., ¢t = 0 pois
v1,...,0; sao linearmente independentes. Isso mostra que vy,..., v, v
sao linearmente independentes.

(13) (Livro 4.3 (20) e (26)) Encontre uma base do espago-solugao de

x1 — 3xy — 1023 + 524 =0 3x1 +x9 — 3x3 + 11lxy + 1025 =0
1 +4xo + 1123 — 224 =0 521 + 8xo + 223 — 24 + Tax5 =0
T, 4+ 3x3 +8x3 —x4 =0 2x1 + 520 — x4 + 1425 =0
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Primeiro sistema.

1 -3 =10 5 |0 1 -3 =10 5 |0
1 4 11 =210 — 0o 7 21 =710
1 3 8 -110 0 6 18 —-610

1 -3 -10 5 |0

M=o 1 3 —1lo0
1/ 0 0 0 010
As varidveis livres sdo x3 = s, 14 = ¢, € temos 2o = —3w3 + 14 = —3s+1

e r1 = 3xy + 10z3 — bxy = 3(—3s +t) + 10s — 5t = s — 2t.

T1

- s— 2t 1 -2
2

—3s+t -3 1
T3 = s =35 1 +1 0
T4 t 0 1
L5

Uma base do espago-solucao é

1 2
-3 1
B = 1| 0
0 1
Segundo sistema.
1 -3 11 10]0 1 —4 -3 12 —41]0
g 2 —2 7]o0 | ™="(1 2 2 0 -—2]o0 =
5 0 —1 1410 =i 2 5 0 -1 14 |o ) "
4 -3 12 —41]0 1 —4 -3 12 -4 10
5 —12 —17lo | ™8 1o 2 5 —12 —17|o | "B
6 —25 22 |0 0 1 —24 47 124 |0 ) Mot
4 -3 12 40\ /1 4 -3 12 4]0
1 —24 47 124 |0 | =& [ 0 1 —24 47 12410
0 53 —106 —265|0 00 1 -2 -51]0

As varidveis livres sdo x4 = s e x5 = t. Temos x3 = 2x4 + brs = 25 + 5¢,
Xo = 24xs — 4Ty — 12425 = 24(2s + 5t) — 47s — 124t = s — 4t e 1 =
dxg + 3x3 — 1224 + a5 = 4(s — 4t) + 3(2s + 5t) — 12s + 4t = —25 + 3t.

1 —2s5 4+ 3t -2 3
To s — 4t 1 —4
T3 = 2s + 5t =35 2 +t 5
Ty s 1 0
Is t 0 1

Uma base do espago-solucao é

-2 3
1 —4

B= 2 |,] 5
1 0
0 1
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(14) (Livro 4.4 (1), (5), (12)) Encontre uma base do espago-linha e uma base
do espaco-coluna das matrizes

12 3 11 1 1 _115_32_31(1)
1 5 -9 3 1 -3 4 9 3 7 8 1
2 5 2 2 5 11 12 94 0 6 7
Primeira matriz.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
15 -9 | =5 (o3 —12 |"™="1o1 -4
9 5 9 m-2 gy T 11T 00 0
Bases do espaco-linha e do espago-coluna sao
1 2
{(1,2,3),(0,1,—-4)}, 1 1,1 5 .
2 5
Segunda matriz.
1 1 1 1 1 1 1 1
3 1 -3 4 | = -2 -6 1 | =
9 5 11 12 ) W2\ o 3 9 10 ) Do
1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 3 11 |"™3 013 11
0 -2 -6 1 0 0 0 23
Bases do espago-linha e do espago-coluna sao
1 1 1
{(1?1a15 )7(0a173711)7(0a0a0523)}’ 3 9 ]- 9 4
2 5 12
Terceira matriz.
1 1 3 3 0 11 3 3 0
-1 0 -2 -1 1 II+I£>172I 011 2 1
2 3 7 8 1 V421 011 2 1
-2 4 0 6 7 06 6 12 7
11 3 3 0
-1 01 1 2 1
IV —6I1, IV 0 0 0 0 1
0 00 00
Bases do espago-linha e do espago-coluna sao
1 1 0
-1 0 1
{(171737370)7(071717271)7(070703071)}7 2 ) 3 ) 1
-2 4 7

(15) Determine o posto das matrizes do item anterior.
O posto é a dimensao do espago-linha, igual & dimensao do espago-
coluna, que é o tamanho de uma base de um desses dois espagos. Segue
que a primeira matriz tem posto 2, a segunda matriz tem posto 3 e a
terceira matriz tem posto 3.
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oo o

(16)

N DN = Ot

_= O N

-1 1

(17)

(18)

2. ESPACOS VETORIAIS

(Livro 4.4 (16)) Sejam v, = (5,4,2,2), v2 = (3,1,2,3), vs = (7,7,2,1),
vy = (1,-1,2,4), v5 = (5,4,6,7), vetores de R*. Seja S = {v1,v2,v3,v4,v5}.
Encontre um subconjunto de S que seja uma base do subespaco de R* ge-
rado por S.

Vamos escalonar a matriz cujas colunas sao os vetores dados, na ordem

dada.

3 2 1
-5 =8 IV—&—III
-2 -1 I1—3I11

4 7

-3
-1

-1
—
ITI—-21II1, III-IV

— N
o |
—

~N O = O

N OO

_ =W o

1
2
3

—_

IV —2III

-5 IVAHIII
— —

1 11111
5

-1 )

6

|

[y
N = NN

[

2
2
1
0

O N =N

SO O

OO =N
o

OO O

OO =N
o

Os elementos lideres estdo nas colunas 1,2,4,5, logo uma base de [9]
contida em S é {v1, v, vy, vs}.
(Livro 4.4 (20)) Ache uma base T de R* que contenha os vetores v; =
(3,2,3,3) e va = (5,4,5,5).

Uma base é

W W N W
O‘lO:AkU!
O = OO
= o o O

pois

det =2#0.

W w N w
T O = Ot
o= O O
_ o O O

(Livro 4.4 (25)) Explique por que o posto de uma matriz A é igual ao
posto da sua transposta AT. Lembre-se que a transposta de uma matriz
A é a matriz AT cuja componente (i, j) é igual & componente (j,4) de A,
ou seja as linhas de AT sdo as colunas de A (na mesma ordem).

Observe que as colunas de A sdo as linhas de AT, logo C(A) =
L(AT)T | onde, se W é um subespaco vetorial de R”, W7 indica o espaco
obtido transpondo os vetores em W. E claro que dim(W7) = dim(W),
pois a tinica diferenca entre W e W7 est4 na notacio dos seus elementos.
Segue que dim(L(A)) = dim(C(4)) = dim(L(AT)T) = dim(L(AT)), ou
seja o espaco-linha de A e de AT tém a mesma dimensdo. Isso significa
que A ¢ AT tém o mesmo posto.

(19) Calcule o posto de

1 2 2 2 1 1 2 4 1 2 4 1 2 3 4
13 3 3 1 -1 -2 -3 -1 -2 -3 2 4 6 8
1 4 4 4 1 4 8 1 4 0 1 3 6 9 12



8. RESOLUCAO DOS EXERCICIOS 63

Primeira matriz.

122 21 122 21 12 2 21
13331 ™= (o1 1 10|™o1110
14 4 4 1)™"\Vo 1110 0000 0
O posto da primeira matriz é 2.
Segunda matriz.
1 2 4 1 2 4 1 2 4
1 2 3| ™ oo 1 MBI 0 1
4 8 1 )™M\ o0 0 -15 000
O posto da segunda matriz é 2.
Terceira matriz.
1 2 4 1 2 4 1 2 4
1 2 3| ™ Lo o 1 |"™¥[ o0 8 15
4 0 1 )"\ 8 15/ T \o o 1
O posto da segunda matriz é 3.
Quarta matriz.
1 2 3 4 1 2 3 4
2 46 8 |=¥(0000
369 12/ Vo000

O posto da quarta matriz é 1.
(20) Calcule o posto da seguintes matrizes para todo valor de h € R.

1 0 h 1 2 h 3 h+1 h 1
0 1 0 0 1 h 1 h 3 h—1
h 0 1 1 -1 h h h h—1 3

Primeira matriz.
Fazendo a operacao elementar ITI — hI obtemos a matriz

1 0 h
0 1 0
0 0 1-—h?

Esta matriz tem posto 3 se 1 —h2 # 0, ou seja se h # +1. Falta considerar
os dois casos h =1 e h = —1. Nestes dois casos obtemos as matrizes

1 0 1 1 0 -1
010 |, 01 0
00 0 00 0

Segue que quando h = £+1 a matriz dada tem posto 2.

Segunda matriz.

Observe que a segunda matriz é 3 X 4 e as primeiras duas colunas sao
Li., logo o posto é 2 ou 3. E claro que se as primeiras trés colunas sao
linearmente independentes entao o posto é 3. O determinante da matriz
formada pelas primeiras trés colunas é

1 2 h

det{ 0O 1 h | =h+2h—h+h=3h
1 -1 h



64 2. ESPACOS VETORIAIS

Segue que se h # 0 entdo a matriz dada tem posto 3. No caso h = 0 temos

a matriz

1 2 0 3 1 2 0 3 1 20 3
01 01 |™ o 1 0 1 |"™Ff o101
1 -1 0 0 0 -3 0 -3 0000

Segue que se h = 0 entdo a matriz dada tem posto 2.
Terceira matriz. Se trata de uma matriz quadrada 3 x 3, logo o seu
posto é 3 exatamente quando o seu determinante

h+1 h 1
det h 3  h—1 | =9(h+1)+h*(h—1)+h(h—1)—3h—3h?—(h—1)*(h+1)
h h—1 3
=9h+9+h*—h*+h*—h—3h—3h* —h®+h+h®>—1=—-2n"+6h+8
= —2(h* — 3h —4).

¢ diferente de zero. Este determinante é nulo se e somente se h? —3h —4 =
0, ou seja h = —1 ou h = 4. Esses dois casos precisam ser analizados
separadamente. As matrizes correspondentes a h = —1 e h = 4 sao

0 -1 1 5 4 1

-1 3 =2 4 3 3

-1 -2 3 4 3 3

O posto dessas duas matrizes é menor que 3 (tendo determinante igual a
zero), por outro lado as primeiras duas colunas dessas duas matrizes sdo
linearmente independentes, logo essas duas matrizes tém posto 2.

(21) Sejam

1 1 -1 2 1
0 2 —4 1 1
v = 1 , U2 = -1 , U3 = 3 , U4 = 1 , Us = -1
0 2 —4 1 2
(a) Calcule a dimenséo de [v1], [v1, v2], [v1, V2, V5], [V1, V2, V3, V4]

Como wv; é um vetor nao nulo, dim([v;]) 1, e como vy, vs 830
linearmente independentes, dim([vy,vo]) = 2.

[v1,v2,v5] é 0 espago-coluna da matriz

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 1 ey 0 2 1 11 0 2 1
1 -1 -1 0 -2 -2 IV—II 0 0 -1
0 2 2 0 2 2 0 0 O

Segue que vy, vg,v5 sdo linearmente independentes e [vy, va, v5] tem
dimensao 3.
[v1,v2,v3,v4] é 0 espago coluna da matriz

1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2

0 2 -4 1 ey 0o 2 -4 1 I 0 2 —4 1

1 -1 3 1 |wv-u|l 0 -2 4 -1 00 0 O

0 2 -4 1 0 0 0 0 00 0 O
Segue que dim([v1,ve,v3,v4]) = 2 e uma base de [vy,v2,v3,v4] é

{1)1,’[]2}.
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Mostre que [v1,va] = [v3,v4].

Vimos no item anterior que [v1,v9,v3,v4] tem dimensdo 2. Mas ele
contém os subespagos [v1, v2] € [vs, v4], que também tém dimenséo 2,
pois vy, vy sao Li. e vz, v4 sdo li. Segue que

[01702] = [01,712,”3,114] = [03704]

Mostre que o vetor coluna = = (1, x2, 3, 74)” pertence a [vs, vy, vs]
se e somente se x1 = x3 + 24.

Observe que {v3,v4,v5} é uma base de W = [v3,vy4,v5] pois W é o
espago-coluna da matriz

1 -1 2 1 -1 2 1

1 I1—41 0o -7 -3 IIT4+11 0o -7 -3
—

-1 TII+31, TV—4I 0 7 2 IVAHIII 0 0 -1

2 0 -7 -2 0 0 0

E claro que, se x pertence a W, entao é combinacao linear de vs, vy, vs,
logo wvs,v4,v5,x sao l.d. Vice-versa, se v3,vq,vs5, 2 sao l.d., entao
existe uma combinacao linear do tipo avs + bvy + cvs + dz = 0 com
a,b,c,d nao todos nulos e, sendo wvs, vy, v5 Li., temos d # 0, logo
x = —avs/d — bvg/d — cvs/d € [vs,v4,V5].

Segue que x pertence a W se e somente se vs, v4, v5,  sao l.d., e isso
é equivalente a dizer que a matriz cujas colunas sao vz, v4, Vs, T tem
determinante igual a zero, ou seja

-1 2 1 =
- 4 1 1 x|
0 = det 3 1 -1 T3 = 7.731 — 7$3 — 72134
—4 1 2 T4

Para cada um dos seguintes espagos vetoriais, encontre um sistema
linear homogéneo Az = 0 que o tenha como espago-solugao.

Wi = [v1,v2,v5], Wa = [v1,va], W3 = [va].

No caso de W7y, como [v1, v2] = [v3, v4], temos [vs, vg, v5] = [v1, V2, U],
logo W; é determinado pela equacao do item anterior, x; = x3 + x4.
No caso de Ws, como estd contido em Wj, com certeza todos os
vetores de Ws satisfazem x7 = w3 + x4. Precisamos de uma outra
equagao. Uma possibilidade é considerar a equagao que caracteriza
[v1, V2, eq], sendo e4 0 quarto vetor da base candnica:

1 1 0 =
o 0 2 0 i) o B .
0 = det 1 -1 0 T3 = 2581 2:62 2933
0 2 1 T4

Segue que W5 é o espaco-solugao, ou ntcleo, do sistema linear ho-
mogéneo

x1—$3—$420
$1—$2—$3=O

Para determinar W3 = [vs] precisamos de uma equagdo que vg sa-
tisfaz, e linearmente independente das anteriores, como por exemplo



66

(22)

(24)
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X9 = x4. Segue que W3 é 0 espago-solucao (nticleo) do sistema linear
homogéneo
1 — T3 — T4 — 0
r1 — T — T3 = 0
To — Tyg — 0
(e) Seja w = vy + v2 — 2v5. Mostre que vy, v2,v5,w sdo linearmente
dependentes.
A relagdo dada pode ser escrita como vy + vo — 2v5 — w = 0. Essa
é uma combinacao linear nula cujos coeficientes nao sao todos nulos.
Segue que os vetores dados sao linearmente dependentes.
Observe que, como as operagoes elementares de linha nao alteram o espaco-
linha, duas matrizes linha-equivalentes tém o mesmo posto. Vale a volta?
Ou seja, é verdade que duas matrizes que tem o mesmo formato e o mesmo
posto sdo necessariamente linha-equivalentes?
Nao, por exemplo as duas matrizes

(i) (o)

tém o mesmo formato (2 x 2), o mesmo posto, igual a 1, mas nao sao
linha-equivalentes pois o espago-linha da primeira é [(1,1)], o espago-linha
da segunda é [(1,0)] e as operacoes elementares de linha nao alteram o
espacgo-linha.
Sejam A uma matriz m X n, B uma matriz inversivel m x m, C' uma matriz
inversivel n x n. Mostre que o posto de BAC' é igual ao posto de A. [Use
o fato que toda matriz inversivel é produto de matrizes elementares.]

Multiplicar & esquerda por uma matriz inversivel é equivalente a fa-
zer um certo numero de operagoes elementares de linha. Multiplicar a
direita por uma matriz inversivel é equivalente a fazer um certo nimero
de operagoes elementares de coluna. Como as operagoes elementares (de
linha e de coluna) nao alteram o posto, o resultado segue.
(Dificil) Sejam A; e Ay duas matrizes do mesmo formato, m X n, tais
que o posto de Ay é igual ao posto de A,. Mostre que existem matrizes
inversiveis B, de formato m x m, e C, de formato n X n, tais que As =
BA;C. [A ideia é pensar nas matrizes que podem ser obtidas a partir de
uma matriz dada combinando operagoes elementares de linha e operagoes
elementares de coluna.]

Operando nas linhas e nas colunas, é possivel levar toda matriz a uma

matriz cujos coeficientes nao nulos estdo nas posigoes (1,1),...,(k, k),
sendo k o posto, e sdo iguais a 1. Como exemplo, considere o seguinte.
1 2 3 4 1 1 1 1 1 0 -1 =2
1111 =1 0123 |5 o1 2 3
2 3 45 )M 1 1101/ o0 0 o
1 0 0 -2 1 000
o1 o “EEL L 01 0 0
c3—2c2 00 0 0 c4—3c2 00 0 0

Podemos dizer que duas matrizes sao “equivalentes” (ou “linha-coluna-
equivalentes”) se podem ser obtidas uma da outra combinando operagoes
de linha e de coluna. Fazer operagoes de linha é equivalente a multiplicar
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a esquerda por matrizes elementares, fazer operagoes de coluna é equi-
valente a multiplicar & direita por matrizes elementares, logo, como toda
matriz inversivel é produto de matrizes elementares, se A; é equivalente
a A entao existem matrizes inversiveis B, C tais que A = BA,C. Por
outro lado, seguindo o argumento do exemplo acima, é sempre possivel
chegar em uma matriz equivalente de tipo “diagonal”, cuja estrutura de-
pende apenas do formato e do posto. Isso implica que duas matrizes do
mesmo formato sdo linha-coluna-equivalentes se e somente se elas tém o
mesmo posto.

Observe que duas matrizes do mesmo formato sao linha-equivalentes
se e somente se elas tém o mesmo espago-linha, e sao coluna-equivalentes
se e somente se elas tém o mesmo espago-coluna. Isso implica que o
espaco-linha classifica as matrizes por linha-equivaéncia, o espago-coluna
classifica as matrizes por coluna-equivaléncia, e o argumento acima mostra
que o posto classifica as matrizes por linha-coluna-equivaléncia.

(25) (Livro 5.1 (2)) Determine se v; = (3,-2,3,—4), v2 = (6,3,4,6), v3 =
(17,—12,—21, 3) sdo ortogonais entre si (dois a dois).

v1 vy = 18 —6+12—-24 =0, v; -v3 =51 +24-63 —-12 = 0,
vy w3 = 102 — 36 — 84 + 18 = 0. Sim, sdo ortogonais entre si.

(26) (Livro 5.1 (6)) Considere o tridngulo cujos vértices A, B,C sdo A =
(3,5,1,3), B = (4,2,6,4), C = (1,3,4,2), em R%. Mostre que se trata
de um triangulo retangulo, ou seja que um dos angulos é de 90 graus.

(A-C)-(B-C)=(2,2,-3,1)-(3,-1,2,2) =6—2—6+2 = 0. Segue
que os vetores A — C' e B — C sdo ortogonais, ou seja o angulo em C' é
de 90 graus. Podemos também determinar os outros dois angulos. Temos
(A-B)-(C-B)=(-1,3,-5,-1)-(-3,1,-2,-2) =3+ 3+10+2 = 18,
||A - B” = ||(—173, —9, 1)” = \/% =0, HC - BH = H(_37 1,-2, _2)H =
V18, logo o cosseno do angulo em B vale

(A-B)-(C-B) 18 V2

9: = = —,
s = A= B Ic- B~ ovis 2

ou seja o angulo em B é de 45 graus. Como a soma dos trés angulos é 180
graus, segue que o angulo em A também é de 45 graus.
(27) (Livro 5.2 (17)) Determine a projecao ortogonal de b = (14, 14,28) sobre
o0 espaco vetorial V < R? definido pela equacdo x1 — 322 + 223 = 0.
Vamos primeiro determinar uma base de V, que é um plano em R3.
Escolhendo 3 = s, x3 =t temos x; = 3s — 2t, logo

T 3s — 2t 3 -2
To = S =s| 1 |+t 0 ,
T3 t 0 1

sejam v; = (3,1,0)T, vy = (-=2,0,1)T. O conjunto B = {vy,v2} é uma
base de V. Seja

-2

3 3 -2
_ r, (3 10 (10 —6
e (V) () () ()

o
—
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Segue que

1 /(5 6
T A—1 &
A°4) _14<6 10)

e podemos calcular a projecao ortogonal:

3 2 14
1
p=AATA ATy = | 1 14(2 160)(_32 (1) ?) 14
0 1 28
3 2 1 13 3 -2 1 12
10(_322160)1:356 1| = 20
0 1 2 -2 6 10 2 24

Observe que o vetor p calculado acima realmente pertence a V pois p =
2
20v; + 24v,. Além disso, ¢ = b—p = —6 é ortogonal a todos os
4
vetores de V' pois é ortogonal a vy e a vs.
(28) (Livro 5.2 (21)) Determine a projecao ortogonal de b = (11,11, 0, 22) sobre
0 espago-solucao do sistema

T1+ 2o+ 23+24=0
2I1+31‘2+3I3+I4:0

Resolvendo o sistema com z3 = s, x4 = t, obtemos

T —2t 0 —2

T2 | | —s+t | _ -1 1

3 | s = 1 + 0

T4 t 0 1
Sejam
0 -2 0 -2
-1 1 T, 0 1 10 -1 1 _ 2
1o | AT ( 2 1 0 1 > 10 ( -1
0 1 0 1
Segue que
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e podemos calcular a projecao ortogonal:

0 -2 11
o r i | -1 1 1/6 1 0 -1 1 0 11
p=AATA)T A= g [l 2 1 0 1 0
0 1 22
0 -2 1
-1 2 -5 6 1 1
= 1 o 4 1 1 2 0
0 1 2
8§ —2 —2 —4 1 )
| 2 6 -5 1 1| [ 6
| 2 =5 6 1 o7 =5
4 1 1 2 2 1

Segue que ¢ = b —p = (13,5,5,21)T ¢ ortogonal a todos os vetores do
espago-solugao.

(29) Nos seguintes itens, dada uma base {v1,...,v;} de um subespago vetorial
V de R", transforme a base dada em uma base ortogonal {uj,...,ur}
usando o algoritmo de Gram-Schmidt.

(a) (Livro 5.4 (1)) v1 = (3,2), v2 = (2,3).
Uy =01 = (372),

u—’U—U1.U2u— 2\ 12/3\ 1/-10
22 up - Uy e 3 13 2 _].3 15 '

(b) (Livro 5.4 (7)) v1 = (1,1,0), v2 = (1,0,1), v3 = (0,1,1). u3 = v, =

(17 1’O>7
Uq - V2 1 1 1 1 1
Ug = Vg — Uy = 0 - = 1 = = -1
Uy - Uy 1 2 0 2 2

Podemos escolher ug = (1,—1,2).

Uy - V3 Uz - V3

us = v3 — uy — U
U - Uy U9 - U
0 1 1
1 1
ol U e O A
1 0 2
-3—-1 -1
1 2
=l 6-3+1 =51 1
6—2 1

A base ortogonal assim obtida é
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(¢) (Livro 5.4 (17)) v = (2,1,1,1), v2 = (2,2,1,0), v3 = (1,2,0,1).
Uy =01 = (27 1,1, 1)7

2 2 0
u2:1}2—u1.’02u1: 2 _z 1 _ 1
Uy - Uy 1 711 0 ’
0 1 -1
Uy - U3 Uz - U3
uz = v3 — 2
Uy - Uy Uz - U2
1 2 0 —6
] 2 51 1 1 1 1 11
“lo ] 7| 1| 2 0 | 14| -10
1 1 -1 11
A base ortogonal assim obtida é
2 0 —6
1 1 11
1]’ 0 ’ -10
1 -1 11
(d) (Livro 5.4 (18)) v1 = (1,—-1,1,-1),v2 = (1,3,1,—1), v3 = (2,0,1,1).
Uy = V1 = (1, —1, 1, —1),
1 1
UQ:’UQ—UI.UQ’U,lz 3 —9 -1 = V2
uy - Uy 1 4 1 ’
-1 -1
Uy - U3 Uz - U3
Uz = V3 — (751
Uy - Uy Uz - U2
2 1 1
10 21 -1 2 3
I O R B 12 1
1 -1 -1
12-3-1 4
1 3—-3 11 o0
6| 6-3-1 | T3] 1
6+3+1 5
A base ortogonal assim obtida é
1 1 4
-1 3 0
1 ' 1 ’ 1
-1 -1 5

(30) (Livro 5.4 (14)) Calcule a projecao ortogonal de b = (3,3,3,3) sobre
o subespaco vetorial de R* gerado pelos vetores (1,1,1,0), (2,1,0,1),
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(3307171)'
} f 3 1 110 } f g 3 3 4
, ATa=(2 1 0 1 =136 7

101 30 1 1 Lol 47 1
0 1 1 01 1

p=AATA) AT
1 ? g 1 17 -5 -3 1110 9
L0 1 |32 -5 17 -9 2 1 0 1 12
011 -3 -9 9 301 1 15
1 2 3 -2 2 6 9 96 4
110 |1 12 12 -12 oot 2|3
1 01 24| 14 -14 6 15 Toa | 48 | T | 2
01 1 -8 8 0 24 1

(31)

(32)

Segue que ¢ =b—p = (-1,0,1,2).
Mostre que os trés pontos A = (0,1,1), B = (1,2,3), C = (2,3,5) de R®
pertencem a uma mesma reta e determine equagoes para tal reta.

Um ponto P = (z,y, z) pertence a reta que passa por A e por B se e
somente se existe um escalar A tal que P = A + A\(B — A), ou seja

T 0 1
y |l=111]1+x 1],
z 1 2

ousejaxr =\, y=1+ X\ z=1+ 2\ Em outras palavras y = 1 + =
e z = 1+ 2x. Essas duas equagoes determinam uma reta, e o ponto C
pertence a ela pois satisfaz as duas equacoes.
Sejam A = (3,2,3), B = (2,0,1) em R®. Encontre C,D € R3 tais que
A, B,C, D sejam os vértices de um quadrado.

Observe que ||B — A|| = ||[(-1,-2,-2)|]| = V1+4+4 = 3, logo
||C'— A]| = 3. O vetor C' — A precisa ser ortogonal a B—A = (—1,-2,-2)
e precisa ter comprimento 3. Por exemplo, o vetor (2, —1,0) é ortogonal a
B— A mas o seu comprimento é v/5, isso implica que podemos escolher C' —
A= 2(2,-1,0), ouseja C = A+ 2-(2,-1,0) = (3+6/v5,2—-3/V/5,3).
Para formar um quadrado junto com A, B, C, o ponto D precisa ser igual

aC+(B—A),ouseja D= (246/v5,-3/V/5,1).

(33) Sejam

so=tea={(1(4)} mmtm={( 2)(2)}

bases de R2.

(a) Escreva um vetor qualquer v = ( @

az

=(m)-0 )G

) S [R2 como bl’Ul + bQUQ.
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logo

b1 . 1 2 -t aq . _1 -1 -2 aq o _1 —Qay] — 2@2
by o 1 -1 as o 3 -1 1 as B 3 —aq + as ’
ou seja by = (ag + 2a2)/3 e by = (a1 — CLQ)/3.
(b) Dado v = ayv1 + agve, determine by, be tais que v = byw; + bows.

1 2 ar ) _ ., _ 2 1 b1
1 -1 as S -1 0 bg ’
logo
b\ (2 1\ /1 2 a
b2 - -1 0 1 -1 a9
(0 -1 1 2 ar
“\1 2 1 -1 as
o -1 1 aq . —ay + as
o 3 0 as o 3(11 ’
ou seja by = —a1 + as e by = 3a;.
(¢c) Dado v = ajw; + agwsy, determine by, by tais que v = byvy + bavs.

(A)()- (A ()
()2 (5 ()
S ERIERH
S ()= ()

ou seja by = as/3 e bs = a; +az/3.
(34) Considere

1 2 1
BIZ{U17027U3}: -1 ) 1 ) 0 )
1 1 2
2 1 1
By = {w1,wz, w3} = -1/, -1 ], 1
-1 0 3
Sao bases de R3.
ay
(a) Escreva um vetor qualquer v = a9 € R3 como by vy +byvg+b3vs.
as
ay 1 2 1 b1
v = a2 = -1 1 0 b2 5
as 1 1 2 b3
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logo

1 21\ "/ L2 -8 - ar
= -1 1 0 as = - 2 1 -1 as

1 1 2 as -2 1 3 as

(2&1 - 3(12 - CL3)/4
= (2a1+a2 7(13)/4

(—20,1 + az + 3@5)/4
Dado v = a1v1 + asvs + azvs, determine os escalares by, bo, b3 tais que

v = b1w1 + b2w2 + bg’Ug.

1 2 1 ajq 2 1 1 b1
-1 1 0 as == -1 -1 1 b ,
1 1 2 as -1 0 3 b3
logo
by 2 1 1\ '/ 1 21 a1
b = -1 -1 1 -1 1 0 as
bs -1 0 3 1 1 2 as
-3 -3 2 1 2 1 a
= —— 2 7T =3 -1 1 0 as
-1 -1 -1 1 1 2 as
2 =7 1 ai
= —— -8 8 -4 as ,
-1 -4 -3 as
ou seja
by = —(2&1 — Tag + CL3)/5,
b2 = —(—8(11 + 8(12 — 4(13)/5,
b3 = 7(70,1 — 4(12 — 3(13)/5

Escreva 2v; — vg como combinagao linear de w1, we, w3.

E suficiente escolher a; = 2, ap = 0 e a3 = —1 no item anterior,
obtendo by = —3/5, by = 12/5 e bs = —1/5. Ou seja

9 3 n 12 1

V] — VU3 = ——w —wy — —ws3.

1 3 Wit g — W

Dado v = ajw; + asws + azws, determine os escalares by, bo, b3 tais
que v = byvy + bavg + bvs.

2 1 1 a 1 21 by
-1 -1 1 a | =v=[ -1 1 0 by |,
-1 0 3 as 1 1 2 b
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logo
by 1 21\ /2 1 1 ay
b |=1 -1 1 0 -1 -1 1 as
bs 1 1 2 -1 0 3 as
1 2 -3 -1 2 1 1 ay
=1 2 1 -1 -1 -1 1 as
-2 1 3 -1 0 3 as
1 8 5 —4 ay
=1 4 1 0 as |,
-8 -3 8 as
ou seja

by = (8&1 + bay — 4a3)/4,
bg = (40,1 + CLQ)/4,
b3 = (—8(11 — 3(12 + 8(13)/4.
(e) Escreva wy + 2wy — w3 como combinagdo linear de vy, va, v3.
E suficiente escolher ap = 1, as = 2, a3 = —1 no item anterior,
obtendo by = 11/2, by = 3/2, bs = —11/2. Ou seja
3 11
wi + 2wy — w3z = S U + Sv2 = 5 s
Os pontos A = (1,2), B = (5,—2), C = (—4,7) de R? pertencem a uma
mesma reta? Qual?

Sim, é suficiente fazer um desenho. A reta tem equacdo y = —z + 3.
Mostre que os pontos A = (1,2,3), B = (0,-2,0), C = (1,1,2) de R®
pertencem a um mesmo plano H, contido em R3. Encontre uma equacio
que defina tal plano. O tridngulo cujos vértices sdo A, B, C é retangulo?
Caso nao o seja, encontre um ponto D pertencente ao plano H e tal que
A, B, D seja um triangulo retangulo.

Para determinar o plano contendo A, B, C' precisamos considerar P =
(x,y,2) que pertenga a tal plano, isso significa que os vetores B — A =
(-1,-4,-3), C — A =(0,-1,-1), P—A = (x — 1,y — 2,2 — 3) sdo

linearmente dependentes, ou seja

-1 0 z-1

-3 -1 2z-3

Ou seja o plano H tem equacdo x —y + z = 2. Os pontos A, B, C nio sao
vértices de um triangulo retangulo porque (B—A)-(C—A) =443 =7 #0,
(A-B)-(C—-B)=(1,4,3)-(1,3,2) =19#0e (A-C)-(B-C) =
(0,1,1)-(=1,-3,-2) = =5 # 0. Um ponto D = (z,y, z) pertencente a H
tal que A, B, D s&o os vértices de um tridngulo retangulo é, por exemplo,
um que satisfaz D € H (ousejax —y+z=2e (D—A)-(B—A) =0, ou
seja (x — 1,y — 2,2 —3) - (—=1,—4,-3) = 0, ou seja

0=—(x—1)—4y—2)—3(z—3)=—a—4y—32+18=0.
Resolvendo o sistema linear

T—y+z=2
—r—4y —3z=—18



(39)

(41)
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obtemos z = t, y = (16 — 2t)/5, e podemos escolher um ¢ qualquer, por
exemplo escolhendo t = 8 temos y = 0, z = 8 e x = —6. Podemos entao
escolher D = (—6,0,8) (ndo é a unica escolha possivel).

Encontre uma matriz quadrada A de posto 2 tal que A% tem posto 1.
0 1 0 0 0 1
A= o0 0 1 |, A= 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Encontre uma matriz quadrada A de posto 3 tal que A? tem posto 1.
01 0 0O 0 0 00O
00 0 0O 0 00 0O
A=]10 0 0 1 0 |, A2=]1 0 0 0 0 O
00 0 0O 0 00 0O
0 0 0 01 0 00 01

Mostre que se A, B sao matrizes tal que o produto AB faz sentido, com
A de posto k e B de posto h, entao o posto de AB é menor ou igual a k
e também menor ou igual a h.

Observe que o espago-coluna de AB é C(AB) = {ABx : = € R™}
sendo m o nimero de colunas de B. Mas o produto ABx é obviamente
igual a Ay sendo y = Bz, logo é uma combinacao linear de colunas de A.
Segue que qualquer combinagao linear de colunas de AB é em particular
uma combinagao linear de colunas de A; em outras palavras, C(AB) estd
contido em C(A). Segue que C(AB) é um subespago vetorial de C(A),
logo dim(C(AB)) < dim(C(A)), ou seja o posto de AB é menor ou igual
ao posto de A.

Analogamente, o espago-linha de AB é L(AB) = {zAB : z € R"}
sendo n o numero de linhas de A. Mas o produto zAB é obviamente
igual a yB sendo y = xA (observe que aqui z e y sdo linhas), logo é uma
combinacao linear de linhas de B. Segue que qualquer combinacao linear
de linhas de AB é em particular uma combinacao linear de linhas de B;
em outras palavras, L(AB) estd contido em L(B). Segue que L(AB) é
um subespago vetorial de L(B), logo dim(L(AB)) < dim(L(B)), ou seja
o posto de AB é menor ou igual ao posto de B.

Indicaremos com rk(A) o posto de A (rank). Sejam A, B duas matrizes
do mesmo formato. Mostre que

rk(A + B) < 1k(A) + 1k(B).

[Pense no espago-coluna das matrizes envolvidas.]

O posto de A + B é igual a dim(C(A 4+ B)). Mas C(A + B) =
{(A+ B)x : z € R™}, sendo m o nimero de colunas de A e de B.
Como (A+ B)x = Ax + Bz, obtemos que todo vetor em C'(A+ B) é uma

combinacao linear de vy, ..., vy, wy,. .., W, sendo vy,...,v, as colunas
de A e ws,...,w, as colunas de B. Segue que C'(A+ B) é um subespago
vetorial de [v,...,Um, w1, .., Wy, cuja dimensdo obviamente ndo pode

ultrapassar a soma das dimensoes de C(A) e de C(B).
O posto de uma soma de matrizes é a soma dos postos?

Nao, por exemplo se A é uma matriz de posto k > 1 entdo —A também
tem posto k mas A + (—A) = 0 tem posto 0.
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(42) Sejam A, B duas matrizes quadradas do mesmo formato, n X n. E sempre
verdade que AB e BA tém o mesmo posto? Se a resposta for sim, dé uma
demonstracao. Caso contrario, dé um contra-exemplo.

=

Nao, por exemplo

10 00
o 0)p= (V) = (

o O
o O
S~
os)
b
Il
7N
— o
o O
"

(43) Sejam u, v, w € R™ e lembre-se que u-v indica o produto escalar entre u e v.
Lembre-se que o comprimento (médulo, magnitude) de v é [|[v|| := /v - v.
Seja B uma base de R™. Para cada uma das seguintes afirmacoes, diga se
é verdadeira (demonstrando) ou falsa (dando um contra-exemplo).

(a)

(b)
()

(i)

()

Seu#0eu-v=u-wentao v=w.

Falso, por exemplo se u = (1,0), v = (0,1), w = (0,2) entdo u - v =
u-w =0 mas v # w.

Se v-w = 0 para todo w € R™ entao v = 0.

Verdadeiro, pois escolhendo w = v temos v - v = 0 ou seja v = 0.

Se v-w = 0 para todo w € B entdao v = 0.

Verdadeiro, pois se B = {wy,...,w,} entdo podemos escrever v =
>, a;w; para escalares oportunos a;, e

n n n
VU=0- E a;w; :g aiv-wizg a; -0=0,
i=1 =1 =1

logo v = 0.
Se u-v =u-w para todo u € R" entao v = w.
Verdadeiro, pois escolhendo u = v — w temos que

O=uv-v—uw-w=u-(v—w)=(v—w)- (v—w),

e isso implica que v — w = 0, ou seja v = w.

Se u-v =u-w para todo u € B entdo v = w.

Verdadeiro, pois a condigao pode ser escrita como u-(v—w) = 0 para
todo u € B, e o argumento de dois itens acima implica que v —w = 0,
ou seja v = w.

Se A\ é um escalar, ||Av|| = A|[v]|.

Falso, por exemplo escolhendo A = —1 temos || — v|| = ||v]| # —||v]|
se v # 0.

[|v +wl| = |[v]| + [Jw]].

Falso, por exemplo se n =1, v = 1, w = —1, entéo ||v + w|| = 0 mas
ol [+ Jlwll = 1+1=2.

o — wll = lloll - [Jw]l

Falso, por exemplo se n = 1, v = 1, w = —1, entao ||v — w|| = 2 mas
[[ol] = |[w]] = 0.

[lv + w|| = ||[v — w|| se e somente se v - w = 0.

Verdadeiro, pois ||v + w|| = |[v — w]|| pode ser escrito como (v + w) -
(v+w)=(v—w) - (v—w)ouseja2v-w=—2v-w, ousejav- -w=0.

o+ wl? + [l — w[[* = 2(][o][* + [[w][?).
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Verdadeiro, pois
o+ w|? + |lv - w|[* = (v +w) - (v+w) + (v —w) - (v—w)
=vv+Wwtw-w+rvv—2v-w+w-w
=2(v-v+w-w) = 2(]|vl* +[[w][*).
(k) [lv+wl|® = llv—w|]* = 4v - w.
Verdadeiro, pois
o+ wl? = [lv—w|]* = (v+w) - (v+w) = (v -w) (v-w)
=v- v+ wtw-w—(V-v—20 - w+w- w)

=4v-w.

7






CAPiTULO 3

Operadores lineares

1. Transformacgoes lineares

Sejam V, W dois espagos vetoriais. Uma fungao T : V — W, v — T(v), é dita
transformagao linear (ou operador linear) se

T(u+v)=T(u) 4+ T(v), T (M) = AT (v)
para todo u,v € V, A € R.

O exemplo tipico de transformagao linear é o seguinte: se A é uma matriz m xn
e v € R™ entdo o produto Av faz sentido e pertence a R™, logo temos uma funcao

T:R* - R™, T(v) = Av
que ¢ linear pelas propriedades bésicas da multiplicacao de matrizes.
Um exemplo explicito é o seguinte.
. 1 1 . r+y
T:R? - R?, T( ): 2 -1 ( ): 2r —y
y 301 y 34y

Observe que a linearidade de T' : R™ — R™ pode ser caracterizada dizendo que
toda entrada nao identicamente nula da imagem de um vetor v é um polinémio
homogéneo de grau 1 nas coordenadas de v. No exemplo acima, tais entradas sao
r+y, 2 —y e 3xr+y. Mais ainda, se tivermos uma tal expressao, é sempre possivel
escrevé-la como “matriz por vetor”, Av. Por exemplo, considere

xr
.3 2 _ [ rty—=
T:R? - R2, T Z _< AR )

Existe uma matriz A tal que T'(v) = Av para todo v € R3. Se trata da matriz

11 -1
A= ( 2 0 1 ) '
As colunas da matriz A sdo exatamente os vetores T(e1), T'(ez2), T(es), sendo

{e1,e2,e3} a base canonica de R3.

Resumindo, se T : R” — R™ é uma qualquer transformacao linear, considere a
matriz A cujas colunas sao T'(eq),...,T(e,), sendo {e1,...,e,} a base candnica de
R™, ou seja T'(e;) = Ae; para i =1,...,n. Entdo T'(v) = Av para todo v € R", de
fato se v = (as,...,ay,) entdo

T)=T (i: aiei) = zn:aiT(ei) = i:aiAei = Azn:aiei = Aw.
=1 =1 i=1 i=1

79
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A é uma matriz m x n dita matriz associada a transformacao linear T'.
O nucleo de T : R™ — R™ é definido como sendo
ker(T) ={veV : T(v) =0}

(kernel = nucleo, em inglés) e coincide com o niicleo da matriz que representa T
no sentido acima. Ou seja, se T'(v) = Av para todo v € V = R", entao o nucleo de
T é nada mais que o espago-solugdo de Az = 0 (o ntcleo de A). O espago-coluna
de A é também chamado de imagem de T', e coincide com

Im(T)={T(w) : veR"} ={Av : v e R"} =C(A),

ou seja a imagem da transformacao 7. A soma entre a dimensao do espago-coluna
de A (igual ao nimero de elementos lideres na matriz escalonada) e a dimensao do
ntcleo de A (igual ao nimero de varidveis livres) é igual a n, o niimero de colunas
de A. Segue que

dim(ker(T)) + dim(Im(T)) = n.

A identidade ¢é a transformacao linear T : R™ — R™ que fixa todos os vetores:
T(v) = v para todo v € R™. A matriz que representa tal transformacao é a matriz
identidade 1,,.

Se Ty : R* - R™ e Ty : R™ — R sdo transformacdes lineares, representadas
pelas matrizes A; e As, assim Ty (v) = Ajv e To(w) = Asw para todo v € R" e
w € R™, entdo a composicao ThoT; : R” — RF é exatamente a transformacao linear
representada pela matriz A, Ay. De fato,

T2 o Tl(?)) = TQ(Tl(’U)) = Tg(Al’U) = AQAlU.

Segue que a invertibilidade de T : R™ — R™ como func¢fo, ou seja a existéncia de
F:R" — R" tal que T(F(v)) =v e F(T(v)) = v para todo v € R™, é equivalente &
invertibilidade da matriz A que representa T' (ou seja a matriz A tal que T'(v) = Av
para todo v € R™). Em outras palavras, T é bijetora se e somente se a matriz A é
inversfvel, ou seja det(A4) # 0. Se isso acontece, a inversa de T'é T : R™ — R",
T Y(v) = A 1o,

Uma transformagao linear bijetora é também chamada isomorfismo linear.

1.1. Exemplos.

Exemplo 1. Projecdo ortogonal. Vimos que, se W < R™ e v € R™, a projegao
ortogonal de v sobre W é dada por A(ATA)~'ATv sendo A uma matriz que tem
como colunas os vetores de uma base de W. Definindo B := A(ATA)~1AT, po-
demos considerar a transformagao linear P : R® — R"™ definida por P(v) := Bu.
O significado disso é que P é uma fungdo que associa a todo vetor v € R™ a sua
projegao ortogonal sobre W. Observe que o ntcleo de P (igual ao espago-solugao
de Bx = 0) é exatamente W+ (o conjunto dos vetores ortogonais a todo vetor em
W) e a imagem de P é exatamente W, pois P(v) € W para todov € V e P(w) = w
para todo w € W.

Se W # R"™ entao W+ # {0} e P nao é bijetora, pois P(u) = 0 para todo
u € W+, logo a matriz que representa P tem determinante igual a 0. Se W = R”
entao P ¢é a identidade e a sua matriz é 1,, e tem determinante 1.
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Exemplo 2. Rotacdo em torno da origem. No plano R?, a rotacdo de um
angulo 6 em torno da origem é uma transformacao linear bijetora T'. A matriz que
representa T' é a matriz 2 X 2 que tem como colunas os vetores e; e es rotacionados
de 6, ou seja

rl*)_ cos(f) —sin(6) z \ _ [ cos(8)x —sin(f)y
y )\ sin(f) cos(8) y )\ sin(@)z+cos(f)y /-
O determinante da matriz que representa T vale cos?(6) + sin®(@) = 1. Observe
que ker(T) = {0} e Im(T) = R2.

Exemplo 3. Reflexdo por uma reta passante pela origem. No plano R2, a
reflexdio pela reta y = = é uma transformacao linear T : R? — R? que é facilmente
descrita como T'(z,y) = (y,z). Em outras palavras,

z\ (01 T\ [y
()=o) ()= (1)
O determinante da matriz que representa T' vale —1. Observe que ker(7T') = {0} e
Im(T) = R

Rotagao e reflexao sao exemplos de isometrias (lineares), ou seja transformagoes
que preservam a distancia. Isso é porque uma transformacao 7' : R — R” re-
presentada pela matriz A preserva o comprimento dos vetores se e somente se
|IT(v)|| = ||v|| para todo v € R", ou seja (Av)T(Av) = vTv (aqui X7 indica a
transposta de X) para todo v € R", e usando a formula (AB)T = BT AT isso
pode ser escrito como v7 AT Av = vTv para todo v € R™ e é equivalente a dizer
que AT A = 1,,, ou seja as colunas de A formam uma base ortonormal de R” (uma
base ortonormal é uma base ortogonal cujos vetores tém comprimento 1). As ma-
trizes acima que representam a rotacao e a reflexao pela reta y = x satisfazem
AT A = 1,. Observe que a projecio ortogonal sobre um espaco W em geral nio
é uma isometria pois os vetores de W+ sdo levados para 0. Observe também que
uma isometria linear é em particular necessariamente bijetora, pois se ATA = 1,
entdo A é inversivel, sendo A=t = AT,

Um exemplo de isometria nao linear é a translacdo, f : R” — R", f(v) = v+w,
sendo w € R™ um vetor fixado e nao nulo. Observe que tal fungao nao é linear. Em
outras palavras, se w # 0 entdo f preserva a distancia mas nédo é linear.

Exemplo 4. Homotetia centrada na origem. No espago R™, uma homotetia
centrada na origem é uma transformagao linear dada pela multiplicagdo por um
escalar constante A, ou seja T : R — R", T'(v) = Av. A matriz que representa T'
é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao todos iguais a A. Por exemplo,
T :R® — R®, T(v) = \v pode ser escrito como

T AT A0 O T
Tl v |=| 5w |=( 0 X O Y
z Az 0 0 A z

O determinante da matriz que representa T vale A™. Se A # 0, T é bijetora (pois
A" # 0) mas é isometria se e somente se A = %1, pois ||T'(v)|| = || \v|| = |A|-[||v]]- Se
A =0 entdo T é a transformacao identicamente nula, T'(v) = 0 para todo v € R™.
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1.2. Transformacoes injetoras, sobrejetoras, isomorfismos. Uma fungao
f: X =Y édita

e injetora se toda vez que x1,x2 € X e f(x1) = f(x2), entdo 1 = x2. Em
outras palavras, se x1,29 € X e x1 # g entdo f(x1) # f(x2);

e sobrejetora se para todo y € Y existe z € X tal que f(z) = y;

e bijetora se é injetora e sobrejetora, ou seja se para todo y € Y existe
um unico € X tal que f(z) = y. Neste caso, temos a fungao inversa
f~1:Y — X que manda y € Y no tinico elemento x € X tal que f(z) = y.

Exemplo. Considere vy, vy linearmente independentes em R?, W := [v, v9] <
V=R3eT:V — V aprojecio ortogonal sobre W. Entao obviamente T'(v) € W
para todo v € V, logo T nao é sobrejetora, pois sendo dim(W) = 2 e dim(V') = 3,
existem vetores de V fora de W, e se u € V — W entao nao existe nenhum v € V
tal que T'(v) = u. Além disso, T ndo é injetora, pois T'(v) = 0 para todo v € W+,
e dim(W+) = 1, ou seja existem infinitos vetores v tais que T'(v) = 0.

Exemplo. Seja V = R?. A transformacdo linear T : V — V definida por
T(z,y) = (y,r) é linear, se trata da reflexdo pela reta y = x em R?. Ela é injetora
e sobrejetora. Isso é facilmente mostrado observando que T o T = idy. Segue
que se v € V entdao v = T(T(v)) logo T é sobrejetora, e se vy,v2 € V sdo tais
que T'(v1) = T(v2) entdo aplicando T aos dois lados desta equagdo obtemos vy =
T(T(v1)) = T(T(v2)) = va. Em particular, a funcdo inversa de T é a prépria T.

Uma transformagao linear bijetora é também chamada de isomorfismo linear,
ou mais simplesmente, isomorfismo.

PROPOSIGAO 1. Se T : V. — W € um isomorfismo linear, entdo a funcgdo
inversa T~ : W —= V também é um isomorfismo linear.

DEMONSTRAGAO. T~! é linear pois

e se wy,ws € W existem vy, vy € V tais que T'(v1) = w, T(v2) = we logo
T~ wi+ws) = T YT (v1)+T (v2)) = T~ HT (v1+v2)) = v1+ve = T (w1 +T 7 (wy),
e se A€ Rew e W entdo existe v € V tal que T'(v) = w logo
T Ow) =T 1AT(v)) = T"HT (W) = v = AT~ Hw).

Por outro lado T~! é obviamente bijetora, logo é um isomorfismo linear. O

Queremos um critério para determinar se uma transformacao linear é injetora
e/ou sobrejetora, e/ou um isomorfismo.

PROPOSICAO 2. A transformacdo linear T : V — W € injetora se e somente
se ker(T') = {0}.

DEMONSTRAGAO. Suponha T injetora e seja v € ker(T), entdo T(v) = 0 =
T(0), logo v = 0. Segue que ker(T) = {0}. Vice-versa, suponha ker(T) = {0},
vamos mostrar que T é injetora. Sejam vy,vy € V tais que T(v1) = T(v2), entao
T(vy —vg) = T(v1) — T'(v2) = 0, logo v1 —ve € ker(T) = {0}, e isso implica
v1 —v2 = 0, ou seja v; = va. O
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PROPOSIGAO 3. Sejam V =R", W =R™ e¢T : V — W uma transformagdo
linear, e seja A a matriz m X n que representa T, ou seja T(v) = Av para todo
v € V. Sejap o posto de A.

o T ¢ injetora se e somente se p =mn.
e T ¢ sobrejetora se e somente se p =m.
o T ¢ um isomorfismo se e somente se n =m e det(A) # 0.

DEMONSTRAGAO. Seja k a dimensao do nticleo de A e seja p o posto de A,
que é também igual a dimensao da imagem de T. Temos a equagao k + p = n.
Pela proposicao anterior, T é injetora se e somente se k = 0, ou seja p = n. Além
disso, T' é sobrejetora se e somente se a imagem de T ¢é igual ao codominio, ou seja
p = m. Para que T seja um isomorfismo, ou seja injetora e sobrejetora, precisamos
ter k =0ep=m,ousejan =me A tem posto igual a n = m, em outras palavras
A é inversivel. O

Observe em particular que se T' é uma transformagao linear R® — R", ou
seja 0 dominio e o codominio de T' tém a mesma dimensdo, entdo a matriz A que
representa 7' é uma matriz quadrada n x n e segue do resultado acima (aplicado ao
caso n = m) que neste caso T é injetora se e somente se é sobrejetora, se e somente
se é bijetora, se e somente se det(A4) # 0.

1.3. Exercicios.

(1) (Livro 7.1(1,4)) Mostre que as seguintes transformagoes R? — R? nao sdo
lineares encontrando explicitamente um vetor v e um escalar \ tais que
T(M) # AT (v).

T(z,y) = (z+1,y+1), T(z,y) = (|l [yl)-

(2) Encontre a matriz A da transformacgdo linear T : R? — R? tal que
T(1,0) =(2,3) e T(0,1) = (3,2).

(3) Encontre a matriz A da transformagao linear T : R* — R? tal que
T(2,1) = (1,1) e T(1,1) = (0, 1).

(4) (Livro 7.1 (15)) Determine a dimensio de niicleo e imagem de T : R? — R?

dada por
T v B 3z +y—2z
Z T\ SBx—y+22 )

Calcule também a matriz que representa 7T'.

(5) Determine a matriz que representa as seguintes transformagdes lineares
R3 — R3. Para cada transformacdo determine se é bijetora e determine
uma base do nucleo e da imagem da transformagio (ou seja, nicleo e
espago-coluna da matriz que representa a transformagcao).

T Tty x z x Y+ z
Ny |=ytz ]|, Ly |=|=z | Ts51vy]|= 0
z Tr+z Z Y z r—y
x x T rT+y+z x rT—Y—=z
iy | =1 > ), sy |=|2z-y+tz |, Te| v |= 2y
z Y z 2y z y+z
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. - . .. (01 .
(6) Considere a transformacao T : R? — R? cuja matriz é < 10 ), ou seja
a reflexao pela reta y = z em R?. Quais sdo os vetores v € R? tais que
T(v) = —v? Quais sdo os vetores v € R? tais que T(v) = v? O que

significa isso geometricamente?

(7) Sejam vy = (1,1,0), v2 = (0,1,1), W := [v1, va] < R3. Determine a matriz
associada & transformacdo linear T : R® — R3 definida pelo fato que T'(v)
é exatamente a projecao ortogonal de v sobre W. Depois disso, verifique
que A2 = A, determine uma base de ker(T) e de Im(T) e observe que
ker(T) = Wt e Im(T) = W.

(8) Calcule a matriz A que representa a reflexado pela reta de equagdo y = 2z
em R?. Calcule det(A) e verifique que A% = 1.

(9) Descreva as transformagoes lineares R — R.

(10) Se v € R™ é um vetor fixado, a transformacao T : R — R, T(x) =
v -z (produto escalar), é linear. Qual é a matriz que representa 77 A
transformacao T é injetora? E sobrejetora?

(11) Diga se as seguintes transformacdes lineares Ty : R? — R?, Ty : R® — R2,
Ts : R® — R? sao injetoras e/ou sobrejetoras.

T =y * r—y+z v r—1Yy—2z
T1<y>2: x+y ,TQ Yy 2:( 20 + 2 >7T3 y :<Z‘—y—2>
y—x z z

(12) Uma transformacao linear T': R — R™ ¢ dita idempotente se T'(T'(v)) =
T'(v) para todo v € R™. Por exemplo, a projegao ortogonal sobre W < R™
¢ idempotente (por qué?). Uma transformagio linear idempotente pode
ser bijetora?

(13) Uma transformacao linear T : R™ — R™ é dita involutéria se T'(T'(v)) = v
para todo v € R™. Por exemplo, a reflexdo pela reta y = x em R? é
involutéria (por qué?). Mostre que uma transformagao linear involutéria
é necessariamente bijetora.

2. Diagonalizagao.

Considere uma transformacao linear 7' : R™ — R™, representada por uma matriz
quadrada A, ou seja T'(v) = Av para todo v € R™.

DEFINIGAO (Autovetores, autovalores). Um autovetor de T € um vetor nao
nulo 0 # v € R™ tal que T(v) = \v para um oportuno escalar A\, chamado autovalor
de T (associado a v).

Em outras palavras, os autovetores de T' sao os vetores nao nulos cuja imagem
por meio de T é um multiplo escalar deles. Por exemplo, se 0 # v € ker(T') entdo
T(v) =0 = 0-v logo v é autovetor com autovalor associado igual a 0. Outro
exemplo: se T é a projegao ortogonal sobre W < R™ entao os vetores w € W
tém a propriedade T(w) = w = 1-w, e os vetores v € W+ tém a propriedade
T(v) =0 =0-v. Segue que todos os vetores de W e todos os vetores de W+ sdo
autovetores: os vetores de W tém autovalor 1, os vetores de W+ tém autovalor 0.

Por exemplo, a transformacao linear T : R? — R? definida por T'(z,y) = (y,x
tem v = (1,—1) como autovetor com autovalor associado A\; = —1, pois T'(v) =
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T(1,-1) = (-1,1) = =(1,-1) = v = Av. Além disso, w = (1,1) é autovetor com
autovalor associado A = 1, pois T(w) =T(1,1) = (1,1) =1 (1,1) = low.

DEFINIGAO (Transformacao diagonalizdvel). A transformagdo linear T : R™ —
R™ é dita diagonalizdvel se existe uma base {v1,...,v,} de R"™ tal que v; é autovetor
de T para todoi=1,...,n. Ou seja T € diagonalizavel se R™ admite uma base que
consiste de autovetores de T. Uma matriz quadrada A é dita diagonalizdvel se a
transformacado linear v — Av € diagonalizavel.

Observe que para que uma transformacao seja diagonalizavel, é necessario que
o seu dominio seja igual ao contradominio.

Por exemplo, T : R? — R? definida por T'(z,y) = (y,z) é diagonalizavel pois
{(1,-1),(1,1)} é uma base de R? e consiste de autovetores.

Suponha que T : R® — R", com matriz associada A (de formato n x n) seja

diagonalizdvel. Seja {v1,...,v,} uma base de R™ que consiste de autovetores de
T e seja P a matriz quadrada cujas colunas sio vy, ..., v, (nesta ordem). E claro
que v; = Pe; para todoi=1,...,n, sendo {ey,...,e,} a base candnica de R". Se

i é o autovalor associado a v; entdo \;Pe; = \;jv; = Av; = APe; e multiplicando
a esquerda por P~! obtemos que P~ APe; = \;e;. Isso significa exatamente que
P~'AP ¢ a matriz diagonal D cujos elementos diagonais sdo os autovalores de T,

A0 .00
0 X ... 0
ptAap=D=| . . . .

0 0 ... X\
Uma reformulagao disso é que, escrevendo um qualquer v € R” como ajv; + ...+
anVy, as coordenadas de T'(v) na base {vy,...,v,} sdo A\jaq, ..., Apa, e sdo obtidas
multiplicando P~ AP pelo vetor coluna (a1, ..., a,)’. Em outras palavras, P~ AP
representa T na base {v1,...,v,}.

Precisamos de um critério para determinar se uma transformacao linear T' é
diagonalizavel.

Primeiro, precisamos achar os autovalores de T'. Se v € R™ é um autovetor com
autovalor A entdo T'(v) = v, assim Av = Av e isso pode ser escrito Av— v = 0, ou
seja (A—AL,)v = 0. Como v é um vetor nao nulo, isso implica que det(A—A1,) = 0.

DEFINIGAO 5 (Polindémio caracteristico). O polinémio caracteristico da matriz
A, de formato n X n, € o polinémio Pa(X) := det(4 — X1,,).
Os autovalores de A sdo exatamente as raizes do polindomio caracteristico de A.
Suponha agora de conhecer os autovalores de A, Aq,..., \g, assim
Pa(X) = (X = A)™ (X = A2)™ - (X = Ap)™ .
Considere um autovalor qualquer, A = ;.

e O nilimero m;, ou seja o expoente de X — A na fatoracdo de Pa(X), é
chamado multiplicidade algébrica de A e indicado com m (A).
e O autoespago de A é o nicleo de A — AL, V) = ker(A — AL,,).
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e A dimensao de V), é chamado multiplicidade geométrica de A e indicado
com mgy(A), ou seja mg(A) = dim(ker(A — AL,)).

Observe que, se A é um autovalor de A, entdo my(\) > 1 pois a matriz A — AL,
tem determinante igual a 0, logo o seu nidcleo é ndo trivial, ou seja mgy(A) =
dim(ker(A — A\1,)) > 1.

Além disso, vale sempre a desigualdade
mg(A) < ma(A).

TEOREMA (Critério de diagonalizabilidade). A matriz quadrada A é diagona-
lizavel sobre R se e somente se 0s autovalores sao todos reais e a multiplicidade
algébrica de cada autovalor € igual a sua multiplicidade geométrica.

DEMONSTRAGAO. Para que A seja diagonalizavel, é necessdrio e suficiente que
exista uma base de autovetores. Obviamente, autovetores com o mesmo autovalor
pertencem ao mesmo auto-espaco. Segue que uma base de autovetores é formada
juntando as bases dos auto-espagos, que entao precisam ter dimensao igual a mul-
tiplicidade algébrica do relativo autovalor. O

COROLARIO. Se o0s autovalores sdo todos reais e as multiplicidades algébricas
sao todas iguais a 1 (ou seja, os autovalores sao dois a dois distintos), entdo A é
diagonalizdvel.

DEMONSTRAGAO. Temos mg(A) < mg(A) e mg(A) # 0, logo se mg(A\) = 1
entdao my(A) = my(A) = 1. O

2.1. Exemplos.

1 1

Exemplo 1. Considere A = ( 11

). O seu polinomio caracteristico é

1-—A 1

Ps(A) = det(A—Als) = det ( 1 11

) =(1-2)?-1=XN-2A=A(A-2).

Segue que os dois autovalores de A sao 0 e 2, e sao distintos, logo A é diagonalizavel.
O auto-espaco de 0 ¢é ker(A — 012) = ker(A), gerado por (1,—1), assim my(0) =
me(0) = 1. O auto-espago de 2 é ker(A — 215), o nicleo de

1 1 1 0 -1 1
A_212<1 1>_2(0 1>( 1 —1)'
O ntcleo desta matriz é gerado por (1,1), assim my(2) = m.(2) = 1. Seja P :=
( 11 >, a matriz cujas colunas sao os vetores das bases dos auto-espacos.

-1 1
Entao
1 5 (00
P APD<O 2).

1 1
01
P4(N\) = det(A — A\12) = (1 — \)?, logo o tnico autovalor de A é A = 1 e a sua
multiplicidade algébrica é m,(1) = 2. Por outro lado, m,4(1) = 1, de fato mg4(1) é a

Exemplo 2. Considere A = ) O polinémio caracteristico de A é
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dimensao de ker(A — 1), ou seja o nicleo da matriz ( 8 (1) ), que ¢é gerado pelo

vetor (1,0). Segue que A nao é diagonalizdvel.

1 3 3
Exemplo 3. Considere A = 3 1 3 . Vamos determinar se A é
-3 -3 -5
diagonalizdvel ou ndo. O polinémio caracteristico de A é
1—A 3 3

P4(A) = det(A — Al3) = det 3 1—-A 3
-3 -3 —5-2A

=1 =N (=5—-A)—27—27+9(1 =X\ +9(5+X) +9(1—X\)
=N =22+ 1D)(B+FA)+91 =N

= 5N = A} 10A+ 2\ =5 - A+ 9— 9\

=N 432 -4 =- A =D +4r+4) = —-(A - 1)(A +2)2%

Segue que os autovalores de A sdo A\ = 1, Aa = =2 e my(1) = 1, my(—2) = 2.
Vamos determinar bases dos auto-espagos. O auto-espago de 1 é
0o 3 3 1
ker(A — 13) = ker 3 0 3 = 1
-3 -3 —6 -1

Em particular mg(1) =1 = mq(1). O auto-espago de —2 é

3 3 3 -1 -1
ker(A + 213) = ker 3 3 3 = 1 , 0
-3 -3 -3 0 1

Segue que my(—2) = 2 = my(—2). Logo as multiplicidades algébricas sao iguais as
multiplicidades geométricas e A é diagonalizdvel. Sejam entao

1 -1 -1 1 0 0
p=1 1 o |, D=0 -2 o0
-1 0 1 0 0 -2

Observe que P é a matriz cujas colunas sao os vetores das bases achadas dos auto-
espacos. Especificamente, a primeira coluna de P é uma base do autoespago de 1,
a segunda e a terceira coluna de P formam uma base do auto-espago de —2.

Temos que P~'AP = D.

Exemplo 4. A matriz A = ( 0 —1 ) (rotagao de 90 graus em R?) nao é

1 0

diagonalizavel pois o seu polindomio caracteristico P4(\) = A2 + 1 ndo tem rafzes
reais. Geometricamente, é raro que uma matriz de rotacdo em R? seja diagona-
lizdvel, pois uma rotacdo ndo costuma mandar um vetor para um multiplo dele. A
nica rotacdo ndo identica de R? que é diagonalizavel é a rotacao de 180 graus. Se
trata da transformacgao T : R? — R?, T'(v) = —v, a sua matriz é —1.

2.2. Exercicios.
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(1) Para cada uma das seguintes matrizes A, diga se é diagonalizdvel. Caso o
seja, encontre uma matriz inversivel P e uma matriz diagonal D tais que

P~1AP = D.
1 2 2 -1 3 1 -1 1
2 4 ) 0 3 ’ -1 5 )7 -1 1
-1 1 2 0 1 2 -4 -3 -3
1 -1 -2, (22 2], 5 4 3 |,
-3 1 4 2 1 0 1 1 2
0 -1 -1 2 1 2 4 1 2
1 2 1 , 2 0 2 , 2 2 2
1 1 2 -2 -1 =2 -2 -1 0
(2) Considere as transformagoes lineares T, Ty : R> — R? definidas por
T 20 — 2y + z T Y
| v = 20 —2y+z |, To| y = -z + 2y
z 20 -2y + =z z —r+y+=z
Para i = 1,2, determine a matriz A; associada a T; (ou seja tal que

T;(v) = A;v para todo v € R?) e determine se A; é diagonalizével. Caso
o seja, encontre uma matriz inversivel P; e uma matriz diagonal D; tais
que Pi_lAiPl- = D;.

(3) Mostre que se W < R™ e T': R® — R™ é a projegao ortogonal sobre W,
entao T é diagonalizdvel. Quais sdo os seus autovalores? Diagonalize T
no caso particular W = [(1,0,—1),(1,2,1)] < R3.

(4) Diagonalize a reflexdo pela reta y = 2z em R?.

(5) Seja A uma matriz quadrada cujo polindémio caracteristico é Pa(\) =
2 — A3, Mostre que A tem posto 3.

(6) Dé um exemplo de transformagdo linear T tal que ker(T') = Im(T).

(7) Considere T : R? — R? linear tal que T(T'(v)) = v para todo v € R?.
Mostre que T é diagonalizavel.

(8) Considere T : R? — R? linear tal que T(T'(v)) = T(v) para todo v € R?.
Mostre que T é diagonalizavel.

Para resolver os tdltimos dois itens lembre-se que se T tem autovalores dois a
dois distintos, entao é diagonalizavel.

Segue mais uma lista de exercicios.

(1) Diagonalize as seguintes matrizes.

1 11 1 20 1 1 -1
02 1], 02 0], 1 1 1
0 0 3 0 2 1 -1 1 1
(2) Encontre os valores de h para os quais as seguintes matrizes sdo diagona-
lizaveis.
9 1 1 h h 2h 1-h —h
( 0 92 > , 0 2 h |, h 1 —h
0 0 A 2h—1 1—h 1-h

Na terceira matriz pode usar o fato que um autovalor é h.
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(3) Se A e B sao matrizes linha-equivalentes, elas tém necessariamente os
mesmos autovalores?

(4) Se A ¢é uma matriz diagonalizavel e B é uma matriz linha-equivalente a
B, entao B é necessariamente diagonalizavel?

(5) Se A e B sao matrizes diagonalizaveis do mesmo tamanho, A + B é ne-
cessariamente diagonalizdvel? E AB é necessariamente diagonalizavel?

(6) Mostre que se a matriz diagonalizdvel A tem polinémio caracteristico A"
entdo A é a matriz nula.

(7) E verdade que toda matriz inversivel é diagonalizével? E verdade que
toda matriz diagonalizavel é inversivel?

3. Poténcias de matrizes

Seja A uma matriz quadrada m x m. Estamos interessados em calcular as
poténcias A" da matriz A, ou seja A2 =A-A, A3 =A-A-A, e assim diante. Se a
matriz A é diagonal, e n é um nimero inteiro positivo, obviamente vale a relacdao

n

M0 ... 0 AP0 .0
0 X ... O 0 A ... 0
A" = o ) = S .
0 0 ... Am 0 0 ... A

Agora suponha que A nao é diagonal, mas é diagonalizdvel. Entao podemos escrever
P~YAP = D com D diagonal, logo A = PDP~!e

A" = (PDP Y =PDP'.-PDP'.....PDP ' = PD"P !

Por exemplo considere A = (1) 3 ) Os seus autovalores sao 2 e —2, e definindo
2 2 2 0 1 . 1
P = 1 _1 )¢ D= 0 9 obtemos P~*AP = D, assim A = PDP~ " e

A" = PD"P~!. Segue que

(10) marmroe= (220 (T G ) (il )
1 ( 22" 4 (—2)") —4((—2)" —2M) )

4\ 2= (=2" 22"+ (=2)")

Assim conseguimos calcular todas as poténcias da matriz A.

3.1. Sequéncia de Fibonacci. A sequéncia de Fibonacci é muito famosa na
matematica, e é definida da seguinte forma: Fp =0, Fy =1e F,11 = F,_1 + F,
para todo n > 1. Os primeiros termos da sequéncia sao Fy = 1, F3 = 2, Fy = 3,
Fy; =5, Fg = 8, F; = 13, F3 = 21. Escrevendo a condicao recursiva em forma

matricial, temos
Fo \ (1 Fo \ (1 1\ (F.1\_
F, ) L1 F,. ) \10 F,o ) 7

(o) (B)-(ie) (6)

O =

o
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11
1 0

os seus autovalores sao ¢1 = 2(1+1/5) e ¢» = (1 —+/5). Diagonalizando, obtemos
que P"'AP = D sendo P = ( ¢11 ¢12 ) e D = ( qgl 0 >7 logo, lembrando
P2
que ¢1 — ¢ = V5,
n __ np—1 __ ¢1 ¢2 (b? 0 ]'/\/g 7(;32/\/5 ) _
wmrrt = (0 ) (T ) (s wils ) -
_1< P ent wmw—w>)
VB Or =8 giga(e T — o) )

Deduzimos que
(aﬂ>:(11yxl>:1< P - ent wmg—wh)<l
F, 10 0 NG T — oy drda(dy —BTT) 0
- '1< P gt )
NG o1 — @3 ’
e obtemos a famosa formula, que vale para todo n > 0,

pooot—es 1 (a1 (vE-1)"
" gi—d2 VB 2 2 ‘

Seja entdo A = ( > O seu polindémio caracteristico ¢ P(\) = A2 — X —1 logo

Se trata de uma formula surprendente porque F;, é um nimero inteiro para todo
n, apesar do termo V5.

Exercicios.

(1) Para todo inteiro positivo n, calcule a poténcia n-esima das seguintes

matrizes.
0 1 1 1 1 1
A1_<1 0>7A2_<11)7A3_<0 2)7
2 1 1
A4_((1) })7145_ 01 0
0 1 0
(2) Defina Hy=0, Hy =1e H,+1 =3H,_1+2H,, paratodon > 1. Encontre

uma formula fechada para H,.

3.2. Uma estrutura triangular. Considere uma estrutura triangular e se-
jam z,y, z as temperaturas dos 3 lados. A cada novo dia, a temperatura de cada
lado fica igual a média aritmética da temperatura dos dois lados adjacentes. O que
acontece apés muito tempo?

As temperaturas dos lados podem ser representadas por meio de um vetor,
(x,y,2). Depois de um dia, o vetor das temperaturas fica igual a ((y + 2)/2, (x +
2)/2,(x +1y)/2). Isso pode ser representado por meio de uma transformagao linear
T :R? = R? dada por

x (y+2)/2 x 0 1/2 1/2
Tl v | =| (@+2)/2 |=A v |, A=11/2 0 1/2
2 (x+y)/2 2 1/2 1/2 0
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Diagonalizando A, obtemos que P~AP = D sendo

-1/2 0 0 -1 -1 1
D= 0o -1/2 0 |, P=( 0 1 1
0 0 1 1 0 1

E claro que apds n dias a temperatura dos trés lados é dada pelo vetor A™v, sendo
v o vetor das temperaturas iniciais. Temos

A" = (PDP YY" = pD"P!

-1 -1 1 (—1/2)" 0 0 ~1/3 -1/3 2/3
= 0o 1 1 0 (—1/2* 0 -1/3 2/3 -1/3
1 0 1 0 0 1 /3 1/3  1/3

Apds muitos dias, ou seja quando n — oo, temos que (—1/2)" — 0, logo o vetor
das temperaturas fica igual a

-1 -1 1 00 0 -1/3 -1/3  2/3 x
lim Av=| 0 1 1 00 0 -1/3  2/3 -1/3 y
e 1 0 1 001 /3 1/3  1/3 2
1/3 1/3 1/3 T (r+y+2)/3
= 1/3 1/3 1/3 y | =1 (@+y+2)/3
1/3 1/3 1/3 z (x+y+2)/3

Em outras palavras, apés muito tempo a temperatura de cada lado fica muito perto
da média aritmética entre as trés temperaturas iniciais.

Exercicio. Considere uma estrutura triangular cujos lados estao inicialmente
nas temperaturas x,y, z ¢ apos um dia a temperatura de um lado, seja ela z, fica
igual & média aritmética entre x e a média aritmética das temperaturas dos outros
dois lados y, z, ou seja fica igual a (z + (y + 2)/2)/2. O que acontece apds muito
tempo?

4. Resolugao dos exercicios

(1) (Livro 7.1(1,4)) Mostre que as seguintes transformagoes R? — R? nao so
lineares encontrando explicitamente um vetor v e um escalar A\ tais que

T (M) # AT (v).
T(a:,y):(m+1,y+1), T(x’y):(‘x|v|y|)

No primeiro caso podemos escolher v = (0,0), A = 0 obtendo T'(A\v) =
7(0,0) = (1,1) mas AT'(v) =0-(1,1) = (0,0). No segundo caso podemos
escolher v = (1,1), A = —1 obtendo T'(\v) = T(-1,—1) = (1,1) mas
AT (v) = (—=1)T(1,1) = (=1)(1,1) = (—1,—1).
(2) Encontre a matriz A da transformagao linear T : R? — R? tal que
T(1,0) = (2,3) e T(0,1) = (3,2).
A matriz de T é a matriz que tem como colunas T'(e1) e T(ez), ou

. 2 3
seja { 3 o |-

(3) Encontre a matriz A da transformagao linear T : R? — R? tal que
T(2,1) = (1,1) e T(1,1) = (0,1).
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A transformagao T tem a forma

x a b x
(5)-(0a) ()
T(2,1) = (1,1) significa 2a+b =1, 2c+d = 1, por outro lado T'(1,1) =

e
(0,1) significa a +b = 0, ¢+ d = 1. Resolvendo obtemos a =1, b = —1,
c=0,d=1, ou seja

T 1 -1 T
(3)=G 0D
(4) (Livro 7.1 (15)) Determine a dimensio de niicleo e imagem de T' : R® — R?
dada por

T x . 3z +y— 2z
Zz/ T\ SBx—y+22 )

Calcule também a matriz que representa 7.

Tx73x+y—2z731—2 v
g "\ -8z—y+2: )\ =3 -1 2 ZZ/

Como a matriz de T' é uma matriz 2 X 3 de posto 1, o nicleo de T tem
dimenséo 2 e a sua imagem (o espago-coluna da matriz) tem dimensao 1
(o posto da matriz).

(5) Determine a matriz que representa as seguintes transformagoes lineares
R3 — R3. Para cada transformacgio determine se é bijetora e determine
uma base do nucleo e da imagem da transformacio (ou seja, nicleo e
espago-coluna da matriz que representa a transformacao).

x xr+y x z x Y+ z
Tl Yy = y+Z ’ TQ Y xz ) T3 Y = 0
z T+ z z Y z r—vy
x x T rT+y+z x rT—Y—=z
Iyl y | =1 > ), |y |=|2z-ytz |, Te| v |= 2y
z Y z 2y z y+z
Resolugao.
T z+y 1 1 0 T
™l y = y+z = 0 1 1 Y
z T+ z 1 0 1 z

Como o determinante da matriz que representa T; vale 2 # 0 temos que
Ty é bijetora, ker(Ty) = {0} e Im(T}) = R3.

T z 0 0 1 T
ol y |=| 2 | = 1 0 0 Y
z Y 01 0 z
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Como o determinante da matriz que representa T vale 1 # 0 temos que
T, é bijetora, ker(Tz) = {0} e Im(T3) = R3.

T y+z 0 1 T
51 vy | = 0 =10 O Y
z T —y 1 -1 z

8
8
—_

<

|

8

|

—
SO S oo

I\
<
o

Im(

\_/\_/DOH
— oo YR 8 - N

—_
—_

rT+y+z
=l z—-—y+z | =

|
—_
—

-
@
=
s
Il
e L TN —
= o O
s
Il
— O~ ~ N R0
O =

z 2y 2 0 )
1 1 1
ker(T5) = 0 |1, Im(T5) = 1], -1
-1 0 2
T rT—y—2z2 1 -1 -1 T
Ts | v | = 2y =0 2 0 Y
z y+z 0 1 1 z

Como o determinante da matriz que representa Ty vale 2 # 0 temos que
Ts é bijetora, ker(Ts) = {0} e Im(T5) = R3.

. ~ . . 1 .
Considere a transformacio T : R? — R? cuja matriz é ( (1) 0 ), ou seja

a reflexdo pela reta y = z em R?. Quais sdao os vetores v € R? tais que

T(v) = —v? Quais sdo os vetores v € R? tais que T'(v) = v? O que
significa isso geometricamente?
Resolvendo T'(v) = —v obtemos
-r\ (01 z\ (v
-y )\ 10 y ]\ =z
ou seja —x = y e —y = x. Segue que os vetores v tais que T(v) = —v

s@o os vetores da forma (x,—x) com z € R qualquer, ou seja se trata do
espaco [(1,—1)] < R? gerado por (1,—1).
Resolvendo T'(v) = v obtemos

()= a)()-(2)

ou seja x =y e y = x. Segue que os vetores v tais que T(v) = v sdo os
vetores da forma (x,2) com z € R qualquer, ou seja se trata do espaco
[(1,1)] < R? gerado por (1,1).

Segue que os vetores da reta [(1,1)] sao fixados pela reflexao, sendo
[(1,1)] exatamente o eixo da reflexdo, e os vetores da reta [(1,—1)] sdo
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invertidos de sinal pela reflexao, sendo ortogonais ao eixo da reflexao:
(1, —1)] = [(1, )]

(7) Sejam v; = (1,1,0), va = (0,1,1), W := [v1,v2] < R3. Determine a
matriz A associada a transformacao linear T : R? — R? definida pelo fato
que T'(v) é exatamente a projecao ortogonal de v sobre W. Depois disso,
verifique que A2 = A, determine uma base de ker(T) e de Im(T') e observe
que ker(T) = W+ e Im(T) = W.

Seja B a matriz cujas colunas sao v; e vg, ou seja B =

O = =

0
1
1
A férmula da projecdo ortogonal sobre W de um vetor v € R? é T'(v

B(BTB)™'BTv e BB = ( f ; ) (BTB)"! = ( _21/;’3 _21/4)3))

Segue que T'(v) = Av sendo

10
T T 2/3  —1/3 110
A=BBIB)T B =11 (—1/3 2/3 01 1
0 1
_ 1(1) (2/3 1/3 —1/3)_1 ? ;_11
01 -1/3 1/3 2/3 s\ ;1 5
2 1 -1 1
ker(T)=ker [ 1 2 1 |= ~1 =W,
-1 1 2 1
2 1 1 0
Im(T) = 1|, | 2 = 1], |1 =W
-1 1 0 1

(8) Calcule a matriz A que representa a reflexao pela reta de equagao y = 2z
em R2. Calcule det(A) e verifique que A% = 1,.
A transformagio T pode ser definida da seguinte forma. Seja w =
(1,2) e seja W = [w] < R%. O espaco W é o espaco solucio de y = 2x em
R?. A projecio ortogonal de um generico v = (z,y) sobre W é dada por
P(v) = 22w, logo a componente ortogonal é v—P(v). A transformacao T
fixa a projecao ortogonal sobre W e troca de sinal a componente ortogonal,
em outras palavras

T(v) =T(v— P(v) + P(v)) = T(v = P(v)) + T(P(v))

— P(v) — v+ Plv) = 2P(0) — v = 22 Yy .

w - w

Usando as coordenadas, lembrando que v = (z,y) e w = (1,2), temos
r(®)_ 2@+2y) (1 [z )\ _( —3x/5+4y/5
y ) 5 2 y ) 4x/5+ 3y/5

(3% 52)(0)

Uma outra possibilidade para encontrar a expressao geral de T'(v) é
observar que o vetor (1,2) é fixado e (2,—1) é trocado de sinal, ou seja
() T(1,2) = (1,2) e T(2,—1) = (=2,1). Se T'(v) = Av para todo v € R?
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a o .
e as condicoes () podem ser escritas

b
d
a+2b=1,¢c+2d =2,2a—b= -2, 2c—d = 1. Resolvendo temos
2(1—2b) —b= —2ousejab=4/5 a=-3/5 2(2—2d) —d =1 ou seja
d=3/5, ¢c=4/5. Segue que

()= ().

O determinante da matriz A que representa T vale —9/5 —16/5 = —1 e
A? vale
5 _( —=3/5 4/5 -3/5 4/5\ (1 0

A _A'A_< 4/5 3/5)( 4/5 3/5)‘(0 1)'
Isso faz sentido pois A% = 1, significa que aplicar a reflexdo T duas vezes
é equivalente a nao fazer nada, o que geometricamente é coerente.
Descreva as transformacoes lineares R — R.

Sao representadas por uma matriz 1 X 1, ou seja sdo todas do tipo
T(v) = Av para um oportuno A € R.
Se v € R™ é um vetor fixado, a transformagdo T : R — R, T(z) =
v -z (produto escalar), é linear. Qual é a matriz que representa T7 A
transformagao T' é injetora? E sobrejetora?

A matriz A que representa T é v™, o vetor linha obtido transpondo
v. Como a matriz A tem formato 1 X n, segue que o seu posto é 0 ou 1.
O posto é 0 se e somente se v = 0, neste caso T é a transformagao linear
nula R™ — R, que leva todo mundo para 0. Obviamente, a transformacao
nula R™ — R n&o é injetora e nao é sobrejetora. Se v # 0 entdo T nao
é a transformacdo nula pois T'(v) = v-v # 0, e a matriz A tem posto
1, igual a dimensao do codominio de T', logo T' é sobrejetora. Como T é
injetora se e somente se 0 posto de A é igual a dimensao do dominio, que
é n, obtemos que se v # 0 entdo T é injetora se e somente se n = 1.
Diga se as seguintes transformacdes lineares 77 : R? — R3, T, : R® — R?,
Ts : R® — R? sdo injetoras e/ou sobrejetoras.

podemos escrever A =

<

T—y x _ x o
=\ z+y |, To| vy ::(x y—l—z)’Tg ::<x y—=2

T—Y—2z

2r + 2
Yy—x z

As matrizes que representam T, T5, T35 sao

1 -1
1 -1 1 1 -1 -1
w0 ) () (),

-1 1

A matriz A; tem posto 2, igual & dimensao do dominio de T3 e diferente
da dimensao do codominio de 77 (igual a 3) logo 77 é injetora mas nao é
sobrejetora. A matriz As tem posto 2, igual & dimensao do codominio de
T5 e diferente da dimensao do dominio de T (igual a 3) logo T é sobreje-
tora mas nao é injetora. A matriz A3 tem posto 1, diferente da dimensao
do dominio de T3 (igual a 3) e diferente da dimensao do codominio de T3
(igual a 2) logo T5 néo é injetora e nao é sobrejetora.

Uma transformacao linear 7' : R™ — R” é dita idempotente se T'(T'(v)) =
T'(v) para todo v € R™. Por exemplo, a projegao ortogonal sobre W < R™

).
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é idempotente (por qué?). Uma transformagao linear idempotente pode
ser bijetora?

A dnica transformacdo linear idempotente bijetora é a identidade.
De fato, escrevendo T'(v) = Av sendo A uma oportuna matriz n X n, a
condi¢do T(T'(v)) = T(v) para todo v € R™ significa que A%v = Av para
todo v € R", ou seja A2 = A. Se A é inversivel entdo podemos multiplicar
os dois membros de A2 = A & esquerda por A™! e obter 4 = 1,,.

(13) Uma transformacao linear T : R™ — R™ é dita involutéria se T'(T'(v)) = v
para todo v € R". Por exemplo, a reflexdo pela reta y = x em R? é
involutéria (por qué?). Mostre que uma transformacao linear involutéria
¢é necessariamente bijetora.

Escrevendo T'(v) = Av sendo A uma oportuna matriz nxn, a condi¢ao
T(T(v)) = v para todo v € R" significa que A?v = v para todo v € R,
ou seja A- A= A% =1,. Segue que A é inversivel (sendo A~! = A), ou
seja T é inversivel, logo T é bijetora.

(14) Para cada uma das seguintes matrizes A, diga se é diagonalizavel. Caso o
seja, encontre uma matriz inversivel P e uma matriz diagonal D tais que

P~1AP = D.
1 2 2 -1 3 1 -1 1
24 ) \o 3 )\ -15) \-11
-1 1 2 0 1 2 -4 -3 -3
1 -1 =2, (22 2], 5 4 3 |,
-3 1 4 2 1 0 1 1 2
0 -1 —1 2 1 2 4 1 2
1 2 1 |, 2 0 2 |, 2 2 2
1 1 2 —2 -1 -2 -2 -1 0
1 2

MATRIZ 1. A= ( 9 4

). O polinémio caracteristico é

PA()\):det< 1;A P ) S (1= A)(A— M) —4=22—BA = A(A—5).

Os autovalores sao A\; = 0 e Ao = 5. Sao distintos, logo A é diagonalizavel.
Os autoespagos sao

e (1 1)-[( 4]
mtta-st (32 )=[(1)].

Segue que P~'AP = D sendo

(A1) o-(32)

2

MATRIZ 2. A = ( 0

—1 s f
3 ) O polinémio caracteristico é

Pa()) det( SR ) — (2= N3 -,
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Os autovalores sdo A\; = 2 e Ao = 3. Séo distintos, logo A é diagonalizével.
Os autoespagos sao

V2ker(A2]12)ker<8 - ) _ [( (1) )]
V3:ker(A—3112):ker< _01 _01 > = [( _11 )}

Segue que P~1AP = D sendo

r=(o b))

3 1

MATRIZ 3. A= ( 1 5

). O polinémio caracteristico é

PA()\)_det< 3_‘3 1 > C (BN —A) 41 =228\ 416 = (A—4)2.

O tnico autovalor é A; = 4, tem multiplicidade algébrica 2: m,(4) = 2.
O seu autoespaco é

V4=ker(A—4112):ker( :1 }>: [( 1 )]’

segue que my(4) = dim(Vy) = 1 # mq(4) = 2, logo A ndo é diagonalizdvel.

MATRIZ 4. A = < -1l

11 > O polindmio caracteristico é

PA(A):det( _:A 11)\):(—1—)\)(1—)\)+1:)\2:()\—0)2.

O tnico autovalor é A; = 0, tem multiplicidade algébrica 2: m,(0) = 2.
O seu autoespago é

Vo=ker<A>:ker( i 1)2 K | ﬂ

segue que my(0) = dim(Vp) = 1 # m4(0) = 2, logo A nao é diagonalizdvel.

-1 1 2
MATRIZ 5. A= 1 -1 =2 ]. O polinémio caracteristico é
-3 1 4
—-1-A 1 2
Pa(X\) = det 1 -1-Xx =2
-3 1 4 — )\

=(1+N*4 =N +6+2—-6(1+X) —(4—-X)—2(1+N)
= (V422 +1)(@d - N —4-T7)

=4N N8N —2X 24— A —4 T

= -A2(\—2).
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Os autovalores sao Ay = 0 e g = 2, com my(0) =2 e my(2) =1. O
autoespago de 0 é

-1 1 2 1
Vo = ker(A) = ker 1 -1 =2 -1 ,
-3 1 4 1
segue que my(0) = dim(Vp) = 1 # 2 = m4(0), logo A ndo é diagonalizdvel.
01 2
MATRIZ 6. A= 2 2 2 |. O polinémio caracteristico é
2 10
-2 1 2
Pa(N\) = det 2 2—-X 2
2 1 -

=A2(2 =N 4+4+4 42—\ F20+2)
=AM\ =2\ —8) = - A\ +2)(\ — 4).

Os autovalores sao Ay = 0, Ao = —2 e A3 = 4, dois a dois distintos, logo
A é diagonalizdvel. Os autoespagos sao

01 2 1
Vo=ker(A)=ker [ 2 2 2 | = -2 ,
210 1
2 1 2 1
Voo=ker(A+213)=ker| 2 4 2 | = 0 ,
2 1 2 -1
-4 1 2 1
Vi=ker(A—4l3)=ker | 2 -2 2 = 2
2 1 —4 1
Segue que P~'AP = D sendo
1 1 1 0 0 O
p=| -2 0 2|, D=0 -2 0
1 -1 1 0 0 4
-4 -3 -3
MATRIZ 7. A= 5 4 3 . O polinémio caracteristico é
1 1 2
—4—-X =3 -3
Pa(X) = det 5 4—- X 3
1 1 2—A

(=4=2N)(A-N2-X)—-9-15+3(4—N) +15(2—-A)+3(4+ 1)
= —(4+N)(A\? — 61 +8) +30— 15X

= —4X* + 24\ — 32 — A + 67 — 8\ + 30 — 15\
=N =222 - A +2)=- A=)\ —-1)=-A=2)A+ 1) (A —1).
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Os autovalores sdo A\; = 2, Ao = —1, A3 = 1, dois a dois distintos, logo A
¢é diagonalizavel. Os autoespagos sao

6

Vo = ker(A — 213) = ker 5 -1 ,

-1

—5

_3 _ )
3 —3 — [/ 1 \]
V_1 =ker(A + 13) = ker 5 = -1 ,
_3 _
Vi = ker(A — 13) = ker

Segue que P~'AP = D sendo

1 1 0 2 0 0
P=( -1 -1 1 , D=0 -1 0
-1 0 -1 0 0 1
0 -1 -1
MATRIZ 8. A= 1 2 1 . O polinémio caracteristico é
1 1 2
- -1 -1

PaM)=det| 1 2-x 1
11 2-2A

=-A2-2N)?—-1-142-XA+2-X+)
=AM\ =4\ +4)+2-
=N =4 +50-2)=—-(A-1)2 (1A -2

Os autovalores sao A\; = 1, A2 = 2, e as multiplicidades algébricas sao
me (1) = 2, me(2) = 1. Os autoespagos sao

-1 -1 -1 1 1
Vi = ker(A — 13) = ker 1 1 1 = -1 1, 0 ,
1 1 1 0 -1
-2 -1 1
Vo = ker(A — 213) = ker 1 0 1
1 1 0
Segue que as multiplicidades geométricas s@o mgy(l) = 2 = ma(l) e
mg(2) =1 =mq(2), logo A é diagonalizavel. Temos P~'AP = D sendo
1 1 1 1 00
pPp=1 -1 0 -1, D=0 1 0
0o -1 -1 0 0 2
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2 1 2
MATRIZ 9. A= 2 0 2 . O polinémio caracteristico é
-2 -1 =2
2—X 1 2
Py(N) = det 2 -A 2

-2 -1 —2-)

=(2-N(=N(=2=X) —4—4—4X—2(=2—-XN)+2(2-))
=N+ 4N—8—4d\+4+2)\+4—2)\

=A%

O tnico autovalor é A; = 0, com m,(0) = 3, e o seu autoespago é

2 1 2 1
Vo = ker(A) = ker 2 0 2 = 0
2 1 -2 -1
Segue que my(0) = 1 # 3 = m,(0) logo A néo é diagonalizdvel.
4 1 2
MaTRrIZ 10. A = 2 2 2 |. O polinémio caracteristico é
-2 -1 0

4-x 1 2
PaM)=det| 2 2-X 2
—2 -1 -A

=@A-N2=A)(=A)—4—4+42-N)+22+2(4-))
=M@= 2A)A=2)—4A=2) = (A =2)(\? —4r +4) = — (A —2)}

O tnico autovalor é A\; = 2, com m,(2) = 3, e 0 seu autoespago é

2 1 2 1
Vo = ker(A — 213) = ker 2 0 2 = 0
-2 -1 =2 -1

Segue que my(2) =1 # 3 = m4(2) logo A néo é diagonalizdvel.
(15) Considere as transformagdes lineares 71,75 : R* — R? definidas por

T 20 — 2y + 2z T Y
vl y | =\ 22—2y+z2 |, To| vy | = -+ 2y
z 20 — 2y + 2 z —r+y+z
Para i = 1,2, determine a matriz A; associada a T; (ou seja tal que

Ti(v) = A;v para todo v € R?) e determine se A; é diagonalizdvel. Caso

0 seja, encontre uma matriz inversivel P; e uma matriz diagonal D; tais
que Pi_lAiPZ- =D,.

Primeira transformacao.

T 20 — 2y + z 2 -2 1 x
| vy = 20 — 2y + z = 2 -2 1
z 20 — 2y + z 2 -2 1 z
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O polinémio caracteristico é
2-X -2 1
Py, (A) = det 2 —2-A 1
2 -2 1-A
=2-XN(2-N1-N—-4—-4+22+N)+41-X)+2(2—-N)
=N —4)(1-A)+4—4A=X(1-]\).
Os autovalores sdo Ay = 0 e Ay = 1, com m4(0) = 2 e my(1l) = 1. Os
autoespagcos sao

2 =2 1 1 1
Vo=ker(4;)=ker | 2 -2 1 | = 1],
2 =21 0 —2
1 -2 1 1
Vi=ker(A; —13)=ker| 2 -3 1 | = 1
2 =2 0 1

Segue que my(0) =2 = mg(0) e my(1l) =1 = my(1), logo A; é diagona-
lizdvel. Temos P, YA, P, = Dy sendo

1 1 1 0 0 0
P=11 0 1], Di=| 0 0 0
0 -2 1 0 0 1
Segunda transformagao.
T Y 0 1 0 T
Tl y | = -+ 2y = -1 0 Y
z —rz+y+=z -1 1 1 z

O polinémio caracteristico é

A1 0
Pa(\)=det| -1 2—x 0
1 1 1-2A

=(1-NEA2- N+ =1 -\ =22+1)=—-(A—1)*

O tnico autovalor é A1 =1 com m,(1) = 3, o seu autoespago é

-1 1 0 1 0
‘/1 = ker(A2 — ]].3) = ker —1 1 0 = 1 s 0
-1 1 0 0 1

Segue que mgy(1) =2 # 3 =mq(1), logo Az nao é diagonalizdvel.

(16) Mostre que se W < R" e T : R® — R™ é a projecdo ortogonal sobre W,
entao T é diagonalizavel. Quais sao os seus autovalores? Diagonalize T
no caso particular W = [(1,0,—1),(1,2,1)] < R3.

Se 0 # w € W entdo T'(w) = w, logo w é autovetor com autovalor
associado igual a 1. Se 0 # v € W+ entdo T(v) = 0, logo v é autovetor
com autovalor associado igual a 0. Se B é uma base de W e B’ é uma base
de W+ entdo, sendo W N WL = {0} e dim(W) + dim(W+) = n, temos
que BU B’ é uma base de R™ e consiste de autovetores. Os autovalores
de T sao 0 e 1, como acabamos de ver.
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<

Vejamos o caso particular W = [v1,v9] sendo vy = (1,0, —1)

-1

A férmula da projecio ortogonal sobre W de um vetor v € R? é T(v)

B(BTB)"'BTve BTB = < 20 ), (BTB)™1 = < 1(/)2 1(/)6 ) Segue

2 =
1 1
(1,2,1). Seja B amatriz cujas colunas sao vy e v2, ou seja B = 0o 2 |.
1

0 6
que T'(v) = Av sendo

1 1
T 1/2 0 10 -1
A=BBTB)'BT=| 0 2 ( 0 16 )12 1
-1 1
11 2/3 1/3 —1/3
1 _
=s| 0 2 (i’g 13>: 13 2/3 1/3
11 ~1/3 1/3  2/3

O polinémio caracteristico é
Pa(A\) = (2/3 = \)® —2/27— (1/3)(2/3 — \)
= (1/27)(8 — 36\ 4 540% — 27\3) —2/27 —2/9 + \/3
=N =222+ )\ = -2\ -1~

Os autovalores sdao A1 = 0 e Ay = 1. Os autoespagos sao

2/3 1/3 —1/3 [/ 1
Vo=ker(A)=ker [ 1/3 2/3 1/3 | = -1 =wt,
-1/3 1/3 2/3 \ 1
-1/3 1/3 -1/3 [/ 1 1
Vi = ker(A — 13) = ker 1/3 -1/3 1/3 = 1], 0 =W.
-1/3 1/3 -1/3 0 —1

Segue que mq(0) = mg(0) =1 e mq(l) = mg(i) =2 e A é diagonalizdvel.
Temos entdo P~*AP = D sendo

1 1 1 00 0
p=(-11 0 |, D=|0 10
1 0 -1 00 1

(17) Diagonalize a reflexao pela reta y = 2z em R2.
Vimos que essa reflexdo tem matriz

a= (T

O seu polinémio caracteristico é
PN\ =(=3/5-MN)(3/5-X) —16/25=X2 —1=(A—=1)(A+1).

Os autovalores sao —1 e 1. O autoespaco de —1 é

V1 = ker(A + 1) :ker( i;g 3?? ) - K 2 )] .

O autoespago de 1 é

a3 4)=[(3)]



(19)
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Segue que

(20) (a2 -3

Observe que V; é exatamente o eixo da reflexao e V_1 = VlJ-.
Seja A uma matriz quadrada cujo polindémio caracteristico é Py(\) =
2 — A3, Mostre que A tem posto 3.

O grau do polinémio caracteristico de uma matriz n x n é igual a
n, logo no nosso caso A é uma matriz quadrada 3 x 3. Para mostrar
que A tem posto 3 basta entao mostrar que det(A) # 0. Mas o polinémio
caracteristico P4 (A) é, por defini¢do, P4 () := det(A—A13), em particular
P4(0) = det(A). No nosso caso Pa(A\) = 2 — A3, logo det(A4) = P4(0) =
2-03=2#0.
Dé um exemplo de transformagcao linear T tal que ker(T") = Im(T).

r(5)=( ) (3)=(3):
ker(T):Kéﬂzlm(T).

Considere T : R? — R? linear tal que T(T(v)) = v para todo v € R2.

Mostre que T é diagonalizavel.

Seja A = < (Z Z ) a matriz de T, assim T'(v) = Av para todo

v € R2. Como T(T(v)) = v para todo v € R?, temos que A% = 15, ou seja

(o 1)= (0 a)(ea)-(55 Wd)

ousejaa?+bc=1,bla+d) =0,cla+d) =0ecd+d*=1.

Sec=0entdao a®> =1 =d? logo a = +1 e d = +1. Neste caso, os
autovalores sdo exatamente a e d, e se sdo distintos entdao A é diagona-
lizdvel. Suponha agora que a = d, assim a + d = £2 logo b(a + d) = 0
implica que b = 0 e A é uma matriz diagonal, logo é diagonalizavel (toda
matriz diagonal é trivialmente diagonalizével).

Suponha agora que ¢ # 0. Segue que a+d = 0e a?—ac =1 = a®+bc,
logo (a + b)e = 0 ou seja b = —a. O polindmio caracteristico de A é

(a—=N(d—=X) —bc=—a®>—(a+dA+ I —bc=X-1=(\—-1)(A+1),

(21)

logo os autovalores sao distintos e A é diagonalizavel.
Considere T : R? — R? linear tal que T(T'(v)) = T'(v) para todo v € R?.
Mostre que T é diagonalizavel.

Seja A = ( Z Z ) a matriz de T, assim T'(v) = Av para todo

v € R%2. Como T(T(v)) = T(v) para todo v € R?, temos que A% = A, ou
seja

() =(e iy (e h)=( il ey,

ou seja a? +bc=a,bla+d) =b,cla+d) =cecd+d*=d.
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Se ¢ = 0 entdo d?> = d logo d = 0 ou d = 1. A mesma coisa vale para
a: a®> = alogoa =0 oua = 1. Os autovalores de A sio a e d, logo se
a # d entdo A é diagonalizdvel pois tem autovalores dois a dois distintos.
Agora suponha ¢ = d. Se a =0 entdo d =a =0, b = bla+ d) = 0 logo
A é a matriz nula, em particular diagonal, logo é diagonalizavel; se a = 1
entdiod =a=1,b="b(a+d) = 2blogo b =0 e A é a matriz identidade,
em particular A é diagonal.

Suponha agora que ¢ # 0. Segue que a +d = 1, logo ad = a(l —a) =
a — a? = be. O polinémio caracteristico de A é

(a=XN(d—=X) —bc=ad—XNa+d)+) > —bc=X - X=A\—-1),

logo os autovalores de A sao 0 e 1, distintos, logo A é diagonalizdvel.
(22) Diagonalize as seguintes matrizes.

11 1 1 20 1 1 -1

0o 2 11, 02 0], 1 1 1

0 0 3 0 2 1 -1 1 1
1 1 1

Primeira matriz. A= 0 2 1 |. O polinémio caracteristico é
0 0 3

Pa(\) = det(A — M

~—

=1-=-NM)2-XMB-X

logo os autovalores de A sdo 1,2,3. Como as multiplicidades algébricas
sao todas iguais a 1, a matriz é diagonalizavel. Os autoespagos sao

011 1
Vi=ker(A—13)=ker| 0 1 1 | = 0 ,
0 0 2 0
-1 1 1 1
Vo = ker(A — 213) = ker 0 01 |= 1 ,
0 0 1 0
-2 1 1 1
V3 = ker(A — 313) = ker 0 -1 1 |= 1
0O 0 0 1
Segue que P~1AP = D sendo
1 11 1 00
P=101 1], D=0 2 0
0 01 0 0 3
1 20
Segunda matriz. A= 0 2 0 |]. O polindémio caracteristico é
0 2 1
Pa()\) = det(A — M3) = (1 - A)?*(2-)),
logo os autovalores sdo 1,2 e mq(1) = 2, mq(2) = 1. Os autoespagos sao
0 2 0 1 0
Vi=ker(A—13)=ker| 0 1 0 | = 0 1],{ 0 ;
0 2 0 0 1
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-1 2 0 2
Vo = ker(A — 213) = ker 0 0 O = 1
0 2 -1 2
Segue que P~1AP = D sendo
1 0 2 1 0
P=| 0 0 1 |, D= 010
0 1 2 0 2
1 1 -1
Terceira matriz. A = 1 1 1 . O polinémio caracteristico
-1 1 1
é
1—A 1 -1

Pa(\) =det(A—Ms)=det | 1 1-X 1
~1 1 1-2A

=(1-XN?=2-31-A)=1-3XA+3\2-X3-5+3)\
=N =32 4+4)=- DA+ DN -4 +4)=- A+ 1)(A-2)%

logo os autovalores sao —1,2 e mqy(—1) = 1, m4(2) = 2. Os autoespagos

sao
2
V_1 =ker(A+ 13) = ker 1
-1
-1 1 - 1 0
Vo = ker(A — 213) = ker 1 -1 1 = 11,11
-1 1 -1 0 1
Segue que as multiplicidades geométricas sdo mg(—1) = 1 = my(—1) e
mg(2) =2 =my(2), logo A é diagonalizével. Temos P~*AP = D sendo
1 10 -1 0 0
P= -1 1 1], D= 0 20
1 01 0 0 2
(23) Encontre os valores de h para os quais as seguintes matrizes sao diagona-
lizaveis.
9 1 1 h h 2h 1-h —h
N 0 2 h |, h 1 —h
0 0 h 2h—1 1—-h 1—-h
Na terceira matriz pode usar o fato que um autovalor é h.

2 h
0 2
P4(\) = (2 — N2, logo o tnico autovalor é 2, e my(2) = 2. A sua
multiplicidade geométrica é

my(2) = dim (ker(A — 21)) = dim (ker( o )) —o_p,

0 h
0 0
se h # 0, ou seja my(2) =2se h =0 e my(2) =1 se h # 0. Segue que

Primeira matriz. A = ( ) O polinémio caracteristico é

sendo r o posto da matriz .Eclaroquer=0se h=0er=1
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mg(2) = my(2) se e somente se h = 0, ou seja A é diagonalizdvel se e
somente se h = 0.

1 h h
Segunda matriz. A= | 0 2 A |. O polindbmio caracteristico
0 0 h

é Pgs(A) = (1 — A)(2 — A)(h — A), logo os autovalores sdo 1,2,h. Se
h # 1,2 entdo os trés autovalores tém multiplicidade algébrica 1 e A é
diagonalizavel. Precisamos estudar os casos h=1e h = 2.

Se h = 1 entdao Pa(\) = (1 — X)?(2 — ) logo os autovalores sao 1,2
e mg(l) = 2, me(2) = 1. Como 1 < my(2) < my(2) = 1, segue que
mg(2) = mq(2) = 1. A multiplicidade geométrica de 1 é

0 1 1
mg(1) = dim (ker(A — 13)) =dim | ker | 0 1 1 =2,
0 0 O

logo mgy(1) =2 =mg(1) e A é diagonalizavel.
Se h = 2 entdao P4(\) = (1 — A\)(2 — \)? logo os autovalores sdo 1,2 e
me(1) =1, me(2) = 2. A multiplicidade geométrica de 2 vale

2 2
mg(2) = dim (ker(A — 213)) = dim | ker 0 0 2 =1,
00

logo my4(2) =1 # 2 = m4(2) e A néo é diagonalizdvel.
Em conclusao, A é diagonalizavel se e somente se h # 2.
2h 1-h —h
Terceira matriz. A = h 1 —h . O polinémio
2h—1 1—h 1-h
caracteristico é

2h—X\ 1—h ~h
P4(A) = det(A — Al3) = det h 1—-A —h
2h—1 1—h 1—h—2\
=2h =M1 =XN)(1—=h=X) —h(1l=h)(2h—1)—h*(1—h)
+h(2h —1)(1 = A) = h(1 = h)(1 —h — A) + h(1 — h)(2h — \)
=N+ (h+2)A2+ (=2h— DA+ h.

Sabendo que h é autovalor, deduzimos que P4(h) = 0 (isso foi dado como
dica) e efetuando a divisdo com resto de P4()) por A — h obtemos que

Pa\) = —(A = h)(A2 = 2X+1) = —(A— h)(A — 1)%

Segue que os dois autovalores de A sdo 1 e h. Suponha h # 1, assim
os autovalores sdo distintos com multiplicidades m,(h) = 1, mq,(1) = 2.
Como 1 < mgy(h) < mg(h) = 1 temos que mgy(h) = 1 = mq(h) logo A
¢ diagonalizavel se e somente se mgy(1) = m4(1), em outras palavras se e
somente se my(1) = 2. A multiplicidade geométrica de 1 vale

mg(1) = dim (ker(A — 13)) =3 —r



(24)

(25)

(26)
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sendo r o posto da matriz

9h—1 1—h —h
B=A-1;= h 0 —h
o2h—1 1—h —h

Precisamos encontrar os valores de h tais que 3 —r = 2, ou seja os valores
de h tais que B tem posto r = 1. Se isso acontece, entao as colunas de B
sao proporcionais, e olhando as tltimas duas colunas de B, ¢é claro que isso
s6 pode acontecer se for h = 0 (lembrando que estamos supondo h # 1).
Por outro lado, se h = 0, entao B tem posto 1. Deduzimos que, se h # 1,
entao A é diagonalizdvel se e somente se h = 0.

Precisamos estudar agora o caso h = 1. Neste caso, o polinomio carac-
terfstico é —(A—1)3, logo 1 é o tinico autovalor de A e a sua multiplicidade
algébrica vale 3. A sua multiplicidade geométrica vale

1 0 -1
mg(1) = dim(ker(A —13)) =dim [ker [ 1 0 -1 =2.
1 0 —1

Segue que se h =1 entédo my(1) = 2 # 3 = m,(1) logo A nao é diagona-
lizével.

Em conclusao, A é diagonalizavel se e somente se h = 0.
Se A e B sao matrizes linha-equivalentes, elas tém necessariamente os

mesmos autovalores?
1 1

1

1 0 0
equivalentes pois B é obtida a partir de A fazendo II-I. Por outro lado,
elas ndo tém os mesmos autovalores pois os autovalores de A séo 0,2 e os
autovalores de B sao 0, 1.

Se A é uma matriz diagonalizdvel e B é uma matriz linha-equivalente a

B, entao B é necessariamente diagonalizavel?

1 0 1 1

0 1 ) B={01

equivalentes pois A é obtida a partir de B fazendo I-II. Por outro lado, A

é diagonalizdvel (sendo diagonal) mas B nao é diagonalizdvel pois o seu

unico autovalor é 1 e mq(1) =2, mgy(1) = 1.

Se A e B sao matrizes diagonalizdveis do mesmo tamanho, A + B é ne-

cessariamente diagonalizavel? E AB é necessariamente diagonalizavel?
Nao, por exemplo

(o) (53)=(o1)
(LGS0

Mostre que se a matriz diagonalizavel A tem polinémio caracteristico A™
entdo A é a matriz nula.

Existem P inversivel e D diagonal tais que P"'AP = D, pois A
é diagonalizavel. Os elementos diagonais de D sdo os autovalores de A.

Como o polindmio caracteristico de A é A™ = (A—0)", o tinico autovalor de
A é 0, ou seja os elementos diagonais de D sdo nulos, ou seja D é a matriz

~ . 1 -
Nao, por exemplo sejam A = 1) B = , sao linha-

Nao, por exemplo sejam A = , sao linha-
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nula: D = 0. Segue que P"'AP = D = 0 e multiplicando a esquerda por
P e a direita por P~ ambos os lados obtemos A = P -0- P~ = 0.
(28) E verdade que toda matriz inversivel é diagonalizdvel? E verdade que
toda matriz diagonalizdvel é inversivel?
Nao, por exemplo

1 1\,. , < 5 .
° 0 1 )¢ inversivel e nao diagonalizavel,

0 01, .. . < . ,
*{ oo )¢ diagonalizavel e nao inversivel.

(29) Para todo inteiro positivo n, calcule a poténcia n-esima das seguintes
matrizes.

0 1 1 1 1 1
A1:<1 0); A2:<1 1)7 ASZ(O 2)7

o A (1) ) Diagonalizando, temos PflAlPl = Dy com P, =

-1 1 -1 0
< 1>eD1 0 1),logo
n “1\n noo— 1/ -1 1 ™ 0 -2 2
Alz(PlDlpll) :P1D1P11:2< 1 1><(0) 1n>( 2 2>
L (=" 1 -2 2\ _1/ (=n)"+1 (-1t 41
T2 (=) 1 2 2 ) 2\ (=)t +1 (=141 )¢
Em outras palavras, A" = A se n é impar e A™ = 1, se A é par,

tratando-se de uma reflexao.

11
s Ad={

-1 1 0 0
%( 1 1)eD2:<0 2),logo
AT — (PyDyPy YY" = PyDEP — -1 1 0 0 —1/2 1/2
L e e U R | 0 2» /2 1/2
(0 2 -1/2 1/2\ _ [ 2n7t ontd
—\lo 2v /2 172 )\ 2nt onet )¢
11
'A3:<o 2
1 10
( 1>6D3—(0 2>710g0
n 1 I 11 1™ 0 1 -1
ABZ(P3D3P31) :P3D3P31:(0 1><0 2n><0 1)
1
0

(23)( )~

(0
A1

. Diagonalizando, temos P, YAoPy = Dy com Py =

. Diagonalizando, temos Py YA3P; = Dy com Py =
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Nao é diagonalizavel. Por outro lado, fazendo

1 1
0 1
A? = ( (1) ? ), A3 = ( (1) :1& >, percebemos que é provavel que
1

seja A} = ( 0 Tll ) Isso pode ser mostrado formalmente utilizando

o principio de indugao matematica: supondo que seja verdadeiro para
n, mostraremos que vale para n + 1, da seguinte forma:

1 n 1 n+1
n+1l _ AT — —
at=acar=(o 1) (o 1)=(0 1Y)

1
0
0

2 1
o Ay = 0 1 . Diagonalizando, temos P A5P5 D5 com
0 1
—1 -2 1 0 0 O
Py = 1 0 eDs=| 0 1 0 |, logo
2 1 0 0 0 2
-1 -2 1 0 0 O 0 —-1/2
AP = (PsDsPs )" =PsDiPs = 0 1 0 0 1" 0 0 1
2 1 0 0o o 27 1 3/2
0o -2 2" 0 —-1/2 1/2 2” L_g on-t
=10 1 0 0 1 0
0 1 0 1 3/2 1/2 ( 0

(

(30) Defina Hy =0, Hy =1e H,+1 = 3H,_1+2H,, paratodon > 1. Encontre
uma formula fechada para H,.

(

1

T4

Hn+1
Hy

H,.
H,

Seja entdao A = <
-1

sendo P = (

2
1
3
1
A" = PD"P~! = ( - )

v (2 3 H, \ (2 3\ ([ Ho1\ _
L1 0 H,, ) \10 H, > ) '
(2 3\"(H \_(2 3\"[1

L1 0 Hy )" \1 0 0 )"
g ) Diagonalizando A, obtemos que P~'AP = D
) eD= ( g ), logo

v ) (T 1)

(o %f>(]1?>i(éiﬁifz G

Deduzimos que

>:

(23) (3) = (o ey (3)

()

1/2

1/2

).
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e obtemos a formula fechada, que vale para todo n > 0,
1 .

(31) Considere uma estrutura triangular cujos lados estéo inicialmente nas tem-
peraturas x,y, z e apés um dia a temperatura de um lado, seja ela x, fica
igual & média aritmética entre x e a média aritmética das temperaturas
dos outros dois lados y, z, ou seja fica igual a (x + (y + 2)/2)/2. O que
acontece apds muito tempo?

As temperaturas dos lados podem ser representadas por meio de um
vetor, (z,y,z). Depois de um dia, o vetor das temperaturas fica igual a
(x+ (y+2)/2)/2,(y + (x + 2)/2)/2, (2 + (x + y)/2)/2). Isso pode ser
representado por meio de uma transformacdo linear 7 : R?* — R? dada

H, =

por
x z/2+y/4+z/4 x 1/2 1/4 1/4
Tl y | =\ z/4+y/2+z/4 | =A vy |, A= 1/4 1/2 1/4
z z/d+y/4+2/2 z 1/4 1/4 1/2
Diagonalizando A, obtemos que P~'!AP = D sendo

1/4 0 0 -1 -1 1

D= 0 1/4 0 |, p=( 0 1 1

0 0 1 1 0 1

E claro que apds n dias a temperatura dos trés lados é dada pelo vetor
A™v, sendo v o vetor das temperaturas iniciais. Temos

A" = (PDP YY" = pp"pP~!

-1 -1 1 (/9™ 0 0 ~1/3 —-1/3 2/3
=l 0o 1 1 0 (1/49™ o ~1/3 2/3 -1/3
1 0 1 0 0 1 /3 1/3  1/3

Apés muitos dias, ou seja quando n — oo, temos que (1/4)™ — 0, logo o
vetor das temperaturas fica igual a

-1 -1 1 00 0 -1/3 -1/3  2/3 x
lim Av=|[ 0 1 1 00 0 -1/3  2/3 -1/3 y
e 1 0 1 001 /3 1/3  1/3 2
1/3 1/3 1/3 T (x4+y+2)/3
= 1/3 1/3 1/3 y |=| (@+y+2)/3
1/3 1/3 1/3 z (x+y+2)/3

Em outras palavras, apds muito tempo a temperatura de cada lado fica
muito perto da média aritmética entre as trés temperaturas iniciais.



