Prova 2 Tema A Gabarito IAL Turma 5 18/08/2022

Sejam
1 3 3 1
v = —1 , U2 = 2 , U3 = 7 , Vg = 1
-1 1 5 -2
Cada item vale 1 ponto.
1. Calcule v1 + vy + v3.
1 3 3 1+3+3 7
V1 +v2+v3 = -1 + 2 + 7 = —14+24+7 = 8
-1 1 5 —1+1+5 5

2. Mostre que {v1,v2,v3} ndo é uma base de R3. {v1,v2,v3} ndo é uma base
de R? porque o determinante da matriz A cujas colunas sdo vi,va, vz é
igual a zero:

1 3 3
det| -1 2 7 | =10-21-346+4+15—-7=0.
-1 1 5

Calculei o determinante usando a regra de Sarrus para matrizes 3 x 3.

3. Calcule a dimensao de [v1, vy, v3]. A dimensédo de [v1, v, v3] é 0 posto da
matriz A do item anterior,

1 3 3 3

13 ws (1303 1 3 3
127 |2 los w0501 |5 012
115 )" o a4 g8 )40 1 2 00 0
Segue que dim([vy, ve, v3]) = 2 pois tem 2 elementos lideres.

4. Encontre uma base de [1)2,1)4}L < R3. Um vetor (z1,x2,x3) pertence a
[112,1)4]l se e somente se é ortogonal a vs e a vy, ou seja o seu produto
escalar com vy e vy € 0, ou seja

31+ 2x9+23=0
Ty + 19— 223 =0

Fazendo a primeira linha menos a segunda multiplicada por 3 temos —zs+
Trs = 0 e fazendo x3 = t temos xo = Tt e x1 = 2t — Tt = —5t, ou seja
(71,22, 73) = (—5t,7t,t) = t(—5,7,1). Segue que uma base de [vq, vy]* é

{(-5,7,1)}.

5. Encontre uma base ortogonal de [va,v4]. Usando o algoritmo de Gram-
Schmidt temos u; = vy e

_ uy-vg o 3 ! 3 (3 1 >
Ug = Vg — Ul = Vg——Vg = 1 - 2 = — 8
w1 - UL 14 9 14 1 14 _31



10.

[\

Uma base ortogonal de [vg,v4] é {u1, 1dus} =

. Encontre um sistema linear homogéneo cujo espago-solucao é [v, va]. & =

(w1, 72, 23)T pertence a [v1,vs] se e somente se x é combinagao linear de
v1, Vg, OU seja v1,v2,x sao l.d., ou seja o determinante cujas colunas sao
v1, U9, T € igual a zero, ou seja

1 3 Tq
0 = det -1 2 x = 2x3—3x9—x1+2x1+3x3—T2 = 1 —4x2+523,

ou seja [v1,v2] é o espago-solucao da equagdo x; — 4xo + bxg = 0.

. E possivel escrever vz como combinagao linear de vy e v2? Sim, porque

v1, Vg sa0 Li. e vy, v9,v3 880 l.d., pois o determinante da matriz A do item
2 é igual a zero. Explicitamente, podemos resolver o sistema Azx = 0 a
partir da matriz escalonada no item 3 obtendo z3 = t, xo = —2t, 1 =
—3xz9 — 3t = 6t — 3t = 3t, e pondo t = 1 obtemos a solugao nao trivial
(21,29, 23) = (3,—2,1). Em outras palavras 3v; — 2vus + v3 = 0, ou seja
vy = —3v1 + 209.

. Calcule det(ATA), sendo A a matriz 3 x 3 cujas colunas sdo vq,vq,v3

(nesta ordem). A e AT sio matrizes quadradas e vimos no item 2 que
det(A) = 0, logo det(AT A) = det(AT) - det(A) = det(AT) -0 = 0.

Calcule a projecao ortogonal de vs sobre [v1]. Seja A a matriz cuja tnica
coluna é vy, entdo a projecio ortogonal é p = A(AT A)~1 AT w3, ou seja

1 3 1 -3
p=| -1 |(3)(1 -1 =1)f 7 |==3[-1]= 3
-1 ) -1 3
h 1 h
Calcule o posto de 1 h 1 para todo h € R. Escalonando,
h 1 h
h 1 h 1 h 1 1 h 1
1 h 1 S a1 | Lo 1-n2 0
h1 h )™ N0 0 o0 0o 0 0

A primeira linha é sempre nao nula, logo o posto de A é sempre maior ou
igual a 1. Se 1 — h%2 = 0, ou seja h = +1, entdo a segunda linha é nula
logo o posto é 1. Por outro lado se 1 — h? # 0, ou seja h # +1, entdo na
segunda linha aparece um elemento lider, logo o posto é 2.
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Sejam
1 3 3 1
v = -1 , Uy = 2 , U3 = 7 , Vg = 1
—2 -2 2 -3
Cada item vale 1 ponto.

1. Calcule vy + vy + v3.

1 3 3 1+3+3 7
’l}1+’l}2+’U3 = —1 + 2 =+ 7 = —1—|—2+7 = 8
-2 -2 2 —2—-2+2 —2

2. Mostre que {v1,v2,v3} ndo é uma base de R3. {v1,v9,v3} ndo é uma base
de R? porque o determinante da matriz A cujas colunas sdo vi,va, vz é
igual a zero:

1 3 3
det| —1 2 7 | =4—-42+6+12+6+14=0.
-2 =2 2
Calculei o determinante usando a regra de Sarrus para matrizes 3 x 3.

3. Calcule a dimensao de [v1, v, v3]. A dimensao de [vy, va,v3] é 0 posto da
matriz A do item anterior,

1 3 3 1 3 s 1 3 3 1 3

-1 2 7| los1w0|S]o12 |01

—2 —2 2 )M o4 8 )40 1 2 0 0
Segue que dim([v1,ve, v3]) = 2 pois tem 2 elementos lideres.

4. Encontre uma base de [vg,v4]t < R3. Um vetor (zy, 2, 23) pertence a
[v2,v4]1 se e somente se é ortogonal a vy e a vy, ou seja o seu produto
escalar com vy e vy € 0, ou seja

3r1 4+ 229 — 223 =0
1+ 2o —3x3=0
Fazendo a primeira linha menos a segunda multiplicada por 3 temos —zs+
Trz = 0 e fazendo x3 = t temos zo = Tt e x1 = 3t — 7t = —4t, ou seja
(w1, 22, 73) = (—4t,7t,t) = t(—4,7,1). Segue que uma base de [vq, v4]* é
{(_47 77 1)}
5. Encontre uma base ortogonal de [v1,v2]. Usando o algoritmo de Gram-

Schmidt temos u; = vy e

Up - V2

Uy = V2 — V1 = 2 —

5
vz =02 Uy - Up 6 _9 6 _9 6 _9

SN W



10.

1 13
Uma base ortogonal de [v1, vs] é {uy,6us} = -1 1, 17
-2 -2

Encontre um sistema linear homogéneo cujo espago-solugio é [vq, va]. © =
(w1, 72, 23)T pertence a [v1,vs] se e somente se x é combinagao linear de
v1, Vg, OU seja v1,v2,x sao l.d., ou seja o determinante cujas colunas sao
v1, U9, T € igual a zero, ou seja

1 3 T
0 = det -1 2 x5 = 2x3—6x2+2x1+4x1+3x3+2x2 = 621 —429+bx3,
-2 =2 I3

ou seja [v1,v2] é o espago-solugao da equagio 6x1 — 4xo + 5z = 0.

B possivel escrever vz como combinacao linear de vy e v? Sim, porque
v1, Vg S0 Li. e vy, v9,v3 880 l.d., pois o determinante da matriz A do item
2 é igual a zero. Explicitamente, podemos resolver o sistema Azx = 0 a
partir da matriz escalonada no item 3 obtendo z3 = t, x3 = —2t, 1 =
—3xz9 — 3t = 6t — 3t = 3t, e pondo t = 1 obtemos a solugao nao trivial
(21,29, 23) = (3,—2,1). Em outras palavras 3v; — 2vs + v3 = 0, ou seja
vy = —3v1 + 209.

Calcule det(ATA), sendo A a matriz 3 x 3 cujas colunas sdo vq,vq,v3
(nesta ordem). A e AT sdo matrizes quadradas e vimos no item 2 que
det(A) = 0, logo det(AT A) = det(AT) - det(A) = det(AT) -0 = 0.

Calcule a projecao ortogonal de vs sobre [v1]. Seja A a matriz cuja tnica
coluna é vy, entdo a projecio ortogonal é p = A(AT A)~1 AT w3, ou seja

1 3 g f 1 —4/3
p=1| -1 |(%)(1 -1 =2)( 7 =5 -1 | = 4/3
-2 2 -2 8/3
h 1 h
Calcule o posto de 1 h 1 para todo h € R. Escalonando,
h 1 h
h 1 h 1 h 1 1 h 1
TR I = S T e o B Y S
h1 h )™ o 0 o0 0o 0 0

A primeira linha é sempre nao nula, logo o posto de A é sempre maior ou
igual a 1. Se 1 — h%2 = 0, ou seja h = +1, entdo a segunda linha é nula
logo o posto é 1. Por outro lado se 1 — h? # 0, ou seja h # +1, entdo na
segunda linha aparece um elemento lider, logo o posto é 2.



