Resolugao segunda prova de dlgebra 1 (Turma B) semestre 2017-1.

1. Seja C39 = (x) o grupo ciclico de ordem 30. calcule a ordem de z2°.

Temos o(x?°) = 30/M DC(25,30) = 30/5 = 6.

2. Conte os elementos de ordem 12 no grupo ciclico Csg.

Como 12 néo divide 30 = |Csp|, C3p nao contem elementos de ordem 12.

3. Seja i a unidade imagindria em C. Calcule a ordem multiplicativa do
elemento (i — 1)/v/2.

Seja z = (i — 1)/v/2. Temos 22 = —i logo 2% = (22)* = 1 daf o(z) divide
8. Sendo 22 = —i # 1 e 2* = (22)2 = (—i)? = —1 # 1 obtemos o(z) = 8.

4. Seja G = U(Z/10Z) o grupo das classes médulo 10 que admitem inverso
multiplicativo. Diga se G é ciclico.

G =U(Z/10Z) = {1,3,7,9}. G tem ordem 4 e 32 =9 # 1, logo o(3) =
4 = |G| e isso implica que G ¢ ciclico, G = (3).

5. Conte os subgrupos de U(Z/10Z).

Pelo item anterior U(Z/10Z) é ciclico de ordem 4 logo o nimero de sub-
grupos dele é igual ao nimero de divisores de 4, ou seja 3 (os divisores de
45801, 2e4).

6. Sejam G = Cj o grupo ciclico de ordem 10, H = {g* : g € G} o conjunto
dos elementos da forma g? onde g € G. Calcule |H|.

Escrevendo G = Cyg = (z) = {1,z,2% 23, 2% 2° 2%, 27,28 2°} temos
6

H = {1222, 2% 26,28 210 212 214 216 218} = {1 22 2%, 25 28} (sendo
210 =1, 212 =22 21 =24, 216 =25, 218 = 2%) logo |H| = 5.



7. Seja G = {(x,y) € R? : x # 0} com a operacio seguinte.

10.

(x,y) * (z,w) := (xz, 2w + y2).

Mostre que G com a operagao definida acima é um grupo.

Propriedade associativa:

(z,y) * ((z,w) * (u,t)) = (z,y) * (zu, 2t + wu) = (zzu, x(zt + wu) + yzu)
((z,y) * (z,w)) * (u, t) = (zz, 2w + yz) x (u, t) = (zzu, xzt + (2w + yz)u)
sao iguais.

Elemento neutro: (1,0), de fato (z,y) * (1,0) = (21,20 + y1) = (z,y) e
(1,0) x (z,y) = (1z, ly + 0z) = (z,y).

Inverso: (z,y) * (z,w) = (1,0) significa (xz,zw + yz) = (1,0) logo basta
escolher 2 = 1/x e w = —yz/x. Ou seja (z,y)"* = (1/z, —y/2?).

Seja G o grupo definido no item anterior. Mostre que H = {(z,y) € G :
x = 1} é um subgrupo de G.

(1,0) € H escolhendo y = 0. O inverso de (1,y) é (1, —y) logo pertence a
H. Se (1,y),(1,w) € H entao (1,y) x (1,w) = (1,y + w) € H.

Seja G um grupo finito e seja D o conjunto dos elementos de ordem 2 em
G. Mostre que D # () se e somente se |G| é par.

Dica: considere os conjuntos {g,¢~ '} onde g € G e lembre-se que se
[ j 9.9 g g

tem ordem 2 entdao g~ = g.]

Se D # () entao G contem elementos de ordem 2, logo 2 divide |G| (teorema
de Lagrange) logo |G| é par. Se |G| é par considere os conjuntos X, =
{g9,97'}. Se por contradicao G nio contem elementos de ordem 2 entdo
|Xy| = 2 para todo g # 1, e sendo G a uniao disjunta {1} UUJ,,cq Xq
obtemos que |G| — 1 é par, uma contradicao.

Seja G um grupo ciclico e sejam A, B, C subgrupos de G com A # G,
B#GeC #G. Mostre que AUBUC # G.

Sendo G ciclico, admite um gerador, G = (). Se fosse AUBUC =G
entdo x pertenceria a um entre A, B, C (por definigdo de unido, sendo
x € G). Por exemplo suponha z € A (os outros dois casos sdo analogos).
Entao 2™ € A para todo m € Z (porque A é um subgrupo de G) logo
() € A mas sendo (x) = G isso implica G = A, uma contradicdo.



