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O objetivo principal destas notas é detalhar os conceitos basicos de Algebra Homologica
sobre anéis comutativos e consequéntemente obter alguns resultados fundamentais de anéis
regulares e médulos Cohen-Macaulay. Para estudar alguns tipos de anéis o0 médulos é
necesdrio ter um pouco de connhecimento bésico de dlgebra homolégica, como por exem-
plo médulos projetivos, injetivos e planos, resolucdes injetivas e projetivas, propriedades
de funtores, funtores derivados a direita e a esquerda e complexo de Koszul.
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1.1

Algebra homoldgica é o ramo da matemética que estuda os métodos da homologia e
da cohomologia em um contexto geral, conceitos esses que se originaram na topologia
algébrica.

Teorias cohomoldgicas t€m sido definidas para muitos objetos diferentes como espacos
topoldgicos, feixes, grupos, anéis, modulos e outras teorias. O estudo da geometria
algébrica moderna, por exemplo, seria praticamente impensavel sem a cohomologia de
feixes.

Uma nocgao central na dlgebra homoldgica € a de sequéncia exata, que podem ser usadas
para calculos. Uma ferramenta cldssica da dlgebra homoldégica € o de funtor derivado cujos
exemplos mais basicos sdo Ext e Tor. Assumiremos a partir daqui, prévios conhecimentos
sobre a teoria de anéis.

Lembrando alguns conceitos bdsicos

Definicdo 1.1.1 Seja R um anel comutaivo com elemento identidade 1. Dizemos que M é
um R-médulo se (M,+) é um grupo abeliano, dotado de uma multiplicagdo por escalar

RxM—M

(r,m) — rm

tal que, para quaisquer r,s € R e m,n € M, as seguintes propriedades sejam verificadas:
1. (r+s)m=rm+sm
2. r(m+n)=rm+rn
3. (rs)m=r(sm)
4. Im=m

No que segue estudaremos sempre R-mddulos sobre anéis comutativos com elemento
identidade. Afim de ndo haver perigo de confusdo, usaremos simplesmente a expressao
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R-moédulo. Da mesma forma, um anel deve ser entendido como um anel com elemento
identidade, salvo meng¢ao contrério.

Exemplo 1.1.2 O grupo trivial {0}, o anel R e todo ideal / de R sdo claros exemplos de
R-modulos.

Exemplo 1.1.3 Sejam K um corpo, V um K-espacgo vetorial e T : V — V um operador
linear. Dado um polindmio p(X) € K[X] da forma p(X) = ap+ a1 X + ... + a,X", indi-
caremos por p(T) o operador linear p(T) = apl +a;T + ... +a,T", onde I é o operador
identidade em Ve TK =T o...oT. Entio V é um K[X]- médulo em relacio a adigio usual
k

de V e a multiplicac@o por escalar dada por p(X).v:= p(T)(v).

Exemplo 1.1.4 Sejam My,...,M, A-moédulos e M = M; X ... X M, o produto cartesiano
usual. Observe que as operacdes

(m1,...,m;)+ (n1,...,n;) = (my+ny,...,m-+n;)

a(my,...,m;) = (amy,...,am,),
para todo m;,n; € M; e para todo a € A, definem em M uma estrutura de A-médulo.

Exemplo 1.1.5 Seja M um R-mdédulo entdo:
. (VmeM)Om=0.
2. (VreR)r0=0.
3. VreR)(VmeM) r(—m)= (—r)m= —rm.
Exemplo 1.1.6 Todo grupo abeliano G pode ser considerado como um modulo sobre o

anel dos inteiros Z. De fato, basta considerar, para todo n € Z e todo a € G, a seguinte
multiplicacdo por escalar:

a+---+a, se n>0

——

nvezes
n-a= 0 se n=0
(—a)+---+(—a) se n<O.

fnGGFZGS

Definicao 1.1.7 Um R-moédulo F € dito um mdédulo livre se F = &;R;, onde R; = R. Em
outras palavras, F' € livre se F' possui uma base.

Observe que qualquer espacgo vetorial V sobre um corpo € livre. De fato, escolha uma
base {v;}ic; de V. Entdo V = @vik = k.

Definicdo 1.1.8 Seja M é um R-mddulo.
(i) Dizemos que {x;}cs, com x; € M, gera M se todo elemento x € M pode ser escrito

na forma
X = Zrixi
i

onde r; € R e exceto um conjunto finito dos r; s@o ndo nulos. Um R-mddulo M € dito
finitamente gerado se o conjunto de indices / € finito, isto &, existe xy,...,x; € M tal
que

M=Arxi+ - +nrnxric R} =Rx;+- + xR =< x1,...,X% >.
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(i) Dizemos que M € um moédulo R-finitamente apresentado ou um R-médulo com
apresentacdo finita se existirem inteiros n,m € N e uma sequéncia exata

RP™ — RY" s M — 0.

Informalmente, M é um R-mddulo finitamente apresentado se e somente se for
finitamente gerado e o mddulo de relacdes entre esses geradores também for finita-
mente gerado. A escolha de uma sequéncia exata, como na definicdo, ¢ chamada
apresentacdo de M.

Observacdo 1.1.9 Seja M um R-médulo com um conjunto de geradores {x;};c;. Con-
sidere agora F = @;R;, onde R; = R e os elementos ¢; = (0,0,...,1,0,...) € F, onde 1
esta na i-ésima coordenada. Note que existe um homomorfismo natural F — M tal que
e; — x;. Assim o mapa
(ri,r,...,) —>Zr,~x,- eEM.
4

€ sobrejetivo e esta bem definido desde que F € livre.

O fato de que todo espago vetorial (mddulo sobre um corpo) admite uma base € um
dos objetos mais importantes e frutiferos na teoria de Algebra linear. Quando pensamos na
extensao do conceito de espaco vetorial ( ou seja os R-mddulos) isto ndo necessariamente
acontece para o caso de mddulos definidos sobre anéis arbitrarios. Somente para o caso
de mdédulos livres é possivel determinar uma base. Para médulos que ndo sejam livres, €
conhecido que ainda conseguimos decompd-los em somas diretas de submédulos ciclicos.
Geralmente, temos que considerar um sistema minimo de geradores em vez de uma base
(onde “minimo” significa que nenhum subconjunto prépio gera o modulo). Isto € ilustrado
no seguinte exemplo simples.

Exemplo 1.1.10 Considere R = C|x,y,z] o anel de polindmios e seja M = (xy,xz) o R-
modulo. Sabemos que M € finitamente gerado por m; = xy e my = xz. Desde que nds
temos a relacao

zmy — ymy = z(xy) — y(xz) = 0.

Portanto {m,m;} ndo é uma base. Pode ser mostrado que M ndo tem base.

Conceitos basicos de dalgebra homolégica

Para a sequéncia deste este livro, salvo mencao contrdria, consideraremos os anéis citados
como comutativos e com unidade 1 £ 0. Vamos agora introduzir as principais ferramentas
que serdo utilizadas para a sequéncia. A primeira delas o conceito de funtor.

Funtores

A teoria de funtores € uma importante ferramenta de conexao entre muitas sub-areas da
matematica, tais como dlgebra comutativa, geometria algébrica e topologia dlgebrica. Por
meio dos funtores, informacgdes sdo passadas entre categorias respeitando algumas "boas"
propriedades.

Antes disso, precisamos falar sobre o conjunto de homomorfismos de médulos, que
€ definido da seguinte forma: seja R um anel comutativo e sejam M e N dois R-md6dulos.
Denotamos por Homg(M,N) como o conjunto de todos os homomorfismos 4 : M — N de



16 Chapter 1. Um pouco de digebra homolégica

R-mddulos. Sabemos que Homg(M,N) carrega uma estrutura natural de R-mdédulo com
as seguintes operacgdes: sejam h,¢ € Homg(M,N) e a € R. Entdo para todo m € M, temos
que

(h+£)(m) := h(m) +£(m)
(ah)(m) := ah(m).

Definicdo 1.2.1 (Funtor covariante) Seja R’ um outro anel. Um funtor aditivo (co-

variante da categoria) de R-mddulos para (a categoria de) R’-médulos € entendido como
sendo
h S (h)
§=5(e): (M N) ~ (5) " 5(V)),
o qual, cada R-médulo M é levado a um R’-médulo F(M) e cada R-homomorfismo /4 :
M — N é levado a um R’-homomorfismo §(h) : §(M) — §(N) tal que valem as seguintes
propriedades:
1. §(idy) = idg (s, para cada R-médulo M;
2. §(loh)=3F()oF(h),onde h € Homg(M,N) e ¢ € Homg(N, P);
3. §(l+h)=F () +35(h), onde £,h € Homg(M,N).

De forma anédloga, podemos introduzir a seguinte definicao.

Definicdo 1.2.2 (Funtor contravariante) Seja R’ um outro anel. Um funtor aditivo
(contravariante da categoria) de R-mdédulos para (a categoria de) R’-médulos € entendido
como sendo
§=5(0): (M 5 V) (F(N) T 5(00)),

o qual, cada R-médulo M € associado a um R’-médulo F(M) e para cada R-homomorfismo
h:M — N é associado a um R’-homomorfismo F(4) : F(N) — F(M) tal que valem as
seguintes propriedades:

1. §(idy) = idg (s, para cada R-médulo M;

2. §(loh)=F(h)oF(¢), onde h € Homg(M,N) e ¢ € Homg(N, P);

3. §(l+h)=F () +35(h), onde £,h € Homg(M,N).

Exemplo 1.2.3 (Funtor identidade) O funtor

Id(h
1d =Td(e) : (M 5 N) ~ (0" N,

o qual, cada R-médulo M é levado a um R-médulo Id (M) = M e cada R-homomorfismo

h:M — N € levado a um homomorfismo & : M — N de R-mé6dulos é chamado funtor

identidade. Note que este funtor leva a categoria de R-mddulos e R-homomorfismos para

ela mesma.

Exemplo 1.2.4 (Funtor localizaciao) Seja S C R um conjunto multiplicativamente fechado

de R e seja g : R — S™'R 0 homomorfismo candnico definido por x — £ - para todo x € R

e qualquer s € S. O funtor

S~ (h
_(> )

ST =5"(e): (ML N~ (s7'M° =" SN,

o qual, cada R-médulo M é levado a um S~'R-médulo S~'M e cada R-homomorfismo
h:M — N élevado a um S~ ! R-homomorfismo S~ 14 : S~'M — S~IN, de S~ R-médulos,
¢ chamado funtor localizacdo. Observe que este funtor leva a categoria de R-mddulos para
a categoria de S~!'R-médulos.
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Exemplo 1.2.5 (Funtor contravariante Homg(—, X)) Seja X um R-mdédulo fixo. Entdo,
Homg(—,X) é um funtor da categoria de R-mdédulos para a categoria de R-médulos, dado
por:

Homg(—,X) = Homg(e,X) : (M £5 N) ~ (Homg(N,X) & Homg (M, X)),

o qual, cada R-mé6dulo M é levado a um R-médulo Homg(M, X)) e cada R-homomorfismo
f:M — N élevado a um R-homomorfismo Homg(f,X) : M — X, onde Homg(f,X) :=
ho f, para todo h € Homg (N, X).

Exemplo 1.2.6 (Funtor covariante Homg(X,—)) Seja X um R-mddulo fixo. Entdo,
Homg (X, —) é um funtor da categoria de R-mddulos para a categoria de R-mddulos, dado
por:

Homg (X, —) = Homg(X, ) : (M L N) ~ (Homg(X, M) L5 Homg(X,N)),

o qual, cada R-mddulo M é levado a um R-médulo Homg (X, M) e cada R-homomorfismo
f:M — N élevado a um R-homomorfismo Homg(X, f) : X — N, onde Homg (X, f) :=
foh, paratodo h € Homg(X,M).

Sequéncias exatas

Agora, vamos definir uma das principais ferramentas para a sequéncia deste livro.

Definicao 1.2.7 Uma sequéncia M, i> M 2 M, de R-médulos e R-homomorfismos é
dita ser exata em M se Im(f) = Ker(g). Por sua vez, a sequéncia da forma

St My S My I My = -

¢ dita exata se € exata em M,,, para cada n € Z.
Uma sequéncia da forma

re0— M s M My =0

que é exata em M, M e M, é chamada de sequéncia exata curta.

Observe que se r: 0 — M i> M5 M, — 0 éuma sequéncia exata curta, entdo segue
que f € injetora e g € sobrejetora. Por sua vez, note que se N € um submdédulo de M, entdo

a sequéncia 0 — N — M 5Mm /N — 0 é uma sequéncia exata curta, onde i € a aplica¢do de
inclusdo (a qual é uma injecdo) e & € aplicacdo projecdo natural (a qual € uma sobrejecdo).

Para um homomorfismo de R-médulos f : M — N, existem as seguintes sequéncias
exatas candnicas curtas, as quais usualmente sdo utilizadas na literatura:

0— Ker(f) =M — f(M) -0, e

0— f(M) — N — Coker(f) :=N/Im(f) — 0.
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Definicdo 1.2.8 Sejam R e S anéis. Dizemos que o funtor § : Mg — Mg € exato a esquerda
se

0 300) % 300 59 3(m,)

€ uma sequéncia exata de S-mddulos, sempre que 0 — M, i> MM, é sequéncia exata
de R-médulos.
Da mesma forma, se

s " 300 %8 3(m) — 0

€ uma sequéncia exata de S-modulos, para cada M, i> MM, —0 sequéncia exata de
R-moédulos, entdo § é chamado de funtor exato a direita.
Se § for um funtor exato a esquerda e a direita, entdo § € chamado de funtor exato.

Definicdo 1.2.9 Dizemos que uma sequéncia exata M l) M — 0 cinde se existe um
R-homomorfismo j : M — M tal que fo j=Idy.

Analogamente, a sequéncia exata 0 — M, i> M cinde se existe um R-homomorfismo
J:M — M tal que jo f =Idy,.

Em ambos os casos, j € chamado de cisao sobrejetiva e injetiva de f respeitvamente
ou simplesmente cisdo de f.

(prop1) - . f . L ,
Proposicdo 1.2.10 Se a sequéncia exata 0 — M — M cinde, entdo M = Im(f) & Ker(f"),

onde f’ é a cisdo de f.

Demonstragdo. Se x € M, entdo f'(x) € M; e assim f(f'(x)) € M. Se z=x— f(f'(x)),

entao:
@) = fF-Fffx))
= g’(x)—f’(x)

onde a segunda igualdade segue pelo fato que f’o f =Idy,. Assim, z € Ker(f') e x =
f(f'(x))+z€Im(f)+Ker(f'). Portanto, M = Im(f) + Ker(f"). Desta forma, ¢ suficiente
provar que Im(f) NKer(f') = 0. De fato, Se y € Im(f) NKer(f’), entdo y = f(x) para
algum x € My, e assim 0 = f'(y) = f/(f(x)) = x. Portanto, segue que y = f(0) =0 e com
isso temos o resultado. |

(cindeepi) Proposicdo 1.2.11 Se a sequéncia exata M < M, — 0 cinde, entdo M = Im(g') @ Ker(g),

onde g’ é a cisdo de g.

Demontragdo. A demonstracdo € similar a prova da Proposicao 1.2.10. |

Um pergunta natural que surge € a seguinte: se 0 — M, i> M 5 M, — 0 é uma
sequéncia exata curta de R-mdédulos e R-homomorfismos, e se f cinde, entdo serd que g
cinde ? A reciproca também € verdadereira?

Estas perguntas dao origem a seguinte definicao.

Definicao 1.2.12 Seja § : 0 — M, i> M3 M, — 0 uma sequéncia exata curta de R-
modulos e R-homomorfismos, dizemos que S cinde a esquerda, se f cinde. Analogamente,
dizemos que S cinde a direita, se g cinde.
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Proposicdo 1.2.13 Uma sequéncia exata curta de R-moédulos e R-homomorfismos cinde
a esquerda se, e somente se, cinde a direita.

Demonstragdo. Suponhamos que S : 0 — M i) M % M> — 0 é uma sequéncia exata
curta de R-médulos e R-homomorfismos que cinde a esquerda. Assim, seja f/: M — M
uma aplicacao cisdo para f, ou seja, f/ é tal que f'o f = Idy,. Entdo, pela Proposicdo
1.2.10, temos que M = Im(f) & Ker(f").

Além disso, observe que

Entdo x — f(f’(x)) € Ker(f’), para cadax € M.

Agora, defina g’ : M, — M por g'(y) =x— f(f'(x)), onde x € M e é tal que g(x) = y.
Tal x existe pelo fato que g € sobrejetiva.

Demonstremos que g’ estd bem definida. De fato, suponhamos que x' € M € tal que
g(x') =y. Assim x —x’ € Ker(f) = Im(f), e entdo

(= f(f' () - =F(f' () = (=)= (F(f'(x) = F(fK)))
= (x=x) = f(f'(x—=¥)) € Ker(f') NIm(f).

Pela Proposigdo 1.2.10, temos que Ker(f) NIm(f) = {0}. Logo g’ estd bem definida.
Desta forma,

g(g'(y) =glx—f(f'(x)) =g(x) =».

Segue que S cinde a direita. A reciproca € similar. [

Exemplo 1.2.14 Nem toda sequéncia exata cinde. Por exemplo, a sequéncia exata de
Z-mbdulos
0—Zyp —>7Z4—7Zp—0

ndo cinde. De fato, como Zy # Z, & Z,, entdo pelo Execicio 8 abaixo, a sequéncia exata
ndo cinde.

COLOCAR AQUI PROPRIEDEADES RESPEITO A ESTA SEcAo

Exercicios

1. Seja M um moddulo livre de de posto finito » sobre um, dominio de ideal R (DIP).

Mostre que todo submédulo de M € um R-médulo livre de posto no maximo r.

2. Sejam N,M,P trés R-mddulos tal que N =M & P. Entdo a sequéncia 0 — M i>

N £ P — 0 de R-médulos, onde f(m) =m+0e g(m+ p) = p, é exata e cinde.

3. Sejam M e N R-médulos com M livre e X = {x;};c; uma R-base de M. Dada uma
funcdo f: X — N, mostre que existe um Unico R-homomorfismo f: M — N que
estende f.

4. Considere L,M,N R-médulos, f: M — N um R-epimorfismo e g : L — N um R-
homomorfismo. Se L € livre, mostre que existe um R-homomorfismo g : L — M tal

quegof=g.
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5.
6.
(imagfree) 7
(CindeT)
9.
10.

Seja0 —- M —f> NP 0uma sequénca exata de R-mddulos. Mostre que se P é

livre entdo a sequéncia cinde.
Seja f : M — L um R-epimorfismo. Mostre que se L é livre entdo M = Ker(f) P L.

. Mostre que todo R-mdédulo é uma imagem homomorfica de um R-mdédulo livre.

. Mostre que se S : 0 — M, i> M3 M, — 0 é uma sequéncia exata curta de R-

modulos e R-homomorfismos, entdo S cinde se, e somente se, uma das trés condicoes
equivalentes ocorre:

(a). Im(f) é um somando direto de M;

(b). Im(g) é um somando direto de M;

(). M=M;dM,.

(Lema dos cinco curto) Seja

O — M — M — M, —0
*1 Pl v

O — N — N — N —0

um diagrama comutativo com linhas exatas de R-mddulos e R-homomorfismos.
Prove que cada uma das seguintes afirmagdes ocorre.

(a) Se a e Y sdo injetvos, entdo B € injetivo;

(b) Se a e ¥ sdo sobrejetivos, entdo B é sobrejetivo;

) M=M,M,.
(Lema dos cinco longo) Seja

M — M, — M3 — My — M;
“l Pl Tl o “l

NN — N — N3 — Ny —>N5

um diagrama comutativo com linhas exatas de R-moédulos e R-homomorfismos.
Prove que cada uma das seguintes afirmacdes ocorre:

(a). Se a é sobrejetivo, 3 € § sdo injetivos, entad Y € injetivo;

(b). Se € é injetivo, B e & s@o sobrejetivos, entdo € y é sobrejetivo;

(c). Se a, 3,9 e € sdo isomorfismos, entao ¥ € um isomorfismo.

1.3 Os funtores Homg(—,—) € ®

Vamos agora investigar dois importantes bifuntores os quais sdo aditivos em cada varidvel.
Estes funtores exercem um papel importante na dlgebra homoldgica, geometria algébrica e
algebra comutativa. No restante do texto, vamos adotar a seguintes notagao,

Mg = {conjunto de R—mdbdulos},

e além disso, Hom e @) sao definidos por:

HomR(—, —) :Mp x Mg — Mp

—®R—ZMR><MR—>MR

respectivamente.
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1.3.1 Propriedades do funtor Hom

Vimos nos exemplos 1.2.5 e 1.2.6 que para qualquer R-médulo fixo X, Homg (X, —) define
um funtor covariante e Hom(—, X ) um funtor contravariante.
Seja f : M — N uma aplicacdo R-linear, entdo o funtor covariante

Homg (X, —) : Mg — Mg

¢ tal que

Homg (X, f) = fi : Homg(X,M) — Homg(X,N),

onde fi(h) = foh.
Para o funtor contravariante

HOII]R(—,X) :Mp — My
¢ tal que

Homg(f,X) = f* : Homg(N,X) — Homg(M, X),
onde f*(h) =ho f.

Assim, se M, i> VN M, é uma sequéncia exata de R-modulos e R-homomorfismos,
entdo, para qualquer R-médulo X, temos

Homg (X, M) £> Homg (X, M) & Homg(X,M,) e

Homg(M>,X) £ Homg (M, X) I Homg (M1, X)

que sdo sequéncias de R-modulos e R-homomorfismos.

Desta forma surge a seguinte pergunta natural: estes funtores preservam sequencias
exatas curtas de R-moédulos? Os proximos resultados nos dardo respostas sobre esta
pergunta.

{exachom) proposicdo 1.3.1 Para qualquer R-médulo X, Homg(—, X) and Homg(X, —) sdo funtores
exatos a esquerda em Mg.

Demonstracdo. Seja0— M, i) M S M, uma sequéncia exata de R-mddulos, mostraremos
que

0 — Homg(X, M) 25 Homg(X, M) %5 Homg (X, M>)

€ exata.

E facil ver que f, and g, sdo homomorfismos, entdo primeiro demonstremos que f, ¢
injetivo. Se h € Homg (X, M) tal que fi(h) =0, entdo foh = 0. Segue que f(h(x)) =0
para todo x € X, isto implica que A(x) = 0 para cada x € X, desde que f ¢ injetivo. Agora,
seja h € Im(f,). Entdo existe /' € Homg(X, M) tal que h = f.(h'). Isto nos fornece que
g«(h) = g.(fu (W) = g(f(H')) =0, desde que go f = 0. Portanto, i € Ker(g.) e assim
Im(f) € Ker(g-).

Finalmente, se i € Ker(g,), entao g(h) = g.(h) = 0. Segue, se x € X, entdo g(h(x)) =0
e assim A1(x) € Ker(g) =Im(f). Como f € injetora, existe um tnico elemento y € M tal que
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f(y) = h(x). Desta forma h"” € Homg(X,M;) e f(h"(x)) = f(y) = h(x). Assim, f.(h") =
h € Im(f) e temos Ker(g,) C Im(f;). Portanto Im( f,.) = Ker(g.) e disto podemos concluir
que o funtor Homg (X, —) é exato a esquerda. A prova do outro funtor é semelhante. W

Em geral, o bi funtor Homg(—, —) em geral ndo é exato. A seguir daremos um exemplo
que comprova este fato.

Exemplo 1.3.2 Considere a seguinte sequéncia exata: 0 — 7Z L z Ze — 0 onde
f(x) =6xparatodox € Z e n : Z — Zg. Mostraremos que o funtor Homz(—, Z¢) ndo é
exato a direita.

Pela Proposicao 1.3.1, temos a seguinte sequéncia exata

0— Homz(Z(,,Z6) 77_; HomZ(Z,Z6) f—*> HomZ(Z,Z6).

Se ¢ € Homy,(Z,Zg) e x € Z, entdo f*(g(x)) = (go f)(x) = g(6x) = 6g(x) = 0 para todo
x € Z. Assim f*(g) =0 e entdo f* = 0. Mas, Homz(Z,Z¢) # 0. Portanto, f* nao pode
ser sobrejetiva. Consequentemente, Homy,(—, Z¢) ndo é exata a direita.

Da mesma forma prova-se que Homyz(Z¢, —) ndo € exato a direita.

(homcinde) Lo f g , . )
Proposicdo 1.3.3 Se 0 — M| — M = M, — 0 € uma sequéncia exata curta de R-modulos

e R-homorfirmos que cinde, entdo para qualquer R-médulo X,
(2) 0 — Homg(M>,X) % Homg(M,X) L Homg(M;,X) — 0,

(b) 0— Homg(X,M;) £5 Homg (X, M) £ Homg(X, Ms) — 0,
sdo sequéncias exatas de R-moédulos e R-homomorfismos que cindem.

Demonstra¢do. Demonstraremos (a) e (b) deixamos como exrecicio. Pela Proposi¢do
1.3.1

0 — Homg(M>,X) % Homg(M,X) £ Homg(M;,X)
¢ exata, e assim sO precisamos mostrar que f* é sobrejetora e que um dos f* and g*
tem uma aplicagdo cisdo. Desde que 0 — M| i> M 5 M, — 0 é uma sequéncia exata
curta que cinde, existe uma aplicagdo R-linear f’ : M — M, tal que f’o f = idy,. Se
h € Homg(M;,X), entdo ho f' € Homg(M,X) e f*(h(f")) = h(f'(f)) = h, e com isto f*
€ sobrejetora.

Finalmente, se ' : M — M, é uma aplicagdo cisdo para f, entdo f™* : Homg(M;,X) —
Homg(M,X). Logo, se h € Homg(M1,X), entdo f*(f"*(h)) = f*(ho f') =hoflof =h.
Consequentemente, f*o f* = idyomg (M, x)- Isto demonstra que f™* é a aplicacdo cisdo
para f*. Portanto,

0 — Homg(M>,X) & Homg(M,X) & Homg(M;,X) — 0

¢ uma sequéncia exata curta cisdo de R-modulos.

1.3.2 Funtor produto tensorial

A seguir veremos facilmente que para qualquer R-mdédulo fixo X, o funtor produto tensorial
— Qg X é um funtor covariante. Lembremos que este funtor é definido por (— @z X)(M) =
MRrX.
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Seja f : M — N uma aplicag@o R-linear (¢ um R-homomorfismo); desta forma, o funtor

—QprX :Mp — Mp

¢ tal que

(—rX)(f) = f®idy : MQrX — N X,

Similarmente definamos o funtor X ®p —.
Assim, se M, i> J VN M, é uma sequéncia exata de R-mdédulos e R-homomorfismos,

entdo para qualquer R-médulo X temos que

M @ X O M @p X S5 M 2R X

X ®Qr M, idx—>®fX®RMidX—>®gX®RM2

sdo sequéncias de R-mddulos e R-homomorfismos. Observe que, se R é um anel comutativo,
as duas sequéncias acima descritas sdo iguais, ou seja, neste caso temos que o produto
tensorial € comutativo.

Sera que este funtores preservam sequéncias exatas curtas de R-médulos?

1.3.3 Propriedades de — @, X

(1-3-3) Com o intuito de responder a pergunta anteiror, comeg¢amos aqui com o seguinte resultado.

?(exactor)? Lo f g , N . ~
Proposicdo 1.3.4 Se My — M — M, — 0 € uma sequéncia exata de R-mddulos, entdao

para qualquer R-mddulo X a sequéncia de R-mdédulos

M2 X T M @rX SO My 0pX — 0

¢ uma sequéncia exata.

Demonstra¢do. Para demonstrar a proposicdo € suficiente mostrar que Im(f ® idy) =
Ker(g ®idy) e que g ®idy é um R-homomorfismo sobrejetivo. Como g e idx sdo sobreje-
toras, facilmente provamos que g ® idy € tambem sobrejetora. Observe que go f = 0 nos
fornece Im(f ®idy) C Ker(g ®idy), e deste modo existe uma aplica¢do induzida

h: (M@RX)/Im(f®1dx) — M QrX,

tal que
h(y@x+Im(f®idx)) = g(y) ®x.

Consequentemente, temos o seguinte diagrama comutativo, onde a primeira linha € exata a
direita.

®id .
My 0 X 2% MerX ——~ (MopX)/Im(f ®idy) —— 0

®id
8 X j /

My, ®rX
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Agora definamos a aplicagdo R-bilinear p : M, xg X — (M ®g X)/Im(f ® idy) como
p(z,x) =y®x+Im(f®idx), onde y € M, tal que g(y) = z. Mostremos que esta aplicagdo
estd bem definida. Se y' € M € outro elemento tal que g(y') = z, entdo y —y' € Ker(g) =
Im(f). Sejau € M tal que f(u) =y—y'. Entdo (fQidy)(u®x) = f(u) @x=(y—y) ®x,
e assim (y—y) ®x € Im(f ®idy). Portanto, y@x+Im(f ®idy) =y @ x + Im(f ®idy),
o qual demonstra que p estd bem definida. Pela defini¢do de p, existe um homomorfismo

h:Mry®rX — (M®gX)/Im(f ®idy)

de R-mdédulos tal que

h(z@x) =yRx+Im(f ®idy)

onde tomamos y € M tal forma que g(z) = y, e com isto facilmente demonstramos que 1 =
h=1. Assim, h é um isomorfismo. Agora pelo teorema do isomorfismo (M ®g X) /Ker(g ®
idy) = M, ®g X. Consequentemente, (M ®r X ) /Ker(g®idy) = (M ®gX)/Im(f ®idy) e
portanto, Ker(f ®idx) = Im(f ® idy ), como queriamos demonstrar. |

Exemplo 1.3.5 (O funtor Tor nio é exato i esquerda). A sequéncia 0 — Z — Q LN
Q/Z — 0 é uma sequéncia exata curta, onde i € a injecdo candnica e 1 é a aplicacdo natural
(projecao candnica). Além disso, a sequéncia

i®id ;
0—Z®grZsg I—>ZG Q®z Zsg n%x @/(Z@ZZ(g) —0

¢ exata. Mas, i ®idz, ndo € uma aplicag¢do injetiva. Certamente, Q ®z, Ze = 0 pois, para
qualquer 5 ® [n] € Q®g Zg, temos que

p 4 p
—®Inl=—®6[n==—0=0.
Cal=L o6k =C

Mas, Z &7 Ze # 0, € assim i ® idz, ndo pode ser injetiva. Consequentemente, o funtor Tor
nao € exato a esquerda.

COLOCAR AQUI PROPRIEDEADES RESPEITO A ESTA SEcAo

A seguir apresentaremos um resultado muito conhecido dentro da teoria de funtores.

Teorema 1.3.6 (Féormula de Adjunc¢io). Sejam R e S anéis comutativos com unidade,
A um R-médulo, B um (R, S)-bimddulo e C um S-médulo. Entdo existe um isomorfismo
natural

Homg(A ®g B,C) = Homg (A, Homg(B,C)).

Proof. Defina

Ta,B,c : Homg(A ® B,C) — Homg(A,Homg(B,C))
f=tapc(f)

Tac(f) : A — Homg(B,C)
a— Tapc(f)a
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TA7B7C(f)a :B—~C
b— f(a®grbD).

Primeiramente, mostraremos que T4 gc € um homomorfismo de grupos. Para isso,
sejam f,g € Homg(A®gB,C),a € Ae b € B. Assim

Tasc(f+8)a(b) = (f +8)(a®rD)
= f(a®rb)+g(a®rb)
= Ta,8,C(f)a(b) +Ta5c(8)a(b)-
Agora, mostraremos que T4 g ¢ ¢ injetiva. Considere f € Homg(A ®g B,C) tal que

Ta.8,c(f) = 0. Entao
Tac(f)a=0,Va €A,

logo
TA,B,C(f)a(b) =0,Vb € B,

ou seja,
fla®rb) =0,Ya € A,NYb € B

e portanto concluimos que f = 0.

Na sequéncia, vamos mostrar que 74 ¢ € sobrejetiva. Para tanto, considere F €
Homg(A,Homg(B,C)) e defina f : A x B— C por f(a,b) = F,(b). Note que f ¢é biaditiva,
isto é, se aj,ar € A e by,by € B, entdo

flair+ax,b1 +by) = Fyy 0, (b1 +b2)
= a1+az(bl) +Fa1+az(b2)
= Fa1<b1) +Faz(b1) +Fa1(b2) +Faz(b2)-

Assim, pela propriedade universal do produto tensorial, temos que existe um R-

homomorfismo f: A®grB — Ctal que f(a®grb) = f(a,b) = F,(b), portanto F = 74 . c(f).

Por fim, note que os isomorfismos T cumprem o axioma de naturalidade, isto é, que os
diagramas abaixo comutam.

Homg(A ®z B,C) —2<; Homp(A, Homg(B,C))

ontd| all
Tyt
Homg(A’ @ B,C) —== Hompg(A’,Hom(B,C))

Homg(A ®z B,C) —2<; Homp(A, Homg(B,C))

(IdA®Rg)*T g*T

Ty g/
Homg(A ®g B',C) ——5 Hompg(A, Homy(B',C))
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Homg(A ®g B,C) BUEEN Homg(A,Homg(B,C))

J» [

%

Homg(A ®g B,C') —=5 Homyg(A,Homg(B,C'))

(lemal8) Lema 1.3.7 Sejam R um anel comutativo com unidade, / um ideal de R e M um R-mddulo.

Entao
(R/I) Qg M =M /IM.

Proof. Sejam j:I— Re p:R— R/I ainclusio e a projecdo candnica, respectivamente.
Entdo temos a seguinte sequéncia exata de R-modulos

0 N N P R/I > 0.

Pela exatiddo a direita do funtor — ®g M e pela injetividade de j, temos que a sequéncia
de R-mddulos abaixo € exata

j d, d,
0 —— 10pM 28 Ropm PHW RitorM —— 0.

Dos isomorfismos I Qg M = IM e R®@r M = M, temos que existem mapas & e k tais
que a sequéncia de R-mdédulos abaixo € exata

h k

0 > IM > M > RITQpM —— 0.

Portanto, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos que

M/IM = R/I &g M.

(temmal?) Lema 1.3.8 Sejam R um anel comutativo com unidade, / e J ideais de R. Entdo:

(R/T) @r (R/J) = R/(I+J).
Proof. Esse resultado é uma consequéncia imediata do lema anterior, pois

(R/1) @& (R/T) = (R/)/(I(R/]))
(R/T)/((IR+T)/T)
~R/(IR+J)
=R/(I+J).
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Exemplo 1.3.9 Sejam m,n € N. Se d = mdc(m, n), entdo:
Homy(Z/mZ,Z/nZ) = 7./ dZ.

Vamos agora mostrar este isomorfismo. Considere o mapa L : Hom,(Z/mZ,7/nZ) —
Z/dZ dada para f € Homy,(Z/mZ,7Z/nZ), tal que f(1+mZ) = k+ nZ, por

L(f) = k+dZ.

Para mostrar que L é um Z-homomorfismo sejam a,b € Ze f,g € Homy, (Z/mZ,7/nZ)
tais que f(1+mZ) =k+nZ e g(1+mZ) =1+ nZ. Entdo

L(af+bg) = (af +bg)(1+mZ)
=af(l1+mZ)+bg(1+mZ)
=a(k+nZ)+b(l+nZ)
=aL(f)+bL(g).

Agora note que sendo Z/mZ ciclico, temos que qualquer Z-homomorfismo de Z/mZ
em Z/nZ é unicamente determinado pela imagem de 1+ mZ. Desta maneira, se f,g €
Homy, (Z/mZ,Z/nZ) sdo tais que f # g, entdo L(f) = f(1+mZ) # g(1+mZ) =L(g) e
portanto L € injetor.

Por fim, dado k+dZ € Z/dZ podemos definir

fiZ/mZ — Z/nZ

dada por f(1+mZ) = k+ nZ extendida por linearidade nos demais elementos de Z/mZ.
Perceba que f esta bem definida, pois se i +mZ = j+mZ, entdo i — j = mz para algum
z € Z. Logo

fli+mZ) = f(j+mZ) = f((i—j)+mZL)

Portanto, L € sobrejetor e segue o0 isomorfismo.

Exemplo 1.3.10 Sejam m,n € N. Se d = mdc(m,n), entdo:
Z/mL @y LInT =2 7./dZ.

O resultado segue imediatamente do isomorfismo Z/(mZ +nZ) = 7./dZ, Lema 1.3.8 e
Lema 1.3.7, pois
Z]mZ @7, Z)nL = 7](mZ+nZ) = 7/dZ.

Note que se m e n sdo primos entre si, isto é mdc(m,n) = 1, entdo

Z/mZ Ry L/nZ =7 )(mL+nZ)=7]7 =0.
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(Madapusil0.5.1) proposicdo 1.3.11 Seja ¢ (A — A,m,k) — (B,n,l) uma algebra local plana entre aneis
Noetherianos, e seja M um R-médulo finitamente gerado. Entao

dim; Homp(l,B®4 M) = dimy Homy (k, M) - dim; Homp(l, B/mB).

Demonstracdo. Antes de demonstrar a proposi¢do, mostraremos alguns isomorfismos
elementares. Os A-mddulos k e M séo finitamente gerados, entdo Homy (k, M) é finitamente
gerado como A-médulo. Além disso, a definicdo k = A/m implica que mk. Observe que
Homy (k,M) tem a estrutura de um médulo k-médumo, pois mHomy (k, M) = 0, que é
finitamente gerado. Assim, temos

Homy (k,M) = k* para algum n € Nj.

De maneira semelhante, como B/mB e B®4 M sdo finitamente gerados B-mddulos,
temos

Homg(l,B/mB) = 1" ¢ Homg(l,B@sM)=1[' paraalgum rt € Np.

Usando propriedades de producto tensorial e pelo fato que mB C n, temos 0s seguintes
isomorfismos

B/mB  B/mB

(B/mB) @l = (B/mB) g (B/w) = o = =

B/mB§B®AA/m:B®Rk.

Com estes isomorfismos, temos 0s seguintes isomorfismos
I' Homgpg(l,B®4 M) = Homg((B/mB) ®pl,BRs M)

Homg(I,Hom(B/mB,B®4 M)) pela formula de adjuncgio

Homg(I,Hom(B ®4 k,B®4 M))

Homg(l,B®4 Hom(k,M)) ver Exercicio ??

HOI‘IlB(l,B®A kAS)

Homg(I,B®4k)"s

Homp(l,B/mB)"s = (I")* =1"".

111211 1R 111 11

Com isto finalizamos a demonstragao. [

1.3.5 Exercicios

(splitEx) 1. Sejam f: N - M e g: M — P homomorfismos de R-mddulos. Demonstre que as

seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

(a) N i> M 5 P — 0 é exata e existe um homomorfismo de R-médulos 7 : M — N

tal que ro f = Idy;

(b) 0> N i> M %5 P é exata e existe um homomorfismo de R-médulos s : P — M

tal que gos = Idy;
(c) gof=0eexistem R-homomorfismosr:M — Nes:P— Mtalquerof=Idy,
gos=Idyesog+ for=Idy;



1.4 Algebra homoldgica 29

(d) existe um diagrama comutativo com a primeira linha exata

0—>N—T Mm% p 0
N—>NoPZ-~P
no qual i e 7 sdo homomorfismos candnicos definidos por x — (x,0) e (x,y) —y
' respeitivamente.
(funtorcinde) o Seja § : Mg — Mg um funtor aditivo. Mostre as seguintes afirmagoes:
f 3(f)

(a) Se0— N 25 M 5 P — 0 é uma sequéncia exata que cinde, entdo 0 — F(N) >

5(M) sy §(P) — 0 é uma sequéncia exata que cinde.

(b) Se0—N Jopm %P 0é&uma sequéncia exata que cinde, entdo 0 — §(N) )

5(M) S(j) $(P) — 0 é uma sequéncia exata.
Dica: para mostrar o item (a) é suficiente usar o item (c¢) do Exercicio 1.
3. Sejam M uma A-médulo e N; uma familia de A-mddulos. Prove que Homy (M, []; N;)
[1;Homy (M, N;) e Homg (@ N;, M) = [];Homy (N;, M).
?(exercicio2)? 4 Geja R e S anéis e X um (R,S)-bimédulo. Prove que existe um natural isomorfismo
entre Homg(X ®g M,N) e Homg(M,Homg(X,N)).

5. Seja 0 — M; i> M 5 M — 0 é uma sequéncia exata curta de R-modulos que cinde.
Entdo para qualquer R-mdédulo N, mostre que

>~

0 — Homg(N,M;) 2 Homg(N, M) £ Homg(N,M>) — 0

¢ uma sequéncia exata curta de R-mddulos que cinde.
Seja B uma A-édlgebra plana e seja M um A-mddulo de apresentacao finita. Seja N
uma A-mdédulo qualquer. Entao

landapusi3.1.11)?

a

HomB(M®AN,N®AB) = HOI’HA(M,N) XA B

como B-mddulos.
7. Mostre os seguintes isomorfismos de anéis:
(@) Z/nZ ®z Z/mZ =17/ (m,n).
(b) Clx] ®c Cly]=Clx,yl.
8. Seja R um anel commutativo. Fixemos inteiros m, n, p > 1, ¢ R-homomorphisms de
modulos livres f: R" — R" e g: R" — RP. Prove que a matriz de representacao d
[g o f] da composi¢do go f é o produto [g][f] das matrizes de respresent¢do de g e f.

1.4 Algebra homolégica

gebrahomologica) Negty se¢do, definiremos as principais ferramentas da dlgebra homoldgica, como por

exemplo complexos e co-complexos de médulos, com o intuito de definir cohomologia e
homologia de complexos. Provaremos, como principal resultado deste capitulo, o Teorema
da Sequéncia Exata Longa de Homologias e Cohomologias.



30 Chapter 1. Um pouco de digebra homolégica

1.4.1 Complexos e co-complexos de mddulos

Uma sequéncia My = {M,,, 0, } ,cz de R-médulos e de R-homomorfismos, da forma
Me: = My 5 M, B M,y — -

¢ dita ser um complexo de cadeia (ou simplesmente complexo) se o, o 0,1 = 0 para cada
n € Z. Cada aplicacdo o, € dita ser um operador diferencial. Um complexo M, € dito ser
exato em M, se Im(a;,,+1) = Ker(o,). Dizemos que M, é um complexo de cadeias exato,
se € exato em M, para cada n € Z.

Um complexo da forma

Me: = Mppr S My, B M, — = My — My — 0

onde os zeros adicionais a direita foram omitidos, € chamado de complexo positivo.
Da mesma forma, uma sequéncia M®* = {M", a" } ,cz de R-mddulos e de R-homomorfismos,
dada por

1ot o
M®: s M S M S

é dita ser um co-complexo de cocadeia (ou simplesmente co-complexo) se o o o' =0
para cadan € Z.

Um co-complexo M*® ¢ dito ser exato em M" se Im(o"~!) = Ker(&"). Dizemos que
M?* € um co-complexo exato, se é exato em M" para cada n € Z.

Um co-complexo de cocadeias da forma

0 1
M O—-MO S M s M

onde os zeros adicionais a esquerda foram omitidos, ¢ chamado de co-complexo positivo.

Note que um complexo finito nada mais € que um complexo infinito onde é adi-
cionado médulos e homomorfismos triviais. Em particular, se M € um R-mddulo, podemos
visualiza-lo como o complexo de cadeias onde My = M e M,, = 0 sempre que n # 0.
Geralmente ¢é ttil considerar o complexo trivial 0 = ({0},0).

Observe que acima usamos a notacdo —, para complexos e —* para co-complexos.
No entanto, se aplicamos funtores a estes complexos ou co-complexos, os indices dos
complexos ou complexos podem nem sempre ser estritamente respeitados. Por exemplo,
se § € um funtor aditivo contravariante e se M, € um complexo, entio

) 3(%1) S(Mn—l) 3(_05)”) g(Mn) .

F(Ma): - — F(My
€ um co-complexo.
Finalmente, se M, ¢ um complexo, entdo M, pode ser convertido em um co-complexo
N*® = (N", B"),ez, considerando uma conversdo nos indices, isto é, ajustando N" = M_, e
B" = a_, para todo n € Z. Da mesma forma, um co-complexo pode ser convertido em
um complexo. Assim, vemos que a Unica diferenca entre um complexo e um co-complexo
estd na notacao usada. Por esta razdo, um resultado obtido para um complexo pode ser
obtido para um co-complexo simplesmente levantando os indices inversamente.
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Definicdo 1.4.1 Se M, é um complexo de R-mddulos e R-homomorfismos, entdo

Ker(a,)
WO (a0

€ chamado o n-ésimo médulo de homologia de M,. Agora, se M*® € um cocomplexo de

R-mddulos, entdo H*(M*®) = Iﬁgfjl)) € chamado o n-ésimo moédulo de cohomologia de
M°.

Observe na definicao acima, se os complexos e co-complexos forem formados por
grupos abelianos, as homologias e cohomologias sao chamados de grupos de homologia.

Exemplo 1.4.2 Consideremos a seguinte sequéncia de Z-mddulos

9
M.: 0O Z Z

;3 2)

Z 0.

Para mostrar que este € um complexo, precisamos apenas mostrar que os produtos dos
pares de matrizes adjacentes sdo zero;

2(y)-0

Calculando os médulos de homologia em cada grau, obtemos

Ker(Z — 0) Z Z
HM.: = :—:O,
O( ) <32) <3,2>7Z Z
Im| 722 —~7Z
2(3 2)
H](M.): = = :—_Z3,
-6 ) 37
()] ()2 3(F)e
9 9
Im| 2——=72
(5)
9
Ker | Z2——=72
07
Hy(M,) = = — =0.
2(M.) Im(0 — Z) 0Z

Note que as demais homologias H;(M,) sdo nulas, pelo fato que os M; = 0 para todo
i#0,1,2.
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Podemos pensar que as defini¢des de complexos e co-complexos pode ser, a grosso
modo, uma generalizacio do conceito de mddulos. Com isto se faz importante, na dlgebra
homoldgica, o estudo destes novos objetos, como por exemplo, a relacdo entre complexos
por meio de aplicacdes, chamadas aplicacdes de cadeias, ou de forma andloga, a relacdo
entre co-complexos por meio de aplicacdes, a qual sdo denominada aplicacdo de cocadeias.
Veremos mais detalhamente estes assuntos na proxima se¢ao.

Sequéncia exata longa de homologias e cohomologias

A seguir, faremos uma generalizacdo de sequéncias exatas de R-mddulos para sequéncias
exatas de complexos de R-mddulos. Isto €, nés podemos construir uma sequéncia exata do

tipo: L, £> M, 53 N,.

Sejam M, e N, dois complexos. Entdo, uma aplicacao de complexos de cadeias de
grau k ou simplesmente aplicacdo de complexos de grau k, fo : Me — No € uma familia de
R-homomorfismos f, = {fi : M; — Ni1 1}, tal que fi_j o o = B x © f; ou seguinte diagrama
comuta para todo i € Z.

0 o o
i+1 Ml' i Ml_l i
Ji fic1
Biir1 Bitx Bir—1
Nitk Nijg1 —="+"

A defini¢do de aplicacao de co-complexos de grau k, também chamada de aplicacdo
de co complexos de cadeias, € similar. No caso, € suficiente escolher co-complexos.

Observe que, M, € um complexo (ou co-complexo M*®) exato em M; (respectivamente,
M) para todo i € Z se, e somente se, H;(M,) = 0 (ou H'(M*) = 0).

(mapa) Proposicdo 1.4.3 Se fo : Me — N, € uma aplicacdo de complexos de cadeias, entdo para

cada i € Z, existe um R-homomorfismo H;(f.) : Hi(M.) — H;(N,) definida por
H;i(fo) (x+1m(eit1)) = fi(x) +Im(Biv1),
para todo x+Im(oy4 1) € H;(M,).

Demonstragdo. Para cada i € Z, temos o diagrama comutativo

. Qi1 M, o; Mi—l o;
fit filt
B N; Bi Ni Bi-1

Se x € Ker(¢;), entdo
Bi(fi(x)) = fi-1(a(x)) =0
entdlo, fi(x) € Ker(B;). Com isto, podemos ver que H;(f.) aplica Ker(a;)/Im(a;+1) em
Ker(B;)/Im(Bi+1).
Agora, demonstraremos que a aplicagéio H;( f, ) estd bem definida. Sejam x,x’ € Ker(a;)
e suponha que x+Im(@;y1) =x"+Im(@; ). Entdox —x" € Im( @1 ), logo existe y € M
tal que a1 (y) =x—x.
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Assim,

filx) = fix) = filx—=x') = fi(0i11(y) = Bir1 (fi1()),

e portanto, f;(x) — fi(x') € Im(B;+1). Isto mostra que H;(f,) estd bem definida. Somente
resta provar que H;(fo) é R-homomorfismo, mas isto segue facilmente pelo fato de que f;
é R-homomorfismo. u

De maneira similar, pode-se definir aplicacdo entre cohomologias.

Definicdo 1.4.4 Se f,,8e : Me — N, sdo duas aplicagdes de complexos, entdo ¢, € uma
homotopia de fo para g, denotado por @ : fo — ge, s€¢ € uma familia de R-homomorfismos
Oo = {0; : M; — Ni1}icz de grau +1 tal que f; —g; = By 10¢i+ ¢; 1 o@; paracadai € Z.
Se existe uma tal homotopia @, : fo — ge, €ntdo nos dizemos f, € go s40 homotopicas.
Denotamos fe ~ ge.

Dizemos que dois complexos M, € N, tem o mesmo tipo de homotopia se existe
aplicagdes de complexos fo : Mo — No € go : No — M, tal que fo 0 ge R idn, € 8o © fo ~ idyy,,
onde idy, € idy, sdo apliacacdo identidade de complexos M, € N, respeitivamente.

Similarmente podemos definir homotopia de co-complexos, usando co-complexos e
aplicagdes de co-complexos.

(observagdo141)
Observacdo 1.4.5 1. Se fo,8¢ : Mo — N, sdo duas aplicacdes de complexos ho-

motopicas, entdo H;(f.) = H;(ge) para cada i € Z.
2. Os complexos (co-complexos) de R-mddulos e aplicagdes de complexos (co-complexos)
forma uma categoria aditiva, que denotamos por 6% (67%).
3. Paracadai€Z, H;: €8 — Mg e H' : 63 — Mg, sdo funtoroes aditivos e chamados
i-ésimo funtor de homologia e cohomologia respeitivamente.
4. Suponha que § : Mg — Ms seja um funtor aditivo.
(a) Se M, € €K, entiao F(M,) € 65.
(b) Se f, : M, — N, uma aplicacio de complexos de grau k em €%, entdo F(f.) :
F(M,) — F(N,) é uma aplicacio de complexos de grau k em .
(c) Se fo,8e : My — N, sdo aplicagcdes de complexos homotépicas em €%, entio
T(fs),5(ge) : F(Ms) — F(Ns) sdo homotSpicas em €.
(d) Se f.,ge : My — N, sio aplicagdes de complexos homotépicas em €X, entio
Hi(F(fs)) = Hi(T(ge)) : Hi(F(My)) — H;(F(Ns)) em € para cada i € Z.

Uma sequéncia L, L) Mo 53 N, de complexos de cadeias € dita ser exata, se L; £>

8 a7 4 A . . A
M; =5 N; é uma sequéncia exata de R-médulos, para cada i € Z. A sequéncia de complexos

de cadeias (similarmente, para complexos de cocadeias) 0 — L, £> M, 23 Ny — 0 é uma

sequéncia exata curta, se o seguinte diagrama é comutativo:
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0 Liyy ot My 255 Ny —0
Oyl Bi+1 Yt

0 Li—l M —5 o p, 0
0 Bi i

0 Li it M 2N ——0

onde as linhas sdo sequéncias exatas curtas de R-mddulos e de R-homomorfismos e as
colunas sdo os complexos de cadeias Lo, M, € N,, respectivamente (similarmente para

co-complexos).

Para cada sequéncia de complexos de cadeias (ou de co-complexos) 0 — L, £> M5

No — 0 existe uma sequéncia exata longa de médulos de homologia (ou de médulos de
cohomologia):

Hi(fo

oo Hipr (V) 25 Hi(Le) " () " B (NG B H (L) = -

Para gararantir a existénca desta sequéncia exata longa, faremos antes uma sequéncia
de alguns lemas auxiliares. Mas, primeiramente note que se o seguinte diagrama

0 — Ker(@) M —2> M, Coker(at) —=0
? fl jg E
v v _
0 —— Ker(p) N N> Coker(f8) ——

de R-mddulos e R-homomorfismos for comutativo, entdo estistem aplicagdes induzidas
f : Ker(a) — Ker(B) e g : Coker(a) — Coker(B) definidas por f(x) = f(x) para todo
x € Ker(B) e g(x+Im(ex)) = g(x) +Im(f), respectivamente.

Lema 1.4.6 (Lema da serpente) Seja

M, h M8 M, 0
b
0 N ) N_& N,

um diagrama comutativo com linhas exatas, tanto a direita como a esquerda, de R-mddulos
e de R-homomorfismos. Entdo, existe uma aplicacdo R-linear ® : Ker(y) — Coker(a) tal
que a sequéncia de R-mddulos, dada por:

Ker(a) i Ker(B) I Ker(7) — % Coker(a) SN Coker(B) &, Coker(y)

¢ uma sequéncia exata.
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Demonstracdo. Primeiramente observemos o seguinte diagrama

0 M — 8y 0
[04 B Y
0 N— T N2 N 0
2

Coker(a) —— Coker(f3) 8, Coker(y) —=0

0 0 0

e com isto a demonstracdo faremos em trés etapas:
Etapa 1: Exatidao das sequéncias: Mostremos que as sequéncias

0 — Ker(a) A Ker(B) I Ker(y) e

Coker() L Coker(fB) &, Coker(y) —=0

sdo exatas, a demonstragdo € direta pois elas sdo formadas pelas aplicacdes dadas na
sequéncia exata (ver no diagrama e na observacdo antes do lema). Para demonstrar a
exatiddo da primeira sequéncia exata: Como f| = fj |Ker(a) e g1 =gl |Ker(/3), com isto
temos que Ker(f]) = Ker(g7) e fi € injetiva.

Para monstrar a exatiddo da segunda sequéncia: Como f>(x+Im(a)) = f>(x) +Im(f)
e 22(x+Im(B)) = g2(x) +Im(7y). Seja 71; € Coker(y). Entdo iz = np + y(myp). Como o
diagrama é exata, g| e g» sdo sobrejetivas, logo existe m € M e n € N tal que my = g1 (m) e
ny = g2(n). Nos conseguimos 73 = np + y(myz) = g2(n) + y(m2) = g2(n+ P(m)). Assim
g2 € sobrejetiva.

Claramente, é facil calcular que g5 0 f> = g2 0 f» = 0 e com isto vemos que Im(f;) C
Ker(gz). Para mostrar a inclusdo contraria, seja 7 € Ker(gz). Entdo g3 () = 0 € Coker(7)
o qual g»(n) = y(my) para algum my € M,. Como g; € sobrejetivo existe um m € M tal
que g1 (m) = my. Desde que o diagrama é comutativo

g2(n) = y(mz) = y(g1(m)) = g2(B(m))
o qual implica que n — fB(m) € Ker(g2) = Im(f2), assim existe um n; € Nj tal que

fa(n1) =n—B(m)

agora pegando module Im(f3), temos

fr(n)+Im(B)=n= ]Tz(nl +Im(a))
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e segue que 77 € Im(f>).

Etapa 2: Constru¢do do homomorfismo conectante ®: A aplicacdo ® : Ker(y) —
Coker(ot) é definida como segue: Se m; € Ker(y) C M,. Levantemos isto para para algum
m € M tal que g1 (m) = my. Considere n = f3(m).

g2(n) = g2(B(m)) = y(g1(m)) = y(ma) = 0.

Assim n € Ker(gy). Pela exatitude, Ker(gz) = Im(f2), existe um unico n; € N; (pela
injetividade de f>) tal que n = f5(ny).

Agora definamos ®(m;) = n; +Im( ). Precisamos verificar se esta defini¢do esta bem
definida e ndo depende do levantamento. De fato, se levantamos m), € M, param’ #m € M
e construindo n’1 como descrito acima, entao

fo(ni—ny) =n—n"=B(m)—B(m') = B(m—m)

€ Como my = m’2 temos que m —m’ € Ker(g;) = Im(f;) existe um m; € M; tal que
m—m' = fi(my). Assim

fa(ni—ny) = B(m—m") = B(fi(m1)) = fa(a(my))

e como f, ¢ injetiva n; —n| = a(m;) assim estes sdo os mesmos module Im(ct). Para
mostrar que P, € suficiente observa que cada aplicagdo envolvida € um R-homomorfismo.
Etapa 3: Exatidao no link: Mostraremos que a sequéncia exata longa é de fato exata em
Ker(y) e em Coker(c).

Exatiddo em Ker(y): mostraremos que Ker(®) =Im(g,):

(2): Sejag;(m) =my € Im(g,) C Ker(y). Nos podemos escolher o levantamento m €
Ker(B). Entdo n = B(m) = 0 e escrevendo 0 = n = f»(n;), como f; € injetiva, temos
n; =0. Assimny =0 e ®(mp) = 0.

(C): Agora, seja my € Ker(®). Seja m € M um levantamento de m;. Entdo n; = a(m)
para algum m; € M| e pela construcdo f»(n;) = f(m). Temos

fa(m) = fa(a(mi)) = B(fi(m1))
desde que o diagrama é comutativo e obtemos f3(m) = B(f1(my)). Isto implica m' =
m— f1(my) € Ker(B).
Agora,

g1(m— fi(my)) = gi1(m) —gi(fi(m1)) —0=gi(m) =my

e assim m’ é também levantamento de my, e m’ € Ker(f). Segue m, € Im(g;).
Exatiddo em Coker(¢): mostraremos que Im(®) = Ker(f,):
(©): Seja niy € Im(P). Entdo existe my € Ker(y) tal que 77y = ®(my). Escolhamos um
representante n; of 77;. Entéo pela construcdo f>(n;) = B (m). Pegando isto module Im(f3)
temos f,(77) = 0. Therefore 717 € Ker(f;).
(D): Seja iy € Ker(f,). Para algum levantamento n; de my, temos f>(n;) = B(m).
Tomando m; = g;(m). Temos

Y(mz) = y(g1(m)) = g2(B(m)) = g2(f2(n1)) = 0
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g2 0 f> = 0 pela exatiddo. Assim m; € Ker(7y). Claramente, pela construgdo temos 71y =
®(m;). Entdo 71y € Im(P).
|

(serpentel) , ) ~ L
Lema 1.4.7 Se M, é um complexo de R-mddulos e R-homomorfismos, entdo a aplicagdo

o; : M; — M;_1 induz um homomorfismo @; : Coker(;,;) — Ker(o;_1) de R-mddulos.
Além disso, H;(M,) = Ker(@;) e H;_;(M,) = Coker(Q;).

Demonstra¢do. Como Im(o;41) C Ker(a;), podemos definir um R-homomorfismo sobre-
jetivo @; : M;/Im(a;+1) — M;/Ker(e;) da seguinte forma x + Im(o41) — x + Ker(oy).
Mas, pelo teorema do isomorfismo, como M;/Ker(a;) = Im(o;) C Ker(a;—1), segue que
temos a aplicacéo @; : Coker(o;;1) — Ker(04_1).

Agora, H;(M,) = —Iﬁigzil))
€ pelo calculo direto do nucleo de @; e além disso

= Ker(@;), a primeira igualdade € pela definicdo e a segunda

_ Ker(o;-1)  Ker(og 1)
Hi (M) = s = G

= Coker(@;),

a primeira igualdade também € pela definicao e a segunda igualdade pelo isomorfismo
acima e a defini¢dao do Coker de «;. [ |

No Lema da Serpente 1.4.6, se f] for injetiva e g for sobrejetiva, entdo f; € injetiva e
g, € sobrejetiva.

Consideremos uma sequéncia exata de complexos (ou co-complexos) 0 — L, é> M, 5

No — 0. Entdo, para cada i € Z temos o seguinte diagrama comutativo com as linhas sendo
sequéncias exatas curtas:

0 0 0
0 —— Ker(;) Ker(f3;) Ker(y;) ——0
0 L M, N; 0
o Bi Yi
0 Liy M;_4 Ni_1——0

0 — Coker(0;) — Coker(f3;) — Coker(y;) — 0

0 0 0

Usando este diagrama e o Lema 1.4.7, conseguimos o seguinte diagrama:
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H;(Ne) = Ker(7;)

|

Coker(ay1) Coker(fiy1) Coker(y41) —0
: b
0 Ker(a;—1) Ker(Bi—1) Ker(%-1)

|

H;_(Ls) = Coker(c;)

para cada i € Z.

Logo, pelo Lema da Serpente 1.4.6 existe um R-homomorfismo conectante ®; :
H;(No) — H;_1(Ls).

Portanto, temos a sequéncia exata longa de R-mdédulos de homologia.

9 1 4 . A . .
?(SELhomologia)?Tegrema 1.4.8 Considere a sequéncia exata curta de complexos de cadeias

0— L3 M, 53N, — 0.

Entdo, existe uma sequéncia exata longa de R-md6dulos de homologia:

o S H (N 28 (L) MY 1 () S By ) B (L) = -
A aplicacdo ®; é um R-homomorfismo conectante de R-mdédulos de homologia, para cada
i€Z.

De maneira semelhante, podemos também ter uma sequéncia exata longa de R-mddulos
de cohomologia.

(SELCohomologia) Taorema 1.4.9 Considere a sequéncia exata curta de cocomplexos:

01 Lo SN So.

Entdo, existe uma sequéncia exata longa de R-médulos de cohomologia:

oo ) S ) T H ) T W v B L)

A aplicacdo @' é um R-homomorfismo conectante de R-médulos de cohomologia, para
cadai € Z.

1.5 Algumas propriedades

(FunctorComuta) Japrema 1.5.1 Seja § : #r — #s um funtor aditivo covariante. Entdo § € exato, se e
somente se, para cada M, € €X e para cada i € Z temos:

§(Hi(M.)) = Hi(§(M,)).

Em particular se S é um subconjunto multiplicativamente fechado de R, entdo S~ (H;(M.))
Hi(S™'(M.)).

112
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Para demonstrar este resultado, precisamos de um lema auxiliar.

Lema 1.5.2 Se § : A — #s é um funtor aditivo, M,N € #r ¢ 0: M — N é o homo-
morfismo nulo, entao

1. §(0:M —-N)=0:%(M) — F(N);

2. 3({0}) = {0}.

Proof. 1. Sendo § aditivo, entdo as fungdes
Sm.y : Homg(M,N) — Homg(F(M),F(N))
s@o homomorfismos de grupos, pontanto preservam os elementos neutros, isto €,
FO0:M—N)=0:FM)— F(N).
2. Como Idy = 0 se, e somente se, M = {0} e de (1) temos que:
ldgq0y) = S(djoy) = §(0) =0,
entdo §({0}) =0. [
Prova do Teorema 1. Suponha § exato e seja M, € €X um complexo.

(04

Uit
> M; > Mg —— -

M, : e —— My

Queremos mostrar que §(H;(M,)) = H;(F(M,)) paratodo i € Z. Para isso, mostraremos
que § preserva quocientes e comuta com nticleos e imagens.

Sejam M um R-mé6dulo, N C M um R-submddulo e considere a seguinte sequéncia
exata curta:

p

0 sy N —— M > M/[N —— 0,

na qual i é a inclusdo e p € a projecdo candnica.
Como § € exato, temos que a sequéncia curta abaixo € exata:

<10) 3(p)

0 —— F(N) F(M) F(M/N) —— 0.

Portanto, pelo Primeiro Teorema do Isormofismo, temos que:
S(M/N) =F(M)/F(N).

Seja f : M — N um R-homomorfismo e considere a sequéncia exata curta abaixo:

0 —— Ker(f) ——> M

Como § € exato, temos que a sequéncia curta abaixo € exata:

0 (Ker(f)) 3(0) 3(/)

§(M) §(Im(f)) —— 0.

Portanto:
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e F(f) é sobrejetora, isto é, Im(F(f)) = F(Im(f));
e (i) é injetora, isto €, Ker(F(f)) = Im(F(i)) = F(Ker(f)).

Segue que

Ker(ct) ) o S(Ker(or)) _ Ker(§(0)) _ ppocirey),

S(Hi(M,)) =§ (Im(OCi+1) © F(Im(orr))  Im(F(0ir1))

Reciprocamente, suponha que para cada M, € €X e para cada i € Z temos:
§(Hi(M.)) = Hi(§(M.)).
Queremos mostrar que § € exato. Para isso considere a sequéncia exata curta abaixo:

0 > N f>Mg

s P > 0. (1.1

Note que podemos ver (1) como um complexo M, com My =P, M, =M, M3z =N e
M; = 0 para os indices restantes. Pela sua exatiddo, obtemos que H;(M,) = 0 para todo
i € Z e sendo § aditivo, temos que §(H;(M,)) = 0 para todo i € Z.

Por outro lado, aplicando § em (1) temos o complexo:

() 3(g)

0 —— F(N) F(M) §(P) — 0. (1.2)(2)

Por fim, tomando homologia nos niveis um, dois e trés chegamos a:
_ Ker(3(P)—0)  3(P)

o H(3(M.)) = ) h%@(g» ~ Im(3(g)
o Hr(§(M,)) = Irzr((%'((}g;))’
Ker(3(f)) Ker(F(f))

Usando a hipétese de que § comuta com a homologia concluimos que cada uma das
homologias calculadas € igual a 0, logo:

e §(P)=Im(F(g)) = T(g) é sobrejetora;

o Ker(§(g)) = Im(3(/)):

e Ker(F(f)) =0= F(f) é injetora;
ou seja, a sequéncia curta (2) € exata e portanto § € exato. |

Proposicdo 1.5.3 Seja R um anel commutativo. Sejam M, N R-mddulos e S um subcon-
junto multiplicativamente fechado de R.
(i) Paracada % € S~!(Homg(M,N)) a aplicagdo f;: S~'M — S™'N dado por f,,(2) =

@ é um S~ ! R-homomorfismo bem definido. Também a aplicagdo Fyy y : S~ (Homg(M,N)) —
Homg-15(S™'M,S™!N) dado por FMW({) = f; é um S~!R-homomorfismo bem
definido.

(i) Assuma que M ¢ finitamente presentado. Entao

S~ (Homg(M,N)) = Homg 15(S~'M,S"'N)
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Demonstracdo. O item (i) é deixado para o leitor. Provaremos o item (ii). Note que se
M = R" € livre de posto n, 0 homomorfismo Fj; x € um isomomorfismo, ja que

S~ (Homg(M,N)) S~ (Homg(R",N))
(s~'n)
Homg 1,((S7IR)",S7IN)

Homg 1,(S71M,SIN).

111111

Como M € de presentacdo finita, temos a sequéncia exata
R" -R'—-M—0

e aplicando os funtores exatos a esquerda e tensorizando por S”'R, teremos o seguinte
diagrama comutativo

0 S~!(Homg(R",N)) S~ (Homg(R",N)) —=22— §~!(Homg(R™,N))

| | -

0 — Homg1,(S~'M,S~IN) N Homg 1,(S™'R", S IN) —%~ Homg_ 1 o(S~'R"™ S~ N)

Como as linhas verticais da direita sdo isomorfas, entdo a primeira linha vertical é também
um isomorfismo. [ |

Exercicios

1. Se fo,8e : Ms — N, sdo duas aplicagdes de complexos homotopicas, entdo H;(fs) =
Hi(ge) paracadai € Z.

2. Os complexos (co-complexos) de R-mddulos e aplicagdes de complexos (co-complexos)
forma uma categoria aditiva, que denotamos por €% (E6R).

3. Paracadai€ Z, H;: CK,R —~MgeH': ©r — Mg sdo funtoroes aditivos e chamados
i-ésimo funtor de homologia e cohomologia respeitivamente.

4. Suponha que § : Mg — Mj seja um funtor aditivo.

(a) Se M, € X, entiao F(M,) € 65.

(b) Se f, : My — N, uma aplicagio de complexos de grau k em €%, entdo F(fs) :
F(M,) — F(N,) é uma aplicacio de complexos de grau k em €X.

(c) Se f.,8e : My — N, sio aplicacdes de complexos homotdpicas em %>, entio
T(£),3(ge) : F(Ms) — F(Ns) sdo homotopicas em &5 .

(d) Se fo,ge : My — N, sdo aplicacdes de complexos homotépicas em €7, entio
Hi(Z(f)) = Hi(T(ge)) : Hi(F(My)) — H;(F(N,)) em €2 para cada i € Z.

5. Seja § : Mrp — Mg um funtor aditivo. Prove que § € um funtor exato se, e somente se,
para cada M, € €X, a homologia comuta com o funtor, isto &, FH;(Ms) = H;(F(M.))
para cada i € Z. O mesmo ocorre para cohomologias. Dica: € suficiente mostrar que
funtores aditivos e exatos comutam e preservam niicleo, imagem e quociente.

6. (Caracteristica de Euler) Seja (M,,d.) um complexo de R-mddulos de comprimento
finito, e com um ndmero finito de componentes M; # 0. A caracteristica de Euler
€ definida como:

X (Ma,da) :=Y " (—1)'length (H (M, d.)).

i
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Seja,
0—>M:—>M.—>M/,/ — 0,

uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias, como definido no texto acima.
Mostre entao que:

X (Ma,ds) = X (Mi,d’,) X (Mf,d’,’) .

7. Seja R um anel comutativo e seja S C R um subconjunto multiplicativamente fechado.
Seja M, um R-complexo e seja N um R-mdédulo. Demosntre as seguintes afirmagdes
(a) Se N é finitamente apresentado, entdo existe um isomorfismo de S_lR-complexos

Homg 1,(S™'N,S7'M,) = S~ "Homg (N, M,).

(b) Se M; ¢ finitamente apresentado, entdo existe um isomorfismo de ™ 1R-complexos
Homg 1,(S™'M,,S7'N) = S~ 'Homg (M., N).

(c) existe um isomorfismo de S_IR-complexos

STIN® 1,8 "M, = STIR(N @ M,).
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2.1

Modulos injetivos

Se W € um subespaco vetorial de um espaco vetorial V de dimensao finita, entdo W € um
somando direto de V. Isto segue de dlgebra linear pois uma base de W pode ser estendida
para uma base de V. Ha R-mddulos que possuem esta propriedade de somando mesmo
que eles ndo tenham uma base. Tais mddulos, sdo chamados de mddulos injetivos, e estes
formam uma classe importante de médulos.

Definicao 2.1.1 Um R-médulo M ¢€ injetivo, se qualquer uma das seguintes condi¢des
equivalentes forem satisfeitas:
1. Dada qualquer sequéncia exata a esquerda 0 — X — N de R-mddulos e um R-
homomorfismo ¢ : X — M, existe uma aplicacdo ¢ : N — M, a qual é um R-
homomorfismo, tal que o diagrama abaixo é comutativo:

0—>X—1oN

£ 0
M

2. O funtor Homg(—,M) é um funtor exato.

E fécil mostrar que se M and N sdo R-mddulos isomorfos, entdo M € injetivo se, e
somente se, N € injetivo.

Proposicdo 2.1.2 Se M é um R-submddulo injetivo do R-médulo N, entdo M é um
somando direto de N.

Demonstragdo. Seja M um R-submoédulo de um R-mdédulo N e considere o diagrama exato
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linha de R-modulos
0—=M—>N

idMl //g
M

onde idys € uma aplicagdo identidade sobre M e i € a injecdo candnica. Se g: N — M
completa o diagrama comutativamente, por ser M injetivo, entdo goi = idy. Segue
que g é uma aplicacao cisdo para i. Agora o resultado segue da Proposi¢ao 1.2.10, que
N =M @ Ker(g). |

Falando a grosso modo. Um modulo M sobre um anel com unidade R é chamado
injetivo se e somente se, sempre que M estd contido como um submddulo de N, existe um
submodulo X de N tal que M somando direto de N (iso é N = M & X).

Observe que, ndo todo R-médulo € injetivo. O subconjunto {0,2} de Z4 é um exemplo
de um Z-mddulo ndo injetivo; isto é um Z-submoddulo de Zy4, e € isomorfo para Z,; nao
entanto Z4, nao € isomorfo para Z, & Z;.

Por exemplo, seja 2Z um Z-submddulo do Z-moédulo Z. Temos que 27 nao € injetivo,
pois nao é somando direto de Z.

Uma outra propriedade de R-médulo injetivo € que o funtor contravariante Homg(—, M)

€ exato.
hominjective - . e e . A s
< J ) Proposicdo 2.1.3 Um R-médulo M € injetivo se, e somente se para cada sequéncia exata

g . a
0 —— Ny —— N, de R-mddulos e R-homomorfismos, a sequéncia

Homg (N>, M) —% . Homg (N1,M) —0 é exata como R-médulos e R-homomorfismos.

Demonstracdo. Se M é injetivo e f € Homg (N, M), entdo existe uma R-homomorfismo
h:Ny; — M tal que f = hog = g*(h). Isto mostra que g* é sobrejetora, portanto

*

Homg(Ny, M) —5—~ Homg(N;,M) —= 0

é exato.

Reciprocamente, se Homg (N2, M) —— Homg(N;,M) —=0 & exato e seja f €
Homg(N;,M), como g* é sobrejetivo, existe um i € Homg(N,, M) tal que g*(h) = f.
Mas como ho g = f, o diagrama

0——N; LY ¥

£ h
M

¢ comutativo e consequéntemente, M € injetivo. [ |

(homexato) coro1Grio 2.1.4 Um R-médulo M é injetivo se, e somente se o funtor contravariante

Homg(—,M) é exato.

(Propo43) Proposicdo 2.1.5 Seja R — S um homomorfismo de dlgebras e seja M um R-mddulo

injetivo. Entdo Homg (S, M) € um S-mddulo injetivo.
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Demonstracdo. Note que Homg(S, M) é um S-médulo com a seguinte multiplicag@o:
S x Homg(S,M) — Homg(S,M)
(s, f(s") = f(ss'), Vs €S.

Agora, pela Féormula de Adjunc¢ao, temos os seguintes isomorfismos,
Homg(-,Homg(S,M)) = Homg(- ®sS,M) = Homg(-,M).

Assim, M é injetivo se, e somente se, Homg(-, M) é exato. Que é equivalente a dizer que
Homg(-,Homg(S,M)) é exato e, portanto, Homg (S, M) € injetivo. [

Observacdo 2.1.6 1. SejaRum anel. Se M é um Z-mddulo injetivo, entdo Homy, (R, M)
¢ um R-médulo injetivo. Isto segue, como R é um (Z, R)-bimédulo, entdo Homy (R, M)
€ um R-moédulo, agora aplicando a Proposigado 2.1.5.

2. Um caso particular é quando § = T Se E € um R-moddulo injetivo, entdo

R
Hompg (7,E> Zanngl CE

€ um S-moddulo injetivo.

?(Baer)?1eorema 2.1.7 (Critério de Baer’s) Seja R um anel e E um R-médulo. Entdo E € injetivo

se, e somente se, para todo ideal I C R e qualquer diagrama

E
f
0—>T—'">R

existe uma aplicacdo g : R — E tal que o diagrama comuta

E

w,
1

0—>T—"~R

Demonstragcdo. (=) Imediata! Pelo fato que E € um R-mddulo injetivo.
(<) E suficiente mostrar que se N € um R-moédulo, M € um submédulo de N, e
f M — E é um homomorfismo de R-médulos. Entdo existe um homomorfismo f: N — E

tal que 7|M =f.
Usaremos o Lema de Zorn. Suponha que temos o seguinte diagrama

E

/|

0—=M—>N
e considere o conjunto
A:{(K7fK)MgKgNafKK_)EafIdM:f}

que é ndo vazio, pois (M, f) € A.
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Em A, coloquemos a seguinte ordem parcial (K, fx) < (L,fr) & KCL e fi|xk = fk-
Pelo Lema de Zorn, existe (K, fx) € A maximal. Suponha que K C N e escolha x € N\ K,
x#0,etome /= (K:gx)={a€R:ax € K} C Rumideal em R.

Agora considere

E

fk]
0—>K—>K+xR
queremos definir 4 : K+ xR — E que estende fk e chegar a uma contradigéo, ja que (K, fx)
¢ maximal.

Note que, para qualquer a € I, temos que ax € K (pela definicdo de /), logo, se tal h
existisse, deveriamos ter

ah(x) = h(ax) = fx(ax).
Considere
E

fK(‘X)T

0—->IT—'">R

Por hipétese, existe ¢ : R — E que faz o diagrama comutar. Logo, paraa € 1,

fx(ax) = @(a-1) = ap(1).
Agora definamos h(x) := ¢(1). Temos

h: K+xR — E
k — fx(k), Vke K
x — o(1)

Falta mostrar que & estd bem definida. Suponha que k + rx = k' + r'x, entdo k — k' =
(r' —r)x € K e assim ¥’ — r € I. Logo,

fe(k=K) = fi((r' = r)x) = (F = r)o(1)

e entao
h(k+rx) = fx (k) +ro(1) = fx(K')+7 (1) = h(K' +7'x).

Assim, (K + xR, h) estende (K, fx) propriamente, o que é uma contradigio.
Portanto, K = N e entdo E ¢ injetivo. [ |

Coroldrio 2.1.8 Seja R um dominio de integridade e sea Frac(Q) o corpo de fracdes de
R. Entdo Frac(Q) é um R-mdédulo injetivo. Em particular Q é um Z-mddulo injetivo.

Proof. Seja I um ideal de R e seja f : I — K um homomorfismo de R-mddulos. Para
0 # r,s € I nos temos
rf(s) = f(rs) = sf(r)

Como consequéncia em K temos f(r)/r = f(s)/s para qualquer O # r,s € I. Denote este
elemento por a.

Defina, f: R — K, f(r) = ra.

Mostre que f é um homomorfismo de R-médulos e 7‘ ; = f. Pelo critério de Baer’s
segue que K € um R-mddulo injetivo. |
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Maodulos Divisiveis

Definicdo 2.1.9 Seja R um dominio de integridade (o qual €, muitas vezes, simplesmente
chamado de dominio). Um R-médulo M é€ divisivel, se rM = M para todo elemento ndo
nulo r € R. Em outras palavras, se a aplicacao produto r- : M — M & sobrejetiva para cada

reR.

Observe que, se R € um dominio de ideais principais (DIP), entdo um R-moédulo M €
divisivel se, e somente se, dado r € R um elemento ndo nulo e um u € M, existe umv € M
tal que rv =u.

Exemplo 2.1.10 1. Todo médulo sobre um corpo & € divisivel, pois qualquer x # 0

2.

7.

em k é unidade.
Q € um Z-médulo divisivel. Mais geralmente, se R ¢ um dominio, seu corpo de
fragdes Frac(R) é divisivel.

. - M
Se M é divisivel e N C M, entao — € divisivel.

. Somas diretas e produtos diretos de mddulos divisiveis sdo divisiveis.
. Qualquer médulo injetivo € divisivel.

De fato, seja E um R-mddulo injetivo. Sejax € R um NDZ e u € E. Considere o
diagrama

E

i ]

0——R——

onde f(1) = u. Entdo, existe g : R — E tal que

u=f(1)=g(1-x) =xg(1).

Logo, basta tomar v = g(1) € E.

Se R é um DIP, entdo um R-médulo E € injetivo se, e somente se, E € divisivel.

De fato, a “ida” vale sempre, pelo exemplo anterior.

Reciprocamente, suponha que E € divisivel. Sejax € R um NDZ e u € E. Considere
o seguinte diagrama

E

fTi

0——(x) —=R

com f(x) =u e i ainclusdo. Como R é DIP, para mostrar que E € injetivo basta
mostrar que existe g : R — E que faz o diagrama comutar (pelo Critério de Baer), o
que segue diretamente do fato de E ser divisivel:

JveE talque f(x)=u=2axv,

basta definir g(x) = xv. Portanto o resultado segue.

M
Sejam N C M R-moédulos e suponha que N e N sejam divisiveis. Entdo M € divisivel.
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M
De fato, sejax € Rum NDZ e u € M. Como N € divisivel, u = xv, para algum

- M

ve —,1stoé, u—xv EN.

Por outro lado, N € divisivel, entdo u — xv = xw, para algum w € N.
Logo, u = x(v+w).

(imagfree) Observacdo 2.1.11 Qualquer R-médulo M é imagem homeomorfica de um R-médulo

livre. Alem disso, se M ¢é finitamente gerado, entdo o R-mddulo livre pode ser escolhido
com um R-moédulo finitamente gerado. Para provar isto € suficiente pegar um conjunto de
geradores, {m;};c; onde I é um conjuto de indices, de M. Logo defina um homomorfismo
sobrejetivo f: Rl — M.

{Propods) Proposicdo 2.1.12 Seja R um anel e M um R-médulo. Entdo existe um médulo injetivo /

tal que M C [, i.€, todo mddulo estd mergulhado num R-mddulo injetivo.

Demonstracdo. Caso particular: Suponhamos que R = Z.
Pela observacdo 2.1.11, todo Z-mdédulo M € tal que

Z
Mg@_ (SN @::

I,
H H z

Pelo Exemplo 2.1.10 item (2), Q é divisivel, logo Iz é um Z-mddulo divisivel, pelo
Exemplo 2.1.10 itens (4) e (3). Finalmente, Iz € injetivo pelo Exemplo 2.1.10 item (6),
pois Z é DIP.
Caso geral: Sabemos que existe uma aplica¢do candnica de anéis ¢ : Z — R que
manda 1 em 1. Assim, pela Proposi¢do 2.1.5, I := Homy(R,Iz) é um R-mddulo injetivo.
Sabemos que M é um R-mddulo e também € um Z-mddulo (via @), assim temos uma
aplicacdo injetiva, como no caso anterior

00— M—1Iy.
Aplicando o funtor Homy(R,-), que é exato a esquerda, temos
0 — Homg(R,M) — Homgz(R,1z) = 1.
Entio,
M = Homg(R,M) C Homgz(R,M).

Logo,
0—M— Homz(R,Iz) =1

Observacdo 2.1.13 Se M é divisivel sobre R, entdo M nao é necessariamente divisivel
sobre Z.

Por exemplo, Z, é um corpo e, consequentemente, divisivel e, portanto, injetivo como
Z,-moédulo (Z, € DIP).

Entretanto, Z, ndo € divisivel como Z-médulo, ja que nio vale a propriedade da
defini¢do para p € Z.
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2.2 Modbdulos projetivos

Um R-moédulo projetivo pode ser encarado como o dual de um R-mddulos injetivo. Para
obter a definicao de um R-mddulo projetivo simplesmente podemos reverter as linhas do
diagrama dado na definicdo de R-mddulos injetivos. Mas precisamente, defimos a seguir
quando um R-mdédulo € projetivo.

Definicdo 2.2.1 Um R-mdédulo P € projetivo, se qualquer uma das seguintes condi¢des
equivalentes for satisfeita:
1. Dada qualquer sequéncia exata a direita M —- N — 0 de R-moddulos e um R-
homomorfismo ¢ : P — N, existe uma aplicagio ¢ : P — M, a qual é um R-
homomorfismo, tal que o diagrama abaixo é comutativo:

~ . P
.
M-L~N—0

2. O funtor Homg(P, —) é um funtor exato.
3. Toda sequéncia exata curta 0 — M" — M — P — 0 de R-mdédulos cinde.
4. Existe um R-moédulo livre F tal que F = P& Q, para algum R-médulo Q.

{exatop) Proposicdo 2.2.2 Um R-médulo P é projetivo se, e somente se, para cada sequéncia exata

N &, N, —— 0 de R-mddulos e R-homomorfismos, a sequéncia

Homg(P,N;) =~ Homg(P,N;) — 0§ exata como R-médulos e R-homomorfismos.

Demonstracdo. A prova desta proposicdo é semelhante (ou dual) a Proposicao 2.1.3. H
(homexatopro) Coroldrio 2.2.3 Um R-médulo P é projetivo se, e somente se, o funtor covariante

Homg (P, —) ¢ exato.

Um R-submddulo injetivo M é um somando direto de um R-mdédulo N, isto é M se
estende para N. De fato, se M € injetivo e f : M — N € um homomorfismo injetivo, entao
existe um submoédulo X de N tal que M = X e X € um somando direto de N. Mddulos
projetivos desfrutam de uma propriedade semelhante.

{somando2) Proposicdo 2.2.4 Se f: N — M é um R-homomorfismo sobrejetivo e M é um R-mé6dulo
projetivo, entdo M € um somando diteto de N.

Demonstragdo. Como a linha do diagrama € exata,

g lidM
A
N Lm0

este pode ser completado comutativamente por um R-homomorfismo g tal que f o g = idyy,
onde g é uma aplicagdo cisdo para f e g ¢ um monomorfismo. Pela Proposicao 1.2.11,
temos que N = Im(f) @ ker(g). Assim o resultado segue pois Im(f) = M. |

(directasoma) Opservacdo 2.2.5 Se {M;}ic; é uma familia de R-médulos, entdo @; Mjc; é projetivo
se, e somente se, cada M; € projetivo. Para mostrar esta observacao use a Proposi¢do 2.2.2.
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Da observagdo 2.2.5, segue que o somando direto de um mdédulo projetivo € projetivo.

(anelproj)) o 2.2.6 Uma anel R é um R-médulo projetivo

Demonstracdo. Precisamos demosntrar que qualquer linha exata no diagrama

8. L ;
-
N—M—0

pode ser comutativamente completada por um R-homomorfismo g : R — N. Se f(1) =y
e seja x € N tal que i(x) = y. Definamos g(r) = rx. Entdo g esta bem definida, é um
homomorfismoe f =hog. [

(projfree) Proposicdo 2.2.7 Qualquer R-mddulo livre é projetivo.

Demonstracdo. Se F € um R-mddulo livre, entdo existe um conjunto de indices 7 tal que
R' = F. Usando o Lemma 2.2.6 ¢ que a soma direta de médulos projetivos é projetivo (ver
a observacao 2.2.5 ou exercicio abaixo). |

{homeopro) coroldrio 2.2.8 Qualquer R-mdédulo é imagem homeomorfica de um R-mddulo projetivo.

Demonstragdo. Pela Observacdo 2.1.11, temos que qualquer R-médulo € imagem homeo-
morfica de um R-médulo livre e um R-mdédulo livre €, pela Proposi¢do 2.2.7, projetivo. W

{somando3) Proposicdo 2.2.9 Um R-médulo M é projetivo se, e somente se € isomorfo a um somando

direto de um R-modulo livre.
(propsomandop1)

Demonstragdo. Se M € um R-mdédulo projetivo, entdo pela Observacdo 2.1.11 temos um
um R-médulo livre R/ e um homomorfismo sobrejetivo f : R' — M, agora aplicando a
Proposicao 2.2.4 temos uma implicagdo.

Reciprocamente, suponhamos que R/ = M @ N para algum R-médulo N, entdo por
2.2.7 e como a soma direta de médulos projetivos € projetivo, temos que M é projetivo. W

Exemplo 2.2.10 Sejam P; and P, dois R-mddulos projetivos finitamente gerados. Entao
Py ®g P, é também um R-modulo projetivo. De fato, pela Proposi¢cao 2.2.9 existem R-
moddulos K; e R-mdédulos F; livres tal que P, & K; = F;, i = 1,2, onde F| = R" and F, = R™.
Entio F1 Qr F> = (Pl KR Pz) P K,onde K = (Pl KR Kz) D (Pz KR Kl) D (Kl KR Kz).

Exemplo 2.2.11 Tem modulos projetivos que nao sdo livres. Seja Zg, 0 anel Zg é um
Zg-modulo livre entdo um médulo projetivo. Obviamente Zg = Z, & Z3. Entdo Z, €
um somando direto de Zg. Agora pela Proposicdo 2.2.9 o médulo Z; € um Zg-médulo
projetivo. Mas Zj ndo é um Zg-moddulo livre. Se for, Z, = ZI6, onde / € algum conjunto de
indices, mas isto € impossivel pois Zg tem 6 elementos.



2.3

(plano0)

(observadabaml)

(item3)

2.3 Mdédulos planos 53

Médulos planos

Definicdo 2.3.1 Um R-mddulo X € plano, se a sequéncia de R-mdédulos
0—>M QQrX >MPRX > MyRQrX

¢ exata, sempre que 0 — M| — M — M, é uma sequéncia exata de R-mddulos (ou seja, X
¢ um R-médulo plano se o funtor e g X € exato a esquerda).

Seja M um R-médulo. Entdo o R-médulo M+ = Homgz(M,Q/Z) é chamando de md-
dulo traco de M. A R-estrutura de M é dado por R x Homz(M,Q/Z) — Homy(M,Q/Z),
definida por (a, f(x)) = f(ax), paratodox € M e a € R.

Proposicdo 2.3.2 Um R-médulo M € plano se, e somente se, M é um R-médulo injetivo.

Demonstracdo. Suponhamos que M é um R-médulo plano. Para demonstrar que M é
R-médulo injetivo, € suficiente, pelo Corolério 2.1.4, demonstrar que Homg(—, M +) é
exato como R-moédulo. Seja f : Ny — N, um homomorfismo injetivo de R-mddulos e
considere

HomR(Nz,M+) — HomR(Nl,M+).

De acordo a Férmula de Adjunc¢do

Homz,(M ©g N2, Q/Z) *— Homg (N2, M ")
UdM@f)*l f*l
HomZ(M(X)RNI,Q/Z) LHOI’HR(NQ,MJF)

onde o e B sdo isomorfismos. Como M é R-médulo plano, a sequéncia

ldy®
0——M@r N " Mg,
é exata e como Q/Z é um Z médulo injetivo, (Idy & f)* é um homomorfismo sobrejetivo.
Segue, f* é também sobrejetivo, entdo M é R-mddulo injetivo. A reciproca é direta pelo
diagrama acima. |

Temos algumas propriedades, elementares.

Observacdo 2.3.3 1. Se {M;}ic; é uma familia de R-mddulos, entdo @;c;M; é plana
se, e somente se cada M; é plano para cada i € I. Use a Proposi¢do 2.3.2.
2. Se dois R-m6dulos sdo isomorfos e um deles € plano, entdo ambos sdo planos.
3. Observe que se
0—-M-—=N

¢ uma sequéncia exata de R-mddulos, entdao
0—>RRIRM — RRrN

¢ exata pelo fato que RQp M = M e R®@r N = N. Portanto, com isto se mostra que
R € um R-modulo plano.

4. Qualquer R-médulo livre € plano. De fato. Como qualquer R-mddulo livre é
isomorfo a R! para algum conjunto de indices I. como R! é soma de R-moulos
planos, entdo R é plano pelo item 1.
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5. Qualquer R-médulo projetivo é plano. De fato, seja M um R-médulo projetivo.
Entio pela Proposi¢do 2.2.9 temos que R! = M & N, para algum R-médulo N, agora
pelo item 4 e item 1, temos que M € plano.

Com os resultados anteriores, concluimos que: Se M um R-moédulo qualquer, entdao
temos as seguintes implicacdes:

M € livre = M é projetivo = M € plano.

Nem todo médulo projetivo € livre. O anel Zg € um Zg-mddulo livre e entdo é Zg-
modulo projetivo. Alem disso, Zg = Z, & Z3, entdo Z, € isomorfo a um somando de Z¢ e
entdo € um Zg-moddulo projetivo. Mas, se Z; for um Zg-modulo livre, entdo Z, = Zg para
algum conjunto /. Agora se Z, é um Zg-moddulo livre, entdo Z, deveria ter no minimo
6 elementos, o qual é uma contradi¢gdo. Mostre que um modulo plano nem sempre é
projetivo.

2.3.1 Exercicios

ExercicioPL . . : . .
(ExercicioPLano) 1. Seja R um anel comutativo. Seja M um médulo R e seja ¢ : R — B um homomorfismo

plano de anéis comutativos.
(a) Se M ¢ projetivo como um R-médulo, entdo B Qg M € projetivo como um
B-médulo.
(b) Mostre que o contrdrio da parte (a) falha em geral.
(c) Prove que se M é um R-médulo projetivo, entdo a localizagio S~'M é um
médulo S~ R projetivo para cada subconjunto multiplicativamente fechado S
de R.
(d) Suponha que M ¢€ finitamente apresentado. Prove que as seguintes condi¢des
sdo equivalentes:
i. M é um R-mddulo projetivo;
ii. alocalizacio S~!'M é um S~!'R-médulo projetivo para cada subconjunto
multiplicativamente fechado S de R;
iii. a localizagdo M, € um R,-mddulo projetivo para cada ideal primo p €
Spec(R);
iv. alocaliza¢do My, € um R,-mddulo projetivo para cada ideal mdximal m
de R.
2. Suponha que M é um R-mddulo onde R é um anel Noetheriano. Prove que as
seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(a) M é um R-modulo injetivo;
(b) alocalizagdo S~'M é um S~!'R-médulo injetivo para cada subconjunto multi-
plicativamente fechado S de R;
(c) alocalizagdo M, é um Ry,-mddulo injetivo para cada ideal primo p € Spec(R);
(d) alocalizagdo My, € um Ry,-mddulo injetivo para cada ideal maximal m de R.
3. Suponha que M é um R-mddulo. Prove que as seguintes condigdes sdo equivalentes:
(a) M é um R-moédulo plano;
(b) a localizagdo S~'M é um médulo S~!'R-plano para cada subconjunto multi-
plicativamente fechado S de R;
(c) alocalizagdo My, é um Rp-médulo plano para cada ideal primo p € Spec(R);
(d) alocalizagdo My, € um Ry,-mddulo plano para cada ideal maximal m de R.
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4. Mostre que Q é um Z-modulo divisivel. Mais geralmente, se R € um dominio, seu
corpo de fra¢oes Frac(R) é divisivel.

5. Uma soma direta de uma familia de R-mddulos, € um R-mddulo injetivo se, e
somente se, cada um dos somandos € um R-mddulo injetivo.

6. Todo R-mddulo injetivo pode ser expressado como uma soma direta de R-mddulos
injetivos indecomponiveis.

7. Mostre que qualquer R-médulo M é imagem homeomorfica de um R-mdédulo livre.
Alem disso, se M ¢ finitamente gerado, entdo o R-mddulo livre pode ser escolhido
com um R-mddulo finitamente gerado.

8. Mostre que, se um R-mdédulo M € livre entdo M € um R-médulo projetivo.

9. Um R-modulo / € injetivo se, € somente se para cada sequéncia exata 0 — M 1> N

de R-mddulos e R-homomorfismos a sequéncia 0 — Homg (N, 1) 5 Homg (M, 1) é
exata como R-modulos.

10. Um R-médulo P € projetivo se, e somente se para cada sequéncia exata M 5N
de R-médulos e R-homomorfismos a sequéncia Homg(P,M) %5 Homg(P,N) — ¢
exata como R-modulos.

11. Se {M;}; é uma familia de R-mddulos, entdo o R-médulo []; M; € injetivo se, e
somente se, cada M; € injetivo.

12. Se {M;}; é uma familia de R-mddulos, entdo o R-médulo @, M; é projetivo se, e
somente se, cada M; é projetivo.

13. Um R-médulo M € projetivo se, e somente se, € isomorfor a um somando direto de
um R-médulo livre. Dica R = M @ Ker(f : RT — M).

14. Prove que um R-mddulo injetivo € divisivel.

15. Mostre que nem todo médulo plano é um médulo projetivo.

16. Se R é um dominio de ideais principais, prove que um R-médulo M € divisivel, se e
somente se, M € um R-mddulo injetivo.

exer8)? 17, Seja 0 — M;—M—M, — 0 uma sequéncia exata de R-modulos. Se M, é um
R-mdédulo projetivo, prove que 0 = X Qr M| —X Qr M—X Qg My — 0 é uma
sequéncia exata curta de R-mddulos para qualquer R-médulo X.
. Seja R um anel comutativo. Seja M, um complexo de R-mddulos, e N um R-mddulo.
(a) se N é plano, mostre que H;(Me, @g N) = H;(M,) @g N para todo i € Z.
(b) se N é projetivo, mostre que H;(Homg(M,,N)) = Homg(H;(M,),N) para todo
i € 7.
(c) se N é injetivo, mostre que H;(N,Homg(M,)) = Homg (N, H;(M,)) para todo
i € 7.

(commutahomo) g

2.4 Resolucoes projetiva e injetiva

Sabemos que cada médulo € a imagem homomorfica de um médulo projetivo, e que cada
modulo pode ser megulhado em um mddulo injetivo. Estas observacdes nos fornecem as
ferramentas necessarias para construir resolucdes projetivas e injetivas, que desempenham
um papel central na dlgebra comutativa e na teoria da funtores derivados.

A seguir, estudaremos funtores derivados a direita e funtores derivados a esquerda de
um funtor aditivo e covariante, ou de um funtor aditivo e contravariante. Para este fim,
faremos uma introdug¢do sobre os conceitos de resolucdo injetiva e resolucao projetiva de
um dado R-médulo.
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(Rprojetiva) Definicdo 2.4.1 Seja M um R-mdédulo qualquer. A sequéncia exata da forma:

Q; (7] Qo

P,: - P, P P Py M 0

€ denominada uma resolucao projetiva de M se P; ¢ um R-méddulo projetivo para cada
i=0,1,2,3,....

Observe que na Definicdo 2.4.1, se retirarmos o R-mddulo M, obteremos um complexo

o 041
POM: Pl !

i

Py 0

P, P

e a este complexo de cadeias vamos nos referir como sendo a resolucao projetiva deletada
do R-médulo M.
A resolucio injetiva pode ser definida de forma semelhante.

?(Rinjetiva)? DefinicGo 2.4.2 Seja M um R-médulo qualquer. A sequéncia exata da forma:

I 0— M %0 % p IO 1 N

é chamada de resoluciio injetiva de M, se I' é um R-médulo injetivo para cada i =
0,1,2,3,....

De forma andloga ao feito anteriormente, se removemos o R-médulo M da sequéncia
I*, obteremos o co-complexo de R-mddulos

QL R R Sy P

e a este cocomplexo, chamaremos de resoluc¢ao injetiva deletada do R-médulo M.
Agora, o seguinte lema é muito importante pois nos garante a existéncia de resolucdes
injetivas e projetivas de um R-mdédulo qualquer M.

?(existenciaR)?| o 2.4.3 Todo R-médulo M possui uma resolu¢do injetiva e projetiva.

Demonstracdo. Se M é um R-mddulo, entdo pelo Coroldrio 2.2.8, sabemos que existe um
Py médulo projetivo e um epimorfismo ¢ : P, — M. Portanto temos sequéncia exata

0 Ky2% P2 M—0

onde Ky = Ker() e po € inje¢do candnica. Continuando este processo, existirdo sequén-
cais extas de R-mddulos e homomorfismos

0Ky 2% P -2 M—0

O%Kl &Plil(o%o

0—>K2£>P2ﬁ>K1%0
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0—K; —>P AKZ 1 —0

onde P; é projetivo, K; = Ker(3;) e p; é uma injegdo candnica, para i =0,1,2,..., com
Po = 0. Se emendassemos estas sequéncias exatas curtas, teriamos o seguinte diagrama

01 M 0
onde o = p;_10f; parai=1,2,3,..., entdo, desta igualdade temos,
Im (al> - Im(ﬁ,) - z 1= Ker(ﬁz 1) Ker(ai—l)
parai=1,2,3,... e
Po: PP | — P B M ——0

¢ uma resolugao projetiva de M.
Para o caso de injetividade, faremos a prova por inducdo sobre i.
Nos sabemos pela Proposicao 2.1.12 existe uma aplicacao injetivo € um R-médulo
injetivo 19
0—s M 24 0

Considere uma aplicagio quociente p® : I — Coker(yy,) € seja I' um R-médulo injetivo e
um homomorfismo injetivo i : Coker(yys) — I'. Seja d® =i o p°. Entdo nos conseguimos
uma sequéncia exata

0—m Y0

Agora suponhamos que tenhamos escolhido 01, . I'ed®,d',....d~"'. Como antes,
considere p’ : I' — Coker(d'~'). Seja I't! um R-médulo injetivo e um homomorfismo i’
i

injetivo em I'*!. Como antes definamos d’ = i pi, isto €

A1)
r i i+1
di—l (Ii—l) I
Ii

Claramente, como i é injetiva kerd’ = ker p' =im(d'~ 1), e assim kerd’ = Imd’~!. Tudo
isto nos d4 uma sequéncia exata
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0 . i—1 .
I 0—>M- 20 4. PP [ .y {
[ |
Observe que, se
P,: - P, i P P % Py %_ym 0
¢ uma resolugdo projetiva de M, entao
Py —= PP — =P —>= Ry —0

)

H()(P.’M) = Kel‘(P() — O)/Im(al) = P()/KGI‘(O(Q) =M.

Similarmente, se

00— M %0 % o1

uma resolucdo injetiva de M, entdo

QL | B Ay P LS Ny

HO(I*M) =2 M. Assim, isto significa que mesmo calculando cohomologias ou homologias,
ndo perdemos nenhuma informacao de M, a menos de isomorfismo, quando tiramos M das
resolucdes.

Exemplo 2.4.4 Neste exemplo faremos um processo de como calcular um resolucao
projetiva: Seja R = k[x,y,z] e seja I = (x,y,z) um ideal. Suponha que queiramos criar uma
sequéncia exata com 0s mapas

R—R/I—0.

Bem, a resposta natural poderia ser
0—-I—R—R/I—DO0.

Isto € claro, correto, mas agora podemos continuar o prcesso feito acima, exigindo que
cada médulo que aparece seja da forma R” para algum n. Observamos o seguinte: Como
I = (x,y,7) existe um mapa o : R®> — I (sobrejetivo) definida por

(a,b,c) — ax+by+cz.

agora construindo a sequéncia exata

0Ky PSR Xm0

onde Ky = Ker(oy). Entdo, para continuar, tentaremos fazer a mesma coisa que fizemos
antes. Mas primeiro devemos computar Ker(¢p). Observe que, em termos de uma matriz
temos que
y Z
| —x |=a| 0 |J=mw| z |=0,
0 —X —y
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e, na verdade, esses elementos geram K, entdo temos

y Z
Koy = —X s 0 ) < = [V17V27V3]~
0 —X —y

Como antes, temos um mapa fB; : R* — Ky definido por (a,b,c) — avi + bvy + cvs.
Com isto podemos construir e seguinte diagram comutativo

R 2. 0

\/
/\

onde pg € a aplicagdo inclusio e o = pgo [31.

Assim, como antes, podemos calcular o nocleo desta apliacdo. Com isto podemos
facilmente ver que Ker(op) = Im(a).

Como antes, agora calculemos o nucleo de ;. Pelo diagrama, como o nucleo de o é
igual a nucleo de f; e como a forma matricial de a; é

y z 0
o = —x 0 Z
0 —x —y

Nos agora podemos calcular o nucleo esta apliacao, e vemos que que

Z
(04] =y =0.
X
Z
Com isto podemos construir K| = -y = [v1]. Como antes definamos 3, : R — K,
X

B2(a) = avy. Agora com isto temos o seguinte diagrama.

\/A/
/\/\

onde p; € inclusdo e ap = pj o 3. Como antes, agora calculemos o nucleo de 3. Pelo
diagrama, como o nucleo de o € igual a nucleo de 3, € como a forma matricial de o é

Z
0 = -y
X
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portanto o nucleo de o, € zero. Assim, obtemos a resolugdo

b4 y z 0
—y —-x 0 z
X 0 —x —y
0—>R—=R3 — R r L RjI0.

O préximo exemplo, mostra que podem existir resolucdes projetivas infinitas.

Exemplo 2.4.5 Seja R = k[x]/(x?). Entdo, se X representa a imagem de x em R, isto &,
X = x + (x?), entdo seja M = R/(xX) um R-médulo. Entdo uma resolugio livre de M é

Q; ay (24

P,: - R R R R M 0

onde cada mapa é multiplicacao por x. Verifiquemos que € exato: Primeiro o anel R pode
ser identificado com o conjunto de todos a + bx onde a,b € k. Entdo x(a + bx) = xa. Entdo
a imagem deste mapa € toda multipla de x, e o nucleo do mapa também € todos os multiplos
de x. A exatiddao segue imediatamente, notando que o ultimo mapa € uma projecao e,
portanto, € sobrejetivo.

Exemplo 2.4.6 Seja Z; um Z4-mébdulo e seja a sequéncia de Z4-mddulos, denotado por

o

P,: - Za

74 YA 7427, 0,

onde «;(71) = 2n para cada i > 0 e ap() = . Nos podemos ver facilmente que esta

sequéncia € uma uma resolucao projetiva infinita de Z,.

A seguir serd mostrado que quaisquer duas resolu¢des projetivas de um médulo sdao do
mesmo tipo de homotopia. Para isso, precisamos dos dois lemas seguintes.

Lema 2.4.7 (Teorema de Comparacao) Seja

(lemal)
P,: - P. i P P, % Py %M 0
uma resolucdo projetiva de M e suponha que
Qu: o NN, oo N PNy PN 0

€ um complexo exata. Entdo para qualquer homomorfismo f : M — N de R-mddulos
existe uma aplicagdo de complexos f, : Po ;y — Qa v tal que fjo f; = fi_1 o o, para todo
i=0,1,2,....

Demonstragdo. Como Py é projetivo e como temos um R-homomorfismo fo og : Py —
N, entdo pelo fato que By um R-homomorfismo sobrejetivo, temos que existe um R-
homomorfismo fy : Py — Ny tal que o diagrama

-2 M——0

fol fJ
No-Poo N0

comuta. Agora suponhamos que os R-homomorfismos fo, f1, ..., fi—1 tem sido encontrados
tal que o diagrama
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P Q; P i1 P, Q2 @ Py ) M 0
fi j Jim1 L fiea L fol f\
. N Bi N Bi-1 Ni_» Pz B No Bo N 0

¢ comutativo. Com isto encontraremos f; : P, — N; tal que ;o fi = fi_1 o . pelo
processo de indugio e pelo dltimo diagrama, B;_jof;_| = fi_200;_1,entdo B;_j0 fi_104 =
ficso@i_po00; =0daIm(fi_;o0a;) C Ker(B;—1) = Im(fB;). Como P; é projetivo, temos o
diagrama

jfiloai
£ B
N, —Im(B;)) —=0

que pode ser completado comutativamente pelo R-homomorfismo f; : P; — N;.
|

A aplicacio de complexos, f, : Po pr — Qo v, Obtida no lema anterior, serd chamada
uma aplicacao de complexos gerado por f : M — N. O lema anterior ndo assegura que
tal aplicacdo de complexos € Gnica. Nao entanto, temos o seguinte lema.

Lema 2.4.8 Seja P, € Qo como no lema 2.4.7. Se f: M — N é um homomorfismo de
R-médulos, entdo qualquer par de aplicagdes de complexos fo, ge : Por — Qo v gerado
por f sdo homotdpicos.

)? Proposicdo 2.4.9 Se P, € Q,sdo duas resolucdes projetivas de M, entdo P, 7 € Q. 37 tem

0 mesmo tipo de homotopia.

Os resultados acima podem ser feitos para o dual, isto €, para resolucdes injetivas e sao
deixados como exercicios para o leitor.

Funtores derivados

Em algebra comutativa ou na dlgebra homoldgica, certos funtores podem ser obtidos ou
derivados a partir de outros que s@o estreitamente relacionados com os funtores originais.

Nesta secdo, faremos uma breve descri¢do de funtores derivados a esquerda e funtores
derivados a direita. Observe que, se temos

& oy oo

P,: - P, P, P Py M 0

sendo uma resolugdo projetiva de M, e § : Mg — Mg um funtor covariante de R-mddulos
para S-médulos, entdo F(P,)

3P - F(P) 3Py 5P 2L 3R S () ——0

denotara um complexo de S-mdédulos e de S-homomorfismos. Se § € um funtor aditivo
covariante, entao temos que

S(ai)oF(@iv1) =0,
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e por conseguinte §(P,) é um complexo de S-médulos. Observe que, dependendo de como
¢ §, o complexo §(P.) pode ndo ser uma sequéncia exata de R-moédulos e cada S-médulo
§(P;) pode ndo ser um S-médulo projetivo.

Estas mesmas construgdes e observagdes podem ser feitas para §(I*), onde I* € uma
resolucdo injetiva de M.

Sejam P, e Q, resolugdes projetivas de M e N respectivamente, € f : M — N um
homomorfismo de R-médulos. Entdo pelo Lema 2.4.7, existe um diagrama comutativo

P. - Pz o Pi—l Qi1 Pi—2 a2 o PO (24 M 0
fit fill fiZl fol ft
Bi Bi- Bi- B B
Qe:--- Qi Qi1 —>Q s g =N 0

onde f, : Pe s — Qo y uma familia de R-homomorfismos gerado por f. Agora, se § € um
funtor aditivo de R-mddulos para S-mddulos, entdo conseguimos o diagrama comutativo

FPuy): - ——3(P) S (P ) M g (p,§ 92l

S(ﬁ)l S(fil)l S(fiZ)j S(fo)j
5Qun) - —5(0) g ) P50, )82k S0 ——0

onde as linhas do diagrama sao complexos. Portanto, existe uma familia de aplica¢des,
pela Proposicao 1.4.3, H;(F(f.)) que aplica a i-ésima homologia de §(P, 5/) para a i-ésima
homologia de § (Q.’N). Se § for funtor aditivo contravariante, entdo existird uma familia
de aplica¢cdes de cohomologia em cohomologia.

A seguir, apresentamos uma proposi¢cdo importante para a sequéncia do texto.

(estavelecer) Proposicdo 2.4.10 Seja § um funtor aditivo de R-md6dulos para S-mdédulos.

(a). Se P, e Q. sdo duas resolugdes projetivas do R-médulo M, entdo H;(F(Pe rr)) =
H;(3(Qem)), para todo i > 0. Além disso, se f : M — N ¢ um homomorfismo de
R-mdédulos, e P, € Q, sdo resolucdes projetivas de M e N respeitivamente, entao
H;(3(fe)) : Hi(F(Pepr)) = Hi(F(Pe n)), para todo i > 0, independe da escolha da
aplicacao de complexos f, : Ps — Qo que é gerada por f.

(b). SeI® e J* sdo duas resolucdes injetivas do mesmo R-médulo M, entio H (F(1*M)) =
Hi(F(J*M)), para todo i > 0. Além disso, se f : M — N é um homomorfismo de
R-médulos e I* e J*® sdo resolugdes injetivas de M e N respeitivamente, entao
HI(F(F>M)) : H (F(I*M)) — H (F(I*Y)), para todo i > 0, independe da escolha da
aplicacoes de complexos f* : I* — J* que é gerada por f.

Demonstracdo. (1) Se Pq e Q, sdo duas resolugdes projetivas do mesmo R-médulo M e se
a aplicagdo identidade idy : M — M gera duas aplicagdes de complexos fo : Pe pr — Qe
€ g : Qo — Po 1, entdo pelo Lema 2.4.8, temos que fo © ge € go © fo $40 homotOpicos
para a cadeia de aplicagdes Idp, ,, € Idp, ,, respeitivamente. Agora segue da Observagio
1.4.5 item 4,(c) que F(fo 0 ge) € T(ge 0 fo) sd0 homotdpicos para §(Idg, ) =1dg, )
§dp,,,) = Idgp, ) respeitivamente. Aplicando a Observagdo 1.4.5 item 4,(d) e usando
as propriedades de H, e §, temos



2.4 Resolucodes projetiva e injetiva 63

H;(3(g0)) o Hi(§(fe)) =

|
o

I
ISeisw
SN
(=T ="
« =
>
= =

= idy,3(p )

Hi(3(fe)) : Hi(S(Pomr)) — Hi(F(Qom))
€ um isomorfismo.

Para finalizar, suponhamos que fo,ge : Po yy — Qe v 530 duas aplicacdes de complexos
gerado por f: M — N. Entdo f, e g sa0 homotdpicas, pela Lema 2.4.8, entdo temos que
§(fe),5(8) : §(Popr) = §(Qem) sdo também homotdpicas, pela Observacdo 1.4.5 item 4
(c). Agora segue, da 1.4.5 item 4 (d),

Hi(3(f6)) = Hi(S(8s)) : Hi(F(Porr)) = Hi(F(Qen))-

A prova de (2) é similar e se deixa como exercicio.
[

Com esta proposi¢do em maos, podemos estabelecer os funtores derivados a esquerda
e também a direita; a seguir, desenvolveremos estes funtores para um funtor aditivo §.
1. O Funtor £;§ (e) : Mg — Ms. Escolhemos uma resolugdo projetiva do R-médulo
M:

o ay Qo

P,: - P Py Py P M 07

e entao

S(a

FP: - ——FB) A FP ) () 2L 5(Ry) T F () ——0

€ um complexo de S-moédulos (note que o funtor §, neste caso, é covariante). Com
isto, definimos os S-mddulos de homologia H;(§ (P »)), € denotemos isto como

LiF(M) :=Hi(F(Pam)).

Para cada R-homomorfismo f : M — N, temos uma aplica¢do de S-moédulos de
homologia no nivel i

H;(§(fe)) : Hi(F(Pemr)) = Hi(S(Qe )

onde Q, € uma resolug@o projetiva do R-médulo N e fo : Py — Qe n € uma
aplicacdo de complexos gerado por f. Pela Proposi¢do 2.4.10 (a), temos que
H;(F(fs)) depende somente de f e ndo da aplicagdo de complexos f, que é gerada
por f. Se denotarmos £;5(f) := H;(F(f)), entdo temos que

¢ um funtor aditivo (e covariante, pois, neste caso, § estd sendo considerado um
funtor covariante) de R-mddulos para S-mddulos, para cada inteiro i > 0.
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2. O Funtor 3T (e) : Mg — Ms. Escolhemos uma resolugio injetiva do R-médulo M:

I°: 0 M 10 I! e -1 I

€ entao temos que

FI): 0—=F(M) —F(1) q) U ——=) —=-+

€ um co-complexo de S-mddulos (observe que § € covariante). Com isto, definimos
os médulos de cohomologia H (F(I*M)), e denotemos isto como

RF(M) = H (FIT)).

Para cada R-homomorfismo f : M — N temos uma aplicagdo de S-médulos de
Cohomologia no nivel i

H(§(f.)) : H(FIM)) — H (FI*V))

onde J* é uma resolucdo injetiva do R-médulo M e f, : I*M — J*V é uma aplicacio
de co-complexos gerada por f. Pela Proposigio 2.4.10 (b), temos que H (F(f,))
depende somente de f e ndo da aplicacdo f, de complexos de cadeias que é gerada
por f, como ja explicado anteriormente. Denotaremos R'F(f) := H (F(f.)), entdo
temos que . . ‘
RF(f) : RF (M) — RF(N),

¢ um funtor aditivo (e covariante, pois § € covariante) de R-mddulos para S-médulos,
para cada inteiro i > 0.

Definicao 2.4.11 Se § é um funtor aditivo de R-mddulos para S-médulos, entdo £;§
e R'§ sdo chamados o i-ésimo funtor derivado a esquerda de § e o i-ésimo funtor
derivado a direita de §, respectivamente, parai =0,1,2,3,....

Observe que, se § € um funtor aditivo e contravariante de R-mdédulos para S-moédulos,
também existem os funtores &;F e R'F. Neste caso, para construir o funtor £;§ € suficiente
escolher uma resolucdo injetiva, e para construir R'F é suficiente escolher uma resolucio
projetiva.

Frequentemente, usaremos o seguinte resultado: “Se § € um funtor aditivo e exato a
esquerda ou exato a direita, entdo £o§ e § sdo naturalmente equivalentes."

Similarmente, temos este resultado para SR°F. Antes disso vamos a definir uma especie
de equivaléncia de dois funtores.

Definicdo 2.4.12 Sejam §,® : Mg — Mg dois funtores e suponha que para cada M € Mg
existe um homomorfismo My : F(M) — &(M) em M; tal que para cada R-homomorfismo
f:M — N o diagrama

F(M) - (M)

3(f)l Lei(f)
F(NV) - B(N)

¢ comutativo. A classe de homomorfismos 1 = {m : (M) — &(M)} no Mg é chamado
de transformacio natural de § para &. Se 1) é um isomorfismo em M para cada
M € Mg, entdo 1 é chamado de isomorfismo natural ou naturalmente equivalentes de
§e®,denotado F= &
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(ANULA) Proposicdo 2.4.13 Seja § um funtor aditivo covariante de R-mddulos. Entao:

(a). Se § é exato a direita, entdo £o§(M) = F(M), para cada R-médulo M. Além disso,
£oS e § sao funtores naturalmente equivalentes. Se M é um R-mddulo projetivo,
entdo £,F(M) =0, paratodo i =0,1,2,....

(b). Se F é exato a izquerda, entdo ROF (M) = F(M), para cada R-médulo M. Além disso,
ROF e F sdo funtores naturalmente equivalentes. Se M é um R-médulo injetivo,
entdio R'F (M) =0, paratodo i =0,1,2,....

Demonstragdo. A seguir, provaremos somente o item (a); a demonstragao do item (b) é
semelhante.
Se P, é uma resolucao projetiva do R-médulo M, entdo

(07 Qo

Py

o) M 0,
¢ exata, por defini¢do. Como § € exato a direita, temos que

3(P) S(a)

S (Po)

€ uma sequéncia exata (note que, estamos considerando que § € um funtor covariante).
Agora, consideremos

3(P) Y4 3(py) ——0

e calculemos:

LoF(M) = Ho(F(Per))
_ Ker(3(R)—0)
T Im(S(a))
3R
Ker(§(00))
§(M) pelo teorema do isomorfismo

112

Com isto, existe um isomorfismo de S-médulos My : LoF (M) — F(M).

Afirmamos que a familia {1y : £0F (M) — § (M)} constituida por estes R-isomorfismos
naturais nos fornece un isomorfismo natural 1 : £9o§ — §. De fato, seja f : M — N um
homomorfismo de R-médulos e suponhamos que Q, € uma resolucao projetiva do R-
modulo N. Se f, : Pe yr — Qo n € uma aplicacdo de complexos gerada por f, entdo temos
o seguinte diagrama comutativo:

LoF(M) - F(M)
)303(f)L Lg(f)

LoF(N) 2~ F(N)

onde 1My € Ny sdo isomorfismos de R-mdédulos. Assim, £o§ e § sdo funtores naturalmente
equivalentes (isto segue somente pela defini¢do de equivaléncia natural).
Se M é um R-mddulo projetivo, entdo seja:

Po: - =0 MWM—o,
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uma resolucao projetiva de M (observe que como M é um R-méddulo projetivo, todos os
R-moédulos colocados para tras de M na resolucdo anterior podem ser considerados como
os R-moédulos nulos). Com isto, temos um complexo de cadeias:

FPapr): - 0 §(M) 0,

e conseguimos, portanto, que £;5(M) =0, paratodo i =1,2,3,.... [

Observacdo 2.4.14 Note que na Proposi¢do 2.4.13 pode também ser feita considerando
que § seja também um funtor contravariante. A seguir enunciaremos tal resultado.

A demonstragdo da seguinte proposi¢ao, € semelhante & demonstragdo da Proposicao
2.4.13. Por isso, apenas vamos enunciar o proximo resultado sem a sua prova.

(ANULAL) Proposicdo 2.4.15 Seja § um funtor aditivo contravariante de R-mddulos. Entao:

(a) Se § é exato a esquerda, entio ROF(M) = F(M), para cada R-médulo M, de modo
que RF e § sdo funtores naturalmente equivalentes. Se M é um R-médulo projetivo,
entdio R'F (M) =0, paratodo i =0, 1,2,....

(b) Se § é exato a direita, entdo £oF(M) = F(M), para cada R-médulo M, de modo
que £o§ e § sdo funtores naturalmente equivalentes. Se M € um R-mddulo injetivo,
entdo £;F(M) =0, paratodoi=0,1,2,....

2.4.2 Exercicios

1. Seja P um R-moédulo projetivo, e seja B : B— P um R-homomorfismo sobrejetivo
(ou seja, € um epimorfismo). Mostre que B = Ker (B) @ P, onde P = P.

2. Mostre que, um R-médulo P € projetivo se, € somente se, ele € um somando de um
R-médulo livre.

3. Mostre agora que, um R-mdédulo P € projetivo se, e somente se, toda sequéncia exata
da forma:

0—+A—=B—P—0,

cinde.

4. Se {P; | k € K} é uma familia de R-mdédulos projetivos, entdo Y ;cx P € também um
R-médulo projetivo.

5. Um complemento de um R-mdédulo projetivo P € um R-mdédulo Q (necessariamente
projetivo) com P & Q sendo um R-médulo livre. Prove que todo R-médulo projetivo
finitamente gerado possui um complemento finitamente gerado.

6. SejaP, e Q, comonolema?2.4.7. Se f: M — N é um homomorfismo de R-médulos,
entdo qualquer par de aplicagdes de complexos fo,ge : Po 1 — Qo v gerado por f
sd@o homotdpicos.

7. Se P, e Q. sdo duas resolucdes projetivas (ou injetivas) de M, entdo P,y € Qe p
sao do mesmo tipo de homotopia.

8. Prove as seguintes afirmagdes:

(a) Seja§: Mr — Mg um funtor aditivo, entdo os funtores £;§ e R;§ sdo aditivos.
(b) Seja §: Mg — Mg um funtor aditivo e contravariante, entdo os funtores £;§ e
R;§ sdo aditivos.
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O funtor Ext (—, —)

Seja X um R-mdédulo fixo. Sabemos que Homg(—, X ) é um funtor aditivo, contravariante
e exato a esquerda na categoria de R-mddulos e R-homomorfismos. Da mesma forma,
temos que Homg (X, —) € um funtor aditivo, covariante e exato a esquerda na categoria
de R-médulos e de R-homomorfismos.

O funtor derivada a direita do Homg(—, M)
Seja

Qi ay Qo

P,: - P, P Py P M 0,

uma resolucao projetiva do R-médulo M. Entao, para cada R-mddulo fixo X, temos um
cocomplexo (ou um cocomplexo)

* * *
o & it

Homg (Pe 37, X) : 0 — Homg(Py,X) — --- —Homg(P,X) -

Portanto, agora podemos calcular a i-ésima cohomologia do cocomplexo Homg (P 47, X),
e obteremos os R-modulos

Exth(M,X) := H'(Homg (P, 3,X)).

A seguir, consideremos um homomorfismo de R-médulos f : M — N e uma resolugao
projetiva Q. de NV, temos

Extg(f,X) := H'(Homg(fs, X))
onde f, : Pe ;7 — Q. n € uma aplicag¢@o de complexos gerado por f. Assim, temos
Exth(f,X) : Exth(N,X) — Exth(M,X)

e entdo para cadai >0
Exth(—,X): Mp — Mg

¢ un funtor aditivo contravariante.

Observe que, pela construgdo, Exth(—,X) := R'Homg(—,X) é o i- ésimo funtor
derivado a direita do funtor aditivo contravariante Homg(—, M), isto também segue que
Exth(—,X) é aditivo pois Homg(—, M) e H' sdo aditivos.

Observamos também que o R-médulo Ext,(M,X) depende somente dos R-médulos M
e X, e ndo depende da escolha da resolucdo projetiva para M.

Definicéo 2.5.1 O funtor contravariante Exth(—,X ), é chamado de i-ésimo funtor exten-
sdo de Homg(—,X), ou simplesmente funtor contravariante Ext, para todoi =0,1,2,....

Para cada sequéncia exata curta 0 L M N 0 de R-moddulos e
de R-homomorfismos, existe uma sequéncia exata longa para o funtor contravariante
Ext}é(—,X ). Para obter esta tal sequéncia, precisamos do seguinte lema chamado “horse
shoe" ou “lema da ferradura".
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(Horse) Lema 2.5.2 (Horse Shoe Lemma) Considere o diagrama, constituido por R-mdédulos e
por R-homomorfismos:

%) T2
P R,
oy n
P Ro
) Yo
0——L-tom-t-N——0
Y

onde a sequéncia 0 L ! M—S-N

0 € exata e P, e R, sdo resolugdes
projetivas de L e N respectivamente. Entdo, existe uma resolu¢do projetiva Q, de M e

aplicacdes de complexos fo : Pe — Qs € go : Qo — R, tal que:

(05) B> 2]
0—P L0 E R —0
(07 Bi "

0 Py f Qo —>~ Ry 0
(7} Bo Y
0—=L—tom—t N0
0 0 0

¢ um diagrama comutativo e com linhas exatas. Além disso, Q; = P, R;, para cada i > 0.

Demonstracdo. Provaremos por indugao. Considere o diagrama

P Ro
lao l?’o

0 L—lom—2.N 0
l K
0 0

e seja Qg = Py P Ryp. Como Ry é projetivo, existe um R-homomorfismo 4 : Ry — M tal
que goh = Y. Entdo sejam fy = ip : Py — Qp a injecdo candnicae gg = M : Qo — Rp a
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projecdo candnica, agora, seja By : Qo — M um homomorfismo definido por By(x,y) =
foao(x)+h(y).
Afirmacao: f é sobrejetiva.

De fato, se z € M, entéo g(z) € N, logo existe um y € Ry tal que y(y) = g(z). Agora
como g(z —h(y)) = g(z) — (g0 h)(y) = ¢(z) —W(y) = 8(z) = g(z) = 0, entdo z— h(y) €
Ker(g) =Im(f). Segue que existe um x € Py tal que foa(x) =z—h(y). Assim, By (x,y) =
z.

Jo

Facilmente podemos ver que 0 Py Qo 80 Ro 0 € exata. Portanto

temos o diagrama comutativo e a linha é exata.

0~ R 0

Y

|

0.

©

)

0— Py 20
Bo
f

[ S—

8

-
£

o<~—=x

Agora suponhamos por indugdo, que tenhamos construido até n-ésima componentes da
resolucdo projetiva Qe de M, isto &,

00y =P @R =P aRPE M0

e também tenhamos encontrado os homomorfismos fy, f1,...,f.—1 € 80-81,---,8n—1 tal
que o diagrama comuta e as linhas e colunas sdo exatas.Na n-ésima linha temos o seguinte
diagrama.

com p% = o, : P, — Im(a,) = Ker(ot,_1) € p) = % : R, — Im(},) = Ker(y,_1) e onde
fu_1©8,_1 sdorestricdes de f,,—1: P—1 = Op—1€ gn—1:On-1 — Ry—1 para Ker(ct,—1)
e Ker(B,—1) respectivamente. Uma sobreje¢io pg :Qn =P, ®R, — Ker(B,—1) e as

aplicacdes 0 —— P, L 0, e 0, LN R, — 0 podem ser construidas exatamente

como fy, fo e go foram construidos, e obtemos o diagrama comutativo com as linhas e
colunas exatas
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Jn Qn 8n R

L

L
1) ——> Ker(B,— 1)—>Ker(yn 1)—=0
T

0 0.
Y
n—

S
[e)

Se i | : Ker(ot,—1) = Py_1, iB :Ker(B,—1) > Qn-1 € i

injecdes candnicas, entdo oy, = zn_l op%, By = 1571 OpE eV = 121/71

o seguinte diagrama comutativo com linhas e colunas exatas

|+ Ker(¥—1) = R,—1 sdo

o pr. Com isto temos

Jn 8n

0 P, On R, 0
all Bn Yn
Jn—1
0 Po—1 Qn71—>R -1—=0
0 L—L -y —% N 0
0 0 0
e entdo o lema segue por indugao. [

Este lema também existe quando considerarmos resolu¢des injetivas. Agora, constru-
iremos, pelo resultado, a existéncia da sequéncia exata longa do Ext.

(SELExt) ) ¥
Proposicdo 2.5.3 Se 0 L M N 0 é uma sequéncia exata curta de R-

modulos e de R-homomorfismos, entdo para qualquer R-moédulos X, existe uma sequéncia
exata longa de R-médulos de cohomologia:

8

* % 0
0 — Homg(N, X) 5= Homg(M,X) . Homg(L,X) ==
Ext}e&;x) ExtR( £:X)

0
2 Bxth(N, X) Exth(M,X) Exth(L,X) 2
i—1 . i
O Bt (v, ) PREY) B (a,x) Y )ExtR(L,X)

onde &' é um R-homomorfismo conectante para cada i > 0.

Demonstracdo. Se Po and R, sdo resolugdes projetivas dos R-mddulos L e N respectiva-
mente, entdo pelo Lema da Ferradura (Horse Shoe Lemma) conseguimos assegurar que
existe uma resolugdo projetiva Qo do R-moédulo M e aplicacdes de complexos fo : Pe — Qs
e 8o : Qo — R, tal que

Jo

0 P, Q. —>-R, 0
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€ uma sequéncia exata curta de complexos. O complexo Q, foi construido pelo Lema da
Ferradura (o Horse Shoe Lemma),

0 Plfz 0 8i

R; 0

¢ uma sequéncia exata curta que cinde, com Q; = P; b R; para cada i > 0. Pela Proposicao

1.3.3 item (a), Homg(—,X) preserva sequéncias exatas que cinden, temos com isto o
seguinde diagrama comutativo:

0 0 0
0 HOl’nR(R(),X) % HomR(Rl,X) HomR(Rz,X)
n 8 8

0 —>HOl’HR(P() @Ro,X) i>-H01’11R(P1 @Rl,X) ﬁ>-HOIIlR(Pl @RQ,X) —_—
1o A f

0 HomR (P(),X) HOIIlR(Pl,X)

HOIIlR (Pz,X)

0 0 0

onde as colunas so exatas e as linhas nos fornecem Ext, (N, X ), Exth(M,X) e Exth (L, X),
para cada i > (. Assim, temos a sequéncia exata curta de complexos:

%

0 —>H0mR(R.’N,X) L—HOIIIR(Q”M,X) f—'>H0mR(P.7L,X) —0.

Como o funtor contravariante Homg(—,X) é exato a esquerda e aditivo, pela Proposi¢ao
2.4.15 (b), conseguimos obter que:

Ext%(N,X) = HO(HomR(P.’N,X)) = Homg (N, X),

EX'[%(M,X) :HO(HomR(P.M,X)) = Homg(M,X) e
EXt%(L,X) = HO(HomR(P07L7X)) = HOIIIR(L,X).

Assim, juntamente com a Proposi¢do 1.4.9, temos o resultado desejado. |

A sequéncia dada na Proposicao 2.5.3 é chamada de Ext-sequéncia exata longa na
primeira variavel. Existe também uma Ext-sequéncia exata longa na segunda variavel.

Para obter esta ultima sequéncia, suponha que 0 L / M—E-N 0 € uma

sequéncia exata curta de R-mddulos e R-homomorfismos. Seja P, uma resolucio projetiva
de X, e relembre que se P é um R-médulo projetivo, entdo Homg (P, —) preserva sequéncias
exatas curtas, ou seja, ele € um funtor exato, pelo Coroldrio 2.2.3. Assim, para cada i > 0,
temos a sequéncia exata

0 — > Homg(P, L) —*~ Homg (P, M) —~ Homg(P,N) — 0 .
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Portanto, isto nos fornece uma sequéncia exata curta de cocomplexos

00— HOI’HR(P.J(,L) &- HOmR(P.7x,M) Box HOIHR(P.Q(,N) —0.

Agora, tomando R-mdédulos de cohomologia nesta sequéncia e aplicando as Proposi¢des
1.4.9 e 2.4.15, obtemos a seguinte proposi¢ao.

(SELExt1) ¥
Proposicdo 2.5.4 Se 0 L M N 0 € uma sequéncia exata de R-

moédulos e R-homomorfismos, entdo para qualquer R-mdédulo dado X, existe uma sequéncia
exata longa de R-mddulos de cohomologia,

8

0 — Homg(X,L) i>H0mR(X M) £ Homg (X ,N) = 2,

ExtR(X f) ExtR( g)

0
2 Bxth(X,L) Extk(X, M)

EXR(Xf)

Exth(L,N) 2>

EXR( g)

i—1 .
- 2 Bxti (X, L) Exthy (X, M) Exth (X, N) -2

onde @' é um R-homomorfismo conectante para cada i > 0.

Assim, conforme as proposi¢des que foram dadas acima, temos um funtor contravari-
ante Exth(—,X) e um funtor covariante Exti(X,—) de R-médulos para R-médulos, para
cadai > 0.

O seguinte resultado nos fornece algumas propriedades para o funtor Ext.

(paul bland 1) Proposicdo 2.5.5 Se M é um R-médulo, as condigdes a seguir sdo equivalentes:

(a) M é projetivo;
(b) Extyx(M,X) =0,V n > 1, e para qualquer R-médulo X;
(¢) Exth(M,X) = 0, para qualquer R-médulo X.

Demonstragcdo. (a) = (b): Suponha que M é um R-médulo projetivo. Como Homg(—, X)
€ um funtor contravariante aditivo exato a esquerda, agora o resultado segue a partir da
Proposicao 2.4.15 item (a).

(b) = (¢): Segue de uma forma imediata.

(c) = (a): Considere a sequéncia exata curta

0—N —>N—N"—0

de R-mdédulos.
Sabemos, pela Proposi¢do 2.5.4, que existe uma sequéncia exata longa da forma:

0 — Homg(M,N') — Homg(M,N) — Homg(M,N") — Exty(M,N') —

Como, por hipétese, Ext}z (M,X) =0, para qualquer R-médulo X, segue que a sequéncia
obtida a partir da sequéncia anterior

0 — Homg(M,N') — Homg(M,N) — Homg(M,N") — 0,
¢ exata. Portanto, pela Coroldrio 2.2.3, segue que M é um R-mdédulo projetivo. |

Temos mais propriedades fornecidas pela proxima proposicao.
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Proposicdo 2.5.6 Se M é um R mddulo, as condicdes a seguir s@o equivalentes:
(a) M ¢ injetivo;
(b) Extyx(X,M) =0,V n > 1, e para qualquer R-médulo X;
(¢) Exth(X,M) = 0, para qualquer R-médulo X;
(d) Exth(R/I,M) = 0, para qualquer ideal I de R.

Demonstragdo. (a) = (b): Suponha que M é um R-médulo injetivo, e seja
P.: =P —-—P—=>X—0

uma resolucdo projetiva do R-mddulo arbitrdrio X. Como M ¢ injetivo, pelo Coroldrio 2.1.4,
o funtor Homg(—, M) é um funtor exato. Entdo segue que o complexo Homg (P, x,M) é
uma sequéncia exata (lembre-se de que Homg (—, M) € um funtor contravariante). Portanto,
temos que Exth (X, M) = H!(Homg (P, x,M)) = 0, para todo i > 1.

(b) = (¢) e (¢) = (d): Seguem de uma forma imediata.

(d) = (a): Considere a sequéncia exata curta

0—I—R—R/I—0

de R-moédulos.
Sabemos que existe uma sequéncia exata longa (lembre-se de que Homg (—,M) é um
funtor contravariante):

0 — Homg(R/I,M) — Homg(R,M) — Homg(I,M) — Exth(R/I,M) — --- .

Como, por hipétese, Exth(R/I,M) = 0, para qualquer ideal I de R, segue que o R-
homomorfismo:
Homg(R,M) — Homg(I,M)

€ sobrejetivo. Portanto, pelo Critério de Baer (qualquer homomorfismo se estende para R),
conseguimos provar que M € um R-mddulo injetivo, como desejado. [

Funtor derivado a direita do funtor covariante Homg(M, —)

No lugar de se usar resolucdes projetivas, podemos usar resolucoes injetivas, e fazendo
um desenvolvimento paralelo ao que foi feito na parte anterior, iremos conseguir contruir
um outro funtor Exty(M, —) da categoria de R-médulos para ela mesma, para cada i > 0;

e teremos muitas propriedades similares, pelo fato que os bifuntores m;g e Ext}} sdo
naturalmente equivalentes, para cada i > 0. Portanto, isto mostra que os R-mdédulos
Ext}é(—, —) podem ser calculados usando resolugdes projetivas ou resolugdes injetivas.
Por essa razdo € que o funtor Ext € chamado de bifuntor balanzado.

2.5.2 Propriedades de Ext para mdédulos finitamente gerados

localizationExt) pronosicdo 2.5.7 Seja ¢ : R — S um homomorfismo plano de anéis, ou seja, via ¢ temos

que S € um R-médulo plano. Além disso, sejam M, N dois R-mddulos. Assuma que R é
um anel Noetheriano e M € um R-mddulo finitamente gerado. Entdo, segue que

S @g Exth(M,N) = Exti(M @ S,N @ S),

para todo 0 <i € Z.
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Demonstracdo. Como M é um R-moédulo finitamente gerado, podemos obter uma res-
olucgao livre

(09 (24)

P,: - P P P Py M 0

onde os P, sao R-mddulos livres de posto finito. Entdo, como S € um R-mddulo plano
temos que S Qg Po — S®gM — 0 € uma resolucdo livre como S-médulo de S ®g M. Como
P, sdo R-mddulos livres de posto finito, temos que:

HOl’ns(S(X)RPn,S@RN) = SQr HOI’IIR(P,,,N)

para todo n € Z. Usando novamente o fato de S ser plano sobre R, com a igualdade acima
e o Theorema 1.5.1 e Exercicio 18 da Lista de exercicios 2.3.1, conseguimos que

Hi(HOI’Ils(S Rr Pe, S QR N)) = SQpr H,'(HOHIR(P.,N)>
e assim, finalizamos a prova. |

Corolario 2.5.8 Seja S um conjunto multilicativamente fechado de R, e sejam M e N
R-médulos. Assuma que R € Noetheriano e M finitamente gerado. Entao para todo i

ST'Extq(M,N) = Ext_, ,(S"'M,S7'N),

Demonstracdo. E suficiente considerar homomorfismo plano de anéis ¢ : R — S~'R e
aplicamos a Proposicao 2.5.7. [

Exemplos de Ext

Exemplo 2.6.1 Seja N um R-mddulo. Suponha que x € R € ndo divisor zero de R e N.
Entdo hé isomorfismos de R-mddulos

N/xN, se n=1

Exth(R/xR,N) = { 0 o n>2.

Pelas suposi¢coes, hd uma sequéncia exata curta de R-mdodulos

0 R—*>~R—"R/xR 0

Isto fornece uma resolugio livre de R/xR que pode ser usada para calcular Exti (R /xR, N)
como cohomology do complexo

0 — Homg(R,N) —*> Homg(R,N) —=0
Finalmente, como Homg (R, N) = N temos o complexo

0 N—2=N 0

Portanto a afirmagio segue deste complex. Agora Ext%(R/xR,N) = Homg(R/xR,N) segue
pela Proposicdo 2.4.15.
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<res°1NDZ>Observc::c;cfio 2.6.2 Seja R um anel. Se x,y € R sdo ndo divisores zero em R, entdo

podemos construir uma resolug¢do de R/xR sobre R/xyR dado por:

e o complexo deletado é

P,r/xp: -*—=R/xyR ~~R/xy R R/xyR —— R/xyR —=0.

Exemplo 2.6.3 Para cada inteiro m,n > 2, nos calcularemos EXtiZ,,m (Zn,N) para alguns
modulos N. Pela Observacao 2.6.2 temos a resolucdo projetiva e o complexo deletado de
Z,, sobre Z,,,, como

P,: --- Lmn = Lo = Limn = Loy

P-,Z,,: Zmn - Zmn “ Zmn - Zmn 0.

respeitivamente. Aplicando Homy,, (—,N) no complexo deletado P, 7, obtemos o seguinte
cocomplexo Homy, (P, 7, ,N)

0 — Homg,, (Zyn,N) —=Homyg, (Zmn,N) ——Homy, (Zpn,N)—=---

Como Homy,, (Zyn,N) = N, entdo o cocomplexo Homg, (P, 7, ,N) se transforma em

0 N—"~N-""~N
Calculemos EXtiZm,, (Zy,N) quando N = Z,,, o complexo Homg, (P, 7,,N) é

Pela Observagdo 2.6.2, vemos que esta sequéncia € exceto no i = 0, neste caso nos temos

Ker(Zyn A Lonn)
02 Z,m)

=mZ/mnZ =7/nZ =7y

Therefore, temos

; Ly, se i=0
1 _ ns
Extz,,, (Zn, L) = { 0, se i#0.

Calculemos Ext}; (Zy,N) quando N = Z,, o complexo Homg,,, (P, z,,N) é

0 Dop —2 Ly 2= 7,y — " T =2

Agora, calculemos a imagem e o nucleo destas aplicagdes. Seja g = mdc(m,n) e observe
que m/g € Z.

Im (Zm RS Zm) = (n)Zym = (m,n)Z/mZ = g7/ mZ.
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O nucleo tem sido calculado anteriormente e
Ker (Zm n Zm> = 7/gL.
Assim temos,

EXt%mn (Z”7 Zm) = Ker (Zm l> Zm) = Z/gZ

Exty, (Zn,Zm) = 2w~ L
<m m> :

Ext3, (Zn,Zm) = =5 =L
im (Z, Zm>

De maneira semelhante, nos calculamos

Extfzmn (Zn, L) = Zg

para todo i > 3.

2.6.1 Exercicios

1. Mostre através de um exemplo, que para dados R-médulos M, N temos que Exth, (N, M)
ndo é isomorfo a Exth, (M,N) em geral.

2. Seja0 - M — N — P — 0 uma sequéncia exata curta de R-médulos, e seja L um
R-médulo. Entdo, com as aplicagdes candnicas induzidas, a sequéncia:

0 — Homg (P,L) — Homg (N, L) — Homg (M,L) — Exth (P,L) — ...,

¢ exata. Esta sequéncia é chamada a Ext-sequéncia exata longa. Também temos que,
com as hipéteses anteriores, a sequéncia:

0 — Homg (L,M) — Homg (L,N) — Homg (L,P) — Exth (L, M) — ...,

¢ exata.
Prove que, para i > 1, temos que Ext}} (N,M) =0 se N é um R-médulo livre.

3. Sejam N, M dois R-médulos. Prove que Anng (N) C Anng (Extg (N,M)), para todo
i >0, onde Anng () é o anulador de um dado R-médulo.

4. Se n é um nimero inteiro negativo, mostre que Exty (A, B) = 0, para quaisquer que
sejam os R-mddulos A, B.

5. Seja A um R-médulo qualquer. Vamos observar a seguir que o Ext% (A,e) é natural-
mente equivalente 2 Homg (A, e).
De fato, seja B um outro R-mddulo dado (ele € fixo, porém arbitrario), e seja

1 d

0
:0ESE S E2
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uma resolugao injetiva deletada para o R-mddulo B. Desta forma, por defini¢do,
temos que

Ext (4,B) = Ker ((d°)") /Im (0 — E°) = Ker ((d°)")
Se a resolucgdo injetiva (ndo-deletada) do R-médulo B é:
0BS5S E' S E! 4LE2 .
entdo a exatiddo a esquerda de Homg (A, ) nos fornece uma sequéncia exata:

(@)

0 — Homg (4, B) % Homg (A,E) "~ Homg (A,E'),

de modo que Ker ((do)*> = Im(e*), isto &, € : Homg (A,B) — Ext} (A,E°) &
um isomorfismo. Prove que a aplicacdo, a qual é um R-homomorfismo, €* define
uma equivaléncia natural, mostrando assim Ext% (A,e) é naturalmente equivalente a
Homp (A, e), como querfamos no inicio.

6. Prove que Ext% (e, B) é naturalmente equivalente 2 Homg (e, B), para B um R-médulo
qualquer.

7. Se P ¢ um R-médulo projetivo, entdo temos que Exty (P, B) = 0, para todo R-médulo
B e para todo n > 0.

8. Se E ¢ um R-mddulo injetivo, entdo temos que Exty (A, E) = 0, para todo R-médulo
Aeparatodon > 1.

O funtor Torf(—, )

Nesta se¢do, nds faremos um desenvolvimento do funtor derivado a esquerda do funtor
produto tensorial @ @z e. Lembrando sempre que R é um anel comutativo e com identidade
nao nula.

Funtor derivado ¢ esquerda de — oz X € X @ —
Seja X um R-médulo dado, e suponhamos que

a; (05] (24

P.: - P M 0

Py Py Py

€ uma resolucdo projetiva do R-moédulo M. Se aplicamos e ®@g X ao complexo deletado
P. v, entdo temos um outro complexo

QI Id
Poyt@rX ... ParX “BX P @pX o .. o P orX Y% RyerX — 0.

Definamos
TorR(M,X) := H;(Peyy ®g X) paratodo i>0.

Agora, seja N um outro R-mddulo e suponhamos que Q. € uma resolugao projetiva
de N. Se f : M — N é um homomorfismo de R-mddulos entdo, pelo lema de comparagao,
temos o seguinte diagrama comutativo
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0 1® ®i
—h ®RX—1£Pl 1 QRX —— - —— P ®RXMPO®RX—>O
Si®rX j fi-1®rX l f1®ide f0®idxl

Bi®rX Bo®id
= 0, QX 0 1®RX_>"'_>Q1®RXuQO®RX_>O

de complexos, onde f, : Qe 7 — Qe y € uma aplicacdo de complexos gerada por f. Entdo
Torf (f,X) := Hi(fo ®1dx) : Hi(Pess @ X) — H;(Pe y ®r X),

onde fo @ Idy : Pe ps @ X — Pe v ®g X € uma aplica¢do de complexos gerada por f @ Idy.
Entao, temos
TorR(f,X) : TorX(M,X) — TorR(N,X),

e assim, temos um funtor aditivo e covariante Tor®(—,X) e um funtor derivado a esquerda
de R-médulos tal que Tor§ (—,X) = — @ X.

Se0—L i> MEN— 0, ¢ uma sequéncia exata curta de R-mé6dulos e de R-homomorfismos,

entdo existe uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias:

Jo

0 | Quy —>Rey—=0,

onde P,,Q. € R, sdo resolucdes projetivas de L, M e N respectivamente. Pelo Lema de
Horse Shoe, foi construido que 0 — P, — Q; = P, R; — R; — 0 é uma sequéncia exata
curta que cinde, para cada i > 0 e pelo Exercicio 2 item (a) da subsecéo 1.3.3, construimos
uma sequéncia exata curta de complexos

f®IdX g® X

0—>P.L®RX

Qem @rX " =" Ray®rX — 0.

Agora, tomando R-mdédulos de homologia, obtemos uma Tor-sequéncia exata longa:

T TorR
o TorR (L, x) ™) Tork (a1, x) TLE) Tork (v, x) -2,
TrR X) Torf (g,.X
22 Torf (LX) Y Tork (g, x) LS Tork (v, x) 21y
Logx /2 XM®RXg® X N @r X —0.

Se os anéis em questdo nao fossem comutativos, poderiamos calcular o Tor usando a
segunda varidvel (lembre-se de que em nosso caso, o anel R sempre é comutativo, e entdo
TorR (M,N) = Tor® (N, M), para quaisquer R-médulos M e N). Ou seja, existe também
uma Tor-sequéncia exata longa na segunda varidvel. Para observar isto, é suficiente
escolher uma resolucgdo projetiva P, de X e supor que

0 L M N 0

€ uma sequéncia exata curta de R-moédulos. Como P, ¢ um R-moddulo projetivo temos,
portanto plano, que € um R-mddulo plano 2.3.3 item (5), e assim a sequéncia:

00— PRRL—— P, QM —— P, Qg N —=0
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€ uma sequéncia exata curta, para cada i > 0. Desta forma, temos a sequéncia exata curta
de complexos, da seguinte forma:

0——=Pex QRL—>Po x QpM ——P¢ x Qg N —=0

e agora, tomando R-médulos de homologia teremos a Tor-sequéncia exata longa, dada
como segue:

-+« — TorR(X,L)—Tork (X, M) —Tork (X,N)—

PPN Tor®(X,L)—Torf (X, M)—Tork (X, N) 2,

XQRQprL—X QrM—X Qr N—0.
Portanto, nos temos dois funtores aditivos exatos a direita
Torf(—,X): Mg — Mg e Tork(X,—): Mg — Mg

para cada i > 0.

A construgdes acima, mostra que Torfe (M,N) pode ser calculado usando resolucdes
projetivas de M ou tomando resolugdes projetivas do R-mddulo N, por este motivo é
chamado de bifuntor balanceado ou equilibrado. Alem disso como os anéis sd@o sempre
comutativos, temos que Tor® (M, N) = TorR (N, M) para cada i > 0.

2.7.2 Propriedades de Tor

{lemaTor)| e 2.7.1 Se P é um R-médulo projetivo, entio Tor®(N, P) = 0, para qualquer R-médulo

N e paratodoi > 1.

Demonstragdo. Como o funtor Tor; € um funtor defivado a esquerda do N ®g —, entdo, a
demosntragdo deste lema, segue da Proposi¢do 2.4.13, item (a). [

A seguir, temos uma conexdo que relaciona R-mdédulos planos com o funtor Tor onde

o anel o R ndo € necessariamente comutativo.

(PropF1atiFG) Proposicdo 2.7.2 Se M é um R-mddulo qualquer, as condi¢gdes a seguir sdo equivalentes:

(a) P € um R-médulo plano;
(b) TorR(P,N) = 0, para qualquer R-médulo N;
(c) Tork(P,N) = 0, para qualquer R-médulo N e para todo i > 1.

Demonstragdo. (c) = (b): Segue de uma forma imediata.
(b) = (a): Suponha que
O—-L—->M—N—O0

¢ uma sequéncia exata curta de R-mddulos. Entdo, temos a Tor-sequéncia exata longa
-+ —Tor®(P,M)—Tor}(P,N) — P @ L—+P Qg M—P @ N—0.
Se Torlf (P,N) =0, para qualquer R-médulo N, entdo segue que:
00— PRRL—PRQrM—P Qg N—0.

¢ uma sequéncia exata curta, e assim temos, por defini¢do, que P é um R-mddulo plano.
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(a) = (c): Vamos provar, por inducdo sobre i. Seja P um R-mddulo plano e seja N um
R-moédulo qualquer. Entdo, existe uma sequéncia exata curta

0K—>P—>N—-0

de R-médulos, onde P um R-médulo projetivo, pelo Coroldrio 2.2.8. Para i = 1, temos a
sequéncia exata da forma:

0 = Tor®(P,P)—Tor{ (P,N) — PRgr K—P @ P

onde TorR(P P) = 0 pelo Lema 2.7.1. Mas, como P é um R-médulo plano temos que
P ®r K—P ®g P é uma aplicacdo injetiva. Segue entiio que TorR (P,N) =0. Agora
assumindo a hipétese de inducao, na sequéncia exata curta e a sequéncia exata longa,
temos:

- —Tork (P, P)—Torf (P,N) — Tork | (P,K)—--- .

Usando Lema 2.7.1, demonstramos que T01rfe (P,P) = 0 e por hipotese de indugio temos
que Tor® | (P,K) = 0. Segue Tork(P,N) =0 |

Proposicdo 2.7.3 Seja M” um R-médulo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
1. M" ¢ plano;
2. Para qualquer sequéncia exata curta

0—M — M—M"—0
e qualquer R-mddulo N a sequéncia
0—M' @gN — M Qg N—M" @g N—0
¢ exata.

Demonstragdo. Seja 0—sM' — M—M"”—0 uma sequéncia exata curta e supon-
hamos que M" é plano. Entio, pelo Lema 2.7.1, Torf (M” N) = 0 para qualquer R-médulo
N e a sequéncia exata longa

..—TorR(M",N) — M' @k N—M @ N—M" @g N—0.

domonstra que (1) implica (2).
Reciprocamente, assuma que vale (2) e considere uma sequéncia exata curta

0—M —s M—M"—0
de modo que M seja projetivo. Entdo a sequéncia
0 — M QRN—Mr N—M" @5 N—0.

¢ exata para qualquer arbitrario R-médulo N (por hipétese). Isto, pelo Lema 2.7.1,
Tor®(M,N) = 0 pois M é projetivo a sequéncia exata longa

..—TorR(M,N)—TorX(M",N) — M’ g N—M @g N—M" @g N—0.

demonstra que Torf (M”,N) = 0, agora pela Proposi¢do 2.7.2 provamos (2) implica (1).
|
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2.7.3 Médulos finitamente gerados e o Tor

(CriterioPlano)Teorema 2.7.4 Para qualquer R-mddulo P as seguintes condi¢des sao equivalentes:

1. P é plano;

2. Torf(P,N) = 0, para qualquer R-médulo N e para todo i > 1;

3. Torlf (P,N) =0, para todo R-médulo N finitamente gerado;

4. TorX(P,R/a) = 0, para qualquer ideal finitamente gerado a C R.

Demonstragdo. (1) = (2): segue do Lema 2.7.1 e as implicagdes (2) = (3) = (4) sdo
diretas.

Vamos provar (4) = (3). Consideremos N um R-médulo finitamente gerado pelo
conjunto {x;]x; € N,i = 1,...,s}. Demonstremos por indugdo sobre s que Tor{(P,N) = 0.
Se s = 1, entdo existe x € N tal que N = xR. Entdo a aplicagdo

NE
¢ sobrejetiva e Ker(.x) = atal que R/a = N.
Afirmacio: Torf(P,N) = Torf(P,R/a) = 0.

Se a € finitamente gerado, da hipotese, temos que Torf (P,N) = 0. Caso contrdrio,

consideremos a sequéncia exata curta

0—a — R—R/a—0.

e a sequéncia exata longa do Tor

... TorR(P,R)—Torf (P,R/a) — P@ga—sP @R =~ P—>P Qg R/a—0.

Desde que R, como R-mddulo, € livre, projetivo e plano, temos que Tor’f (P,R) =0 por
2.7.1. Portanto temos um isomorfismo

Tor®(P,R/a) = Ker(P ®g a—P).
Para qualquer ideal finitamente gerado a’ C a a composta de aplica¢des candnicas
PRra'—P@ga—P

é injetiva, pelo fato que Torf(P,R/a’) = 0 isto por hipotese. Com isto provemos que
Ker(P®ga—P) € injetivo. Sejaz=Y";_;m;®a; € Ker(P®ga—P) elemento qualquer.
Sejaa’ = (ay,...,a,;) C Rum ideal gerado por os g;. Entdo,

,

/

d=) m®a
=

também faz sentido como elemento de P ®g a’. Claramente, 7/ é preimagem de z e
portanto 7’ € Ker(P ®g a’—P). Mas, devemos ter 7/ = 0, logo z = 0. Em outras palavras
Ker(P ®g a—>P) é injetivo, e temos que TorX (P,N) = TorX(P,R/a) = 0.
Agora suponhamos s > 1,e N = Z;:l Rx;. Entdo seja N' =N = Zj.;% Rx; e considere
a sequéncia exata
0—N' — N—N"—0.
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onde N” = N/N'. Por hipotese de indugio TorX(P,N’) = 0 e pelo caso s = 1 temos
Tor®(P,N") = 0. Entio pela sequéncia exata longa do Tor

-+« —Torf (P,N')—Torf (P, N) — Tor{ (P, N")— - -

demonstramos TorX (P,N) = 0.
(3) = (1): Seja N' — N um homomorfismo injetivo de R-homomorfismos e seja

0—N' — N—N"—0.

a sequéncia exata onde N” = N/N’. Para mostrar que P é plano, é suficiente mostrar que
P®rN' — M ®g N é injetivo. Par provar isto, primeiro assumamos que N € finitamente
gerado. Entdo N” é finitamente gerado (pela sequéncia exata) e TorX(P,N") = 0 por
hipotese. Portanto a sequéncia exata

... —Torf (P N") — PRgr N'—P @g N—P Qg N""—0.

mostra que

0— PRrN' —PRrN—PRrN"—0.

é exata. Em particular P@g N'—P ®g N € injetiva.

Se N ndo é necessdriamente finitamente gerado, provemos que Ker (P @g N'—P Qg N)
¢ injetivo. Portanto, fixemos qualquer elemento z = ;:i m;®n; € Ker (PR@RN'—P®gN),
devemos mostrar que z = 0. Para isto, podemos sbstituir N pelo submédulo gerado por
ny,...,n.. Alem disso sabemos, pela propriedade de produto tensorial, que existe um
submédulo finitamente gerado N C N contendo N’ tal que a imagem de z & trivial em
P®grN. Assim z € Ker (P QrN' —PQrN ), disto e do caso especial tratado acima temos
que z = 0. Portanto P @g N'—P ®g N € injetiva.

|

(propocriterio) Proposicdo 2.7.5 Um R-médulo P € plano se, e somente se, para qualquer ideal a

finitamente gerado de R a aplicacdo canOnica a ®g P — P € injetivo

Demonstracdo. Suponhamos primeiro que P é um R-moédulo plano. Como a aplicagdo
a ®g P — P provem da aplicacdo injetiva a — R permanecendo injetiva para qualquer
ideal a de R.

Reciprocamente, suponhamos que a @ P — P € injetiva para qualquer ideal a C R
finitamente gerado. Fixemos tal ideal e consiredes o sequéncia exata curta

0—a — R—R/a—0.
e a sequéncia exata longa do tor

... — Torf(P,R)—Tor%(P,R/a) — a ®@g P—P—P/aP—0.

temos pelo Lema 2.7.1 temos Torlf(P,R) =0, pois R € plano como R-mdédulo. Portanto, se
a ®r P—P € injetivo, entao Torlf (P,R/a) = 0. Agoro, como a é qualquer, pelo Teorema
2.7.4 temos que P € plano. |
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(sing 7.4.3)|ema 2.7.6 Seja (R,m) um anel local e M um R-médulo tal que Tor{ (A/m,M) = 0.
Entdo, Tor} (N, M) = 0 para todo R-médulo N de comprimento finito.

Demonstracdo. Provemos por indugéo sobre o comprimento de /(N). O caso /(N) =1 ¢
claro, pois isto implica que N = R/m. Seja K C N um submddulo prépio, entdo temos o a
seguinte sequéncia exata

TorX (K, M) — TorX (N,M) — TorX (N /K,M).

Pela hipotese de indugio, Torf (K, M) = 0 e Tor{ (N /K, M) = 0. Isto implica que Torf (N, M) =
0. |

(singular 7.4.2) Coroldrio 2.7.7 Sejam (A,m) e (R,n) dois anéis Noetherianos locais, R uma A-dlgebra e

mR C n. Seja M € um R-mddulo finitamente gerado. Entdo M € plano como A-mddulo se,
e somente se Tor{ (A/m,M) =0

Demonstragdo. Se M é um A-médulo, entdo Tor{ (A/m, M) = 0, pelo Teorema 2.7.4.

Agora suponhamos, que Tor{ (A/m,M) = 0. Seja I um ideal de A é suficiente provar
que I ®4 M — M € injetivo, pela Proposicao 2.7.5. Para isto primeiro provemos a seguinte:
Afirmagdo: N m" - (I ®4 M) = 0. Para provar isto consideremos / ©®4 M como um R-
modulo via a R-estrutura de M. Este € finitamente gerado como R-mdédulo. Portanto, pelo
Teorema de Interse¢do de Krull temos N>_on" - (I ®4 M) = 0. Mas, como mR C n, temos
a afirmacdo.

Seja x € Ker(I ®4 M — M). Entdo mostraremos que x € m”" - (I ®4 M) para todo n.
Para provar isto consideremos a aplicagao

(") RAM — IR M.

A imagem deste aplicacdo é m” - (I ®4 M). Usando o Lema de Artin-Rees, obtemos um
inteiro s tal que m* N/ C m"[. Portanto € suficiente provar que x esta na imagem de

(m”ﬂl) RQAM — TR M

para todo n. Da sequéncia exata

m'NI M—=IQaM —
( ) A <m"ﬁ1

)®AM—>0,

. ) . I
Dedu.mmos, que & suﬁc.lente ver que x mapea-se para 0em (W) Q@M.
Considere o seguinte diagrama comutativo:

I®AM—n> (ﬁ) ®aM

[

M (A/m)®@s M.

Sabemos que quec(x) = 0. Portanto, (7 o1n)(x) = 0. E suficiente provar que 7 ¢ injetiva.
para Provar isto, considere a sequéncia exata
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0—=1/(m"NI) —-A/m" —-A/(I+m") =0

o qual induz uma sequéncia exata
Tor} (A/(I+w"™), M) — I/(w"NI) @4 M — A/m" @, M.

Para provar 7 ¢ injetiva é suficiente provar que Tor{ (A/(I +m"),M) = 0, mas como
A/(I+m") é de comprimento finito, pelo Lema 2.7.6 temos o resultado. [

Exemplos de Tor

Para finalizar esta se¢ao sobre o funtor Tor, vamos colocar uma observacdo e alguns
exemplos.

Observacdo 2.7.8 Se x € R ndo é um divisor de zero em R, e M é um R-mddulo qualquer,
entio Tor® (M, R/ (x)) é igual &

M/ (x)M, se i=0
Tork (M,R/ (x))={ (0:yx)={meM|xm=0}, se i=1
0, se 1>2.

De fato, podemos usar a resolugio projetiva de R/xR:
Po:0—R5R—O0,
agora tensorizando o complexo deletado por M, nos temos o seguinte complexo

Py @M :0— M 5 M — 0,

ahora claculando as homologias

Tork (M, R/ (x) = % M/,
Tork (M, R/ (x)) = % (02

Torf (M,R/ (x)) =0,
para todo i > 2.

Exemplo 2.7.9 Considere o Z4-mddulo Z; e considere uma resolugdo projetiva de Z;

o

P,: - Za Za Za

Lo 0,

onde @;(7) = 2n para cada i > 0 e (%) = 7. Tensorizando por Z; a resololugdo deletada
de Z como Z4-mobdulo, nos obtemos o complexo P, 7, ®7, Z :

0;®idy,, 0 Qidz,
1y R, Ly —— iy @z, Lip — -+ — L4 g, Ly — 14 D7, Lo —= 0.
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Nos podemos ver que as aplica¢Oes ¢; ® idz, = 0, isto €

"_>Z4®Z4Z2_O>Z4®Z4ZZ_>"'_>Z4®Z4Z2_0>Z4®Z4Z2_>0

e assim pela Proposi¢do 2.4.13 item (a), temos que TorOZ4 (Z2,Z2) = 74 @7z, L. Além
disso, adltima sequéncia exata longa pode ser substituida por

2L

2Ly e 2y 2y 0

agora por cdlculo direto temos que Torl.Z4 (Zp,7) =7y parai > 1.

Exemplo 2.7.10 — Tor sobre Z. Calcule Tor” (M, N) para todo i € Ny quando M e N sio
Z-modulos finitamente gerados. Sejam M, N dois Z-mddulos finitamente gerados, isto €
grupos finitos. Podemos escrever uma sobrejecdo € : Fy — M, com Fp um Z-médulo livre
de posto finito. Como Z é um dominio de ideais principais, temos que Ker (&) é também
um Z-mddulo livre de posto finito ver Exercicio 1 na lista de Exercicios 1.2.4. Desta forma,
obtemos uma resolucao projetiva:

0=F XRS5 M=o0,

para o Z-médulo M.

Isto mostra que o Z-médulo Tor” (M,N) = 0, para todo i > 1. Como Tor% (M,N) =
M ®7 N, somente nos resta calcular Tor? (M,N) = Ker (d; ® Idy). Mas como M e N sio
Z-mbdulos isto € grupos abelianos finitos, pelo Teorema Fundamental de Grupos, nos
podemos escrever M = ®}_,Z/niZ e N = ®iZ /m;Z. Portanto tudo se resume a calcular

Torf (Z/ (m),Z/ (n)) =Z/ (d),

onde d = m.d.c (m,n), ou seja, € 0 maximo divisor comum entre os nimeros inteiros m e n.
Usando as propriedades de compatibilidade de soma direta e produto tensorial, nos temos:

2

Tor% (M,N) Tor% (@fZIZ/niZ, @j-le/miZ>
Bf_o B Torf (Z/niZ,Z/m;ZL)
Dl Do L/ Ml Rz, L/ m;L
(O1_oZ/niZ) @7 (@o/mZ)
M®zN.

[raire

124

I

Agora mostremos que Tor? (Z/ (m),Z/ (n)) = Z./nZ ®z 7,/mZ. Do exemplo anterior
considere a resolucdo projetiva de Z/nZ e tensorize por Z/mZ, teremos que

Tor? (Z/ (m),Z/ (n)) = {k € Z/mZ|n-k = 0} = Z/dZ.

Desde que Z/dZ = 7./nZ @z Z/mZ o resultado segue.
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2.7.5 Exercicios

1.

2.

Se R € uma dominio de ideais primcipais (DIP) e M € um submédulo de um R-
mddulo livre F, mostre que M é também livre e posto(M) < posto(F).

Seja 0 — L — M — N — 0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos onde N € plano.
Entado L € plano se, e somente se M € plano.

. Ja sabemos, que em todo este livro, o anel R em questdo, ou qualquer outro anel que

se considere, ¢ comutativo e com identidade ndo nula. Prove que, para N, M dois
R-médulos quaisquer, vale o isomorfismo:

Tor; (M,N) = Tor;’ (N.M),

para todo i > 0.
Seja S C R um conjunto multiplicativamente fechado. Prove que:

S~ Torf (M,N) = Tor} 'R (S™'M,S™'N),

para todo i > 0.

. Seja M um R-médulo e seja x € R um nao-divisor de zero sobre M e também sobre

0 R-mddulo R. Além disso, seja N um R/ (x)-mddulo. Prove entdo que:
Torl/ ™ (N, M/ (x) M) = Tork (N, M),

para todo i > 0.
Sejam I, J C R dois ideais. Nessas condicdes, prove que:

Torf (R/I,R/J) = (INJ)/(I-J).

Dica: Use a sequéncia exata curta 0 — I — R — R/I — 0, e use a sequéncia exata
longa de Tor®(—,R/J), com isto serd obtido uma sequéncia exata

0= Tor{(R,R/J) — Tor®(R/I,R/J) — 1&g R/J — R/J — R/I@rR/J — 0.

. Seja M um R-médulo e seja B = R|[xy,...,x,] /J. Prove entdo que:

Torf (M, B) 2 Torf ™ (M @k R[x1,....x] . B),

para todo i > 0.

. Seja (R, m) um anel local e Noetheriano, k = R/m o corpo residual, M um R-mddulo

finitamente gerado e considere que
.o F,—=>...>F—>FK—>M-=—0,

uma resolucgdo livre (que também pode ser uma resolucao livre minimal) de M, em
que todos os R-mddulos livres F; sdo finitamente gerados, para todo i > 0. Prove
que,

dimy, (TorX (M,k)) = rank (F;) < oo,

para todo i > 0. O nimero rank (F;) é chamado o i-ésimo niimero de Betti de M.

. Prove que se A € um R-mddulo projetivo (ou plano), temos que Torfe (A,B) =0, para

todo i > 0. Em particular, isto vale quando o R-médulo A € livre.
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10. Se0 A - F = A —0é&uma sequéncia exata curta de R-mddulos, entdo sabemos
que o Tor’f (A,B) é o nicleo do R-homomorfismo A ®g B — F ®g B. Prove que:

Tor® | (4,B) = Tor (A',B) :

paratodoi > 1.
11. Notamos que se r € R e M, N sao dois R-mddulos, entdo a aplicagao:

Tork (M, N) — Torf (M,N),

para todo i > 0, induzida pela multiplicac¢do por r sobre o R-médulo N € dada pela
multiplicacdo por r sobre TorlR (M,N). Isto pode ser visto como segue.

Escolha uma resolugio projetiva P, de M. Quando tensorizamos N — N, obtemos
a aplicacdo de complexos de cadeias Py g N — P, @g N que é induzida pela
multiplicagdo por r, e esta induz a aplicacdo de homologia. prove que o mesmo fato
vale quando nés usamos M — M para induzir a aplicacio:

Tor} (M,N) — Torf (M,N),

para todo i > 0, usando a simetria do Tor. (Alternativamente, usamos multiplicagdo
por r sobre todo R-médulo P, para levantar M — M a uma aplicacio P, = P,
da resolugdo projetiva de M para ela mesma. Entdo aplicamos o funtor e Qx N e
tomamos homologia).

Além disso, se r € Anng (N), entdo a multiplicagdo N LN, éa aplicacdo nula, e
consequentemente induz a aplicacao nula:

TorR (M,N) — TorR (M,N),

para todo i > 0, a qual é também a aplicacdo dada pela multiplicagdo por r. Em
consequéncia, temos que Anng (N) anula todos os R-médulos TorX (M, N), para todo
i > 0. O mesmo vale para o Anng (M), e assim segue que Anng (M) + Anng (N)
anula todos os R-médulos Torfe (M,N), para todo i > 0.

12. Seja R um anel noetheriano comutativo e sejam M e N R-moédulos finitamente
gerados. Para cada indice i € Ny, mostre que os R-médulos Ext, (M, N) e Tork (M, N)
sdo finitamente gerados.

2.8 Dimensdo Projetiva

Nesta se¢do, vamos entender o que significa a dimensao projetiva de um R-médulo M.
?(Propo1)? Definicdo 2.8.1 Seja M um R-mdédulo e considere a seguinte resolugio projetiva para M:
Po: O0—-P,—---—P—M—0.

Dizemos, neste caso, que P, tem comprimento 7.

Definicdo 2.8.2 Dado um R-médulo M, a dimensao projetiva (ou dimensao homolog-
ica) de M ¢é dada por:

pdimg (M) := inf{n|n é comprimento de uma resolucao projetiva de M}.

Se M nao tiver uma resolugdo projetiva finita, definimos pdimg (M) = eo.
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O préximo resultado, caracteriza um R-médulo projetivo em termos de sua dimensao
projetiva.
Proposicdo 2.8.3 A dimensdo projetiva de um R-mddulo M € zero se, e somente se, M é
projetivo.

Demonstracdo. (<) Se M é projetivo, entao

0—P=M"™p_0

€ uma resolugdo projetiva para M. Logo, pela defini¢do, temos que pdimzM = 0.
(=) Reciprocamente, se 0 — Py —+ M — 0 € uma resolucao projetiva, entdo M = F.
Logo, M é projetivo. |

Lema 2.8.4 (Deslocamento de Dimensao) Seja0 —- L, - L, — ... — Ly —M — 0,
uma sequéncia exata de R-modulos onde os L; sdo projetivos para todoi =0,1,...,n— 1.
Entao para qualquer R-mdédulo N, temos

(DimShifting)

Exth(L,,N) = Exti™(M,N) e Torf(L,,N) =TorX ,(M,N).

Demonstragcdo. Faremos a prova por inducao sobre n. Suponha n = 1. Entdo, neste caso
teremos uma sequéncia exata

0—L —Ly—>M—0,

onde Ly € um R-mddulo projetivo. Portanto, com isto teremos as sequéncias exatas longas

-+ — Exth(Lo,N) — Exth(L1,N) — Extiy | (M,N) — Exty ™! (Py,N) — ---

+or — TorR | (Lo, N) — Tor® | (M,N) — Torf(L;,N) — TorX (Lo, N) — ---
pelos resultados acima temos que Exti (Lo, N) = TorX(L;,N) = 0 para i > 1. Portanto
Exth(L;,N) = Exty™ (M,N) e Torf ,(M,N) = Torf(L;,N).

Agora suponhamos que n > 2 e o resultado é valido para uma sequéncia de compri-
mento n — 1. Da sequéncia exata, podemos ter duas sequéncias exatas

0—>K—>Ly—M—0,

e
O—-L,—L, 1—...— L —K—0,
Com isto, temos os isomorfismos desejados
Exti(L,,N) = Exti™ 1 (K, N) = Ext5™ (M, N)
e

Tor®(Ly,N) = Tork,,, (K, N) = Tork, , (M, N).

onde o primeiro issomorfismo segue por indu¢do e segundo issomorfismo segue pelo caso
n=1. |
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O préxima teorema, caracteriza um R-moédulo projetivo de dimensao finita em termos
do Ext.

Teorema 2.8.5 Se M é um R-médulo e n € Z™, as seguintes condigdes sdo equivalentes:
(i) pdimg (M) < n;
(ii) Extp(M,X) =0, Vi > n e para todo R-médulo X;
(iii) Extﬁ*l (M,X) = 0, para qualquer R-médulo X;
(iv) Se

(projfinta)

0 —Ky-1—P1——P—M—70
€ uma sequéncia exata com P; projetivo, parai =0,...,n— 1, entdo K,,_; é projetivo.
Demonstragdo. (i) = (ii): Por hipdtese, existe uma resolucdo projetiva limitada, da

seguinte forma:
0 —PF — - —Fh—M—0.

A partir dela, temos uma sequéncia exata

o o o,
00— HOl’nR(P(),X) — HomR(Pl,X) — e — HOIIIR(Pn,X),
uma vez que Homg (—,X) é um funtor contravariante e exato a esquerda. Assim, pela
defini¢do do funtor Ext, temos que:
ker(az, ;)
Im(og*)
(ii) = (iii): Segue de uma forma imediata.
(iv) = (i): Se (iv) vale, temos a seguinte resolucdo projetiva para o R-médulo M:

Exth(M,X) = =0, V i>n.

0—K,1—P-1——P—M—0.

Assim, pdimg (M) < n.
(iii) = (iv): Seja

Po: 0—K, | —P 2l sp®m—0

uma sequéncia exata com P, projetivo, parai =0,...,n— 1.

Afirmacao: Ext}g(Kn_l ,X) = 0, para qualquer R-médulo X. Provado isso segue, da
Proposicdo 2.5.5, que K,,_; é projetivo. Mas isto segue, pelo Lema 2.8.4 e hipétese,
Exth(K,_1,X) = Extit1(M,X) = 0. u

Proposicdo 2.8.6 Se R € um anel e M é um R-mddulo qualquer, Dada qualquer resolugdo
projetiva (Ps, @) de M onde Coker(@,+1) € projetivo. Entdo pdimg(M) < n.

Demonstragdo. seja

oy, (0] (20)

P,: --- P, M 0

P EE Py P

uma resolution projetiva de R-modulos. Como
Coker(ay,+1) = P,/Im(0y,+1) = B, /Ker(ay,) = Im(a,).

Com isto temos as sequéncia exata de R-mddulos

P,: 0—Im(at,) ——P,_, P

. Com isto concluimos a afirmacao. |



2.8.1

Q0 Chapter 2. Médulos injetivo, projetivo, plano e resolucées

A seguir, temos as seguintes consequéncias imediatas.

Coroldrio 2.8.7 Se R é um anel e M é um R-mddulo arbitrdrio, entdo:
pdimg (M) = sup{n : Extg(M,N) # 0},

onde N € um R-médulo qualquer.
Seja

Coroldrio 2.8.8 Considere a sequéncia exata de R-md6dulos
0—+L—-M—N-—=0.

If se dois dos médulos tem dimensao projetiva finita sobre R, entio os terceito também
tem sidensao finita.

Demonstragdo. Primeiro provemos o caso onde pdimg (L) < oo e pdimg (M) < e, Os
outros casos sao simildres. Assuma que pdimg (L) < n e pdimg (M) < n. O Teorema 2.8.5
implica que para qualquer R-mdédulo X e qualquer i > n, temos

Exth(L,X) = 0 = Exth(M, X).

Agora de sequéncoa exata longa em Exth(—, X), concluimos que Exth(N,X) = 0 para
todo i > n. Novamente pelo Teorema 2.8.5.
|

A Proposi¢do a seguir, € um resultado bastante importante. Para demonstrar use o
Lema de Horse Shoe (o Lema da Ferradura).

Proposicdo 2.8.9 Seja0 —+ M — N — T — 0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos.
Entao:
pdimg (N) < max{pdimg (M) ,pdimg (T)}.

Isto significa, se as dimensdes projetivas de M e T sido finitas, entdo a dimenensao projetiva
de N ¢ finita.

Demonstragdo. Pelo Lemma da ferradura 2.5.2.

Exercicios

1. Seja (R,m) um anel local e de dimenséo zero. Seja M um R-mdédulo qualquer com
pdimg (M) < oo. Prove que M é um R-médulo livre.
2. Prove que se 0 -+ M — N — T — 0 € uma sequéncia exata curta de R-modulos.
Entao
pdimg (N) < max{pdimg (M), pdimg (T)}.

3. Seja (R,m) um anel local e Noetheriano, k = R/m o corpo residual, e seja M um
R-médulo finitamente gerado. prove que:

pdimg (M) = sup {i | TorR (M, k) # 0}.
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4. Seja (R, m) um anel local e Noetheriano, e seja M um R-médulo finitamente gerado.
Seja p € Assg (M). Prove que:

pdimg (M) > o maior comprimento de uma sequéncia regular sobre p a qual estd em m,

e € uma sequéncia regular maximal em m, que € o tinico ideal maximal do anel local

em questdo.

5. Se0 — K i> P-45M—50éuma sequéncia exata curta de R-md6dulos com P

projetivo, entdo a sequéncia

0 — Homg(M,N) L5 Homg(P.N) &> Homg(K,N)

é exata. Prove que Exth(M,N) = Coker(f*).

2.9 Dimensdo Injetiva

A defini¢do de dimensdo injetiva € o dual da defini¢do de dimensdo projetiva.
?(Propo1)? Definicdo 2.9.1 Seja N um R-mdédulo e considere a seguinte resolug@o injetiva para N:
0N ='—... o

Neste caso, dizemos que I°® possui comprimento 7.
A seguir, apresentamos a definicao de dimensao injetiva de um R-mddulo dado.

Definicdo 2.9.2 Dado um R-mdédulo N, a dimensao injetiva de N ¢ dada por:
idimg (N) := inf{n|n é comprimento de uma resolucao injetiva de N}.

Uma prova andloga aquelas feitas anteriormente nos fornece os seguintes resultados
e observe que se 0 — N — I* é uma complexo exato de comprimento 7 e idimg(I') < m,
i=0,...,n—1, entdo Ext}§ (M, I") = Exty""(M,N). Para provar isto é similar ao lema
acima.

liver9.8 . . . o )
{oliver >Teoremcl 2.9.3 Se N é um R-médulo e n € ZT, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) idimg (N) < n;

(ii) Exti(X,N) = 0, Vi > n para qualquer R-médulo X;

(i) Ext;"! (X, N) = 0, para qualquer R-médulo X finitamente gerado;

(iv) Exts™ (R/I,N) = 0, para qualquer ideal I de R;

v)Se0—N—E' —SFE'— ... sEl 51 _—5068uma sequéncia
exata de R-médulos com E* sendo R-médulos injetivos, parai =0,...,n— 1, entdo C" ! é
um R-mdédulo injetivo.

Demonstracdo. As provas de (i) = (ii) = (iii) = (iv) sdo diretas.

A prova de (iv) = (v) € semelhante a prova do Teorema 2.8.5 ao inves de usar res-
olugdes projetivas usa-se resolugdes injetivas.

Provemos (v) = (i). Seja 0 -+ N — E°® uma resolugdo injetiva conforme dado na
hipotese, e seja C"~! a imagem de E"~2 — E"~!. Por (v), 0 médulo C"~! & injetivo, assim
temos um aresolugdo injetiva de N de comprimento n. |
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Temos as seguintes consequéncias.

Coroldrio 2.9.4 Se N é um R-médulo, entdo
idimg (N) := inf{n : dada qualquer resolucdo injetiva (I*,d®) de M, Im(d"~ ') é injetiva}.
imensaoinjetiva) Coroldrio 2.9.5 Se N é um R-médulo qualquer, entdo:
idimg (N) = sup{n : Extxp(M,N) # 0},
onde M é um R-mddulo qualquer.

2.9.1 Dimensado injetiva e anéis Noetherianos

(oliver9.11) pronosicdo 2.9.6 Seja R um anel Noetheriano, M,N dois R-médulos e i um inteiro.

Suponha que N finitamente gerado. Se Exth(R/p,M) = 0 para qualquer p € Supp(N),
entdo Exty(N,M) = 0.

Demonstracdo. Como N ¢ finitamente gerado, podemos pegar uma série de compisi¢ao
0=NyCN;C---CN,=N tal que N;/N;_; = R/p;, para adequados p; primos de R.
Provamos por indugdo sobre j que Exth(N »M) = 0. Isto é claro para j =0. Se j >0,
temos a sequéncia exata de R-mddulos

0—Nj_1—=N;—=R/p;—0,
e a sequéncia exata longa do Ext

— Exth(R/pj,M) — Exty(Nj,M) — Exty(N;_1,M) — .

usando a suposi¢do e a hipotese de indugdo, obtemos que EX'[;.Q (N;j,M)=0.
[ |

2(0li ?
(olivers. 12)? Proposicdo 2.9.7 Seja R um anel Noetheriano, seja M um R-mdédulo finitamente gerado.

As seguintes condigdes sdo equivalentes.
1. idim(M) <n,
2. para qualquer ideal primo p de R, temos Exti™! (R/p, M) =0,
3. para qualquer ideal primo p de R, temos Extg;rl (k(p),My,) = 0.

Demonstragdo. (1) < (2). Isto segue da Proposicdo 2.9.6 e a equivaléncia (3) < (1) do
Teorema 2.9.3.

(2) = (3). Segue do fato de que localizacdo de mddulos nulos € nulo e localizagio
comuta com o Ext.

(3) = (2). Seja p um ideal primo tal que Ext’;"! (R/p, M) # 0, e suponhamos que p é
um ideal maximal com esta propriedade. Seja x ¢ p. A sequéncia exata

0—R/p—R/p—R/(p,x)—0

induz a sequéncia exata

— Extt™ (R/(p,x),M) — Exts™ (R/p, M) = Exts™ (R/p, M) —
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Para qualquer ¢ € Supp(R/(p,x)), temos p C g, consequéntemente pela maximalidade
de p temos Exts™! (R/q,M) = 0. Segue da Proposi¢io 2.9.6 que Exts™ (R/(p,x),M) =0,

entiio x é nio divisor de zero em Ext’,"! (R/p, M) (pois 0 mapa -x ¢ injetivo). O homomor-

fismo localizagdo Extls™ (R /p, M), — (Ext}’e+1 (R/p,M)) , € injetivo, pois seu nucleo € o

conjunto de elementos aniquilados por algum elemento x ¢ p. Como Exts™ (R/p, M) # 0,

segue que Ext}g] (k(p),Mp) # 0, contradigao. [

(oliver9.13) lema 2.9.8 Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano e M um R-mddulo finitamente

gerado. Seja p um ideal primo de R tal que dim(R/p) = 1. Entdo
Extg, (k(p),My) # 0 = Exty™! (k, M) 0.

Demonstra¢do. Como dim(R/p) > 0, existe um x € m —p. Com isto temos uma sequéncia
exata
0—=R/p—=R/p—R/(p,x) =0

que da uma sequéncia exata

— Extz(R/p,M) = Extz(R/p,M) — Exti ' (R/(p,x),M) —
O R-médulo R/(p,x) tem dimenséo 0 (pois dim(R/(p,x)) = dim(R/p) — 1 = 0). Conse-
quéntemente, Suppg (R/(p,x)) C {m}. Se Exti! (k, M) = 0, pela Proposi¢io 2.9.6 temos
Exty ' (R/(p,x),M) = 0, logo o mapa -x é sobrejetivo. Assim temos Exth(R/p,M) =
xExth(R/p,M), pelo Lema de Nakayama deducimos que Exti(R/p,M) = 0, localizando
temos EXt;ep (k(p),M) = 0 como desejado. |

(oliver9.14) proposicdo 2.9.9 Seja (R, m, k) um anel local Noetheriano e M um R-médulo finitamente

?(oliver9.15)

2.9.2

gerado. Seja p um ideal primo de R tal que dim(R/p) = d. Entdo para todo i

Exty, (k(p),My) # 0 = Extg" (k, M) # 0.
Demonstragdo. Considere uma cadeia de ideais primos p =po C - - - C pg = m. Denotemos
por E; = Extjgpj (k(pj),My,), e por indugdo sobre j mostremos que E; # 0. Se j =0, €
direto pelo suposi¢do. Se j > 0, e aplicando o Lema 2.9.8 para o anel Ry, e o ideal primo
pjRy;, vemos que E;_| # 0 = E; # 0. Desde entdo E; = Extjie+i(k,M), terminamos a
prova. |

Proposicdo 2.9.10 Seja R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado.
Seja p € Ass(M), e d = dim(R/yp). Entdo Ext}(k, M) # 0.

Demonstragdo. Temos que pRy, € Assg, (M,), segue EXt?ep (k(p), M), concluimos usando
a Proposi¢do 2.9.9. u

Exercicios
1. Suponhaque0 +D — Ly =L, —... =L, — D — 0éuma sequéncia exata de
R-médulos e d > 0. Prove que, se idimg (Lj) < d, para todo j, entdo Extk <B, D/) o

Extﬁ‘f" (B,D), para todo R-médulo B, e k > d.
2. Suponha que C é um R-mdédulo qualquer. Prove a seguinte implicagao:

idimg (C) < n = Extk™ (R/1,C) =0,
para qualquer ideal / de R, e sendo 0 < n € Z.
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2.10 Alguns resultados no caso local e médulo finitamente gera-
dos

Nesta subsec@o (R, m, k) serd um anel local comutatico Noetheriano.

(TeoEquiv) faorema 2.10.1 Se (R, m,k) é um anel local e Noetheriano, e se M é um R-médulo
finitamente gerado, entdo as seguintes condicdes sdo equivalentes:
1. M é um R-médulo livre;
M é um R-mddulo projetivo;
M é um R-mo6dulo plano;
Tor®(M,N) =0,V i > 0 e para qualquer R-médulo N;
Tor®(M, k) = 0.

Dk W

Demonstracdo. Todas as implicagdes sdo imediatas e valem independentemente do anel
ser ou nao local. A unica que ndo ¢ imediata e depende desse fato (do anel ser local) € a
seguinte:

(5) = (1) : Seja F um R-médulo livre mapeado sobrejetivamente nos geradores mini-
mais de M de tal forma que a seguinte sequéncia é exata:

0O—S—F—M—70.

Por hipétese, Tor’f (M, k) = 0. Assim, aplicando — ®g k nessa sequéncia, temos que

¢ uma sequéncia exata curta.

Por outro lado, da forma com que tomamos F, podemos mapear a sua base sobreje-
tivamente no conjunto de geradores minimais de M. Assim, F = R (Q um conjunto de
indices, nao necessariamente finito) e entdo

F _ M
mF mM

S
Logo, oy 0. Segue, pelo Lema de Nakayama, que S = 0. Portanto, M = F e assim,
temos que M € um R-mddulo livre, como desejado. |

{ExtTor) ) emq 2.10.2 Seja R um anel local e seja M um R-mddulo finitamente gerado. As seguintes

condicdes sdo equivalente:
1. M é livre;
2. M é projetivo;
3. M € plano;
4. Exty(M,k) = 0;
5. Torf(M,k) = 0.

Demosntragdo. As provas de (4) < (2) < (1) = (3) = (5) sdo diretas.

A prova de (5) = (1) segue deo Teorema 2.10.1.

Provemos (4) = (1) Seja my,...,m, geradores de M tal que médulo mM da uma base
de M/mM e isto da um morfismo sobrejetivo ¢ : R" — M e suponha que Q = Ker(¢).
Temos uma sequéncia exata longa
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0 — Homg(M, k) 2 Homg(R", k) —s Homg(Q,k) —> Exth(M,k) —> ---

Com isto temos o seguinte diagrama

Homg (M, k) 0 Homg (R", k)

:j :j

Homy (M ®gk, k)((@;) Homy (R" ®g k, k)

0 Homg(Q, k) — Exth(M k) — ...

daqui, como (¢ ® idy)* é um ismorfismo pois M Qg k = R" ®g k, logo Homg (M, k) =
Homg(R", k). Se Exth(M,k) = 0, entdo 0 = Homg(Q,k) = Hom(Q ®g k, k), segue que
O®Rrk=Q/mQ =0, e finalmente Q = 0 pelo Lema do Nakayama. Portanto M = R". W

Proposicdo 2.10.3 Se (R, m,k) é um anel local e Noetheriano, e se M ¢ um R-médulo
finitamente gerado, entdo sdo equivalentes:

1. pdimg (M) < n;

2. Exth(M,k) =0,V i>n;

3. TorR(M,k) =0,V i>n

Demonstragdo. As provas de (2) < (1) = (3) sdo diretas.
Provemos (2) ou (3) implica (1). Como M é fintamente gerado, entdo podemos
encontrar uma sequéncia exata

Lyy——=Ly—-M—0

com L; livres finitamente gerados sobre R. Seja L, = Ker(L,—; — L,—2). Pelo Lema 2.8 .4,
temos

Extg(Ly, k) = Exti™ (M k) e Torf(Ly,k) = TorX, | (M, k).

Agora por hipotese temos Extk(Ly, k) = Torf(L,,k) = 0, entdo, pelo Lema 2.10.2, L, é
um R-médulo livre. u

Deste Teorema 2.10.1, segue a seguinte proposi¢cdo, cuja demonstracdo € feita de
maneira andloga aos resultados anteriores.

o pre-requisito) pronosicdo 2.10.4 Se (R,m,k) é um anel local e Noetheriano, e se M é um R-médulo
finitamente gerado, entdo sdo equivalentes:
(i) pdimg (M) < n;
(ii) TorlR (M,N) =0,V i>ne para qualquer R-médulo N;
(iii) Tor®, | (M, k) = 0.
A condig¢do de R ser um anel local pode ser retirada dessa Proposicdo 2.10.4.

{pdimtor) Coroldrio 2.10.5 Se (R,m,k) é um anel local e Noetheriano, e se M é um R-mddulo
finitamente gerado, entdo temos que:

pdimg (M) = sup{i : TorX (M, k) # 0}.
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Proposicdo 2.10.6 Seja R uma nel Noetheriano e M um R-médulo finitamente ger-

ado. Assume que 0 - M; - R" - M % 0 ¢ exata. Entio M é plano se e somente se
Exth(M,K) =0

Demonstracdo. Como Ext é compatible com a localizag@o, podemos assumir que R € local,
Corolério 2.5.8. Se M € plano, entdo M € livre, Lema 2.10.2, e portanto, ExtgeM,Ml) =0.
Assumamos que ExtgeM ,M}) = 0. Temos a seguinte sequéncia exata

0 —» Homg(M,M;) —> Homg(M,R") = Homg(M,M) — Exth(M,M;) = 0.

Em particular, Idy € Homg(M,M) tem uma contra imagens i € Homg(M,R?), que é,
T :R" — M tem uma secdo i : M — R" satisfazendo 7w oi = Idy;. Portanto, M € um
somando direto de R", logo M € livre, e pelo Lema 2.10.2 M € plano [ |

Coroldario 2.10.7 Seja R uma nel Noetheriano e M um R-mdédulo finitamente gerado.
Assume que 0 — M} — R" — M — 0 € exata. Entdo

{p € Spec(R)|M, e Ry, — plano } = {p € Spec(R)|p 2 Ann(ExtgeM,Ml))},

isto é, Flat(M) = Spec(R) \V(Ann(ExtI(eM,Ml))).

Exercicios
1. Suponha {M;};c; uma familia de R-médulos. Entdo
pdimg (®;efM;) = Sup{pdimg(M;) : i € I}
2. Seja0— P, — P,_1 — ... » Py — B — 0, uma sequéncia exata de R-mddulos. Se

pdimg(P;j) < d, para todo j, entdo pdimg(Pj) < d +n.

3. Suponha que § : Mg — My é um funtor exato, aditivo e covariante. Dado B € Mg,
temos que:

pdimg (§ (B)) < pdimp, (B) + pdimg ( (R)) -

Esqueleto da prova: Consideremos primeiro o caso em que B é um R-mddulo
livre. Entdo, neste caso, temos que B = @5 R, para algum conjunto de indices J
e 5 (B) = @535 (R), uma vez que F é um funtor aditivo. Mas, pdimy (P55 (R)) é
igual a pdimg (§ (R)) ou igual a zero se J é vazio, pelo exrecicio 1.
Agora, consideremos no caso em que B € um R-mddulo projetivo. Entao, B C €
livre para algum C, e temos:

pdimg (§ (B)) < pdimg (§ (B) ® (C)) = pdimg (§F (B®C)) < pdimg (F (R)),

de acordo com o primeiro caso.
Finalmente, considere B um R-mddulo arbitrdrio. Se pdimg (B) = oo, ndo hd nada o
que provar. Assim, suponha que pdimg (B) = n < . Seja entio,

O—P,—P_1—...-P—B—0,
uma resolucdo projetiva de B. Entdo, segue que:

0—-35P)—>FP—1)—...—»F(R) — F(B)—0,
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€ uma sequéncia exata, uma vez que estamos assumindo que F é um funtor exato.
Sendo assim, temos que
pdimg (§ (B)) < n+d,

onde d = pdimg (F (R)), pelo Exrecicio 2, e pelo segundo caso, que foi feito anteri-
ormente.
Desta forma, conseguimos obter a desigualdade em questao.
4. Se R € um anel comutativo e ndo trivial e S € R € um conjunto multiplicativamente
fechado de R, entdo
pdimg 15 (S'M) < pdimg (M),

para qualquer R-médulo M que € dado (use o Exrecicio anterior).

5. Se (R,m) é um anel comutativo Noetheriano local, entdo qualquer R-médulo proje-
tivo finitamente gerado € livre.
Demonstracdo: Seja P um R-mdédulo finitamente gerado, € seja n 0 seu nimero
minimo de geradores. Entdo temos uma sequéncia exata curta0 - K — R" — P —
0. Como P é projetivo,R" = K @ P, e entdo (R/m)" = K/m & P/m sdo espagos
vetoriais sobre R/m. Pelo célculo de dimensdo, K/mK tem dimensdo 0, e como K é
finitamente gerado, pelo Lema de Nakayama segue que K = 0.
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3.1

3.1.1
(cidade alta 3)

Neste capitulo, (R, m,k) serd sempre um anel Noetheriano e local onde m é um ideal local
e k = R/m o corpo residual, a menos que se diga o contrario. Faremos uma introdu¢io
do complexo de Koszul e suas conexdes, tais com com anéis regulares e invariantes
topolégicos.

Resolucdo livre minimal

Antes de introducir o conceito de resolugcdo livre minimal, relembraremos algumas
defini¢des e posteriormente faremos algumas propriedades sobre resolugdes livres minimais
para R-mddulos finitamente gerados.

Lembrando-Definicoes

Definicdo 3.1.1 Seja M um R-mdédulo. Dizemos que x € R € um elemento M-regular
(ou um elemento regular sobre M) se x nao € um divisor de zero em M, ou seja, se para
qualquer m € M, m # 0, temos que xm % 0, além disso, xM # M. Caso contrario dizemos
que x é um divisor de zero em M. Se M = R, dizemos apenas que o elemento x é regular,
caso contrdrio x € ndo regular.

Definicdo 3.1.2 Sejam xy,...,x; € R e M um R-mdédulo. Dizemos que xi,...,x; € uma
sequéncia M-regular (ou uma sequéncia regular sobre M, ou uma M-sequéncia) se:
(1) x; é M-regular;

(2) x; € ndo divisor de zero em M paracadai=2,3,...5;
(X15eeeyXio1)
3 (xla s 7xS)M 7é M.
Quando M = R, dizemos apenas que xi,...,X; € uma sequéncia regular.
Se [ for um ideal de R e x,...,x; € I, entdo nds chamamos x1,...,x; uma seqiiéncia

regular de M em I. Se M = R, chamamos x1, ..., x; simplesmente uma sequéncia regular
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em /.

A seguir, apresentamos um exemplo.

R
Exemplo 3.1.3 SejaR = % Temos que P = xR = (X) é um ideal primo, pois P é
Xy
dominio.
Tome M = — = Q|y|, e entdo y ndo é um divisor de zero em M, mas é em R. Além

disso, M # yM. Logo, y € uma sequéncia regular em M (ou, neste caso, um elemento
M-regular, de acordo com a Defini¢do 3.1.1), mas ndo € em R.

Construcdo de resolucdo livre

Antes de mostrar a existéncia de resolucdes livres minimais, precisamos o seguinte lema.

Lema 3.1.4 Seja (R,m) um anel local e seja M é um R-médulo finitamente gerado. Entao

M
1(M) := {nimero minimo de geradores de M} = dimy (W) < oo,

M
Demosntracdo. A finitude de dimg (W) segue do fato de que M € um R-méddulo

finitamente gerado.

A tltima igualdade segue do Lema de Nakayama, da seguinte forma:

Seja M = (wy,...,wp), onde X = {wy,...,w,} € um conjunto gerador de M que é
minimal.

M
Dadow =w+mM € — (w € M), temos
mM

n n
W= Z Wi +mM = Z aiw;+mM) = Z a;+mR) - (w; +mM),
i=1 i=1 i=1

=

M
0ndea,~+mR€—:k,ewi+mM€—M,Vi:1,...,n

m m
Assim, {w1,...,w,} = {w; +mM,...,w, + mM} é um conjunto de geradores para o
M M
k-espaco vetorial —. Logo, dim; [ — | < n.
pa¢ oM g k (mM <
De fato, temos a igualdade na tltima expressdo, pois caso contrdrio, se {xi,...,x} C

( - M ~
{wi,...,wp} étalquer <ne (x,...,%) = e entdo temos que:

M C(x1,...,x)+mM.

Como (xy,...,x) +mM C M, segue que M = (x,...,x;)+mM. Pelo Lema de Nakayama,
temos M = (xj,...,x:), o que € uma contradi¢do, de acordo com a minimalidade de n.

Portanto, n = dim; | —— |, como desejado. [ |
mM
Agora com isto, estamos prontos para construir uma resolugdo livre minimal. Seja
(R,m,k) um anel Noetheriano local, seja M um R-médulo finitamente gerado e by =
. M L. ‘
dimy, <_M) < oo, J4 vimos que, pelo Lema de Nakayama, M € gerado por by elementos,
m

bo é o nimero minimo de geradores de M, também denotado por by := p(M).
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Considere o R-médulo livre Fy = R? (observe que, nestas condi¢des, Fp € um R-
modulo finitamente gerado) e a aplicacdo canodnica @y que leva cada elemento e;, da base
canodnica de Fp, em um gerador de M, digamos u;. Temos:

Fo-2eM——0

7

M, = Ker(¢p)

7

0

Como R é Noetheriano e M é um R-mddulo finitamente gerado, segue que temos M
um R-médulo Noetheriano; e assim, sendo que M; € um R-submddulo de M, temos que
M, é finitamente gerado (como um R-mdédulo). Repetindo esse processo, agora para os
Ms, temos

Gi—1 M 0

Fi (% Fi—l ?1 FO ®o
N N
M; M,
O \O / \0

onde M; = Ker(¢;_1). Observe que esta sequéncia é exata, pois Im(¢;) = @;(F;) = (pi—1 ©

Bi)(F:) = pi-1(Bi(F)) = pi—1(M;) = M; = Ker(¢;_1).
Com isto construimos uma resolug¢ao

F
0

For: - —F 2% B2 %R Mm—o,
os F; sdo R-médumos livres. Isto mos motiva a definir.

Definicdo 3.1.5 Seja M um R-mdédulo, uma resolucao livre de M é um complexo
For: - —F 2% — B2 R -2 R—0,
onde os F; sao R-mddulos livres para cadai € Z e

Fo: ——EFE% . —B25FSRE2M—0,
¢ exata. A resolugdo F, 5/ € chamado resol¢io livre minimal se as apliagdes @; := @; ®idy :
F,®R/m — F,_ ® R/m sdo nulas para cada i € Z.

Observe que pelas construgdes feitas acima (lema de Nakayama) uma resolcao livre
minimal existe.

Lembre-se que, pelo Teorema 2.10.1, se R € um anel Noetheriano local e M é um
R-médulo fintamente gerado, entao

M € um R-médulo livte < M é um R-mddulo projetivo.
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Sendo assim, podemos calcular TorlR (M,N) tomando qualquer resolug@o livre de M,
tensorizada por N, e entdo tomar a i-ésima homologia.

Logo, podemos encontrar Torfe (M, k) tensorizando F, por k e tomando a i-ésima
homologia:

Fook: - — FEork=k" 2. . Fogk=k" 2 Ryork=k,
onde b; € o posto de F;.
(minimal) pronosicdo 3.1.6 Seja (R,m, k) um anel Noetheriano local e seja
F.’MZ ---—)F2£>F1ﬂ>F0—>0,

uma resolucao livre de um R-mdédulo M finitamente gerado. Entdo as segunites afirmacdes
sdo equivalentes:

(1) Fe p € uma resolugdo livre minimal;

(2) ¢;(F;)) CmF;_y, paratodo i > 1;

(3) Im(¢;) =0, paratodo i > 1;

(4) dimy Tor® (M, k) = posto(F;) = b;, paratodo i > 1.

Demonstracdo. (1) = (2): E suficiente mostrar que @ (F;) C mFy (os outros seguirdo de
maneira andloga). Note que, como a resolucdo livre € exata, temos:

@1 (F1) = Ker(¢o) = M.
Afirmacao: M| C mFy. Considere a sequéncia exata curta

0O—M —F—M—0.

) R
Tensorizando por k = —, temos que:
m

M FF &% M
L v, B ow M,
mM; mkg mM

também € exata (uma vez que o produto tensorial € um funtor exato a direita).
. M .
Note que, como Fy = R" e dimy _M> = by < oo, pelo Lemma de Nakayama b €
m
ndmero minimo de geradores de M, temos que

F M
0~ kPo e 2 pbo,
mkFy mM

Logo, segue que @y é um isomorfismo, isto €,

[a¥)

Fy M
mFo_mM’

e assim, Im (y) C Ker(¢@g) = 0. Entdo, M| C mF.
(1) & (3): pela definicdo.
(2) < (3): a prova é direta.
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(3) = (4): Primeiro consideremos a sequéncia exata curta de k-espagos vetoriais
0 — Ker(¢;) — F;/mF; — Im(@®;) — 0 para mostrar que Ker(¢;) = F;/mF; = k", pois
Im(¢;) = 0 para todo i > 1. Agora como

Kerg;  Kerg;

kP,
Im@; 4 0

TorX (M, k) =

Logo,
dimy Tor® (M, k) = b;.

4) = (3): Se dimy Torf (M, k) = b;, entéo_TorlR (M, k) = k. Logo, como este é um

) . N ) Kerg; ,
espaco vetorial de dimensao finita, temos 2T o kP,
me;
Como Ker@; C k%, segue que Im@, | = 0. Portanto, @;; = 0, para todo i > 0.
Em particular, os b;’s sdo independentes da escolha da resolu¢do livre minimal. W

Definicdo 3.1.7 Os b;’s definidos acima (cada um deles € o posto dos F;’s) sdo chamados
de nimeros de Betti de M, denotado por B;(M) = posto(F;) = b;.

A ideia de associar uma resolu¢@o para um R-mdédulo M finitamente gerado foi intro-
duzido nos famosos artigo de Hilbert [Hilbertl], [Hilbert2]. Desde entdao sabe se que:
para obter propriedaes de M pode ser estudado através da compreensao das propriedades e
estrutura de uma resolugao livre. A seguir, atravez de um exemplo, daremos um método de
como construir uma resolucao livre. De um ponto de vista moderno, a constru¢cdo de uma
resolucao eleva-se a resolver sistemas de equacdes polinomiais repetidamente.

Observacdo 3.1.8 — Construcao de resoluciio projetiva. Se temos um homomorfismo de

. . A . . L .
R-modulos livres R — R4, onde A € a matriz da aplicacdo com respeito a uma base fixa,
entdo descrever Ker(A) é equivalente a resolver o sitemas de R-equagdes lineares

Y
A : =0
Yy
sobre R, onde Y1,...,Y), sdo varidveis que t€m valores em R.

Construcao: Como cada R-mdédulo M finitamente gerado tem uma resolucdo livre, definire-
mos as aplicacdes ¢;, por inducao:
Paso 0: Seja My = M, escolhamos os geradores wy,...,w, de M e seja Fy = R". Seja
el,...,e, uma base de Fy, e defina

©0: Fhy — M
ej > W for 1 <j<n.
Paso i: Por indugdo, F;_| e ¢;_; sdo definidos. Seja M; = Ker(¢;_1). Escolhamos os
geradores xp,...,x; de M; e seja Fy = R®. Seja g1, ...,gs uma base de F;, e definamos

o2 Fo — M;CF
g  Xj for 1 <j<s.
Por cosntrugdo Ker(@;_;) = Im(¢;).

O processo descrito acima pode nunca terminar. Neste caso, teremos uma resolucao
livre infinita.
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Exemplo 3.1.9 Seja R = k[x,y,z] uma anel de polindnios e J = (x*z,xyz,yz®) um ideal de
R. construiremos uma resolug@o livre de R/J.

Paso 0: Seja Fp =Re seja@y:R— R/J.

Paso 1: Os elementos xzz,xyz,yz6 sdo os geradores de Ker(¢p). Denotemos por ey, e, e3
uma base de F; = R>. Definamos ¢; por

el =X’z ey xyz, ez ¥l

temos a resolugao inicial

3 <x2z7xyz7 yz6>
Fi=R°" —— 'Fp=R —— R/J] —— 0,

Paso 2:Seguindo, agora precisamos encontrar os geradores de Ker(¢) ), isto é equivalente
a resolver a equagdo @) (Xje; + Xper + X3e3) =0, ou
X1x2z + Xoxyz + X3yz6 =0
onde X1,X>,X3 sdo indeterminadas que tem valores em R. Usando sistema computa-
cional SINGULAR, encontramos que —ey+xe; € —72ey + xes sd0 geradores de Ker(¢).
Denotemos bor g1, g> uma base para F> = R?. Definamos ¢, por
g1 —e1y+xey, g —2ex+xes,

obtemos a proxima resolucao

—y 0
X —ZS
0 X 2 6

F=R F| =R? (x*z,xyz,y2°) Fo—R

Paso 3:. Seguimos, precisamos achar os geradores de Ker(¢,), equivalentemente temos
que resolver ¢, (Y1g1 + Y2g2) = 0, entdo temos o eguinte sitema

—Yiy=0
Yix—Y222 =0
sz: 0

onde Y1, Y, sdo indeterminadas que tem valores em R. Claramente, a solucdo é Y1 =Y, =0,
entdo Ker(¢,) = 0. Assim temos a resolugdo livre

X —ZS
0 X 2 6
0 — R — R I g Rrio.

Exemplo 3.1.10 Seja (R,m,k) um anel Noetheriano e local e x € m. Entdo, x é um

. R
elemento regular se, e somente se, pdimg (_R) =1
X
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De fato: (=) Considere
r R
0 — Ker(7) —>R—>—R —0
x

e como x € regular, Ker (1) =2 xR # 0. Note que R é sempre livre e, como R é Noetheriano,
Ker (7) é finitamente gerado e tem um gerador, entdo pela construgio de resolucéo projetiva
para médulos finitamente gerados, obteremos uma resolucgao livre, tal que

R
di — ) <1
pdimp (xR)

R R
Note que vale, de fato, a igualdade, pois: se pdimg (_R) = 0, terfamos que R é
x X

C R .
projetivo/livre e entao R = R. Logo, xR = 0, o que é uma contradi¢ao.
X.

. . R
(<) Suponha que x ndo € regular, isto é, xR = 0. Assim, R ~ R e entdo
X.

R
0—R———0
xR

R
¢ uma resolugdo livre de R. Logo, pdimy <_R) =0, o que € uma contradicao.
X

3.1.3 Exercicios

1. Mostre que as resolucdes livres minimais sdo tnicas a menos de isomorfismos.
2. Calcule uma resolugdo minimal para o ideal I = (x2,y?,xy +yz) de k[x,,z].

3.2 Complexo de Koszul

O cone pode ser definido na categoria de complexos sobre qualquer categoria de aditivos
(isto €, uma categoria cuja morphisms formar grupos abelianos e em que podemos construir
uma soma directa de quaisquer dois objectos).

Aplicaciio cone: Considere dois complexo de R-médulos com diferenciais d® e dP*

(aplicone)icio &:

d¢ d€

. n+1 n
Co: -+ —Cy1 —C,—Cp1 — -+
€

db dP

. n+1 n
Dy: -++—DyyW—Dp—Dy_ 1 —>---.

Seja fo : Co — Do uma aplicacdo de complexos, definamos o cone, frequéntemente deno-
tado por Cone(f,) ou C(Co — D, ), serd o seguinte complexo

C(f.) =D, EBC.[—l] = -+ —D,®C_1—D,_ 1DCh_r—D,_»®Cy_3 —> -+

e A - C(f.) daP- fo[—l] . . P
com diferéncial d“Ve) = 0 4G agindo nos vetores colunas. Aqui Co[—1] é
um complexo com componente [C[—1]], =C,—; e dsl = —df:l. Assim o diferencial

de C(f,) € definido por
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D, _
d,?(f‘)(ocn,l,ﬁn) = ( dO Z;.C[.[ll]] ) ( (XE;1 ) = (_fnfl(anfl)‘kan.(ﬁn)v_drczj:l(anflw'

?(cone)? proposicdo 3.2.1 Seja fo : Co — D, uma aplicacio de complexos de R-médulos. Entdo

existe uma sequéncia exata de complexos

0— Ds -2 c(f) P ca-1] — 0,

onde o : ¢ — (0,¢) e B : (a,c) - —a. O homomorfismo conectante H,(Ce[—1]) —
H,_1(D.) na correspondente sequéncia exata longa de homologias é inducido pela apli-
cacdo fex : Hy—1(Co) — Hy—1(Ds)

Demonstragcdo. A exatitude do complexo seque pelo fato que, para cada n

0—D, %D, &Cy1 P5Cf —0

€ uma sequéncia exata curta. |

Produto Tensorial de complexos: Consideremos dois complexos de R-mddulos:

roductocomplex)?
d¢ d€
. n+| n
Co: -+ —Cpp1 —C—Cp1 — -+
€
dy; dy
D, : ---—)D,,_HAD,Z—)D”_IH---.

Observe que um complexo ou cocomplexo pode ser pensado como um R-moédulo graduado
da seguinte forma C, = @,,c7 C,, com um endomorfismo d : C, — C, de grau —1, onde
d*=0.

Sendo assim, podemos definir o produto tensorial de dois complexos de R-mddulos
como segue: (Co,d") ®(D,,dP*) é um complexo de cadeias com o n-ésimo componente
dado por

P (GierD)),

i+j=n
e um endomorfismo

Git

CorDj —  (Ci1®rDj)®(C@rDj-1)
xQy = (dia(x)®y)@((—1)lx®de'()’))-

tal que &;y ;10681 =0.



3.2 Complexo de Koszul 109

3.2.1 Primeira construcdo do Complexo de Koszul
A seguir, apresentamos a seguinte defini¢o.

Definicdo 3.2.2 Para x € R, defina o complexo de Koszul como sendo o seguinte com-
plexo de cadeias:

Ko(x;R): 0—R; —Ry—0,
onde Ry e R; sdo o proprio anel R (os indices sdo apenas para observar o grau de homolo-
gia).

(obs regular) _ o )
Observacao 3.2.3 1. Ko(x;R) s6 é exato, se x for um elemento regular (ou seja, um

elemento regular sobre o R-médulo R), pois x é regular se, e somente se, R — R é
um R-homomorfismo injetor.

2. Seja Co um complexo de R-mddulos, calculemos o produto tensorial de C, com
Ko (x;R) que denotaremos por Ce(x), isto € Ce(x) := Co ® Ko (x; R). Entdo, a n-ésima
componente deste complexo, temos que:

[Ce(x)]n = (Cho1 ®rR1) B (C, R Ry) = Cyp—1 B Cy.
A aplicagdo 6, : [Ce(x)]n — [Ce(x)]n—1 € dada por:

6n: Cnfl@cn — Can@Cnfl
(anflaan) = (d,?:l(anfl)+(_1)n71xan71>dr§'(an))

pois,
O1: Cr1=C1®rR — (Ch2®rR1)®(Cr1®@rR0) =Cr2®Cpy
1 =0 @1 = (d (@) ®1)@((—1)" o ®x)
= (dS (1) + (1) oy, 1x)
€

On: Ci=Cy®rRy — (Cy—1®@RrR0) ®(C,®R0) = Cyy
=@ = (d (o) @1) = dy* (o)
Dessa forma, temos uma sequéncia exata curta de complexos:

0 — Co —> Co(x) —> Co(—1) — 0.

3. Existe uma sequéncia exata longa de homologias

3 Hy(Ca) — Ha(Ca(x)) — Hy(Ca(— 1)) —25 Hyoy (Co) — -+,

onde 8 é o R-homomorfismo conectante dado, neste caso, pela multiplicagao por
x. Para obter este homomorfismo conectante, segundo o lema da serpente € obtido
como segue: Seja z € C,_1 com df:l (z) =0, entdo

F4 ﬁ—71> (z,0) LN (0, (=1)" Ixz) 2= (=1)"lxz

Note que

e entdo, temos uma sequéncia

o S HY(CY) =2 Hp(Ca(x) — Hyo 1 (Ca) =2 "Hy 1 (Ca) — -+ (3.1)[ equationlonga
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4. A sequéncia exata longa pode ser quebrada em sequéncias exatas curtas da forma:
?(equation)?

0 — Im(¢) — Hy(Ce(x)) — Im(y) — 0

~

e pelo teorema de ismorfismo e pela sequéncia exata longa temos H, (C, ) /Ker(¢@)
Im(¢), e como Im(-x) = Ker(¢@) e Im(y) = Ker(-x) = Anny_(c,)(x) , temos
H,(C.)
0— XH,(Co) — Hp(Co @ Ko(x;R)) — Anny,_(c,)(x) — 0. (3.2)[Eq*]
5. Observe que xH,,(Co ® Ko(x;R)) = 0 para todo n € Z. De fato seja (a,—1, ®;) um
representante de um elemento em H,,(Ce ® Ko (x;R)), isto é,

On(Qty—1,06,) = (d,f:l(ocn,l), (=) xat,_1 +d5* (o)) = (0,0).

Daqui temos d%* (o,) = (—1)"x04,_1.
Mas, como

5n—0—1 (OCn, an—i—l) = (dr?.<an)7 (_1)nxan +d,?_7_1 ((Xn—l—l))
temos que
x(Qp—1,0) = (x04;—1,x0,) = 8,+1((—1)"@,,0)
x.(@y—1,0,) =0mod Im(J,+1)-

(tensorkoszul) Definicdo 3.2.4 Sejam x1,...,x, € R e seja M um R-md6dulo. O complexo de Koszul é
definido, indutivamente, como sendo:

Ko(x1,. ., xpsM) :=Ko(x1,...,xp—1;M) @ K¢(x4;R),

onde K, (x; M) := Ko(x;R) @ M.

idade alta 1001) Opservacdo 3.2.5 1. Observe que, o complexo de Koszul pode ser calculado usando
a observacgdo anterior 3.2 e o produto tensorial de complexos induticamente.
2. Com a Defini¢éo 3.2.4 e a observagdo 3.2.1 item 2 temos, se Co = Ko (X1, - - - ,X4—1;R),
entdo

K,-(xl,...,xn;R) = K,-(xl,...,xn,l;R)®K.(xn;R)
= K,-,l(xl,...,xn,l;R)@Ki(xl,...,xn,l;R),

para cada i € Z. Observe também este ultimo também define o complexo cone
C(Ko(x';R) = Ko (X';R)).
Proposicdo 3.2.6 Para cada i, a i-ésima componente de K, (x,...,x,;R) é isomorfo a

n
i

R(’Z), isto é, Kj(xy,...,x;;R) = R(). Em particular temos que Kj(xy,...,x,;;M) = M),

(Prop3.2.2)

Demonstracdo. Procederemos por inducdo sobre n. No caso n = 1. O complexo de Koszul
¢ seguinte sequéncia
Ko(xi;R): 0— R R—0,

n
i

vemos desta sequéncia que cada componente Ko (x1;R) é isomorfo a R() parai=0,1

Ko(x13R) = R = R0
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Ki(xi:R) =R=R0).

Paso indutivo: Asumamos que o resultado é verdade para K;(xy,...,x,_1;R). Agora pela
Observagao 3.2.5

Ki(x1,...,xp;R) = Kifll(xh---axlnfl;R)@Ki(xlv-nyxnfl;R)
= R(n? ) @R(l;:l)
r()
portanto vale o resultado desejado. |

Observacdo 3.2.7 Visto entdo o que foi feito anteriormente, temos que:
Ko(xi;M): 0— M 5 M —0,

e além disso,

b=, )

di1=(x2,
Ko(x1,00:M) = Ke(xi;M) @ Ko (i M) . 0— M~ MM =%y 0,

onde
d; (ml,mz) =x1m;+xompy € dz(m) = (xlm, —XQm).

+xn
—Ex,1
dp= :
(71);121 iy
—

Com motivo de estas observagdes, a partir de agora, denotaremos H;(Kq (x1,...,x,;M))
apenas por H;(xy,...,x;;M).

E, além do mais:

n

Ko(xt,oootmsM): 0— M M) — ) B3 g,

Exemplo 3.2.8 Seja R = k[x,y,z] e I = (x,y,z) o ideal de R. Entdo

Z y z 0
—y —x 0 z
X 0 —x —y
Ko(x,9,2R): 0—=R—>R3 — YL R R0

(0bs3.2.4) Observacao 3.2.9 ([Complexo de Koszul com um elemento]) Seja M um R-médulo e
ul outro metodo) » ¢ ym elemento de R, considere a aplicagdo homotetia (isto €, a aplicagdo multiplicagdo)

M = M. Por defini¢do, temos que:
Ker(M'—x>M) ={meM|xm=0}=(0:yx),

e assim esta aplicacdo € injetiva se, e somente se, x € fracamente M-regular, isto €, x € um
nao divisor de zero sobre M (ou deja, para todo m # 0 em M, temos que xm # 0). Além
disso, temos que:

Im <M'—x>M) =xM e Coker (M'—X>M> =M/xM,
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e assim, a sobrejetividade desta aplicacdo estd relacionada ao fato de que devemos ter
xM =M.
Vamos obter um complexo de cadeias, concentrado em graus O e 1:

Ke(x;M):0 =M 3 M —0.

Este € o complexo de Koszul sobre x € R com coeficientes em M.
Desta meneira, conseguimos verificar diretamente os seguintes isomorfismos com
relacdo ao médulo de homologia deste complexo:

Hy (Ko (x;M)) =M /xM,

Hﬂ&@MD§mm@=&%M3M)

Portanto, x é M-regular se, e somente se, Hy (Ke (x;M)) # 0 e H; (Ko (x;M)) = 0.

koszulanulation) Proposicdo 3.2.10 Seja R um anel, M um R-médulo e x,...,x, € R.
1. Sejax = (x1,...,%,) €X' = (x1,...,%,—1), entdo existe uma sequéncia exata longa

t ﬁ> Hl('L/uM)—>Hl('£7M)—>H171('&laM) i> Hi*l('LcM) —
2. (x1,...,xn)Hi(x1,...,x,,M) =0 paratodo i € Z.

Demonstracdo. O item (1) é direto da sequéncia exata longa 3.1.
O item (2) segue da Observagdo 3.2.1 item (5). |

Observacdo 3.2.11 Seja M um R-médulo. Sabemos que se Anng(M) é o anulador de
M, entdo M é também um R/Anng(M)-médulo. Se M é um R-mdédulo finitamente gerado
onde R € Artiniano, entdo M tem comprimento finto sobre R. Para mostrar isto € suficiente
considerar a sequéncia exata

O—>Ker(go)—>R”i>M—>O

daqui temos que, desde que R" é Atiniano, M ¢ artiniano. Portanto tem comprimento finto.

Em particular, da proposi¢ao 3.2.10 item (2) temos: Se (xi,...,x,) for um ideal
m-primario, entdo H;(xy,...,X,, M) tem comprimento finito para todo i € Z.
livro de huneke)Jeorema 3.2.12 Seja R um anel comutativo e ndo trivial, xi,...,x, € R ¢ M um R-
modulo finitamente gerado. Entao
M
1. Holxp, ..., ;M) ———
ol M) (X1, ey x0)M

2. Hy(xp,...,xps M) =2 Anngg(xy,. .. ,X,);
3. Se xy,...,x, € uma sequéncia regular em M, entao temos:

Hi(xl,...,xn;M):O, Vi>1;

4. Se R é Noetheriano e H;(xy,...,x;;M) =0,Vi > 1, e xy,...,x, € Jac(R) (radical
de Jacobson de R), entdo xi,...,x, é uma sequéncia regular em M.
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Demonstrag¢do. Vamos provar os itens (1) e (2): Como vimos na Proposi¢io 3.2.6, temos

que:
+x,
—dx—
dn: :
(—1) 1 kx,
—

n dlZ(XI,...,)Cn)
—

Ko(xtyooosxsM): 00— M M) ) M—0,
e assim segue das defini¢des de dy, d,, € dos R-mddulos de homologia que
Ker(M — 0) M
H e X M) = =
obxt, X M) = S S M
) Ker(d, A
H,(x1,. .., x0M) er(dn) o nnp (X1 Xn) =~ Anng(x1,. .. ,Xn)-

~ Im(0 — M) 0
Para o item (3), vamos fazer por inducéo sobre n. Para n = 1, temos que x; é regular
em M se, e somente se, o complexo de cadeias

0—MM—0

¢ exato. Isto é equivalente a dizer que H; (x;; M) = 0, pela Observag@o 3.2.9.
Paran > 1, sejaCo = Ko (x1,...,X,—1;M). Por hipétese de indugio, temos que H;(C, ) =
0,Vi> 1. Aplicando (3.2) da Observagao 3.2.1 item (4) com n =i € x = X, temos

H;(C.)
0 H;(Ce ® K, ;R . 0
ani(C.) — l( ® (xn )) — annHH(C.) (xn) —
€ assim temos:
H;(C, ‘
Hirn, 00 M) = Hi(Co @ Ko (03 R)) = )%(c)) =0, Vi>2.

Se i = 1 temos, por hipétese de indugdo e pelo fato de x, ndo ser divisor de zero em

M = Hp(C,), temos que
(Xl,...,Xn,I)M 0%/ q
anl(Co> - ? 1( «® o(Xn, ))—)annHO(C.)(xn)_ — 0.

Logo, Hi(x1,...,x; M) = H|(Ce ® Ke(x,;R)) = 0, completando a prova de (3).
Agora, vamos fazer o item (4). Novamente, faremos por indugéo sobre n. Paran =1, o
resultado segue pela reciproca do que foi feito no caso n = 1 do item (3). Suponha, agora,

que n > 1 seja verdadedeira e novamente tome Co = K, (x1,...,x,—1;M). Note que, por
(3.2) da Observag@o 3.2.1 item (4) (como H;(xy,...,x,;;M) =0,V i > 1), temos
. Hz(Co) .
i) ———=0,Vi>1;
an,’<C.)

(i) Anng, () (x2) = 0.
Como R é, pela hipdtese, um anel Noetheriano, M é finitamente gerado ¢ H;(C,) é
um quociente de submdédulos de M (consequentemente, eles sdao finitamente gerados),



114 Chapter 3. Complexo de Koszul e anéis regulares

seque que H;(C,) é finitamente gerado. Agora, por hipétese, x, € Jac(R) e entdo de (i) e
pelo Lema de Nakayama, segue que H;(C,) = 0.

Por hipétese de indugdo, temos que xi,...,x,—1 € uma sequéncia regular em M. Agora,

de (ii), concluimos que x, ndo é um divisor de zero em Hy(C,) = e,
) (xl,...,xn_l)M

portanto, x,...,x, é uma sequéncia regular sobre o R-mddulo M. [

A seguir, temos uma consequéncia imediata do teorema anterior.

livro de huneke) CorolGrio 3.2.13 Sejax, ..., x, uma sequéncia regular em R. Entdo, temos que Ko (x1,. . ., 3 R)
¢ uma resolucao livre de .
(X1yeveyXn)
Demonstracdo. Note que
() (1) (1) R
Ke(x1y...,%03R): 00— R\W — R\w-1t) —» ... — Rl —>R—>ﬁ —0,
X1ye--9Xn

¢ uma sequéncia exata, por (1) e (3) do Teorema 3.2.12, pois todas as homologias a
menos de i = 0 sdo nulas). E € uma resolucao livre (pois cada um dos seus termos ¢&,
evidentemente, um R-moédulo livre.

Portanto, o resultado segue. [ |

Teorema 3.2.14 (Mudanca de Base) Se ¢ : R — S € um homomorfismo de dlgebras e
X1,...,X, € R, entdo segue que:
1. Ke(x1,..., X0 R) QRS = Ko (@(x1),...,0(x);5).
2. Se ¢ é plano, entdo H; ((xq,...,x,);M) @rS = Hi((x1,...,%,); M ®g S) para qual-
quer R-médulo M e cada i € Z..

(Obs1)

Demostragdo. Provade (1). Se n = 1, basta aplicar — ®g S em
0—R-LHR—> 0,

para obter o diagrama comutativo:

0— > RSB RGeS — =0

gl gl

0 s ¢ 0.

O resultado segue, agora, por indugao.
Prova de (2) segue facilmente do Exercicio 5 da Sec¢do 1.4, desde H;(Co ® S) =
H;(C,) ® S para qualquer complexo arbitrario C, sobre R se S é R-plano. |

(koszullong) Proposicdo 3.2.15 Seja R um anel, X = x,...,x, uma sequénciaem R, 0 - M| - M —
M, — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos. Entao

0 — Ke(X,M}) — Ko(X,M) — Ko(x,Mp) — 0
¢ uma sequéncia exata de complexos. Em particular, temos uma sequéncia exata longa

—)Hl’(X,Ml) —>H,'<X,M) —)Hi(X,Mz) —>Hi,1(X,M1) —
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Demonstracdo. As componentes Ko (X,R) sdo R-mddulos livres, portanto sdo R-médulos
planos, agora usando a sequéncia exata curta da hipotese, temos o seguinte diagrama

0——>M; Qg Ke(X,R) —> M @ Ko(X,R) — M> R Ko(X,R) — 0,

lw lN lN

0 Ko(x,M) Ko(x,M) Ko(x,Mp) ——0

assim temos o resultado.

Observacdo 3.2.16 O que podemos dizer sobre H; (x,0;R)?
Por (3.2), temos:

H1 (X;R) .
0 W(X,R) — H; (X,O,R) — annHO(x;R) (O) — 0,
e entao
0 — H;(x;R) — H;(x,0;R) — Hp(x;R) — 0.
Portanto,

H; (x,0;R) = H; (x;R) ©@Hp(x; R).

Observacdo 3.2.17 (Complexos de Koszul e o Tor) A seguir provaremos que a ho-

mologia H;(xy,...,x,;S) é anulado por (xp,...,x,). Seja S um anel e x1,...,x, € S. Tome
R=S[T1,...,T,). Entdo Tj,...,T, é uma sequéncia regular em R. Pelo Coroldrio 3.2.13,
R
segue que Ko (71,...,T,;R) é uma resolugio livre de ———.
(Th,...,T,)

Considere a aplicac@o definida por @ (7;) = x;, 1 <i < n, (que torna S um R-mé6dulo).
Pelo Teorema 3.2.14 item (1),

K.(Tl, .. .,Tn;R) RrS = K.(xl,.. . ,xn;S).
Logo, temos que:
Hl'(K.(Tl,. . .,Tn;R) KR S) = Hi(xl, e ,xn;S).

Pela defini¢cdo do funtor Tor, temos que:

H(Ko(Ti,..., T:R) g S) = Tor} (ﬁ»S) :

Em geral, temos
Ann(Torf(M,N)) D Ann(M) + Ann(N).

Portanto, note que

Ann(H;(xy,...,x,;S5)) = Ann(Tor,R (ﬁﬁ))
+

U U
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Anéis locais regulares

Definicdo 3.3.1 Seja (R,m,k) um anel Noetheriano e local. Dizemos que (R, m, k) é
regular se

m
dim(R) = di (—) —: pu(m).
im(R) = dimy (1) = p(m)
Ou, equivalentemente, o nimero minimo de geradores de m é igual a dim(R).

Observe que a desigualdade:

. . m
dim(R) < dimy (n?)
vale sempre. Isto pelo “Teorema de ideal principal de Krull". Seja R um anel Noetheriano
e p um ideal primo minimal de um ideal gerado por n elementos. Entdo, a altura de p € no
maximo n.

Clx,y]
(% —y?)
Ry, ndo € regular. Porém, para qualquer outro ideal maximal m = (x — ¢,y — ), com
o’ = B2, temos que Ry, é regular.

Exemplo 3.3.2 SejaR = e considere o ideal maximal my = (x,y). Temos que

Provaremos duas afirmacdes.
Afirmacio 1: Ry, néo € regular.
Temos:

MRy (x Y )

EmP) ) )
note que o espaco vetorial acima é gerado pelas imagens do mondémios x' j/ tal que i+ j = 1,
isto é

dim@

mO Mo

x'y/ =0 mod ((x,y)2 + (3 —yz)) .
Logo € suficiente tomar apenas as imagens de x e y, que sdo linearmente independente
sobre C, pois se existisse f € C[x,y] tal que

ax+by+ (X =y f(xy) € (x,y)* a,beC

fazendo a substitui¢io x = > e y = > teriamos que ar*> +bt> € (), logoa=0e b = 0.
Assim,

MoRm, _9

dim(c =
Mo2R,

Por outro lado, como m é ideal maximal de R e (x> — yz) ¢ ideal primo de R, temos
que dimRy,, = 1. Suponha que dimRy,, > 1, entdo, existe um ideal primo prépio entre
(x3 — yz) e mo. Logo R teria dimendo maior do que dois, contradi¢do. Portanto, Ry, ndo €
regular.
Afirmacao 2: Analogamente fazendo os calculos feitos acima. Temos, para qualquer
outro ideal maximal m = (x — &,y — f8), com o = 3% onde (&, B) # (0,0), Ry, é regular.
Isto é, dimR,, =1 e,

dime ™™ _ dime oy —p)

mRpy (x—a)* x—a)(3—B),(V—-B)*)

Logo, Ry, € regular, como desejado.

=1.




3.3 Anéis locais regulares 117

Definicdo 3.3.3 Para um anel R, definimos o lugar singular como sendo
Sing(R) = {p € Spec(R) : Ry ndo é regular},
e o lugar regular como sendo:
Reg(R) = {p € Spec(R) : R, é regular}.

A seguir daremos um critério de regularidade em conjuntos algébricos ou variedades
afins, chamado também como critério do Jacobiano. Antes relembremos, seja X C A}
uma variedade afim e seja p € X um ponto. Um germe de uma funcdo regular em p
¢ uma classe de equivaléncia de pares (U, f) onde U é uma vizinhanga aberta de p
e f é uma funcdo regular sobre U. Dois germes (U, f) e (V,g) sdo equivalentes se
existe uma visinhanca W C UNYV em p tal que fly = gw- O anel local de X em p ¢
o anel de germes de fungdes regulares de X em p denotado por Oy ,. Nos definimos
dim, X := dim 0y ,. Pode ser mostrado que my , := {f € Ox ,|f(p) = 0} é o ideal

maximal de Oy , e Ox p = k[X]m, = {ﬁ\fag € k[X], g(p) # O} onde k[X] = k[x}&jxn] e

m,, é um ideal maximal de k[X].
Definicdo 3.3.4 Seja X C A} uma variedade afim, e seja f1,...,f, € R=Kk[x1,...,x,] 0
conjunto de geradores que define o ideal de X. A variedade X € ndo singular no ponto

p € X se o posto da matriz / = (%) é n—r, onde r é a dimension de X. A variedade

de X € ndo singular se é ndo singular em todo ponto.

Teorema 3.3.5 Seja X C A" uma variedade afim. Seja p € X um ponto. Entdo X é ndo
kfxt,...,xn]
1ix)

singular no ponto p se, e somente se o anel local O , := [ ] ¢ um anel local
m

regular.

Demonstragdo. Seja p = (ay,...,a,) € A" e sejaa, = (x; —ay,...,x, —a,) O correspon-
dente ideal maximal em R = k[xj,...,x,]. Definamos uma aplicacéo linear ¢ : R — k"
como

o= (520 3L w)

para qualquer f € R. Entdo ¢ (x; —a;) para i = 1,...,n forma uma k-base para k" e que
<p(a1%) = 0. Portanto ¢ induce um isomorfismo ¢’ : a,/ alz, — k"
Seja b =1(X) = (f1,...,f;) o ideal de X em R. O posto da matriz Jacobiana ¢ =

(%) é a dimensao de ¢ (b) como um subespaco de k. Usando o isomorfismo ¢’, este é

a mesma dimensao do subespaco b + af, / alz, dea,/ afj. Por outro lado, o anel local Oy
como € obtido desde R dividindo por b e localizando no ideal maximal a,. Assim se m

klxy,....xn]
I(X)

¢ o ideal maximal de O ,, logo este corresponde a um ideal maximal a, /b em

Entiio nos temos que m/m? & ap/(b+ alz,). Agora considere a sequéncia exata
2.2 2 2
0—b+a,/a, —ap/a, —ay/(b+a;) =0

e caculando as dimensdes dos espagos vetoriais, temos dimm /m? + posto( 7 )=n. Agora
seja dimX = r. Entdo dim OY , = r. Portanto OY , é um anel local regular se e somente se
dimm/m? = r. Mas, este é equivalente para posto( ¥ ) =n—r. Portanto p é um ponto é
ndo singular se e somente se o anel local Oy ), € regular. |



118 Chapter 3. Complexo de Koszul e anéis regulares

A seguir vamos enunciar e provar um teorema de Serre. Antes de fazer isso, vamos
colocar alguns resultados que irdo nos auxiliar na prova deste tal teorema.

livro de huneke)) emq 3.3.6 Suponha que M é um R-médulo finitamente gerado e que ¢ : M — M é

sobrejetor. Entdo, temos que ¢ é um isomorfismo.

Demonstragdo. Seja S = R|t] (o anel de polindmios na varidvel # com coeficientes em R).
Desta forma, podemos fazer M ser um S-moddulo: basta definir a operagdo de multiplicacdo
da seguinte maneira, f (t)-m:= f (¢ (m)), isto é, ¢ (m) = tm. Agora, uma vez que ¢ é
sobrejetora, temos que a tripla M “y M — 0 de S-médulos é exata: de fato, dado m € M
como ¢ é sobrejetora temos que existe n € M tal que ¢ (n) = m e sendo ¢ (n) = tn, segue
que tn = m, e portanto -t é sobrejetora. Assim, (1)M = M, e pelo Lema de Nakayama,
existe um g (¢) € S tal que (1 —7g) M = 0. Suponha que m € Ker(¢), para algum m € M,
ou seja, que tm = 0, para algum m € M. Entéo,

(1—tgym=0=m—tmg=0=m=0.
Portanto, ¢ € injetora. [ |

livro de huneke)| o 3.3.7 Seja (R,m,k) um anel local e Noetheriano. Sejam F, G dois R-médulos
livres que sao finitamente gerados e @ : F — G um homomorfismo de R-mdédulos. Se
d:F /mF — G/mG € injetiva, entdo @ € cinde, isto é, existe um R-homomorfismo
VY:G— Ftalque Wo® =Idp.

Demonstragcdo. Vamos escrever F = R" e G = R, e considere a base candnica de elemen-
tos de F: {ey,...,ey}, onde ¢; = (0,0,...,1,0,0,...,0), com I na i-ésima posi¢do. Temos,
por hipétese, que Ker (®) = {0}, e uma vez que G/mG = R" @g R/m = (R/m)" = k"™,
temos que P (¢7),...,D(¢,) € k™ sdo linearmente independentes em G/mG. De fato, se
rn®(é)+...+r®(é,) =0 entdo P (rie; + ... +ryey) =0 e assim, r1é] + ...+ ré, €
Ker (®) = 0 em (R/m)" = k"; logo, como ¢j,...,é, € base de k" = F /mF (que é R-
modulo livre finitamente gerado) segue que r; = ... = r;, = 0. Escolha entdo f,,11,..., fm
extendendo uma base de G/mG. Portanto, temos que:

G=(D(er),...,Pen), futly--sfm) +mG =G,
e entdo, pelo Lema de Nakayama, temos que:

G= (q)(el)7"'7q)(en)7fn+17"'7fm)~

Portanto, de acordo com a discussdo que vem logo a seguir, o conjunto formado pelos
seguintes elementos {® (e;),..., P (en), fu+1,---,fm} forma uma base para G.
Desta forma, para W : G — F definimos da seguinte forma:

Y(ou®(er)+...+ 0, P (en) + i1 frr1+ .-+ Ofm) = Qre; + ...+ Opep,

comq; €ER,parai=1,...,n. [ |
Discussdo para concluir o Lema 3.3.7: Seja G = R™, e (y1,...,ym) = G como um
R-modulo.
Assuma que Y/ | r;y; = 0. Queremos provar que r; =0, para todo i = 1,...,m. Pelo

Lema de Nakayama, temos que 7; = 0, isto é, r; € m (Lembre-se de que G = k™).
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Considere agora a sobrejecao:
(]5 :G— G, e —Yyj.

Pelo Lema 3.3.6, temos que ¢ é um isomorfismo; assim, segue que Ker(¢) = {0} e entdo
se @ (ri,...,rm) =Yt riyi =0, obtemos que (ry,...,r,) = (0,...,0). Portanto, r; =0,

paratodoi=1,...,m.

livro de huneke)| o 3.3.8 — (Serre). Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano. Se m € minimalmente
gerado por s elementos, isto &, se m = (x1,...,x;) onde s = dimy (m/m?), entdo temos
que:

dimy, (Torf (k,k)) > (3).

1

Demonstragdo. Considere K, (x1,...,x5;R) o complexo de Koszul onde m = (xp,...,x;).

Note que, de acordo com a constru¢ado feita na Observacao 3.2.9, temos K; = R<l> . Mas, o
complexo de Koszul, em geral, ndo é uma sequéncia exata. Seja Fo uma resolugio livre
minimal de k = R/m.

Temos que provar a seguinte afirmacao chave: K; € um somando direto de F;. Se isto
for verdade, entdo temos que:

dimy, (Torf (k,k)) = rank (F;) > rank (K;) = (3).

Para provar a afirmacao chave, fazemos indugdo sobre i. Pelo Lema 3.3.7, € suficiente
mostrar que existe ¢; : K; — F; tal que ¢; : K; — F; € injetora. Consideremos a seguinte
resolucao minimal

Fo:.. - F—..—-FK—F—>R—k—0,
e o complexo de Koszul

Ke (x1,...,x53R): 0 2Ky — ... 2 Ky > Ky > R— k— 0.

Pelo lema de comparagao Lemma 2.4.7, temos uma aplicacdo de complexos @, tal que
o diagrama comuta

0 K; e K R k 0
%l ¢1L idt idj
F; e F R k 0
Suponhamos que a afirmagdo vale para i — 1, isto €, existe um y;_; tal que
K; _ Ki
<le i1 1%1
Fi—Fy

e Yi—10¢i—1 =Idg, ,. )
Suponha que z € K; e que ¢;(z) € mF;, isto é, ¢;(Z) = 0. Pela minimalidade de
F, temos que, §;(F;) C mF;_;. Isto implica que (§;o¢;)(z) € m>F,_;. Portanto, pela
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comutatividade no diagrama, temos que ¢; i (d;(z)) estd em m’F,_i, e isto for¢a que
(Wi_100;_1)(d; (z)) € m?K,;_. Desta forma, temos que d;(z) € m’K;_1, pois y;_; o
0i—1 =1dg, ;.

Finalmente, nés acabamos se mostrarmos a afirmagdo: se d;(z) € m?K;_;, entdo
z € mK; (consequentemente, Z = 0 e ¢; é injetiva).

N .
€ possur como base can6nica

ComoKi:R<
€]={€j1/\€j2/\.../\€ji |1§j1<j2<j3<...<ji§S},

com J € [S], e |J| = i. Entdo, de acordo com o feito na Observagio 3.2.9, note que

di(er) = Ljes£xjep 5}

2= Y, we

=i Jc]s]

e seja

um elemento qualquer de K;, entdo

di)=Y Y (Fuxenpy)= ) (Zﬂw{j}xl‘) er.

jelJcis), =i LC[S),|Ll=i—1 \J¢L

Uma vez que, d; (z) € m?K;_1, temos que Y ¢ Tau(yXj € m?. Mas, 7,..., % é uma
base de m/m?, e sendo assim segue que:

LI _
Y Tan(jxj = 0= Zogn = 0= z0q € m? Cm,

e consequéntemente z7,¢ ;3 € m, o que forga z € mK;, como desejado. [

Conjequetura: (Buchsbaum-Eisenbud, Horrocks). Seja (R, m, k) um anel local Noethe-
riano, M um R-mo6dulo Ariniano e finitamente gerado. Se a dimensao projetiva de M €
finta, entdo

dimy (Tor (M.k)) = ()

onde d = dim(R).

3.4 Algebrq homologica e anéis locais regulares

Vamos agora caracterizar um anel local e regular em termos de 4lgebra homolégica. E
também outra maneira de se definir um anel local regular, é se ele satisfaz uma (e portanto
todas) as condic¢des equivalentes do teorema a seguir. Este teorema € um dos primcipais
resultados deste capitulo. Antes faremos uma defini¢do e um Lema.

Definicdo 3.4.1 Em um dominio Noetheriano R, temos que a sequéncia xi, ...,Xx, de
elementos de R é chamada de uma sequéncia prima se os ideais (x,x,...,x;) sdo ideais
primos distintos, para todo 0 <i < m, sendo que para i = 0 nés temos o ideal nulo.

lema 5 do 1ivro))emq 3.4.2 Se uma sequéncia num dominio Noetheriano R é uma sequéncia prima,

entdo ela é uma sequéncia regular.
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Demonstracdo. A prova € uma aplicagao imediata da definicdo de sequéncia regular. De
fato, seja xp,...,x, uma sequéncia prima; desta forma, temos que (x;) é um ideal primo
e assim x| € um elemento primo; com isso, se existe 0 # m € R tal que x;m = 0, como R
¢ um dominio, devemos ter que x; = 0, o que € absurdo e entdo x; ¢ um ndo divisor de
zero sobre o R-mdédulo R, e além disso, x;R # R uma vez que caso contrario temos que
x1 = lg, 0 que ndo pode acontecer; portanto, x; € um elemento regular sobre R. Agora,

uma vez que o ideal (xy,...,x;_), paracadai=2,...,m, é um ideal primo segue que x; é
um elemento regular sobre o R-médulo R/ (xy,...,x;—1), paracadai=2,...,m.

Isto é equivalente a dizer que para 1 <i < m, o elemento x; ¢ um ndo divisor de
zero sobre o R-médulo R/ (xy,...,x;—1) e (x1,x2,...,%,) R # R. Portanto, concluimos,
por defini¢do, que xi,...,x, € R é uma sequéncia regular sobre o R-modulo R, como
queriamos demonstrar. [

No proximo teorema, vamos usar o Teorema dos Primos Avoidance e Teorema do ideal
principal de Krull, o qual relembramos o enunciado a seguir:
(Teorema dos Primos Avoidance:) "Sejam I, ..., I, ideais em um anel R, com no maximo
dois néo sendo primos. Se J é outro ideal e J C (Ji_, [;, entdo J C I}, para algum j."
(Teorema do ideal principal de Krull:) "Seja R um anel Noetheriano. Entdo, temos que:
(1) Se p é um ideal primo minimal sobre um ideal principal (x), entdo ht(p) < 1.
(2) Se p € um ideal primo minimal sobre um ideal (xi,...,x,), entdo ht(p) < n."

livro de huneke)feorema 3.4.3 Seja (R, m, k) um anel local, Noetheriano e de dimenséo d. As seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:
(1) pdimg (k) < eo;
(2) pdimg (M) < oo, para qualquer R-médulo finitamente gerado M;
(3) m é gerado por uma sequéncia regular;
(4) m ¢é gerado por d elementos.

Demonstracdo. Vamos mostrar as equivaléncias.
(2) = (1): Basta tomar M = k, uma vez que k € um R-mdédulo finitamente gerado, pois
R € um anel Noetheriano.

(3) = (1): Por hipétese, podemos escrever m = (xi,...,x;), onde xi,...,x;, é uma
sequéncia regular no anel R. Entéo, pelo Coroldrio 3.2.13, temos que: K, (x1,...,x;R) é
uma resolugdo livre de R/ (x1,...,x) = R/m = k, onde no caso temos que:

Ko (x1,...,x:R) :O—>R(;) —>R(l_l> —>R<[_2) —>...—>R(i> SRR/ (x1,....x)—0.

Portanto, temos por defini¢do, que a dimensao projetiva do R-mddulo k € finita.
(1) = (2): Suponhamos que pdimg, (k) € finita. Dado um R-mdédulo finitamente gerado
M, temos que, pelo Corolério 2.10.5:

pdimg (M) = sup {i | TorX (M,k) #0}.

Assim, precisamos mostrar que o R-médulo TorR (M, k) = 0, para todo i suficiente-
mente grande. Mas, temos que TorX (M, k) = Tor® (k,M). Uma vez que pdimg (k) < oo
temos, pela Proposigio 2.10.4, que TorR (k,M) = 0, para todo i > pdimg (k). Portanto,
temos que o R-médulo TorX (M, k) = 0, para todo i > pdimg (k). Em particular, temos
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que pdimg (M) < pdimg (k) (pois pdimg (M) é o supremo onde o Tor ndo se anula), para
qualquer R-mddulo finitamente gerado M.

(4) = (3): Temos que m = (xi,...,x4), onde dim(R) = d. Pelo Lema 3.4.2, ¢ sufi-
ciente mostrar que m € gerado por uma sequéncia prima. Vamos fazer indu¢ao sobre d. Se
d =0, temos que m = (0) e desta forma, R € um dominio e nada temos a fazer.

Para d > 0, notamos primeiramente que m ndo € um ideal primo minimal de R, visto
que por ser ideal maximal contém qualquer outro ideal.

Desta forma, pelos primos avoidance, temos que m ndo estd contido em Upewmin(r) P

.~ . . . . . . . /
unido dos ideais primos minimais do anel R. Portanto, existe um elemento x; € m tal que,
sem perda de generalidade, podemos escrever:

xll =x1+rx+...+raxg ¢ U p.
peMin(R)

Assim, vamos substituir x; por xll. Entdo, temos que m = (x/l X2y ,xd>. Note que, a
dimensdo dim (R/x|R) > d — 1, pela formula ht(x;) +dim (R/x;R) = dim(R) e o teorema
do ideal principal de Krull.

Mas, m/x;R é gerado por d — 1 elementos, de modo que novamente pelo teorema do
ideal principal de Krull, temos que

dim (R/x,R) & ht(m/x;R) < d — 1

consequentemente, dim (R/x|R) =d — 1.

Por indug@o, as imagens de xi,...,x; em R/x|R formam uma sequéncia prima, temos
(x1), (x1,%2), ..., (x1,x2,...,x;) € uma sequéncia prima de R (correspondéncia de ideais
primos). Portanto, pelo Lema 3.4.2, temos que x,...,x; € uma sequéncia regular(d esde
que R seja um dominio).

Resta-nos mostrar, nesta implica¢do com a hipétese de que m € gerado por d elementos
onde d = dim (R), que R é um dominio. De fato, uma vez que (x;) é um ideal primo, pois
X1,...,Xq; formam uma sequéncia prima. Agora, como x1, elemento escolhido como acima,
evita o primos minimais, entdo, existe um ideal primo minimal ¢ contido propriamente em
(x1). Sejay € g, e assim segue que y € (x]) e entdo podemos escrever y = rxj, com r € R.
Uma vez que (x) evita q, temos que x| ¢ q e entdo, como ¢ é ideal primo, segue que r € q.
Desta forma, q = (x1) q, e o Lema de Nakayama nos fornece que q = (0). Portanto, R é
um dominio.

(1) = (4): Afirmacdo: Se pdimg (k) < oo, entdo pdimg (k) < dim(R) =d.

Com esta afirmacio e pelo Lema 3.3.8, temos que s = p(m) = d: De fato, note que
pela afirmagdo temos que pdimg (k) < dim (R) = d. Consequentemente, pela defini¢do de
dimensao projetiva, temos que Torfe (k,k) =0, para todo i > d. Agora, aplicando o Lema
3.3.8, que diz que Tor® (k, k) # 0, obtemos que s < d, e como sempre vale a desigualdade
dim(R) < pu(m). Desta forma, temos que s = d, como queriamos demonstrar.

Resta provar a afirmacdo. Para tanto, relembramos que ja temos visto, que para qualquer
R-médulo finitamente gerado M, temos que pdimg (M) < pdimg, (k). Seja n = pdimg, (k)
e suponha que n > d. Escolha uma sequéncia regular maximal yq,...,y; € m. Ja temos
que ¢ < d. Pela escolha, temos que m é associado a R/ (y1,...,y;). De fato, se ndo fosse
associado a este R-mddulo nds temos que o teorema de primos avoidance nos permite
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escolher

Vi1 €m\ U p,

peASSR(R/()’lrth))

tal que yq,...,y;+1 € uma sequéncia regular; isso é uma contradi¢do, pois yi,...,y; é
maximal. Desta forma, podemos mergulhar k em R/ (yy,...,y:), uma vez que como m é
associado a R/ (y1,...,y;) segue que R/ (y1,...,y;) contém um submédulo que é isomorfo
a k. Considere entdo a sequéncia exata curta:

0—k—R/(y1,...,y;) > N—0,

onde N é um R-mddulo finitamente gerado. E tensorizando com k essa sequéncia anterior,
vamos entao olhar no R-médulo de tor¢ao Tor, da seguinte maneira:

Toryy (N,k) — Tory (k,k) = Tory (R/(y1,-..,31) k)

Y

I I (*)
0 0 0

Notamos agora que pdimg (N) < n nos fornece que
Tory, | (N,k) =0 e Tory (R/ (y1,---,1),k) =0

segue a partir do Corolario 3.2.13, isto é, K. (y1,-..,y:;R) é uma resolucdo livre de
R/(y1,...,y;) de comprimento t < d < n. Além disso, temos que Tor (k,k) # 0, pois
pdimg, (k) = n. Isto nos fornece uma contradi¢do com a sequéncia exata curta (). Desta

forma, temos que pdimy (k) < d, provando assim a afirmag@o.
[

Temos uma consequéncia imediata do Teorema 3.4.3, a qual € dada a seguir.

livro de huneke) -rolGrio 3.4.4 Se (R,m, k) é um anel local, Noetheriano e regular, entdo R é um dominio.

3.5

Demonstragdo. Sendo R um anel local e regular, o resultado segue a partir da prova de
(4) = (3) do Teorema 3.4.3. [

Propriedades de anel local regular

O objetivo desta secdo é desenvolver vdrios coroldrios do Teorema 3.4.3. Vamos comegar
com algumas defini¢des que sdo necessdrias para as afirmacdes destes corolérios.

Definicdo 3.5.1 Para um anel R e um ideal / de R, a codimensao de / em R é definida
por:

codim (/) = dim (R) —dim (R/I).

Definicdo 3.5.2 Seja (R,m,k) e (S,n,l) dois anéis locais. Um homomorfismo de anéis
¢ : (R,m,k) — (S,n,/) ¢ um homomorfismo local se mS C n.

Dizemos que, um homomorfismo de anéis ¢ : R — S € um homomorfismo plano se, via ¢,
S é um R-modulo plano.

Definimos a seguir quando um anel Noetheriano, que nédo € local, € um anel regular.
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Definicao 3.5.3 Seja R um anel Noetheriano, nao necessariamente local. Dizemos que R
€ regular, se Ry = § ~IR, com S = R\ p, é um anel Noetheriano, local e regular, para todo
p € Spec (R). Equivalentemente, Ry, é um anel local, Noetheriano e regular, para qualquer
ideal maximal m de R.

Teorema 3.5.4 — Teorema syzygy de Hilbert. Seja (R, m) um anel local regular e seja
M um R-médulo finitamente gerado. Entdo pdimg (M) < dim(R).

Demonstracdo. Como R é regular e M é finitamente gerado, entdo pdimg (M) < oo. Entéo,
existe

F.7MIO—)FP&>...—>F23F1£LF0,

uma resolugdo livre minimal de M. Entdo, temos ¢;(F;) C mF;_; and

Torf(M,k) = H;j(Fou®rk)
= Hj(O%Fp@)ng"'_>F2®Rk£>F1®Rk£>F()®Rk)
— Fj Qpk kposto(Fj).

Como
p > sup{j|Tor} (M,k) # 0} = pdimg(M).

Por outro lado também temos, T0r$-Q (M,k) =H(Ke(x1,...,%,,R)®rM) onde (x1,...,x,) =
m, entio Tor§~e (M,k) =0 para j > n = dim(R). Assim dim(R) > pdim(M).
|

Vamos enunciar a seguir, varios coroldrios do Teorema 3.4.3.

livro de huneke) Coodrio 3.5.5 — Consequéncias do Teorema 3.4.3. Seja (R,m,k) um anel local,
Noetheriano e regular. Seja I C m um ideal de R.
1. Seja x um elemento ndo nulo de m. Entdo, R/ (x) é um anel local, Noetheriano e
regular se, e somente se, x ¢ m?:
Prova: (<) Seja 0 # x € m. Uma vez que R é um anel local e regular, nds ja temos,
pelo Corolério 3.4.4, que R € um dominio. Portanto, x € um ndo divisor de zero
sobre R. Sendo assim, temos que:

dim(R/ (x)) = dim(R) — 1.

Portanto, pelo Teorema 3.4.3 parte 4, temos que R/ (x) é um anel local e regular se, e
somente se, i (m/ (x)) = dim (R) — 1. Além disso, como R é um anel local e regular
temos que, y (m) = dim(R). Por outro lado, por defini¢cdo, temos que i (m) =

dimy (m/m?) e entdo, segue que i (m/ (x)) = dimy <%> = dimy, (mZT(x) :
Também, temos uma sequéncia exata:
2
O%&Z(x)%m/mz%z—%o,
m m? + (x)
) o () € um subespaco vetorial de dimensdo 1 gerado por

2 ~.m
Sex ¢ m”, entdo — 5 e

x modulo m?. Logo com a sequéncia exata temos,
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dim (R) = pt (m) = dimy (m/m?) = dim; (%) +dimy <ﬁ(x)) .

Portanto, 1 (m/(x)) = dim (R) — 1. Que implica que R/(x) é relular
(=) Como u(m) =dim(R) e u(m/(x)) =dim(R) — 1, pela sequéncia exata acima,

temos que
2
m

2
. . m s .
o qual x ¢ m?, caso contrario dimy <%(x)> seria nula. Com isto provamos o

resultado.
2. R/I é um anel local, Noetheriano e regular se, e somente se,

2

1
dimy (mm—; ) = codim (7).

Prova: Temos uma sequéncia exata curta:

2

m-+7

0>;L
m

—m/m? — — 0.

m2 47

E entdo, segue que:

2
. . m-+7 ) m
dimy, (m/mz) = dimy < - ) + dimy, (m2 +1> . ()

Suponha que R/I é anel local e regular. Entdo, por defini¢do, temos que: p (m/I) =
dim (R/I). Por outro lado,

L m/l o\ m
p(m/I) := dimy ((m/1)2> = dimy (m2+1) :

Uma vez que R ¢ anel regular, temos que: g (m) = dimy (m/m?) = dim (R). Por-
tanto, por (), obtemos que:

2
dim (R) = dimy (mmj ! ) +dim(R/I).

Logo, dimy (mZH) = dim (R) —dim(R/I) = codim (1).

m2
m2+1
m2

Reciprocamente, se codim (/) = dimy ( ) temos, por (x), que:
dim(R) =dim(R) — u (m/I)+dim (R/I),

e entdo, 4 (m/I) = dim (R/I) e desta forma, R/I € um anel local e regular.
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3.

Para qualquer ideal primo q € R, temos que a localiza¢do R também € um anel local,
Noetheriano e regular.

Prova: Seja q € Spec (R) um ideal qualquer. Pela parte 2 do Teorema 3.4.3 temos
que: pdimg (R/q) < eo. Uma vez que localiza¢do € um R-médulo plano, nds também

temos, pela definicdo, que pdirnRq <§> < oo, Além disso, <§> € o corpo residual
q q

de Ry. Desta forma, pela parte 1 do Teorema 3.4.3, temos que Ry € um anel local e
regular.

.SeRéo completamento m-adico de R, entdo R € um anel local, Noetheriano e

regular se, e somente se, R é um anel local, Noetheriano e regular.

Prova: Suponha que R ¢ regular. Pela parte 1 do Teorema 3.4.3, temos que
pdimg (k) < . Uma vez que R é um R-médulo plano, e, por k ser R-médulo
livre, temos que:

k=k@gR=koglimR/m' = lim (R/m@gR/m') =limR/m =k,
teN teN teN

segue, pela defini¢do, que pdimy (k) < oo, e portanto, pela parte 1 do Teorema 3.4.3,
temos que R é um anel local e regular.
Agora, suponha que R é um anel local e regular. Fixemos uma resolucio livre
minimal F, de k sobre R:

F.: ...—>F,~ﬁ>Fl~_1 ... F —>R—>k—0.
Vamos aplicar R ®g — a resolugdo F, para obter a sequéncia exata (pois R @g — é
funtor exato a direita):

B SEXAF . SESRoshkoo
Além disso, para cada i, F; é um R-médulo livre e ¢3,- (I:",) C /F,_, de modo que
F, é também uma resolucdo livre minimal. Como R é anel local e regular temos
que, pdimg (lAc) < o0, de modo que F, ¢ limitada, ou seja, R @g F; = 0, para todo
i > pdimp (lAc), como estamos no caso local, ou seja, R € um anel local, e R é nio
trivial, segue que F; = 0, para i suficientemente grande. Portanto, F, é limitada e
consequentemente pdimg (k) < eo. Pela parte 1 do Teorema 3.4.3, temos que R é um
anel local e regular.
Seja (S,n,7) um anel local e Noetheriano, e seja ¢ : (R, m,k) — (S,n,/) um homo-
morfismo plano de anéis. Se S = §/mS é um anel local, Noetheriano e regular, entdo
S é um anel local e regular.
Prova: Temos por hipétese que S é um R-mddulo plano e que mS C n. Pela parte 3
do Teorema 3.4.3, temos que existe uma sequéncia regular x,...,x; em R tal que
(x1,...,x7) = m (pois R é um anel regular). Visto que, por hipétese, S é regular temos,
pela parte 4 do Teorema 3.4.3, que existem yi,...,y, € S, formando uma sequéncia
regular e tal que n/mS = (yy,...,y,); desta forma, n = (mS,yy,...,y,). Com isso,
ja temos que yi,...,y, € S formam, pela defini¢cdo, uma sequéncia regular em S,
equen=((¢(x1),...,0 (xg)),Y1,---,Yn). Assim, pelo Teorema 3.4.3 é suficiente
mostrar que @ (x1),...,0 (xz) formam uma sequéncia regular em S. Além disso, pelo
Teorema 3.2.12 parte 4, somente é necessario mostrar que H; (¢ (x1),...,0 (x4);S) =
0, Vi>1.



3.5 Propriedades de anel local regular 127

Por uma mudanca de base (Observacado 3.2.14), temos que

Hi (¢ (x1),..., 0 (xa);S) =Hi(x1,...,x235R) @R S,

uma vez que S € plano sobre R, e também uma vez que xp,...,x; € sequéncia regular
em R segue, pelo Teorema 3.2.12 parte 3, que H; (x1,...,x4;R) =0, Vi > 1. Temos
entdo o resultado.

6. Se R é um anel regular e Noetheriano, ndo necessariamente local, entdo R [x1,...,x,]
¢ um anel Noetheriano e regular.
Prova: Por induc@o, é suficiente mostrar que R [x] é um anel Noetheriano e regular.
Uma vez que R € um anel Noetheriano segue, pelo Teorema da Base de Hilbert, que
R [x] é um anel Noetheriano. Seja entdo Q € Spec (R[x]), e QN R = q. Por definigao,
somente precisamos mostrar que R [x]Q € um anel local e regular. Ja temos que é
local.
Agora, primeiro localizando R com relagdo ao conjunto multiplicativamente fechado
R\ q podemos, sem qualquer perda de generalidade, considerar que R é um anel
local com ideal maximal m. Assim, temos um homomorfismo de anéis:

(Rm) > (Rlg.n). (+)

Por hipdtese, R é um anel local e regular e entdo, pela parte 5 do Corolario 3.5.5, é
suficiente mostrar que o mapa (*) € plano e que R [x], /mR [x],, € regular. seguindo
entdo essa linha de raciocinio, o mapa (x) é plano, uma vez que R — R [x] € livre
(portanto, € plano) e R[x] — R[x], € plano, e a composi¢do de planos € plano.
Agora, note que (R[x] /mR [x]), € uma localizagdo de k[x], uma vez que temos o
isomorfismo:

R[x] /mR[x] = (R/m) [x],

e k[x] € um dominio de ideais principais. Para Q € Spec (k [x]), nés ou temos que
Q =0ouque Q= (f), onde f é um polindmio ndo nulo e irredutivel em R[x]. Se
Q = 0, entdo k [x] , = k (x) é um corpo, potanto ¢ um anel regular. Se Q = (f), entdo
pela parte 4 do Corolério 3.5.5 temos que, R [x]Q ¢ um anel regular.

7. Se R € um anel local, Noetheriano e regular, entdo temos que o anel de séries formais
R[[x1,...,x,]] é um anel Noetheriano, local e regular.
Prova: Como R é regular temos, pela parte 6 do Corolério 3.5.5, que R [x] é regular.
Portanto, a localizago R [x] (v) € um anel local e regular. Pela parte 4 do Coroldrio

A

3.5.5, segue que o completamento R [x] ®) ¢ um anel local e regular. Por outro lado,
temos que: A
R [x](x) =R HX]] )

e entdio R [[x]] € um anel local e regular.

8. Seja (R, m,k) um anel local, Noetheriano e regular, de dimensédo d. E sejayy,...,y; €
m uma sequéncia regular em R a qual € maximal em m. Entdo, t =d.
Prova: Por R ser um anel local e regular nds ja temos que pdimg (k) = d = dim(R)
e desta forma, pdimg (M) < d, para qualquer R-médulo M finitamente gerado. Pela
hipétese de que yy,...,y; € m € uma sequéncia regular em R que € maximal em m,
nds também temos a seguinte sequéncia exata curta:

0—k—R/(y1,...,01) =M —0. (%)
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Agora, pelo Coroldrio 3.2.13, temos que pdimg (R/ (y1,...,y;)) =t visto que yy, ...,
¢ uma sequéncia regular. Pela sequéncia exata curta (), temos que:

t < max {pdimg (k) ,pdim (M)} = pdimg (k) = d.

Consequentemente, t < d. Agora, tomando a tripla exata proveniente da sequéncia
(%):

TOI§+1 (k, M) — TOI”R( TOI‘§ (k,R/ (¥15---531)), (%)

k) —
temos que o primeiro termo de (xx) € nulo, uma vez que pdimg (M) < d; por
outro lado, o segundo termo de (*x) é ndo nulo, visto que pdimg (k) = d. Portanto,
devemos ter que o R-médulo TorX (k,R/ (y1,...,y:)) # 0 e desta maneira, devemos
ter que:

Concluimos entdo que t = d, como desejado.
Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 3.5.6 Seja R um anel Noetheriano, e seja p um ideal primo de R. Se pdimg (R/p)
€ finita, entdo a localizagdo Ry € um anel regular.
De fato, temos que R/p possui uma resolucdo livre finita

Fo:0—>F.—...—Fp—R/p—0.
Entdo, temos que F, ®g R, é uma resolugdo livre de (R/p) ®r Ry = Ry /pRy. Isto implica

que pdimg_(Rp/pRy) < oo & como pRy, € ideal maximal de Ry, temos que R, € um anel
local, Noetheriano e regular.

Exemplo 3.5.7 Seja p C k[xi,...,x,|, onde k é um corpo, um ideal primo. Entdo, a
localizagio K [x1,. .., Xn], € um anel local, Noetheriano e regular.

o pre-requisito) Observacdo 3.5.8 Seja Cxi,...,x,] o anel de polindmios € seja f € C[xy,...,x,] um
polindmio ndo nulo e irredutivel. Considere R = C|[xy,...,x,]/(f). Entdo, como todo
ideal maximal m € Spec (R) é da forma m = (x| — &y,...,x, — Qy), com ..., 0, € C,
tal que f(ay,...,04) =0.
Com estas notagdes temos: Ry, € regular se, e somente se, existe i tal que Q) £ 0.
De fato: Nas condi¢des anteriores, temos que dim (R) = n— 1. Portanto, pela deﬁnlgao R
é um anel local e regular se, e somente se, dimc (m/mz) =n—1.SejaM = (x; —0,...,x, — Q)
um ideal maximal em C[xj,...,x,] tal que M/(f) = m. Entdo, temos que existe uma

sequéncia exata curta de espagos vetoriais
0— (f,M?) /M* = M/M* — m/m? — 0.

Portanto, obtemos que Ry, € um anel local e regular se, € somente se, dimgc (m / mz) =
n— 1 se, e somente se, f ¢ M>, pelo Coroldrio 3.5.5 item (1). Agora, pela expansio de
Taylor, temos que:

r= o)+ ¥ (L ) o = 3 (L - a))

i=1
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pois f(ay,...,0,) = 0. Desta forma, a imagem de f em M /M?, com base (x; — &), é
justamente ( %) . Portanto, temos que Ry, € um anel local e regular se, e somente
! Xn

se, M nao contém <3—){1> e se, € somente se, existe i tal que ag—ﬂf) #0.

Exemplo 3.5.9 Encontre o lugar singular Sing (R), onde o anel R = k [x,y,z,u] / (xy — 2%),
e k é um corpo algebricamente fechado e tal que a caracteristica de k € diferente de
dois. Isto €, devemos encontrar, por defini¢io, todos os ideais primos p de R tais que a
localizagdo R, ndo ¢ um anel local e regular. Para tanto, seja f (x,y,z) = xy — 2. Sejalo
ideal de R dado da seguinte forma:

daf of df Jf\ _ _
(Eag_y?a_sz) - (yaxv _2Z50) - (x,y,z).

Portanto, pela Observacao 3.5.8, o lugar singular é

V(I) = {(X,y,z,u— a) ‘ a 7& 0}7
uma vez que R, ndo € um anel regular se, e somente se, [ C p.

Exemplo 3.5.10 O anel k[x] / (x)* ndo & regular. De fato, supondo que ele seja regular,

.

temos que a localizagdo T = ) ¢ um anel local e regular; no entanto, a férmula

)
X

dada na parte 2 do Coroldrio 3.5.5 ndo € satisfeita para o anel T, o que € uma contradicao.

Exemplo 3.5.11 Abaixo nds temos um anel que é um dominio, mas nao € regular:

k[x,y]
k(0] 2 ==
)= 5
Exercicios
1. Sejax =x1,...,x, elementos em R. Prove que existe aplicacdes

Hi(x,M) — TorR(R/x,M) e Exth(R/x,M)— H'(x,M).

Quando x € uma R-sequéncia regular, estas aplicacdes sdo isomorfas.
2. Seja R um anel Noetheriano e sejam M e N dois R-mddulos quaisquer. Entdo, mostre
que:

Anng (Torf (M,N)) D Anng (M) + Anng (N).

3. Se (R,m) é um anel local, Noetheriano e regular, entdo R [[x,X2,...,X,]] também &
um anel local, Noetheriano e regular.
4. Seja (R, m) um anel local e p C m? um ideal primo. Prove que R/p ndo é regular.
5. Encontre o lugar singular de:
@ Clx,y.z,ul /(& +y*+22);
() Clx,yz,ul / (62 +y> +2%,2° —)7):;
©) Clx,y,zul/ (¥ +y*y+22).
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4.1 Um pouco de histéria

Anéis e médulos Cohen-Macaulay sdo uma classe muito rica em propriedades dentro da
algebra comutativa. Esta classe tem muitas aplica¢des na geometria algébrica, teoria de
ndmeros e teoria de singularidade. A no¢do de Cohen-Macaulay, foi primeramente definida
em anéis de polindmios por Macaulay em 1916. Desde entao foi intensamente estudada
por Cohen and Macaulay e pesquisadores recentes, para mas detalhe ver em [Balcerzyk],
[Bourbaki], [BrunsHerzog],[Cohen], [Hutchins],[Kunz], [Macaulay],[Matsumura],
[Samuel], [Sharp].

4.2 Um pouco da teoria de sequéncias regulares

A seguir daremos algumas definicdes e propiedades de sequéncias regulares, primos
associados e suporte de modulos. As provas de algumas propriedades deixaremos como
exercicio para o leitor. Estas prodem ser encontradas por exemplo em [Matsumura],
[Hautin??], [BrunsHerzog]

4.2.1 Relembrando notacoes e definicoes

(RND) (a). Seja M um R-mdédulo. O conjunto de divisores de zero (que sdo elementos de R) do

R-médulo M, é denotado por ZDg (M), e o conjunto de ndo divisores de zero de R
sobre M é denotado por NZDg(M), isto é, temos que

ZDR(M):={x€R|30#me M :xm=0},

NZDg(M) := {x € R| ¥V 0 # m € M temos que xm # 0}.
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(b).

(c).

(d).
(e).

(®.

2(£1)? (f1).

().

(h).

Sejam N e P dois R-submddulos do R-médulo M. Temos o chamado ideal colon de
R, o qual é dado por:
(N :g P)={x€R|xP C N},

e o ideal de R (o qual € um caso especial de ideal colon):
(0:g M) ={x € R|xM =0} := Anng(M),

¢ o anulador do R-médulo M.

Seja M um R-médulo e seja p € Spec(R) um ideal primo de R. Entdo, dizemos que
p € um ideal primo associado para M, se ele € um anulador de um R-submédulo
ciclico de M, isto é p = (0 :g m) para algum 0 # m € M.

Denotaremos por Assg(M) o conjunto dos primos associados de M, isto é,

Assg(M) :={p € Spec(R)|I0£meM:p=(0:xgm)}.

Em geral, se R € um anel e M ¢ um R-mdédulo, € conhecido que Upeassz ()P <
ZDg(M). Se R um anel Noetheriano, entdo, temos que ZDg(M) = Upeassp(m) P-
Seja 0 - My — M — M, — 0 uma sequéncia exata de R-médulos. Entao

Assg(M) C Assg(M;) U Assg(M3).
Em particular, se N C M € um R-submodulo de M, entao
Assg(N) C Assg(M) C Assg(M/N) U Assg(N).

Seja M um R-moédulo. O suporte de M € o conjunto de todos os ideais primos
p € Spec(R) tal que M, # 0, isto &, temos que:

Suppg(M) := {p € Spec(R) | M, # 0}.
Seja M um R-médulo finitamente gerado. Entao
Suppgr(M) = {p € Spec(R)|p D Ann(M)} =: V(Ann(M)).

Para provar isto, assuma que Ann(M) ¢ p, entdo existe um s € Ann(M) tal que
s & p. Sejam € M, entdo sm = 0. O qual implica m/1 = sm/s = 0 em My, portanto
M, =0.

Para outra inclusdo, se M, = 0, entdo R, = Ann(M,) = (Ann(M)), o qual implica
que Ann(M) ¢ p.

SejaS:0— M, 1) M 5 My — 0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos. Entao,
temos que:

Suppg (M) USuppg (M) = Suppg(M).

Para provar isto, € suficiente ver que localizagdes preservam sequéncias exatas, ou
seja, o funtor localiza¢ao ¢ um funtor exato.
Seja I um ideal de R e M um R-moédulo. Entdo, temos que:

Suppg(M/IM) C Suppg(M) NV (I).

Para provar isto, € suficiente ver que localizacdes preservam sequéncias exatas. Se
M é um R-médulo finitamente gerado, vale a igualdade.
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(i). Note que: x € NZDg(M) se, e somente se, 0 R-homomorfismo M M é injetivo.
A préxima definicdo € importante para a sequéncia do texto.

Definicdo 4.2.1 Um elemento x € R é ndo divisor de zero em (ou sobre) M se temos que
sempre que xm = (0, para m € M, isto implica que m = 0.

Uma sequéncia de elementos x = xq,--- ,x, de R é chamada de M-sequéncia fraca,
ou sequéncia regular fraca sobre o R-moédulo M se x; € um nao divisor de zero em
M/(xy,...,xi—1)M,paratodoi=1,...,n.

Se, além do dito anteriormente, tivermos xM # M, diremos que x é uma M-sequéncia
regular, ou simplesmente M-sequéncia, ou uma sequéncia regular sobre o R-médulo M.

Temos a seguir um resultado interessante.

(regulralocal)p,onosicdo 4.2.2  (a). Sejam R um anel Noetheriano e M um R-médulo finitamente
gerado. Se x = xp,--- ,x, é uma M-sequéncia fraca com x C p € Suppg(M), entdo
X1 X,

— e, Tn € PRy, € uma My-sequéncia regular.
(b). Suponha que (R, m) é um anel local e seja x C m uma R-sequéncia regular. Entdo x
€ uma R-sequencia regular.

Demonstrag¢do. Para provar as afirmagdes, usamos o item (f) da subsecdo 4.2.1, e como
as localizacOes e completamentos preservam aplicacdes injetivas, isto € preserva a injecao

X; :M/(xl,...,x,-,l)M—>M/(x1,...,xi,1)M

para cada i, entdo ambas as afirmagdes sdo diretas. Pelo Lema de Nakayama temos
xMy # M,,. [ |

1
(regulexa) Proposicdo 4.2.3 Sejax =xp,...,X, uma M-sequéncia regular fraca e seja S : N» g N ﬁ

No ﬁ M — 0 uma sequéncia exata de R-modulos. Entdo, a sequéncia:

Nz/)_CNz & N /§N1 g N()/)_CN() (E M/)_CM —0
¢, também, uma sequéncia exata de R-modulos.

Demonstragdo. Para demonstrar, € suficiente provar quando temos n =1 e x € R € uma
M-sequéncia regular fraca. Como o produto tensorial preserva sequéncia exata a direita,
segue que:

N2 @R/xR B3 N @ R/xR & Ny @ R/xR %8 M@ R/xR — 0

é uma sequéncia exata a direita. Portanto, é suficiente provar que o niicleo de ¢, estd
contido na imagem de ¢, isto é, ker(¢,) C Im(¢,).

Seja y € ker(¢,) se, e somente se ¢,(¥) = 0 se, e somente se @1 (y+xN;) = 0, entdo
¢1(y) = xz para algum z € Ny. Segue que 0 = ¢o(91(y)) = ¢o(xz) = x¢p(z). Como x é
uma M-sequéncia regular fraca, entdo ¢(z) = 0. Como a sequéncia S é exata a direita,
temos que z = ¢;(y') para algum y' € N;. Entdo, segue que ¢;(y —xy') = 0, e logo
y—xy" € Im(¢,). Com isto, concluimos que y € Im(¢,). [
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Exemplo 4.2.4 Seja k um corpo e seja R = k[xy,...,x,| o anel de polindmios com coe-
ficientes em k nas varidveis xi,...,X,; nestas condi¢des, temos que x = x1,...,X, € uma
R-sequéncia regular.

O préximo exemplo mostra que, em geral, sequéncias regulares ndo se preservam em
permutagoes.

Exemplo 4.2.5 Seja k um corpo e seja R = k|x,y,z] o anel de polindmios com coeficientes
em k e nas varidveis x, y, z; prove que x,y(1 —x),z(1 — x) é uma R-sequéncia regular, mas
y(1 —x),z(1 —x),x, ndo é uma R-sequéncia regular. De fato, z(1 — x) ndo é R-regular em
R/ (y(1—x)), pois sendo z(1 —x)y = zy — zxy = zy — zy = 0, desde que y = xy, segue que:
z(1—x)y =0, paray # 0.

Observe que, se x,...,x, ¢ uma M-sequéncia regular entdo xp,...,x; € também uma
M-sequéncia regular para i < n.

M power)? | ema 4.2.6 Seja xi,...,x, € R € uma M-sequéncia regular, as seguintes condi¢des sdo
satisfeitas.
1. Sexymy+---+x,m, =0, m; € M, entdo m; € xyM + - - - 4+ x,,M para todo i;
2. xf '...,xi" € R é uma M-sequéncia regular.

Demonstracdo. (1). Se n =1, entdo x;m; = 0 implica m; = 0 desde que x; é uma M-
sequéncia regular. Em particular m; € x;M. Agora assumamos que € verdade paran — 1.

Como x, é ndo divisor de zero de M /(xy,...,x,—1)M, a condigdo xjmj + -+ x,m, =0
implica
my =x181 + - +X,_18,—1, paraalgum s; € M. (4.1)4.1]
Portanto,
n—1

xXymy + -+ xXymy = in(mi+xnsi).
i=1

Por indugdo, m; +x,s; € x )M +---+x,_Mparal <i<n—1.Logom; € xyM+---+x,M,
1 <i<n-—1.Isto também é verdade para i = n pela igualdade (4.1).
(2). E suficiente demonstrar que se xi,...,x, € R é uma M-sequéncia regular, entdo
x’l’ ' ..., xn € R é uma M-sequéncia regular. Pois se for o caso, entdo xf L...,X, € Réuma
M-sequéncia regular, e x3,...,x, € R ¢ uma M-sequéncia regular uma M /xf '-sequéncia
regular, e segue xgz, .oyXp €ER éuma M /x‘i7 'M-sequéncia regular e assim em adiante,
temos xI" € M/(xy,...,x;_1)M-sequéncia regular, e M/(x{",...,.xJ")M # 0 desde que
M/(x1,...,x,)M #0.
Mostremos por induc¢do sobre p. Isto € 6bvio para p = 1. Assumamos que € verdade para
p— 1. Como x| é M-sequéncia regular, entdo xf € também um M-sequéncia regular. Para
i > 1, suponha

XxXim = X}fml +Xomy + -+ X 1M1,

p—1

para algum m;. Como x| ,x2,...,x; € uma M sequéncia regular, por hipotese de indugéo,
isto implica que
m= xfflsl +azsy+---+xj_18i—1, paraalgum s; € M. (4.2)4.2]

Com isto obtemos,
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-1
0= x’f (xymy —xis1) +x2(my —xis2) + -+ +xi—1 (mi—1 — xisi—1).

Pelo item (1), temos
X1mp —x;is1 € fo_IM—ksz—f— et xi M.

Segue que x;s1 € x{M + ---+x;_ M. Logo por regularidade s; € xyM +---+x;_ 1M e
pela igualdade (4.2) temos que m € xf M +xoM + -+ +x;_1M. Isto mostra que x; é

M/(x",... ,xi—1)M-sequéncia regular. |
(permul) |ema 4.2.7 Seja R um anel Noetherianos e M um R-médulo ndo nulo finitamente gerado.
Para x = xj ...,x, € Jac(R), as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
1. Hi(x,M) =0 para cada i > 0;
2. H1 ()_C,M) =0;

3. x é uma M-sequéncia regular;
4. x é uma M-sequéncia regular fraca.

Demonstragdo. Asimplicagdes (1) = (2) e (3) = (4) sdo imediatas, enquanto (4) —
(1) segue do Teorema 3.2.12 item (3).

Vamos provar agora (2) = (3). Como x € uma sequéncia no radical de Jacobson de
R e M é nao nulo, pelo Lema de Nakayama implica que M /xM # 0. Logo, € suficiente
mostrar que x € uma M-sequéncia regular fraca. Por inducdo sobre n. O caso n =1
é obvio, pois Hj(x;,M) = Ann(x;) = (0 :py x;). Agora suponhamos que n > 1 e seja
x' =xp...,x,_1, aplicando a sequéncia exata 3.2 da Observagdo 3.2.1 item (4) obtemos

Hl ()L/vM)

0 1)
anl (-x_lvM)

— H(x,M) — AnnHO(L/,M) (xn) — 0
pela hipotese H (x,M) = 0 implica que
H1 ()L/,M) =0= AnnHo(L’,M) (x,l)

A primeira igualdade, segue pelo fato que x, € Jac(M) e H; (x’,M) é um R-médulo fini-
tamente gerado (pois € quociente de submddulos finitamente gerados), podemos usar o
Lema de Nakayama para obtermos que Hy (x/, M) = 0. Usando a hipétese de indugdo x’ é
uma sequéncia regular fraca e com a segunda igualdade mostramos que x;, € ndo divisor de
zero em Hy(x',M) = M /x'M e finaliza a prova.

|

O préximo coroldrio, nos mostra que no caso local e Noehteriano, as sequéncias
regulares podem ser permutadas a vontade e sem "medo" que elas continuam sendo
sequéncias regulares.

*perm)? Coroldrio 4.2.8 Seja (R, m) um anel Noetheriano local, e seja M um R-mddulo finitamente
gerado. Seja x = x1,...,x, uma M-sequéncia regular em m. Entdo, qualquer permutacao
de x € uma M-sequéncia regular.

Demonstragdo. Usando o Lema 4.2.7 e o fato que o complexo de Koszul € invariante por
permutacdes, temos o resultado. |
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4.3 Grau, profundidade e dimensdo projetiva

A seguir, estudaremos alguns dos invariantes mais importantes na dlgebra homoldégica,
algebra comutativa e geometria algébrica.

Definicdo 4.3.1 Seja M um R-mddulo, onde R € um anel Noetheriano. Uma sequéncia de
elementos x = xy,...,x, em I é chamada de M-sequéncia regular maximal em /, se ela é
uma sequéncia regular sobre o R-médulo M e se qualquer y € I € um divisor de zero em
M/ (x) M. Em outras palavras, se x é uma sequéncia regular sobre M e para qualquer y € 1,
temos que a sequéncia de elementos x,x7,...,X,,y ndo é uma sequéncia regular sobre M.

No préximo resultado, mostraremos que toda sequéncia regular sobre M que ¢ maximal
em I com M # IM possui 0 mesmo comprimento. Este comprimento sera denotado por
grad(I,M), e € o chamado grau de I sobre M. Demonstraremos que grade(I/,M) pode

ser descrito em termos de anulamento do funtor Exth(—,—). Se R é um anel local e
Noetheriano com ideal maximal m, a profundidade de M ¢é definida por depth(M) :=
grau(m,M).

Observacdo 4.3.2 Seja R um anel, / um ideal de R e M um R-mddulo. Entdo grad(I,M) =
0 se, e somente se qualquer elemento de / € um divizor de zero para M. Por conseguinte,
grad(I,M) = 0 se, e somente se / esta contido em algum primo associado de M.

Antes de fazer propriedades de médulos Cohen-Macaulay, relembraremos algumas pro-
priedades elementares.

4.3.1 Propiedades elementares

(RNDL) o seguir, considere (R, m,k) um anel local e Noetheriano com ideal maximal m, e com

corpo residual k = R/m e seja M um R-mddulo finitamente gerado.

(a). Sejax =xp,...,x, € muma M-sequéncia regular. Temos que: x € uma M-sequéncia
regular maximal < m € Assg(M/ (x) M). De fato, pela defini¢do, sabemos que x
¢ uma M-sequéncia regular maximal < m C ZDg(M/ (x) M) = Assg(M/ (x) M) =
Upeassg(m/(x)m) P < m C p, para algum ideal primo p, pelo lema de "primos que
evitam" (primos avoidance). Portanto p = m.

(b). depthgx(M) =0 < m € Assg(M), usando o item anterior.

(c). Observe que se tomarmos m € M de tal forma que o anulador de m é a = Ann(m), o
mapa de R-médulos

RS M,

possui como o nucleo a, e entdo induz um homomorfismo injetor de R-moédulos
R/a — M. Reciprocamente, seja a um ideal de R e ¢ : R/a <— M um homomorfismo
injetivo de R-mdédulos, sendo que @ (r+a) = m; desta forma, temos que a = Ann(m).
Isto nos leva afirmar que:

p € Spec(R) é um primo associado se M contém um R-submédulo isomorfo a R/p e
p = Ann(m), para algum m € M.

Em outras palavras, Rm = R/Ann(m). Se Ann(m) = p, entdo Rm = R/p — M desde
que Rm = R-m C M. Por outro lado, se Rm = R/p — M, entdo AnnR(T) =pe
R-1 < M, logo existe uma imagem m ndo nula de 1 em M tal que p = Anng(m),
portanto p € Assg(M). Com isto temos a seguinte equivaléncia: p € Assg(M) <
R/p — M.

Neste item ndo € necessario que R e M sejam Noetheriamos.
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(d). depthx(M) =0 < m € Assg(M) < R/m — M < Homg(k,M) # 0. Pelo item
anterior.
(e). Homg(k,M) =0 < depthp(M) > 0.
(el). Seja M é um R-médulo. Entdo Assg(M) C Suppgr(M). De fato, suponha que
p = Ann(m) é ideal primo para m # 0. Entdo

Rm=R/Ann(m)=R/p — M

logo p € Supp(Rm) C Suppg(M). Observe também que Assg(M) e Suppg(M) tem
0s mesmos elementos minimais.

Se M é um R-moddulo Noetheriano (R ndo necessariamente local). Entdo a car-
dinalidade de Assg(M) € finito. Isto pela afirmacdo acima e pelo item (f1) de
4.2.1.

(€2). Se M =0, entdo Assg(M) = 0. Se R é um anel Noetheriano a reciproca vale. Para
mostrar isto, suponha que M # 0 e R um anel Noetheriano, existe um elemento
maximal / = Ann(x) na cole¢do de todos anuladores dos elementos nao nulos de
M. O ideal I € propio, se I = R, entdo x = 1 -x = 0, contradicdo. Se mostrarmos
que I é um ideal primo, teremos que I € Assg(M), como desejado. Seja ab € [
com a ¢ I. Entdo abx = 0, entdo b € Ann(ax). Mas I = Ann(ax) C Ann(x), e pela
maximalidade de I = Ann(ax). Consequentemente, b € I.

(f). Sejam N,M dois R-mddulos (ndo necessariamente local nem finitamente gerado).
Entio, Anng(N) C Anng(Exth(N,M)) para todo i > 0. De fato, seja x € R e con-
sidere o mapa de R-mddulos, que € dado por:

¢:N-SN,
este mapa induz um outro mapa
Exth (¢, M) : Exty(N,M) = Exth(N, M),
Portanto, assumindo que x € Anng (N), a aplicagdo ¢ ¢ nula e isto implica que a
plicagdo Exty (¢, M) também € nula, ou seja, xExtp(N, M) = 0.
ltration modulo)proposicdo 4.3.3 Seja M um R-médulo finitamente gerado, e R ume anel Noetheriano.
Entao existe uma filtracdo de submoédulos de M tal que
O=MyCMyC---CM,=M

com M;/M;_| = R/p;, para um primo adequado p; € Spec(R).

Demonstracdo. Mostraremos por indugao sobre n. Se n = 0 o caso é bvio. Suponhamos
que temos escolhido My, ..., M;_1. Se M;_1 # M, entdo M /M;_; # 0, logo pelo 4.3.1 item
(e2) existe p; € Assg(M/M;_;) C Spec(R). Lembrando que R/p; — M /M;_;. Tomando
M; C M tal que M;/M;_; = R/p; o qual é a imagem da inclusdo, portanto encontramos o M;
conforme queriamos. O processo termina em M,, = M pelo fato que M é Northeriano. W

Coroldrio 4.3.4 1. Se R é Noetheriano e M um R-médulo finitamente gerado sobre R,
entdo Assg(M) é finito.
2. Se 0 R-médulo M tem uma filtragdo como na proposicdo acima, entédo Assg(M) C

{ph'"apn}'
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Demonstracdo. (1) Olhando a filtragdo 0 = My C M} C --- C M,, = M e a sequéncia exata
de R-m6dulos 0 — M,,_; - M — M /M,,_; — 0 e pela Observagdo 4.2.1 item (e), temos
Assg(M) C Assg(M,—1) U Assg(M /M, _1). Repetindo o processo para M,,_; temos

ASSR(M) - U?ZIASSR(MZ'/MI',I) = U?ZIASSR(R/]J,') C {pl, ... ,pn}
A prova de (2) segue do item anterior. [

{depthKoszul) proposicdo 4.3.5 Seja R um anel Noetheriano, 7 = (fi,--,fn) umideal de R e seja M um
R-médulo finitamente gerado. Assuma que M # IM, e seja q := sup{i|H;(f1, -, fu; M) #
0}. Entdo qualquer M-sequéncia maximal em / tem comprimento n — g. Em particular

grad(IaM) = n_sup{l|Hl(fla7fn’M) 7& 0}

Demonstragdo. Sejaxi,...,x; uma M-sequéncia maximal. Devemos demonstrar s =n — g
por indugdo sobre s. Se s = 0, entdo qualquer elemento de / é um divisor de zero para M.
Entdo [ esta contido em algum primo associado p de M tal que p = (0 : m) para algum
0 # m € M. Isto implica que I -m = 0, logo m € H,(f1,--- , fu; M) (Teorema 3.2.12 item
(2)), isto significa que H,(f1,- -, fu;M) # 0. Portanto g = n e temos s = n —gq.

Agora assumamos que s > 0, entdo existe um elemento nao divisor de zero, e consider-
emos a sequéncia exata

0— M5 M—sM /x;M — 0,

pela Proposi¢do 3.2.10 item (2) ( que diz ITH;(f1, -, f;;M) = 0 para todo i € Z) e
Proposi¢do 3.2.15 , temos

0 —>Hi(f17"' 7fn;M) —>Hi(f17"' 7fn;M/x1M)—>Hi—l(f17"' 7fi’l7M) —0

€ exata para cada i € Z. Isto implica

O:Hq+1<f17"' 7fn’M) —>Hq+1(f17"' 7fn;M/le)—>Hq(f17'” 7fnaM> —0

é exata, segue Hy1(f1,--, fusM/xiM) # 0, e Hi(f1,---, fu;M/x1M) se anula para i >
g+ 1. Mas xp,...,x; € uma M /x;M-sequéncia maximal em /. Usando a hipotese de
indugdo temos ¢+ 1 =n— (s — 1), e portanto, g = n —s. [

{cordepthKoszul) Coroldrio 4.3.6 Com as notagdes da Proposicdo 4.3.5 as seguintes afirmacdes valem:
1. fi,..., [y é uma M-sequéncia regular se e somente se grad(/,M) = n;
2. SejaJ C Rumideal e f1,..., f, uma M-sequénce em J. Entdo

grad (J,M/(f1,..., fo)M) = grad(J,M) —n.
(depth) | ema 4.3.7 Seja R um anel Noetheriano, sejam M um R-mddulo finitamente gerado e /
um ideal de R com IM # M. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(1). Extﬁe (N,M) =0, para todo i < n e qualquer R-médulo N finitamente gerado com
Suppg(N) C V(I);
(2). Extx(R/I,M) =0, para todo i < n;
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3). Ext}}(N ,M) =0, para todo i < n e algum R-mé6dulo N finitamente gerado com

Suppr(N) =V (1);
(4). I contem uma M-sequéncia regular de comprimento 7.

Demonstragdo. As implicagoes (1) = (2) = (3) sdo obvios. Vamos provar (3) = (4).
Seja n = 1, pelo absurdo, assumamos primeiro que / contem somente elmentos divisores
de zero de M, isto € I C ZD(M) = Upcassp(m) P> POrtanto existe um p € Assg(M) talque
I C p,onde p = (0:g m), para algum elemento O # m € M. Pela observagdo anterior (4.3.1
item (c)) temos que R/p < M ¢ injetiva, logo Homg(R/p, M) # 0 localizando isto em p,
temos que Homg, (k, M) # 0, onde k = Ry /pRy.
Agora como p € V(I) = Supp(N) temos N, # 0. Com isto temos que
Ny Ry

:N®R—:N®Rk7£0
PNy PRy

isto pelo Lema de Nakayama (para isto, suponha que ;VT'; = 0, e teremos que que Ny, =0,

que € uma contradi¢do ao fato que p € Supp(N)). Agora com isto construimos uma
Ry-aplica¢do ndo nula

Ny —>&—>N®Rk—>k(—>Mp
PNy

portanto Homg, (Ny, My ) # 0 e isto implica que Homg (N, M) # 0. O qual contradiz o fato
(3) para i = 0. Assim com isto provamos que I contem um elemento M-regular. Em outras
palavras provamos. Se n = 1 e Homg(N,M) = 0, entdo existe um x; € [ tal que ndo é
divisor de zero em M.

Agora provemos por indug@o sobre n. Pela hipotese M /IM # 0, seque que se n = 1
fizemos acima. Supnha que é verdade paran — 1.

Como Homg(N,M) = 0, entdo existe um x; € [ tal que ndo é divisor de zero em M.
Com isto temos a seguinte sequéncia exata curta

0>M3M—M/x;M—0

consequentemente, temos uma sequéncia exata longa

.-+ = Exth(N,M) = Exth(N,M) — Exth(N,M /x;M) — ---

entdo temos que EX'[}.Q (N,M /x M) = 0 para todo i < n— 1. Logo pelo hipotese de indugio
existe uma M /x; M-sequénce regular xy, .. .,x,. Portanto xi,xs,...,x, ¢ uma M-sequéncia
regular.

Agora vamos demonstrar (4) = (1). Considere n = 1 e seja x; uma M-sequéncia
regular em /. Seja N um R-mddulo finitamente gerado com Suppg(N) =: V(Ann(N)) C
V(I), logo I C \/Ann(N). Entdo existe um ¢ > 0 tal que I’ C Ann(N) e x| € Ann(N).
Agora seja f € Homg(N, M) e fixando a € N, desde que x| € Ann(N), temos que x| f(a) =
f(xja) = f(0) = 0 como x| € ndo divisor de zero em M, temos que f(a) = 0 para todo
a € N logo Homg(N,M) = 0.

Se n > 1, por indugio sobre n temos Exti(N,M/x;M) = 0 para todo i < n— 1. Como
x4 € ndo divisor de zero em M temos a seguinte sequéncia exata curta

X
0—M=M—M/x\M—0
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com isto temos uma sequéncia exata longa

. . o . .
<+ 0 = Extiy {(N, M /x,M) — Bxti(N, M) =5 Extiy(N, M) — Extiy(N,M /¥, M) — ---

para i < n. Portanto x| é ndo divisor de zero em Extj}e (N,M) para i < n. Agora como
Extg(N,M) € anulado por x| (ver 4.3.1 item (f)) e x| € um ndo divisor de zero em
Exty, (N, M) para i < n, concluimos que Exty,(N,M) =0 para i < n. |

Com este Lema provamos o seguinte coroldrio muito importante.

{depthExt) Coroldrio 4.3.8 Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mdédulo finitamente gerado e 1

um ideal de R tal que IM # M. Entdo
grad(I, M) = inf{i|Exty(R/I,M) # 0}.
em particular se (R, m) é um anel local e I = m, temos
depth(M) = inf{i|Ext(R/m,M) #0}.

Nosso objetivo € encontrar uma relacdo entre profundidade e dimensdo projetiva, para
isto faremos um lemma muito importante em 4dlgebra commutativa e tem um apelido "lema
da profundidade."

(depth lemma)) omq 4.3.9 (Lema da profundidade) Seja R um anel Noetheriano ¢ / um ideal de R.
Considera a sequéncia exata curta de R-médulos finitamente gerados, IM # M, IK # K e
IN #N,
O—-N—-M—->K—=0

entao
)
> mim{grad(I,N) — 1,grad(I,M)};

K) (I,N
,N) > mim{grad(I,M),grad(1,K) + 1};
K) > mim{grad(I,N),grad(I,M)} — 1.

Y

Demonstracdo. A sequéncia exata curta induz uma sequéncia exata longa

-+ — Extiy {(R/I,K) — Exti(R/I,N) — Extiy(R/I,M) — Exth(R/I,K) — --- .
(a) Sejat = grad(I,M). Suponha que ¢ < mim{grad(/,N), grad(/,K)}, entdo temos que
Exth(R/I,N) = Exto(R/I,K) = 0.

Pela sequéncia exata longa acima, temos que Exth(R/I,M) = 0 o qual o que contradiz.
(b) Sejat = grad(I,K). Suponha que t < mim{grad(I,N) — 1, grad(I,M)}, entdo temos
que

Exty ' (R/I,N) = Exty(R/I,M) = 0.

Pela sequéncia exata longa acima, temos que Exth(R/I,K) = 0 o qual o que contradiz.
As demonstracdes de (¢) e (d) sdo semelhantes. [
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Proposicdo 4.3.10 Seja M um R-mddulo fintamente gerado. Suponha / um ideal do anel
R, entdo podemos encontrar um p € V() tal que grau(p,M) = grau(I,M). Em particular,
temos

grau(I,M) = inf{depth(M,)|p € V(I)}.

Demonstragdo. Se IM = M, entdo vemos grau(p, M) = grau(I,M) = oo, para todo p €
V(I). Suponhamos IM # M, e peguemos uma M-sequéncia regular x em /. Desde entdo
I ndo contem nenhum elemento M /xM-regular, sabemos que existe p € Assg(M /xM) tal
que I C p. Em este caso x é também uma M-sequéncia regular maximal em p, e entdo
vemos que grau(p, M) = grau(l,M).

Para a segunda afirmagdo, observe que, pela Proposicdo 4.2.2, temos que grau(p, M) <
depth(M,). Mas, vemos que p, € Ass(M,/xM,), e entdo x é de fato uma M,-sequéncia
regular maximal em p. Com isto temos que grau(p,M) = depth(M,). [

(Lemaele) | eme 4.3.11 Seja M um R-moédulo, x € R um elemento R-regular e M-regular. Entdo para

?(corteextPro)

cada R/xR-médulo N, temos

Tor®/®(N, M /xM) = TotR (N, M) e Ext, 1ur(M/xM,N) = Extg(M,N)

1
para todo i. Em particular pdim(M /xM) = pdim(M).

Demonstragdo. Seja F, uma resolucao livre de M sobre R. Entdo pelo Lema 4.2.3 temos
que Fy ®g R/xR é também uma resolucao livre de M /xM sobre R/xR, isto demonstra que

R/xR

Tor; ™" (N,M /xM)

111111

A segunda igualdade, segue do fato que Homg g(Fe v ®r R/XR,N) = Homg(Fe p,N).
[

O lema anterior, também existe uma versao similar para o Ext na segunda variavel.

? Proposicdo 4.3.12 Seja M um R-mddulo. Seja x € R um nao divisor de zero em R e M.
Seja N um R/xR-médulo. Entdo para todo i € Z

Exty z(N, M /xM) = Extg ' (N, M).

Demonstracdo. A afirmacdo € verdadeira parai < —1. Como x € ndo divisor de zero em
M e xN = 0, temos que Homg(N,M) = 0, logo a afirmacéo vale cuando i = —1. desde a
sequéncia exata de R-mddulos

0—=M3M— M/xM—0

obtemos uma sequéncia extata longa de R-md6dulos

Homg(N, M) — Homg(N,M/xM) — Exth(N,M) = Exth(N,M)
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O médulo do lado esquerdo € nulo e 0 médulo do lado direiro € também nulo ( pelo fato
que xN = 0), entdo
Homg(N, M /xM) = Exth(N,M),

mas como Homg /z(N,M /xM) = Homg(N,M /xM), temos
Homg g (N,M/xM) = Extp(N,M).
isto prova o caso i = 0. Usando a sequéncia exata de R-md6dulos
0—R3R—R/XR—0

vemos que pdimg(R/xR) < 1. Agora se L é um R/xR-médulo projetivo, entdo este é
somando direto de um R/xR-mddulo livre, e fazendo uso da férmula pdim(M; & M) =
max{pdim(M),pdim(M,)} temos pdimg(L) < 1.

Consideremos a sequéncia exata de R/xR-mé6dulos

0—-Q0—-L—->N—0

com L um R/xR-médulo projetivo. Entdo Ext;, /xR (L,M/xM) = 0 e Exts(L,M) = 0 pois

pdimg(L) < 1. Usando o funtor Extg associamos, associado a 0 — M -5 M — M /xM — 0,
temos o seguinte diagrama

Homg(L,M /xM) — Homg(Q,M /xM)

| |

Exth(L, M) Exth(Q,M)

que induz um diagrama comutativo com linhas exatas

Homg g (L,M /xM) — Homg ,z(Q, M /xM) —= Exty, 1w (V.M [xM) ——0

| | l

Exth(L,M) Exth(Q,M) Ext3(N, M) 0

pelos diagramas e pelo caso i = 1 tratado acima, temos Extj, xR (N,M/xM) = Ext3(N,M).

Agora assumamos i > 1. Peguemos uma resolugdo projetiva L, de R/xR-mddulos de
N,esejaT =Im(L;—; — L;). Assim temos uma sequéncia exata de R/xR-médulos

0—-+T—=L_y—--—Ly—N—=0.
Pelo Lemma 2.8.4, temos
Ext (N, M /xM) = Exty) (T, M /xM).
Pelo caso i = 1 tratado acima, temos

Extp p(N, M /xM) = Extg(T,M).
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Agora para qualquer i, o R/xR-mddulo L; é projetivo, e nos temos visto que isto implica
que pdimg(L;) < 1. Considerando a sequéncia exta acima como R-médulo, pelo Lema
2.8.4 (dimensao deslocada) obtemos

Extx(T,M) = Exti™ (N, M)

com isto concluimos a prova.
|

(corteext) Coroldrio 4.3.13 Seja (R, m) um anel local e M um R-mdédulo. Seja x € m um néo divisor

de zeroem M e em R. Entao
idim(M /xM) 4+ 1 = idim(M).

Demonstragdo. O resultado segue pelo Corolério 2.9.5 e a Proposi¢ao 4.3.13. [ |

(Madapusi10.4.4) Coroldrio 4.3.14 Seja R um anel Noetheriano, e M, N dois R-médulos finitamente ger-

ados. Se x = x1,...,x, ¢ uma M-sequéncia regular em Anng(N), entdo Exty(N,M) =
Homg (N, M /xM).

Demonstragcdo. A prova € por inducdo sobre n, o caso n = 1 foi feito na proposicao acima
e temos também Extj (N, M) = Ext;l{1 (N,M /xM). Agora por hipotese de indugio, temos
Extl ' (N,M/x;M) = Homg (N, M /xM), pelo fato que x,, ..., x, é M /x; M-sequéncia reg-
ular em Anng(N) de comprimento n — 1. [

(lemmafree)| emq 4.3.15 Seja (R, m, k) um anel local Noetheriano, e seja M um R-mddulo finitamente
gerado. Se depth(R) = 0 e pdim(M) < oo, entdo M ¢ livre.

Demonstra¢do. Suponhamos que pdim(M) < n. Demonstremos o lemma por indugio
sobre n. O caso n = 0 segue pelo Lema 2.10.2.

Cason=1. Sejamy,...,mg € M conjunto minimo de geradores de M. Seja f : R* - M
dado por f(ry,...,rs) = Y, rim;. Pela Proposi¢do 3.1.6 implica que K = Kerf C mR®.
Alem disso temos a sequéncia exata curta de R-mddulos

0sKS5R L Mmoo

Como n = 1, temos que K é um R-modulo projetivo. Agora novamente pelo Lema 2.10.2
K = R' para algun ¢. Entdo, nos podemos encontrar um homomorfismo injetivo g : R" — R®
al que Im(g) = K C mR’. Sejaey,...,e abase andnica de R'.

Suponhamos que 7 # 0. Entdo g é representado por uma matriz (a;;) de ordem s x 7.
As colunas desta matriz sio elementos de K C mR®. Assim a;; € m. Como depth(R) =0,
existe um elemento 0 # r € R tal que mr = 0. Isto implica que a;;r = 0 para todo i, j.
Consequéntement, 0 # re; € Ker(g) = 0, isto é uma contradi¢do. Portanto r = 0 e assim
Ker(f) = K = R" = 0. Consequéntemente, f é um isomorfismo e M é um R-médulo
livre. Assumamos que n > 1 e sempre que N seja um R-mdédulo finitamente gerado tal
que pdim(N) < n, teremos que N € livre. Suponhamos que M nio seja livre. Entdo
pdim(M) > 1. Como pdim(M) < < e da sequéncia exata

0K—oR Lm0
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onde K = Ker(f) C R temos que pdim(K) = pdim(M) — 1 < n. Assim, pela hipotesis de
inducdo temos que K é livre. Assim da sequéncia exata, implica que pdim(M) < 1. Agora
pelo caso n = 1 implica que M ¢ livre, isto € uma contradicdo. Assim, mostramos que M é
livre.

|

Agora depois de tantos lemas estamos preparados para enunciar € demonstrar o famos
teorema de Auslander-Buchsbaum férmula.

(A-B)

Teorema 4.3.16 (A formula de Auslander-Buchsbaum) Seja (R, m, k) um anel Noethe-
riano local, M # 0 um R-mdédulos finitamente gerado tal que pdim(M) < e. Entdo

depth(M) + pdim(M) = depth(R).

Demonstracdo. Faremos a demonstracao por inducao sobre depth(R). Por hipotese,
suponhamos que pdim(M) = n. Assim, como M ¢ finitamente gerado, entdo ela tem
uma resolucdo minimal

d,_
FoiOoF%F [ “SF . F S F —o0.

Suponha depth(R) = 0. Entdo, pelo Lemma 4.3.15, suponhamos que M nao for livre. Logo
pdim(M) = 0 e depth(M) = depth(R") = depth(R) = 0, segunda igualdade é pelo lema da
profundidade 4.3.9.

Suponhamos que depth(R) > 0. Se depth(M) > 0, agora pela Observagéo 4.3.1 item
(b) e como R é local, temos que m ¢ Assg(R) e m ¢ Assg(M). Portanto podemos encontrar
um x € m ndo divisor de zero em R e M. Entdo

depth(R/xR) = depth(R) — 1 e depth(M/xM) = depth(M) — 1

estas igualdades segue do Coroldrio 4.3.6 item (2).
Portanto, pela hipotese de inducao sobre depth(R), temos

depth(M /xM) + pdim(M /xM) = depth(R/xR)
agora pelo Lema 4.3.11 temos
depth(M) — 1 4 pdim(M) = depth(R) — 1.

Portanto, somente precisamos considerar depth(M) = 0. Como M ¢ finitamente gerado,
entdo podemos considera a sequéncia exata curta

0>K—>R ->M—0

tal que pdim(K) = pdim(M) — 1 e depth(K) = 1. A primeira igualdade é pelo fato da
construcao de SYZYGIES.

Agora mostremos que pdim(K) = 1. Pelo Lema da profundidade 4.3.9 e a sequéncia
exata acima

depth(K) > mim{depth(R"),depth(M)+1} =1
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e
0 = depth(M) > mim{depth(K) — 1,depth(R")} = depth(K) — 1

entdo depth(K) = 1. Agora estamos no caso em que depth > 0. Agora este caso ja tinhamos
demonstrado. Assim
depth(K) + pdim(K) = depth(R)

logo
1 +pdim(M) — 1 = depth(R).

Com isto temos
depth(M) + pdim(M) = depth(R)

o qual finaliza a demosntracao do teorema. |

Exemplo 4.3.17 Seja k um corpo, considere R = k[[x],...,x,]] o anel local e M =
R/(x1,...,x;) um R-mddulo. Entdo pdim(M) = i. Como depth(R) = n e depth(M) =n—1i,
entdo pela férmula de Auslander-Buchsbaum 4.3.16 temos que

pdim(M) =n— (n—i) =1i.

Aneis e médulos Cohen-Macaulay

Anéis Cohen-Macaulay e médulos Cohen-Macaulay € uma classe grande dentro os médulos
finitamente gerado, € também uma classe extremamente rica em teoria. Esta classe tem
muitas apliacdes em dreas de geometria algebraica, teoria de singularidade complexa e
propiamente na dlgebra comutativa.

A seguir primeiramente lembraremos a definicao de dimensdo de Krull de médulos.
Intuitivamente, a dimensdo de um R-mddulo M, denotado por dim(M), vai ser medida
pelo comprimento das cadeias de ideais primos, desde que os ideais primos na cadeia
contribuem a M no sentido de que eles pertencem ao suporte de M. Formalmente, definimos
a dimensdo de um R-médulo M como: dim(M) = dim(R/AnnM) se M = 0, e tomamos a
dimensao do médulo de zero a serd —1.

Vamos agora supor que M € diferente de zero e finitamente gerado sobre o anel
Noetheriano R. Pela Observagdo 4.3.1 item (g), M tem, pelo menos, um primo associado,
e pela Observagdo 4.2.1 item (g) podemos definir a dimensdo de um R- médulo finitamente
gerado como:

dim(M) = sup{dim(R/p) : p € Supp(M)} = sup{dim(R/p) : p € Ass(M)}.

A primeira igualdade € pela defini¢do e a segunda igualdade € pelo fato que os primos
minimais de Supp(M) e Assg(M) sdo os mesmo no caso de médulos finitamente gerado.

Nesta se¢ao nosso anel base (R, m, k) serd sempre um anel Noetheriano local, e M um R-
modulo finitamente gerado. A seguir demonstraremos que em geral depth(M) < dim(M).
Para provar isto, antes primeiro faremos um lema.

Observacdo 4.4.1 Suponha (R, m) um anel local Noetheriano. Seja M um R-mdédulo
ndo nulo finitamente gerado. Entdo Suppg(M) = {m} < M tem comprimento finito <
existe un n € N tal que m"M = 0.
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(lemaCM1)| emqr 4.4.2 Seja (R, m) um anel Noetheriano local e sejam M, N dois R-mddulos ndo

nulos finitamente gerados R. Entdo
Exth(N,M) =0 para i < depth(M) —dim(N).

Demonstracdo. Seja k = depth(M) e r = dim(N). Provaremos por indugdo sobre r.
Suponhamos que r = 0, entdo Anng(N) é m-primario, pois dim(R/Ann(N)) = 0. Como
Suppr(N) = V(Anng(N)) = V(m) pela Observagio 4.4.1, e o Lema 4.3.7 obtemos que
Exth(N,M) = 0 para i < depth(M).

Agora suponhamos que r > 0. Escolhamos uma filtracdio de N =N, DN,,_1 D --- D Ny =
{0} tal que N;/N;_; = R/p; para primos adequados p; € Spec(R) (pela Proposicdo 4.3.3).
Com isto € suficiente provar que

Extp(R/p;,M) =0 paratodo j e i <k—r.

pois isto implica Ext}}(N ,M) = 0. Para provar isto é suficiente pegar a sequéncia exata
curta de R-médulos
0—+Nj_1 =N;—=R/p; =0,

e a sequencia exata longa

-+ — Exth(R/pj,M) — Exth(N;,M) — Extp(N;_1,M) — ---

agora pela suposigdo temos que Exty(N;, M) = Exth(N;_1,M) para todo i, j € Z, de isto
temos . .
Exty (N, M) = Extp(Ng,M) = 0.

Agora vamos provar que Exty(R/p;,M) =0 paratodo j e i <k—r.
Como dim(N;/N;_;) < dim(N), podemos supor que N = R/p, onde p € um primo. Ja que
dim(R/p) > 0, podemos escolher x € m \ p e consideremos a sequéncia exata curta

0—R/p5R/p—R/(p,x)—0,

Como dim(R/(p,x)) < r, por hipotese de indugio temos Exth(R/(p,x),M) = 0 para todo
i < k—r+1, por outro lado temos uma sequéncia exata longa

_>EXt;?(R/<pax)aM) _>EXt§?(R/p7M> LEXt;?(R/pJM) _>EthR+1<R/(pax)7M) —

Por inducéo Extﬁe(R/(p,)g),M) =0parai <k—r+1, poroutrolado comoi+1 <k—r+
1 (pois i < k —r) temos Exty ' (R/(p,x),M) = 0. Entéo Extz(R/p,M) = xExtx(R/p, M).
Agora pelo Lema do Nakayama obtemos Exty(R/p,M) = 0. |

{propo7.7.3) proposicdo 4.4.3 Seja (R, m) um anel Noetheriano local e M um R-médulo finitamente
gerado. Entdo dim(R/p) > depth(M) paratodo p € Assg(M).

Demonstracdo. Seja p € Assg(M), entdo p = (0 :g m) para algum m € M, pelas Obser-
vagdes 4.3.1 temos que existe R/p < M, isto implica que Homg(R/p, M) # 0. Agora pelo
Lema 4.4.2 temos 0 > depth(M) —dim(R/p).

|
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Para R-médulos finitamente gerados, temos dim(M) > depth(M). De fato pela definigdo
temos dim(R/p) < dim(M), para algum p € Assg(M) e pela proposi¢do anterior temos a
desigualdade desejada.

Coroldrio 4.4.4 Seja R um anel e I um ideal. Entao
depth(Z) < ht([).
Demonstragdo. Da Proposicdo 4.3.10 e o comentario anterior, pondo M = I, temos

depth(1)

inf{depth(Z,)[p € V(I)}
inf{depth(Ry)[p € V(I)}
inf{dim(Ry)|p € V(I)}
ht(7).

Al

A desigualdade acima da origem a seguinte defini¢ao.

(cM) Definicdo 4.4.5 Seja (R,m) um anel local ¢ M um R-mdédulo finitamente gerado. O

modulo M é chamado Cohen—Macaulay se M =0 ou M # 0 e dim(M) = depth(M). Se
dim(R) = depth(M), chamaremos de Cohen-Macaulay mdximal . Um anel R é Cohen-
Macaulay se for Cohen-Macaulay como R-médulo.

Dizemos que um R-médulo M é sem mistura ou “unmiexed” se dim(R/p) = dim(M)
para todo p € Ass(M).

4.5 Algumas caracterizacoes de anéis e médulos C-M

(teo?.7.5)Teorema 4.5.1 Seja (R, m) um anel loca Noetheriano e M # 0 um R-médulo finitamente
gerado.

(a). Seja M um R-mdédulo Cohen-Macaulay. Entdo dim(R/p) = dim(M) para todo

p € Ass(M) (isto mostra que todos os ideais primos associado de um médulo CM

sdo minimais). Alem disso, se x € R, dim(M /xM) = dim(M) — 1, entdo x é M-

regular.
(b). Seja xq,...,x, € m uma M-sequéncia regular. Entdo M é Cohen-Macaulay se, e
somente se M /(xy,...,x,)M é Cohen-Macaulay.

(c). Se M é Cohen-Macaulay, entdo M, é Cohen-Macaulay para todo p € Spec(R) e
depth(p,M) = depthy (My) se My # 0.

Demonstracdo. (a) Pela defini¢do, dim(M) = sup{dim(R/p)|p € Ass(M)}. Por outro
lado, temos depth(M) < inf{dim(R/p)|p € Ass(M)}, pela Proposi¢do 4.4.3. Logo por
hipotese e comparando temos,

dim(R/p) > depth(M) = dim(M) > dim(R/p), para todo p € Ass(M)

o qual prova a primeira afirmacdo.

Como dim(M /xM) < dim(M) = dim(R/p), x ¢ p para todo p € Ass(M). Caso con-
trario se x € p para algum p € Ass(M), entdo pela Observagdo 4.2.1 item (d), teriamos
que dim(M) = dim(M /xM) = dim(R/p) — 1, contrariando a primeira afirmagdo. Portanto,
x é M-regular.
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(b) Pelo Coroldrio 4.3.6 item (2), temos depth(M/(x1,...,x,)M) = depth(M) — r, por
outro lado como dim(M/(xy,...,x,)M) = dim(M) — r (Exercicio 9 abaixo). Usando estas
duas igualdades obtemos o resultado.

(c) Seja p um ideal primo. Se p A Ann(M) entdo M, = 0. Logo M, é Cohen-Macaulay
(pela definicdo). Se p O Ann(M), entdo M, # 0. Agora pela Proposigdo 4.4.3, nos temos
dim(M,) > depth(M,) e, oviamente depth(M,) > depth(p, M) (pela Proposicdo 4.2.2 item
(1) ). Portanto é suficente demonstrar que

dim(M,) = depth(p,M).

Usaremos inducdo sobre depth(p,M). Se depth(p,M) = 0 entdo p esta contido em
algum primo associado de M. Mas p D Ann(M) e, como todos os primos associados sdo
minimais por (a), segue que p ¢ um primo associado de M. Isto implica que dim(M,) =
dim(Ry,/Ann(M,)) = 0 (pelo fato que dim(Ry,) = ht(p) = 0).

Agora assumamos que depth(p,M) > 0 e escolhamos um a € p, M-sequéncia regular.
Entao
depth(p,M/aM) = depth(p,M) — 1

(Coroldrio 4.3.6 item (2)). Por (b), M /aM é Cohen-Macaulay e, pelo lemma do Nakayama,
M/aM # 0. Se (M /aM), = 0, entdo para algum s ¢ p temos que sM = aM. Seja M =
(my,...,my,), entdo, para todo i = 1,...,n, existe h;; € p tal que sm; = Y/i_y hijmj, segue,
det(h;; —s0;;) € Ann(M) C p e, por tanto, s € p, o qual é uma contradi¢io. Nos concluimos
que (M/aM), # 0.

Agora, por indugdo, nos temos dim((M/aM),) = depth(p,M /aM). Por outro lado,
a é uma Mjp-sequéncia regular (Proposigdo 4.2.2 item (1)) e (M /aM), = My, /aM,. Us-
ando o exercicio 9 abaixo, mais uma vez, nos obtemos dim((M/aM),) = dim(M,) — 1.

Finalmente, isto implica dim(M,) = depth(p,M). [
(Regular CM) proposicdo 4.5.2 Seja (R,m) um anel local regular e seja xj,. .., xg 0 cunjunto minimo
de geradores de m. Entdo x,...,x; é R-sequéncia regular, e cada R/(xy,...,x.) é um anel

local regular de dimensdo d — c. Em particular R é Cohen-Macaulay.
Demonstragdo. Segue do Teorema 3.4.3 e pelo Coroldrio 3.5.5 item (1) e (8). |

Seja (R, m) um anel local Noetherian completo. Pelo teorema da estrutura de Cohen
(se R contem o k, entdo R = k[xy,...,x,|/I para algum n e algum ideal I de R), podemos
escrever R como o quociente de um anel local Noetheriano regular. Dizemos que R €
uma interseg¢do completa se existe algum homomorfismo sobrejetivo S — R com § um
Anel local regular, de modo que o kernel é gerado por uma sequéncia regular, em outras
palavras, se existe um anel local regular S e uma sequéncia regular f7,..., fr em S tal que
R=S/(fi1,...,fr). E mostrado que esta nogdo é independente da escolha da sobrejecio.

Definicdo 4.5.3 (Intersecao completa)
Seja R um anel noetheriano.
1. Se R é uma anel local, entdo dizemos que R € uma intersecdo sompleta se seu
completamento € uma intersec¢ao completa no sentido acima.
2. Em geral, dizemos R é uma interseccdo completa completa se todos os seus anéis
locais sdo interse¢des completas.
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Proposicéo 4.5.4 Seja (R,m) um anel Noetheriano local. Entio depth(R) = depth(R).
Em particular, R é Cohen-Mcaulay se, e somente se R é Cohen-Macaulay.

Demonstragdo. Sejam = (x1,...,x,) e seja Ko(x1,...,X%,,R) o complexo de Koszul de
R como R-médulo e considereando x = xi,...,x, em R. Nos sabemos que R é plano
como R-ilgebra, pelo Teorema 3.2.14, implica que H;(x,R) = H;(x,R) xg R. Agora pela
Proposicio 4.3.5 temos que depth(R) = depth(R). Para provar que dim(R) = dim(R) é
suficiente ver que os polindmios de Hilbert so iguais, isto é, HPy(n,R) = HP;(n,R). W

Coroldrio 4.5.5 Seja (R,m) um anel local que € interse¢dao completa. Entdo R é Cohen-
Macaulay.

Demonstragdo. Como existe um anel local regular § € uma sequéncia regular f1,..., fx
em S tal que R= S/(f1,-.., fr). Agora como S é regular, portanto Cohen-Macaulay pela
Proposicdo 4.5.2. Temos que S/(f1,..., fr) € Choen-Macauly pelo Teorema 4.5.1 item
(a). |

Coroldrio 4.5.6 Seja K um corpo e f,..., fr uma sequéncia regular em R = K|[x] (x)
(respeitivamente R = K[[x]]), onde x = x,...,x,, entdo R/(f1,..., fi) é Cohen-Macaulay.

?<Di°a1>?0bserv096o 4.5.7 Observe que em geometria dlgebrica é dada a seguinte defini¢do:

Dizemos que X C A" é um conjunto algebrico afim de instersecdo completa se e somente

K(x](y)

se 7z € um anel de interse¢do completa, isto €, se somente se n(I(X)) =n—dim(X).

(Dica2) Observacdo 4.5.8 Seja R um anel Noetheriano. Se x € R € ndo divisor de zero, entio
ht((x)) := min{ht(p)|(x) C p € Spec(R)} = 1.
Prova: Como ht((x)) < 1, pelo Teorema principal de Krull. Agora basta provar a outra de-
sigualdades. Como em um anel Noetheriano R o conjunto de zero-divisores € exactamente
a unido das ideais primos associados ao ideal de zero (0). Os ideais primos minimas de R
sdo primos associados de (0) e por isso, se x ndo é um divisor de zero ndo estard contido
em nenhum ideal primo minimal de R e, portanto, a ht(x) > 1. Como desejado.

Definicao 4.5.9 Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M um R-médulo finitamente
gerado de dimensdo n. Um conjunto {xi,...,x,} de elementos de R é chamado de sistema
de pardmetros para M se M/ (xy,...,x,)M tem comprimento finito.

O conjunto {xi,...,x,} de elementos de R faz parte de um sistema de pardmetros se
dim(M/(xy,...,x,)M) =dim(M) —r.

{propo7.7.9) proposicdo 4.5.10 Seja (R,m) um anel local Cohen-Macaulay, e seja xi,...,x, € R,

entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. x1,...,x, € uma R-sequéncia regular,

2. ht(xy,...,x;) =iparal <i<n,

3. ht(xy,...,x,) = n,

4. x1,...,x, € um sistema de parimetros de R.

Demonstracdo. (1) = (2) é uma consequéncia do teorema primcipal de Krull, o qual
diz ht(xy,...,x;) <, e pelo fato que

0< ht(X1) < ht(X],Xz) < K ht(xl,...,x,-),

pois xi,...,X; € uma R-sequéncia (pela Observacdo 4.5.8 ou Exercicio 4.5.2 numero 11).
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(2) = (3) é 6bvio. (3) = (4) é claro, finalmente, para o caso dim(R) = n. Se
dim(R) > n entdo podemos escolher x,; € m que ndo esta contido em nenhum ideal

primo minimal de (xi,...,x,). Entdo ht(xy,...,x,+1) = n+ 1. Nos podemos continuar de
esta forma e obter um sistema de parametros.

(4) = (1). Demonstraremos que qualquer sistema de pardmetros xi, .. .,x, ¢ uma R-
sequéncia. Seja xp,...,x, um sistema de pardmetros, isto &, n = dim(R) e \/(x1,...,x,) =

m. Pelo Teorema 4.5.1item (a), nos obtemos dim(R/p) = n para todo ideal primo minimal
p de R. Isto implica que x| ¢ p para todo ideal primo minimal. Mas entdo, pelo Teorema
4.5.1, temos que x; é R-regular e R/(x;) é n — 1-dimensional anel Cohen Macaulay. As
imagens de x5, . ..,x, em R/(x) forma um sitema de pardmetros de R/(x;). Agora, usando
indugdo sobre n nos mostramos que xp, ... ,x, ¢ uma R-sequéncia. [

{coro?.7.10) Coroldrio 4.5.11 Seja (R, m) anel local Noetheriano Cohen-Macaulay e seja I C R um

ideal. Entao
1. ht(I) = grau(Z,R),
2. ht(I) +dim(R/I) = dim(R),
3. R é equidimensional.

Demonstracdo. Se ht(I) = n, entdo nos podemos escolher xi, ..., x, € I tal que ht((xy,...,x;)) =
i para 1 <i <n. Usando a proposi¢do anterior, nos vemos que Xxi,...,X, € uma R-
sequéncia. Isto implica que ht(I) < depth(I,R). Agora xi,...,x; € [ uma R-sequéncia
entdo s = ht((xy,...,xs)) <ht(/). Isto demonstra o item (1).

Prova de (2). Pela defini¢do, nos temos ht(7) = inf{ht(p)|p € um ideal primo associado de I},
e dim(R/I) = sup{dim(R/p)|p € um ideal primo associado de /}. Portanto, é suficiente
provar que ht(p) +dim(R/p) = dim(R) para um ideal primo p. Usando (1), nos temos que
ht(p) = depth(p,R). Seja xi,...,x, € p uma R-sequéncia, r = ht(p). Entdo pelo Teorema
4.5.1(2), temos que R/(xy,...,x,) é um anel (dim(R) — r)-dimensional Cohen-Macaulay.

Agora pela Proposic¢ao 4.5.10, temos ht((xy,...,x,)) = r = ht(p), e portanto p é um
ideal primo associado minimal para (xj,...,x,). Isto implica, pelo Teorema 4.5.1(1),

dim(R/p) = dim(R/((x1,...,x,))) = dim(R) = ht(p).

A prova de (3) segue de 4.5.1(1).
|

Coroldrio 4.5.12 Seja (R, m) anel Noetheriano local Cohen-Macaulay e sejal = (xp,...,x,)
um ideal de R de altura r. Entdo os primos associados de / tem a mesmo altura.

Demonstracdo. Assuma p D I um ideal primo associado. Localizando em p podemos
assumir que p = m (Teorema 4.5.1 item (3)). Usando a Proposicédo 4.5.10 nos obtemos

X1,...,X- uma R-sequéncia regular. Isto implica que R/l é um anel Cohen-Macaulay (
Teorema 4.5.1 item (b) ), segue dim(R/p) = dim(R/I). Usando Corolério 4.5.11 item (2),
obtemos ht(p) = ht(I). [

4.5.1 Comportamento de depth e extensdes planas

A seguir estudaremos comportamento do depth em homomorfismo local de anéis (R, m, k) —
(S,n,1).
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(4.5.12) | ema 4.5.13 Seja @ : R — S um homomorfismo plano de anéis, e seja M um R-moédulo

ndo nulo finitamente gerado. Se x = xy,...,x, € R € uma M-sequéncia regular tal que
x(S®rM) # S®@grM, entdo a sequénciax e @(x) = @(x1),...,@(x,) € S sdo ambos S Qg M-
sequéncia regular, e existem os isomorfismos

SQOrM/x(S@rM) = SO (M/xM) = SRrM/@(x)(S Rk M)

Demonstracdo. Em primer lugar, observe que a ac¢do de x; sobre S g M € a mesma
a acdo de ¢(x;), pois a acdo de x; sobre S é definido como sendo 0 mesmo que a a¢do
de ¢(x;). Assim, precisamos apenas mostra que xi,...,x, € R é uma S ®g M-sequéncia
regular. Procedemos por indugdo sobre n.

No caso n = 1, temos a sequéncia exata curta de R-mddulos

0—>MZIM— M/x;M—0.
Como § € plano sobre R, temos a sequéncia exata
0—SOrM D3 SQrM — S@g (M/x M) — 0.
Isto mostra que x; em S ®g M-elemento regular, e pela seqéncia exata também temos
SQr(M/x1M)=SQrM/x1(SQrM).

O passo indutivo € deixado como exrecicio para o leitor. [
{Obs4.5.13) Observacdo 4.5.14 Seja ¢ : (R,m) — (S,n) um homomorfismo local e plano de anéis
(isto é, mS C ne S é um R-mddulo plano), e seja M um R-mdédulo ndo nulo finitamente
gerado. Se x =xp,...,x, € m. Entdo x(S®gr M) # S ®@g M. Para Provar isto é suficiente ver
que SQRM /x(SRrM) = S®g (M/xM) e mostrar que S Qg (M /xM) # 0.(use o Lema de
Nakayama e a hipotese). Esta observagdo siginifica, que no caso local de homomorfismos,
ndo é necessdrio a condi¢io x(SQrM) # SRr M.

(4.5.14) Coroldrio 4.5.15 Seja ¢ : R — S um homomorfismo plano de aneis. Se x = x1,...,x;, €R

¢ uma R-sequéncia regular tal que xS # S (isto €, se ¢ ¢ um homomorfismo local e x esta no
ideal maximal de R), entéo as sequéncias xj,...,x, € Re @(x1),...,0(x,) € S sdo ambos
S-sequéncias regulares.

Demonstragdo. A prova segue da Observagdo 4.5.14 e o Lema 4.5.13 |

Para provar o préximo lema, faremos uso do Teorema de Intersecdo de Krull que diz:
Seja (S,n) um anel local Noetherianos. Se N é um S-médulo finitamente gerado, entdo
N ol'N = 0 para cada ideal / C n.

(lema 4.5.18) | ema 4.5.16 Seja @ : (R, m,k) — (S,n,!) um homomorfismo local de anéis Noetherianos.
Seja M um R-médulo ndo nulo finitamente gerado e N um S-mdédulo fintamente gerado,
plano sobre R. Se y =yi,...,y, € n é uma N/mN-sequéncia regular, entdo y é N Qg M-
sequéncia regular e S-sequéncia regular e N /yN um médulo plano sobre R. -
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Demonstragdo. Afirmagio 1: N ®@g (m/M) =2 m/(N @ M) para cada j. Para mostra isto é
suficiente usar o fato que S € plano e mapa injetivo f; : m/M — M.
Afirmacdo 2: para cada inteiro j > 0, existe um isomorfismo de R-médulos

m/M /mITIM =2 1

para algum inteiro #; > 0. Como o R-médulo m/M é finitamente gerado entdo m/M /m/ ™M =
(m/M) /m(m/M) é finitamente gerado. Como R/m = k é um corpo, este médulo tem a
forma k'/, como queriamos.

Afirmagdo 3: Para cada inteiro j > 0, existe um isomorfismo de S-médulos

[m/ (N @rM)]/[m/ T (N @g M)] 22 (N/mN)" onde t; = dim (m/M/m/*'M).
Consideremos a sequéncia exata
0—m/™M - m/M - m/M/m/t'M — 0.

Como S € um R-médulo plano, a primeira linha do seguinte diagrama € exato

00— N®g (m/TIM) —> N@g (m/M) —= N@g (- ) .0

miTipM
Ot 2‘06/' zlﬂﬁj
0 (N M) —— I (N M) —— Mg

pela afirmacdo 1, as duas primeiras linhas sdo isomorfas, entdo a ultima linha do diagrama
¢ exato. Com isto provamos que

m/(N @z M) m/M
. =N —).
m]+l(N®RM> ®R(mj+lM)
de isto temos
I(IN®Qp M m/M _ afirmao2 ‘ . ‘
WNERM) o g g % N @ (07) = (N @r k) 2 (N /mN).

mi (N @g M) M

Agora mostremos o resultado por inducao sobre 7.

No caso n = 1. Como M ¢ finitamente gerado sobre R, entdo N ®g M € finitamente
gerado sobre S. Seja & € N®@g M tal que & # 0 e suponha que y; & = 0. Pelo Teorema de
Intersecao de Krull implica que

0= N2 o(mS)'NRrM = N7 ym'N Qg M

entdio a condicdio 0 # & € N @g M implica que existe um inteiro i > 0 tal que & € m'S ®g
M\ mT1S®gr M. O elemento

- mj (N QR M) afirmao3 t:
- = (N/mN)"J
‘(TU‘H(N ®RM) ( /m )

¢ ndo nulo y anulado por y;. Ndo entanto, como y; é N/mN-sequéncia regular, isto é
também (N/mN)’i-sequéncia regular o qual é uma contradi¢do. Assim y; é N Qg M-
sequéncia regular.
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Observe que o caso especial M = R implica que y; é S-sequéncia regular.
Seja S =S/y;S e N =N/y;N. Mostremos que N/yN é plano. Pelo Teorema 2.7.4, é
suficiente considerar uma sequéncia exata arbitraria

O—->M —-M —-M;—0
de R-moédulos finitamente gerados e demonstrar que
0> NRrM; = N@rM; — NQrMsz — 0
¢ exata. Como N € um R-modulo plano, temos
0 —=+N®rM; — NRrMy — NRrM3z — 0

¢ exata Como, y; € uma S-sequéncia regular e N ®g M3-sequéncia regular, pela defini¢do
de Tor e pelo Teorema 3.2.12 item (2), temos Tor; (S,N ®g M3) = H, (F, 5,N Qg M3) =
H(Ke(y1,N®@rM3)) = H{((y1),N @ M3) = 0. Com isto temos

0 = Tor{ (S,N @ M3) —= S ®5 (N @g M) — S @5 (N @g Ma) — S ®g (N @r M3) — 0

| | |

0 N@RMl N@RMZ N@RM3 0

onde as linhas verticais sdo isomorfas. Portanto a ultima linha do diagrama é exato,
conforme desejado. Isto completa a prova para o caso n = 1.
O paso indutivo € rutindrio. Deixamos para o leitor. [ |

Teorema 4.5.17 Seja ¢ : (R,m,k) — (S,n,/) um homomorfismo local de anéis Noetheri-
anos locais. Se M € um R-mddulo finitamente gerado e N um S-mdédulo finitamente gerado
plano sobre R, entao
1. depth(M @ N) = depthgz(M) + depth(N /mN).
Em particular depth(M ®g S) = depthg(M) + depth(S/mS),
2. Se ¢ é plano, entdo depth(S) = depthg(R) + depth(S/mS),
3. § é Cohen-Macaulay se, e somente se R e S/mS sdo Cohen-Macaulay.

Demonstragdo. Primeiro suponhamos que depthz (M) = 0 e depthg(N/mN) = 0. Em este
caso, podemos ver desde o Coroldrio 4.3.8, que

Homg(k,M) #0, e Homg(/,N/mN) # 0.
Entdo, do Lemma 1.3.11, vemos que
Homg(k,M @g N) # 0,

e entdo, de novo pelo Corolério 4.3.8, vemos que depthg(M @ N) = 0, como esperado.

Agora podemos reducir o caso geral para esta situacdo, da seguinte forma. Suponha
que x é um M-sequéncia regular de comprimento r, e y uma N /mN-sequéncia maximal de
comprimento s. Entdo, temos -

Exth(k,M) = Homg(k,M /xM) # 0 e Exti(I,N/mN) = Homg(l,N'/mN") # 0
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onde N’ = N/yN. Observe que M' = M /xM e N'/mN’ tem depth = 0.
Alem disso, por 4.5.16, N' é plano. Entdo podemos usar o que fizemos no comego da
prova para ver que
Homg(I,M' ®g N') # 0.

Mas, observe que
M @rN' =M QgN/2z(M @& N),

onde z = p(x).y.
Entao vemos, por 4.3.14, que

Exty™(I,M @g N) = Homg(l,M @g N /z(M Qg N)) # 0.
Agora, pra demonstrar que depthg(M ®@g N) = r+s, € suficiente provar que
Ext;"(I, M ®gN) =0, para k<r+s.

Para isto € suficiente provar que z € uma M ®@g N-sequéncia regular. Para isto, use o Lema
4.5.16, para ver que y ¢ M @ N /x(M ®g N)-sequéncia regular, pois

M &g N /x(M@kN) = (M /xM) Qg N.

Isto finaliza a demonstracao.
(2) é direta, colocando M = R.
(3). Par Provar este item ¢ suficiente usar as férmulas

depth(S ®g M) = depthg (M) + depth(S/mS)

dim(N @g M) = dimg(M) + dim(N /mN),
esta ultima formula ver em 4.5.2 exercicio 14. |

(singular?.8.2) 1o hrema 4.5.18 Sea (R,m) um anel local regular e (S,n) uma R-dlgebra Noetheriano

local (isto é mS C n).
1. S é R-mddulo plano se, e somente se depth(msS,S) = dim(R),
2. Se § é Cohen-Macaulay, entdo S é R-médulo plano se, e somente se dim(S) =
dim(R) +dim(S/mS).

Demonstragdo. (1).Sejan=dim(R) e m = (xq,...,x,). Entdo, como R é um anel regular,
X1,...,X, ¢ uma sequéncia regular sobre R. Pelo Corolério 4.5.15, x1,...,x, € também uma
sequéncia regular sobre S. Isto implica que depth(msS,S) = n = dim(A) pela Proposi¢ao
4.3.5.

Se depth(msS, S) = dim(R) = n, entéo pela Proposicao 4.3.5 implica que H;((x1,...,x,),S) =
0 para todo i > 0. Agora como K, (x1,...,x,,R) é uma resolugdo livre de R/m, Isto implica
que Tor; (R/m,S) = H;((x1,...,%,),S) = 0, portanto pelo Corolario 2.7.7 obtemos que S
¢ um R-mddulo plano.

(2). =. E bem conhecido, que se S é R-médulo plano, entio dim(S) = dim(R) +
dim(S/mS).
<. Suponha que dim(S) = dim(R) 4+ dim(S/mS). Seja yi,...,ys uma sequéncia regular
maximal em msS, isto €, s = depth(mS,S). Agora podemos estender esta sequéncia regular
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maximal yq,...,y; em S. Pela Proposi¢do 4.3.5 e como § é Cohen-Macaulay, nos temos
que d = depth(S) = dim(S). Por outro lado sabemos que dim(S/mS) = d — s (Exrecicio 9
em 4.5.2). Finalmente isto implica que s = depth(msS,S) = dim(R) e usando o item (1),
obtemos que S € plano.
|
singular 7.8.3)? .. , .
Coroldrio 4.5.19 Sea (R,m) um anel local regular e (S,n) uma R-dlgebra finita. Suponha
que todas as localiza¢des de S em ideais maximais tem as mesma dimensdo. Entao S é
Cohen-Maculay se, e somente se B € um R-mddulo livre.

Demonstrac¢do. Sejadim(R) =nem = (xi,...,x,). Agora, suponhamos que S é Cohen-
Macaulay, que € S, € Cohen-Macaulay para todos os ideais maximais n de S. Pela
suposi¢do, temos que que dim(R) = dim(S) = dim(Sy) para todo ideai maximai n. Pelo
Teorema 4.5.18 item (2), S € uma R-mddulo plano, portanto, livre pelo Teorema 2.10.1.

Para mostrar a reciproca, suponhamos que S ¢ um R-mddulo livre. Assim, x1,...,X,,
o qual é uma sequancia regular em R (pois R ¢é regular), entdo pelo Corolario 4.5.15 é
também uma sequéncia regular em S. Portanto,

depth(Sy,) > dim(R) = dim(S) = dim(Sy)
para todo ideal maximal n de S. [

4.5.2 Exercicios
() 1. Seja R um anel Noetheriano. Se M e N dois R-mddulos finitamente gerado, Mostre

que

(a) AssgHomg(M,N) = Suppgr(M)NAssg(N),

(b) AssgHomg(M,N) = 0 se, e somente se Anng(M) contem um elemento N-
regular. Dica, para a reciproca, suponha que Anng(M) nao conten nenhum
elemento regular entdo Anng(M) C Uycagsp(v)P- Logo existe um p € Assg(N)
tal que Assg(N) C p, logo use o item anterior para chegar a uma contradigao.

2. Seja @ : (R, m) — (S,n) um homomorfismo local plano. Mostre que S ®g (m/M) =2
m/(S®g M) para cada j.

3. Seja R um anel local Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado. Se
{x1,...,%} uma M-sequéncia regular, entdo {xj,...,x; } pode ser estendido para um
sistema de parametros para M.

4. Seja R um anel local Noetheriano ¢ M um R-mdédulo finitamente gerado. Se

{x1,...,%} uma M-sequéncia regular. Entdo detht(M) < dim(M).

Seja R um anel, M um R-mdédulo, I C R um ideal.

6. Se xy,...,x, € [ uma M-sequéncia regular, entdo x|, ...,x;' € I uma M-sequéncia
regular para todo m > 0.

7. grad(I,M) = grad(+/I,M). Este ultimo item mostra que grad(/, M) é um invariante

geométrico.

. Seja @(R,m) — (S,n) um homomorfismo local de anéis, fazendo S um R-mdédulo

finitamente gerado. Seja M um S-mddulo finitamente gerado. Prove que

e

udanca de base)? ¢

depthg (M) = depthg(M).
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Ne)

10.

1.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja (R,m) um anel local e M um R-médulo ndo nulo finitamente gerado. Seja
X1,...,X, € muma M-sequéncia regular. Prove que

dim(M/(x1,...,x,)M) = dim(M) — n.

Seja R um anel Noetheriano, M um R-médulo finitamente gerado e p € Spec(R).
Prove que depth(p, M) < depth(M,).
Sejam R um anel Noetheriano e x1,...,x, uma R-sequéncia. Prove que

0< ht(xl) < ht<X1,X2) SRR ht(xl,...,x,,).

Dica. Use indugdo e a observacgado 4.5.8.

Seja R um anel O-dimensional. Prove que R € Cohen-Macaulay.

Seja R um anel reduzido 1-dimensional. Prove que R é Cohen-Macaulay.

Seja @ : (R,m) — (S,n) um homomorfismo local de de anéis Noetherianos, suponha
que M € R-mdédulo fintamente gerado, e N € um S-mddulo finitamente gerado sendo
plano sobre R. Entdo

dim(N ®@g M) = dimg(M) + dim(N /mN).

Seja ¢ : (R,m) — (S,n) um homomorfismo local e plano de anéis, e seja M um R-
mdédulo ndo nulo finitamente gerado. Se x = xy,...,x, € m. Mostre que x(S®QrM) #
S®rM.
Um R-médulo M é chamado fielmente plana se cada complexo C, de R-mddulos é
exata, se e apenas se o complexo induzida C, ®g M € exato. Prove que M € fielmente
plana se e somente se M é plana e mM # M para cada ideal maximal m em R.
Seja vy : R — § € um homomorfismo de anéis fielmente plana (isto €, S é, via y,
um R-médulo fielmente plano). Mostre que ¥ mapeia uma sequéncia regular a uma
sequéncia regular. Em particular, se (R,m) e (S,n) sdo anéis locais tais que S é
uma R-algebra plana e mS C n, entdo qualquer sequéncia regular de elementos de R
permanece regular em S.
Suppose que ¢ : (R,m) — (S,n) é um homomorfismo local de anéis Noetheri-
amos. Entdo, um S-moédulo M finitamente gerado € palno sobre R se, e somente se
TorR(R/m, M) = 0.
Seja ¢ : R — S um homomorfismo local plano de anéis locais Noetherianos. Entao
os seguintes sao equivalentes

(a) S é uma interse¢do completa,

(b) Re S/mS sdo interse¢do completa.
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