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Motivacao

A garantia de correcdo de programa depende de sua terminacio.

O problema da parada é indecidivel [1].

Pode-se criar algoritmos de semi-decisdo que respondem “sim” ou
“ndo sei” para a terminacdo de um programa.

Esses algoritmos estdo cada vez melhores [2].

O objetivo é formalizar a equivaléncia das principais defini¢cdes de
terminacdo para uma linguagem funcional de primeira ordem.
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Estudo bibliografico

Turing [3] usa uma relacdo bem fundada nas chamadas de funcdes.

Lee et al. [4] mostra terminag&o partir de um w-automato.

@ Manolius e Vroon [5] usam grafos que representam linhas de
execucdo em fungdes para analizar terminacio.

Avelar [6] muda a técnica anterior usando matrizes de medida.
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PVS0: uma linguagem minima funcional

@ Aplicada a apenas um tipo de entrada e saida Val.
@ Um anico argumento para recurs3o.
o Permite uma anica funcdo recursiva.

e Uso do assistente de prova PVS.
A gramatica PVSO0:

Expr ::= vr | cnst | opl(Expr) | op2(Expr, Expr)

| ite(Expr, Expr, Expr)
| rec(Expr)

5/33



Linguagem funcional de primeira ordem sobre um espaco de valores T,
que representa Val.

PVSO[T:TYPE+] : DATATYPE WITH SUBTYPES Expr,Def

BEGIN
cnst(get_val:T): cnst?: Expr
vr: vr?: Expr
opl(get_op:nat,get_arg:Expr): opl?: Expr
op2(get_op:nat,get_argl,get_arg2:Expr): op27: Expr
rec(get_arg:Expr): rec?: Expr
ite(get_cond,get_if,get_else:Expr): ite?: Expr
def (get_body:Expr): def?: Def

END PVSO
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Exemplo | codigo PVSO

fibonacci =
ite(vr,
Is,
ite(oplo(vr),
157
op2o(rec(oplo(vr)), rec(opli(vr)))))

fibonacci :=
def (ite(vr,
cnst (1),
ite(op1(0,vr),
cnst (1),

0p2(0,rec(op1(0,vr)),rec(opl(l,vr))))))
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Terminacao semantica

e(e,er,B,v) := CASES e OF
cnst: v = cnstj;
vr: v =_p(vr);
opl(er) : Jwn € Val:e(er,er,B,v1)A
v = opl(nn).

op2(e1,e2) : Tvi,vn € Val :e(er, e, B,v1) Ne(er, er, B, 12)A
v = op2’(v1,13);
ite(er, e2,€3) : TJug :e(er, e, Byv1)A
IF vy THEN ¢(es,er,8,v) ELSE e(es,er, 5,v);
rec(er) : vy € Val : (e, er, B, v1)A
e(er, er, f',v), onde f'(vr) =11

e(oplo(fibonacci), fibonacci, vr — 1,0)
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O predicado:
e(e,er, B,v)
foi especificado como:

J

semantic_rel expr(eval bool, eval opl,eval op2)
(expr, function,beta, val)

o Avalia-se a expressdo expr considerando a funcdo recursiva como a
expressdo function, beta como argumento e o retorno deve ser
val.

o Se function é expandida indefinidamente, semantic_rel_expr
também serad e n3o existira valor de retorno.

Uma das definicdes de terminacido semantica:

Tﬁ(ef) = VB ElV €(ef7 €r, 5’ V)
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x(m,e,ef, 3) = IF m=0 THEN &
ELSE CASES e OF
cnst :  cnst?;
vr: B(vr),
opl(er): IF x(m,er,er,B)#<
THEN opl”(x(m,e1, ef, B))
ELSE $:
Opz(elan) o IF X(mvelaefaﬂ)7£<>/\X(mve236f7ﬂ)#<>
THEN 0p2” (x(m, 1, er, B), x(m, ez, €f, 3))
ELSE <;
ite(er, e2,€3) 1 IF x(m, ey, e, B) # <> THEN
IF x(m, e1,er, 3) THEN x(m, ez, er,[3)
ELSE x(m,es, e, 3);
ELSE &:
rec(er) : IF x(m, e, er, () # < THEN
X(m - 1aefvef75/)7
onde f'(vr) = x(m, ey, e, B)
ELSE ¢
X (4, oplo(fibonacci), fibonacci, vr — 4) = 4

X(2, oplo(fibonacci), fibonacci, vr — 4) = <
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A fun¢io:
x(depth, e, er, 5)

foi especificada como:

J

eval expr (eval bool,eval opl,eval op2)
(depth, expr, function, beta)

o Avalia-se a a express3o expr considerando como fung&o recursiva
function, beta como argumento e depth como o limite de
profundidade de chamadas recursivas.

@ Se o niimero de chamadas ultrapassa o limite, ent3o retorna-se None
(<), caso contrario, o valor value em Some (value).

Ty(er) :=VB 3ImSejav = x(m,er,er, B) emv # O Ne(er, e, 8, 1)
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TCC Terminacao

@ Um contexto de chamado (Calling Context) & um registro que

representa quais condi¢des precisam ser validadas para se chegar a
um chamado recursivo.

@ Um contexto é valido quando contém:
e Uma subexpressio recursiva.

o A lista condi¢cdes do caminho da linha de execu¢do da subexpressio.
e O caminho da linha de execu¢do até a subexpress3o.

PVSO_CC: TYPE = [# rec_expr:
call: RC(...)

, cnds: Conditions % Path conditions

, path: 1list[nat] #] 7% Position of rec_expr

(rec?) % PVSO recursive

cc: {path : [N], rec_expr:{a: Exprla = rec(b)}, cnds : [Exprbool])
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Exemplo | caminhos em Fibonacci (PVS0)

(

vr 1 ite
7 :
opl; 1s . op2g
vr rec rec
v |
opl; opls
vr vr
path := [022],
rec__expr := rec(oply(vr)),
cnds = [exprnot(oply(vr)), exprnot(vr)]
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Dados:
@ Um espaco de medida MT.
o Uma relagdo bem-fundada < sobre MT.
o Uma fungdo de medida p : Val — MT.
Define-se TCC Terminacio como:
Te(er) = 3p, Y (B, cc: Valid _cc(ef), v):
e(get _arg(rec__expr(cc)), er, B,V)A
EC(er, cnds(cc), B) = p(v) < p(B(vr))

Ou seja

F(M) 22 f(m)
\ 1
p(M) = p(m)

Onde > é converso de <
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PVSO0: As Teorias

[T.N,<]

halting_problem measure_termination[T,MT, 1t] %—‘ Ex: gcdo, ackO ‘

pvsO_props pvsO_to_dg

’ structures@more_lists_props

pvsO_lang digraphs@

’ structures@set_as_list ‘

@ 233 propriedades formalizadas
@ Ha outras bibliotecas de terminacio:

o CCG
o MWG
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Equivaléncias Formalizadas

[MWG(def) <= CCG(def) |

A

[T.(def) « Tc(det) < T, (det) |
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Prova de equivaléncia | defini¢oes seméanticas

Provou-se a equivaléncia entre:

TE(E‘f) <~ TX(ef)

Ou seja:
VB v e(er, er, B, v)

—

VB Idm Seja v = x(m,er, e, B) emv # O Ae(er, ef, 5, 1)
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Para isso, mostraram-se os fatos:

def. de x Para todo m maior ou igual a um n qualquer e er = rec(xy) :
X(n7ea Ef,ﬁ) 7é <> A X(na e, efaﬂ) =V = X(m7 €, efaﬁ) =Vv

Ind. em e e(e,ef,ﬂ,u)éﬂmEN: X(mveaef76)7é<> A X(mve7ef7ﬂ)21/

conseq. e(e,er,B,11) A (e, er,f,12) = 11 =11

Para provar T.(ef) <= T,(er)
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Tg(ef) — TX(ef)
o VB v e(er, er, B,v)
e Por
5(6,6,4‘7[371/) =dmeN: X(mve7efa/8) # <> A X(m,E,Ef,ﬂ) =V
o Chega-se a
VB 3dmSejav = x(m,er,er, ) emv # & Ae(er, er, B,v)

Tg(ef) = TX(ef)

o V3 dmSejav = x(m,er, er, ) emv # O Aeler, e, B,v)
e V3 Jv e(er, e, B, V)
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Equivaléncia com TCC Terminagao

Tc(er) = T (er)
Uso do lema de Konig:

1(a)
P RN
by) (b2)

1( I 11(bs)
}: }:
() : 1(j2)

p(k) .
R AR
1(z1) 1(z2) 1(z3)

Vale x(h, er, er, ), onde h é alturae S =vr— a



Te(er) <= Ty(er)

o VB dm x(m, er, er, B) # <
o p(a) := min{m | x(m, er, er, vr — a) # &}

F(M) 272 £ (m) F(M)
i l i T

N f(b1) f(m) f(bs)
(M) —— p(m) V ii
f(ir) : F(j2)

f(k)
R N
z1) f(2) f(

f(

23)

o MT :=Ne <:=<
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Exemplo | altura u

gcd(64,24) ged(64,24) <22 gcd(24,64)

v
gcd(24,64) i i
v 4,24) —> > (2464
i gy 1420 u(24,64)
v
gcd(24,16)
v
gcd(16,24)
v
gcd(16,8)
v
gecd(8,16)
v
gcd(8,8)

(
gcd(8,0)
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ack(1,3)

|

ack(0, ack(1,2)) ack(1,2)

|

ack(0, ack(1,1)) ack(1,1)

NS

ack(0, ack(1,0)) ack(1,0)

ack(0,1)
ack(1,3) 2 ack(1,2)

L

n(1,3) — n(1,2)
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Uso da teoria

Dois exemplos de uso da teoria:

o Uso das definigdes PVS0 para provar terminacdo de fun¢des em
PVS:

e gcd.
o Ackermann.

o Formalizacdo da indecidiblidade do problema da parada.
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Metodologia para provar terminacao de funcoes

Especificar fungdes em PVS

Codifica-las em PVS0

Mostrar TCC terminacdo
(> dos ordinais)
((a,b) = aw + b)

Fun¢do de medida geral
prova terminacdo de
fun¢des em PVS
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Especificar a funcao

ack(m,n:nat) : RECURSIVE {a : nat | a = ack_pvsO(m,n)} =
IF m = O THEN n+1
ELSIF n = O THEN ack(m-1,1)
ELSE ack(m-1,ack(m,n-1))

ENDIF
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Codificar em PVS0

pvsO_ack : Def = def(ite(opl(0,vr),
opl(2,vr),
ite(opl(1,vr),
rec(op1(3,vr)),
rec(op2(0,vr,rec(opl(4,vr)))))))
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Provar terminacao sobre PVS0 e encontrar uma fungao
de medida

R : MACRO PRED[[MT,MT]] = ordinals.<
pvsO_ack_tcc_termination: JUDGEMENT
pvsO_ack HAS_TYPE

(pvsO_tcc_termination(ebool,eopl,eop2))

ack_wfm :

(pvsO_tcc_termination_pred(ebool,eopl,eop2) (pvsO_ack))
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Provar terminacao da funcao especificada

ack(m,n:nat) : RECURSIVE {a : nat | a = ack_pvsO(m,n)} =
IF m = O THEN n+1
ELSIF n = 0 THEN ack(m-1,1)
ELSE ack(m-1,ack(m,n-1))

ENDIF

MEASURE ack_wfm BY R
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Indecibilidade do problema da parada

@ Assumindo to PVS : Val — Expr é sobrejetiva.

@ Supondo que existe a expressdo PVSO HALT : Expr — Bool
que determina terminac3o de outras expressdes PVSO0.

o toiPVS(mo) = My

sim

__ mo | to PVS | HALT

Mo

o Exemplo de uso de TCC Terminagdo
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Proposta

Extender PVSO0 para PVSL.
@ Recursos:

e suporte a varios tipos
o operadores com mais argumentos

Adaptar definicdes de terminac3o.

Mostrar equivaléncia usando transformac3o conservativa.

Expr = Type rec(Type Expr,--- , Type Expr)
| Type op(Type Expr,-- -, Type Expr)
| Type ite(Expr,Expr, Expr)
| Type vr
| Type cnst

Mostrar que PVS0 é Turing completa.
@ Mostrar a decidibilidade do problema da parada para tipos finitos.
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