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3. Isomorfismo de Curry-Howard

4. Conclusoes
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e Programas sdo aplicados no tratamento de gistemas criticos!

programador humanos

= Solucdes algoritmicas de problemas devem ser provadas corretas.

matematico

= Implementacdes (programas) de solugdes algoritmicas devem ser corretas.

matematico+cientista da computacao
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Exemplo: calculo do maximo divisor comum mdc

Teorema [Euclid 320-275 BC]Vn > 0,m > 0, mdc(n, m) = mdc(m,n MOD m)
idéia

(Detalhe: “n MOD m" computa-se como “(n —m) MOD m)

procedimento mdc(m, n)
se m < n entdo mdc(n, m)
se ndo (m > n)
mdc(m — n,n)
Fim procedimento

programa
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mdc(6,4) — mdc(2,4) — mde(4,2) — mde(2,2) — mdc(0,2) — mde(2,0) — - -

J

problema: loop infinito

Prova de totalidade: Dominio N (Tipo de objetos)

Bl: mdc(0,n) indefinida! Defina mdc(0,n) = n.
Pl: Suponha mdc(k,n) bem definida para qualquer n e kK < m, com m > 0.

Entdo mdc(m,n) bem definida:
Caso 1: m > n. mde(m,n) = mde(m — n,n) Aplica-se HI somente se n > 0!

Defina mdc(m,0) = m.
Caso 2: m < n. mdc(m,n) = mdc(n, m) que estd bem definido por HI.
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procedimento mdc(m,n)
se m = 0 entao n
se ndo (m > 0)
se m < n entdo mdc(n, m)
se ndo (m > 0&m > n)
se n = 0 entao m
se ndo (m > 0&n > 0&m > n)
mdc(m —n,n)
Fim procedimento

\ 7

programa extraido da especificacao provada correta
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e [30’s, século XX] Alonzo Church (e Haskell Curry) define(m) o calculo X\ (e
a légica combinatéria) como um mecanismo algoritmico para computar fungdes
numéricas.

e [1935/36] Stephen Kleene e John Rosser demonstram que todas as fungdes
recursivas parciais podem ser representadas no calculo .

e [1936] Alan Turing demonstra que exatamente as fun¢des Turing-computaveis
podem ser representadas no lambda calculus.

— Tese de Church-Turing: As funcoes “computdveis’ s3o as recursivas parciais.
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Operacoes basicas do calculo A:

(M N) Aplicagao

A . M Abstracao Operadores
(Ap-M N)—pg M|x/N] 3-conversao ou contrag¢ao
Ao (M x) =y M, sex & FV(M) n-conversao ou contrag¢ao
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/

Exemplos <

\

(Ap-x Ap.T) —8 Ap.x

Az ) Ag.(z 2)) =5 (Aa-(x ) Ap(z 7))

auto-aplicacao

auto-reproducao
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Computacoes numéricas:

Chn = Ap Ay (
Defina: Ay = A2 A, A .
A = Ap Ay s
Aezp = ANy (y )

Mauricio Ayala-Rincén

Proposicao [Rosser| Vn € N <

( A+CnCm = Un+m;

| AeapCnCp = Cpm, exceto para m = 0.
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((Cr)™ (y)) —5 (@™ (y)):
Bl (Cr2)” (y)) =v.
Pl Suponha vale para m e qualquer n. Entao,

(Cr)™ (1)) = ((Caz) ((Cnz)™ (y)))

(Au-z™u (2™ (y))) —p (2" (™ (y))) = (@D (y)).

|
<
!
= *
S
=
)
S
*
3
S
!
@

Casos Ay e A,y sdao similares.
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A-implementacao de operadores computacionais:

Defina:  True = A\,,.x
False = A,y
(M,N) = M\,.(zMN), para todo par de \-termos M, N

TrueM N —3 ()\yM N) —3 M

If B Then M Else N" = BMN{ False MN —g (Ay.y N) —g N

(M, N)True — 5 TrueM N = M

GTC/UNB: www.mat.unb.br/~ayala/TCgroup 11



T1POos E PROVAS MATEMATICAS Mauricio Ayala-Rincén

A-implementacao de operadores computacionais:

lteracao para uma funcao definida recursivamente

fo, sen =20

fn) :{ W(f(n—1),n), sen >0

Supondo H A-define h, define-se:
T = Xp-(S(p True), H(p False)S(p True))

VE, T ({(Crs Crry)) = Ap-(S(p True), H(p False)S(p True))((Ck, Cruy)) —5
<S(<Ck,0f(k)> True),H((C’k,C’f(k)> FaIse)S((Ck,Cf(k)> True)> =
(S(Cr), H(Cr))S(Cr)).
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A-implementacao de operadores computacionais: Por inducao demonstra-se:

TJ?I(<C07 Cf0>) _>E <Cn7 Cf(n)>

( CnTH<<CQ,CfO>) False —3
)\ TE’U(<CQ,CJCO>) False —3

(Th ((Co, Cy,y))) False —7
<Cn, Ctny) False = Cpp)

Assim, C,, Ty ((Co, Cy,y)) False —75 Cy(p) 4

\

Concluindo, f pode ser especificada no lambda calculus como:

F = )\x.ZETH(<C(),CfO>) False
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1, sen=20

Aplicagdo para factorial: fact(n) = { fact(n — 1) *n, se n > 0

FACT = \;.xT4,((Co,C1)) False
Ou equivalentemente

Az Ap(S(p True), A.(p False)S(p True))((Co, C1)) False

~~
Ty,

Az ZAp Az (2(S(PAzy-T) A (PA2y-y) S (PAzy-2) ) ) ( Az (2Aun VA0 0V) ) Ay .Y
onde S = AL C1 = Apyuo-((2u) ((yu)v)) Apy-2y — 8 Azyuv-((Azy-zyu) ((yu)v)).
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e Alonzo Church (e Haskell Curry) estende(m) o cédlculo \ [1940] (e a ldgica
combinatéria [1934]) com tipos.

A:a = (aa)|iva

\ .

Sintaxe dos A-termos livres de tipos

Anotacoes de tipos: At A.M
()\x;A.M N) —3 M{N/CE}
Beta- e Eta-contracao
Ap:a.(M z) —p M,sex & FV(M)
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(Az-T Ap.T) =8 Mg

Exemplos
(Az-(z ) Apo(z ) =5 (A.(x ) Ap(z 2))

\ .

Mauricio Ayala-Rincén

auto-aplicacao

auto-reproducao

7

Argumentacoes paradoxais

Auto-aplicacao faz sentido:

(A—A)—A—A A—A A—A
" et
( ApA—a-T  ApaT) =3 ApaX

Polimorfismo!
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Auto-reproducao nao faz sentido:

Aaery (2 %) Agiry (2 7)) =5 (Aairg- (T @) Agirg- (2 7))

Termo aceitavel na linguagem do cdlculo A tipado, mas nao tipavel!
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I'=M:A

Julgamentos de tipos
“M tem tipo A no contexto I

éEliAl, c o ,CIZ‘RIA@

contextoq ~~ o
lista de declaracoes de variavéis
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I ' THFM:B
a::AwI’%—:C:A(Start) xf:A I'-M:B (Weak)
v AT'-M:B (Abs) I'-M:A— B FI—N:A(A )

T'FX:AM:A-B TF(M N):B PP

Fig. 1: Regras de tipagem do cdlculo A com tipos simples
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Exemplo: inferéncia de tipos para (Ay.-.z Az p.7)

x: 7 F x:7(Start)
I Apr T —T

x:pkx: p(Start)
= AT p—p

(Abs) (Abs)

~~

:v:p—>p|—3::p—>p(5ta rt) (AbS)

FAz:p—p-z:(p—p)—p—p

EdapopTi(p—p)—=p—p, Flppxip—0p
= (Apipop-T ApipZ) 1 p—p

(Appl)
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Exemplo: tentativa de inferéncia de tipos para A,.,.(z )

x: 7 F x:7(Start) x:pkx: p(Start)
impossivel redefinir 7 e/ou p para a regra Appl!

(Appl)
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Problemas relevantes em teoria de tipos:
e Verificacdo de tipos: dados M e A determine se existe I' tal que I' = M : A.
e Inferéncia de tipos: dado M determine I' e A taisque I' = M : A.

e Existéncia de habitantes: dado o tipo A. Existem habitantes no contexto I'
se, e unicamente se existe um A-termo M tal que I' - M : A.
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Revisitando os problemas relevantes em teoria de tipos:

<k I N
declaracoes de varidveis A-termo ou programa tipos

e Verificacdo de tipos: os tipos designados para o programa sao corretos.
e Inferéncia de tipos: o programa é correto.

e Existéncia de habitantes: extracao de um programa de uma prova.
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Relagdo entre provas e programas detetada por Haskell Curry [1934-1942], mas
so aplicada até a década de 60 (XX) por Nicolaas Govert de Bruijn e William
Howard.

Teoria de Tipos | versus Légica instuicionista

Luitzen Egbertus Jan Brouwer [1920]

Regras de tipagem do calculo A com tipos simples correspondem 1-1 as regras
de deducao da légica intuicionista minimal: regras de tipagem sao regras ldogicas
decoradas com A-termos tipados.
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Légica intuicionista implicacional

Férmulas implicacionais sio constroidas de varidveis proposicionais (denotadas
por A, B,C,...) usando o conectivo implicacional — assim: se ¢ e 7 s3o férmulas
implicacionais, entdo (0 — 7) o é.
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Um julgamento na ldgica intuicionista | 2 +; A | denota que “A é uma

consequéncia légica de €2".

0. AF; B

. O, A= B QF 4
O AF, AWM oFf A5 B

QFr B

(Intro) (Elim)

Fig. 2: Regras de deducao da légica intuicionista minimal

Uma férmula A é uma tautologia se, e unicamente se o julgamento F; A é
provavel.
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Exemplo. A — ((A — B) — B) é uma tautologia:

(Axiom)

AAHBHA%BWW)AA%BHAGM

A,A—>B|—[B
AF;(A— B)— B
FrA— ((A— B) — A)

(Intro)
(Intro)

No contexto do calculo A\ temos:

F A ANy:A— B.(y x): A— ((A— B) = A)
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Exemplo. Lei de Peirce: (PL) (A— B)— A) — A
Nao é valida na légica intuicionista!

Exemplo. Uma provade (A — A —-C) — A — C.
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Isomorfismo de Curry-Howard: €2 F=; A é provavel na légica intuicionista
minimal se, e somente se I' - M : A é um julgamento de tipos valido no
calculo A com tipos simples, onde I' é uma lista de declaracoes de variaveis
de proposicoes, observadas como tipos, em 2. O termo M é um termo A\ que
representa a derivacao da prova.
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e Inferéncia de tipos: dado M determine I' e A taisque I'= M : A
corresponde a provas de correcao de programas

e Existéncia de habitantes: O tipo A é habitado em 1" se, e somente se existe um
A-termo M talque I'F M : A
corresponde a extracao de programas de provas

GTC/UNB: www.mat.unb.br/~ayala/TCgroup 30



T1POos E PROVAS MATEMATICAS Mauricio Ayala-Rincén

e Desenvolvimento de programas corretos é essencial.
— Erros e omisdes nas especificacoes sao possiveis
— Erros na interpretagao/compreensdo dos métodos e transcricdo sdo possiveis

Desenvolvimento do métodg |~ Implementacao ~»| Aplicacao
Tudo bem, obvio :) Entendi! Facil, ta pronto :) Me ferre ;(

Fluxo “padrao” de desenvolvimento de software/hardware
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Prova férmal de correcao do método sy Aplicacao

Asistentes de prova extracdo do programa )

Fluxo “seguro” de desenvolvimento de software/hardware
e Investigacao de mecanismos de inferéncia de tipos e de extracao de programas

de provas em outras teorias de tipos: subtipos, tipos dependentes, tipos de
Intersecao, etc.
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