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Introduction

Les types simples

» Soient f : N — Net gr : N — N tel que gr(x) = f(f(x)).
Soit Fy : (N — N) — (N — N) tel que
Fn(f)(x) = gr(x) = £(f(x)).

» Dans le lambda calcul typé de Church on écrit la fonction Fy
comme suit:

)\f:NHN')\X:Nf(f(X))
» Si on veut la méme fonction sur les Booléens B, on écrit:

la fonction Fg est A:B—B-Ax:B-T(F(X))
le type de la fonction Fp est (B— B)— (B— B)
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Introduction

Polymorphisme: le A-calcul typé aprés Church

> A la place de répéter le travail, on prend « : * (a est un type
quelconque) et on définit une fonction polymorphique F
comme suit:

)\a:*.)\f;a—>a')\XZOl'f(f(X))
On donne a F le type:

na:*-(a - Oé) - (Oé - Of)

» Comme ¢a,
F(a) = MamaAxa-f(F(X) (@ = a) = (o — a)
» On peut instancier a selon notre besoin:
> F(N) = Arnon-Aen-f(F(x)) - (N — N) — (N — N)
> F(B) = M- Acs.f(f(x)) : (B — B) — (B — B)
> F(B — B) = A (B—B)—(B—B) M:(8—n5)-f (f(X)) :
((B— B) — (B — B)) — ((B— B) — (B — B))
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Introduction

» Comme ¢a, les types sont comme les fonctions:

» On peut les construire par abstraction.
» On peut les instancier

» Mais, pendant le passage des types simples aux types
polymorphiques, on a oublié d'atapter la regle

(8) (Ax:a.b)C — b[x := (]
a une régle semblable pour le IT:
() (My.a.B)C — B[x := (]

» D’habitude, si b: B, on prend (Ax.a.b)C : B[x:=C| ala
place de prendre (Ay.4.b)C : (My.4.B)C

» Dans la literature, il y a plusieures études (comme le
Automath de de Bruijn) qui montrent que la regle I est utile.
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Introduction

>

Il parait que le development des théories des types nous
amene de plus en plus a adopter des rdle identiques pour les
lieurs X\ et . Est-ce qu'il y avait vraiment le besoin de les
séparer? Je crois que la séparation est artificielle.

Dans Automath, de Bruijn avait déja identifié les deux lieurs
mais dans un systeme de types beaucoups moins riche que les
systémes du cube. Il ecrivait: [x : A]B pour les deux A\.4.B et
I_IXZA'B

Quelles sont les propriétés des theories des types avec un seul
lieur qui represente au méme temps le A et le 17

Est ce que le passage des systemes des types avec deux lieurs
a des systemes avec un seul lieur est assez nécessaire comme
le passage des types simples aux types polymorphiques et
independents?

Je crois que deés le début, il fallait pas se limiter aux types
simples. Aussi, des le début, il fallait pas distinguer entre les
termes et les types.
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Les systemes typés modernes

Notation

» Soit V =V*UV” ol V*NV" = 0.
T =% |0\ V| AgT |y T|TT
T, i=+ 0|V | T | BT
Notons que méme que les systemes modernes n'ont pas
adopté I'unification des lieurs A et I, ils ont adopté (dans 7')
un syntax commun dans un certain sense.

» Si Ac T, on définit A € 7, par:
5=s,x=x,AB=AB . \Ma.B=MN2.B= I’X:Z'E

» SiAe ’Z; on définit A* € T par:

s =5,x* = x,(AB)* = A*B?, (hxa.B)* = A\ an.B?
Aussi, on def|n|t [A] par {A"in T | A = A}.
» Un contexte I est de la forme: x; : A1,...,x, : Ap.

DOM (M) = {x1,...xn}.
» Dans 7 on définit: ) =() T,x:A
» Dans 7, on définit: [[] = {I" | F =TI}
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Les systemes typés modernes

» On a trois systemes (7, —3), (7,—pn) et (7,, —) avec les
axiomes:

()\X;A.B)C B B[X = C]

(bx:a.B)C —, B[x := (]

(Ny.4.B)C —n Blx := (]

Ol\J %ﬁﬂ:—)ﬁ U —n

» Church-Rosser: Soit r € {3, 8M,b}.
Si By ,«— A —», By alors 3C tel que By —, C ,«— B».

v

vV vy
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Les systemes typés modernes

Le B-cube: Rz = Regles de typage avec deux lieurs, —3 et

(appl)

(axiom)

(start)

(weak)

(convg)

(appl)

OF=*:0
FrNA:s x*¢gpom(lN
MxAFx*: A
r-A:B Fr-C:s x*¢poom(l)
Mx*:CrA:B
FrFA:s NxAEB:s, (s1,%)€R
I'I—I'IX;A.B:SQ
MxAFEb: B [FTMeaB:s
I Axa.b:Ma.B
r'FA:B r-B:s B=5 B
rFA: B
EF:MNeaB Fa:A

I Fa: B[x:=a]
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Les systemes typés modernes

..
52 P,

B
g Bp

o
B (O0,%) €R
0,0)eR
(x0)eR

Figure: Le O-cube de Barendregt
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Les systemes typés modernes

Notre exemple dans le systeme F de Girard

» Six € FV(B) on écrit A— B a la place de N,.4.B.

> aikfra—ab A f(f(x):a—a:x
(on a besoin de la regle (x,x)).

> ok AamaAxa F(F(X) 1 (@ = a) = (@ — @) @ x
(on a besoin de la regle (x,x)).

> F A Aama-Axa-F(F(X) : Mpw (@ = @) = (@ — a) @ *
(on a besoin de Ia regle (O, %)).
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Les systemes typés modernes

Le m-cube: R; = R3\ (convg) U (convgn) =
Regles de typage avec deux lieurs, —3n et (appl)

(axiom) (start)  (weak) (M) (A) (appl)

rN-A:B r-B8:s B =sn B’
r-A:s

(COann)
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Les systemes typés modernes

Le mj-cube: R, = R\ (appl) U (newappl) =
Regles de typage avec deux lieurs, —sn et (newappl)

(axiom) (start) (weak) (M) (N)
(convgn) rFA:B r-B:s B=sn B
- r-A: B
[ F:MaB Fa:A
(newappl)

M- Fa:(MNea.B)a
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Les systemes typés modernes

Le b-cube: R, = Regles de typage avec un seul lieur, — et
(applb)

(axiom) (start)  (weak)
(1) FrFA:s NxAEB:s, (s1,%)€R

! TFbeaB:s
(52) MxA-b:B lEbea.B:s

2 T Fbeab:beaB

'FA:B r-B:s B=, B
(convy) ;
r'FA:B
M- F:bx:A.B Fl-a:A

(applb)

I Fa: B[x:=3]
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Le bj-cube: R, = R,\ (applb) U (newapplp) =
Regles de typage avec un seul lieur, —, et (newapplb)

(axiom) (start)  (weak) (b1) (b2)  (conwy)

- F:bx:AB Na:A
'k Fa:(bx:AB)a

(newapplb)
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Les systemes typés modernes

Six propriétés qu'on désire des systemes des types

Soit r la relation de réduction dans le systeme en question.

>

>

Les types sont correctes (TC)

SirFA:Balors B=0OouTl B :spourse {x,0}
Subject reduction (SR)
SiTFA:BetA—,A alorsT A :B.

Préservation des types (PT)
SiTFA:BetB —,B alorsTFA:B.
Normalisation forte (NF)

Sil+ A: B alors SN_, (A) et SN_, (B).

Les sous-termes sont typables (STT) Si A est -légale et si C
est un sous-terme de A alors C est -légale.
Unicité des types
» (UT1)SiTHA; :BietTHA :ByetTH A =, Ay, alors
M- By =, Bs.
» (UT2)IfTHBy:s, Bi=,ByandT-A: B, thenTF B, :s.
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Les systemes typés modernes

Est ce qu'il ya dans les systemes avec deux lieurs, des
[N-redexes dans les termes typables?

» Lemme:

» SilFgA: Boul - A: Balors I, A et B ne contiennent pas
des [M-redexes.

» SilF,, A: BalorsT et A ne contiennent pas des [-redexes et
B est le seul IN-redexe possible dans B.
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Les systemes typés modernes

La corespondence entre les 3-, m- et m;-cubes

> Lemme:
» -3 A: Bsietseulementsil . A: B
» SilfTFgA:BalorsT F,, A: B.
» SiTk, A:BalorsT g A: [Bn
ol [B]n est la M-forme normale de B.
» Lemme: Le (-cube et le m-cube satisfont les six propriétés
qu'on désire des systemes des types.
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Les systemes typés modernes

Le 7;-cube

» Le mj-cube perd trois de ces six propriétés:
Soit M =z:%,x:z. Onaquel g (Ayz.y)x: (My.2.2)x.
» Onn'apas TC(Ny,.z)x Z 0O et T Iy (MNy.,.2)x o s.
» On n'a pas SR (A\y.;.y)x —pn x mais I t/, x : (M,.,.2)x.
» Onn'apas UT2F,, +: 0, % =gn (M%),
a:x b (Az#)a s (Mpaex)a and Ve, (Mpwx)a s O
» Mais on a:
» Ona UT1
OnaSTT
On a PT
On a NF
On a une version faible de TCSi T -, A: B et B n'est pas un
[1-redexe alors ou bien B =0 ou bien I' ,, B : s.
» On a une version faible de SRSi Ik, A: B, B n'est pas un
M-redexe et A —»gn A" alors ', A’ : B.

vV vy vy
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Les systemes typés modernes

Si on élimine la distinction entre A et [1, il restera toujours
possible de déduire le réle de chaque lieur

» Lemme: Supposons que '3 Ay : By et g Ay 1 Bo.

1. Si A1 = A2 et By =3 B, alors Ay = A et By = Bs.

2. Dans un terme |-3-légale de type s, il y a une maniére
unique de placer les \s et les [s
SiBi=s1, Bb=syet A; = Ay alors A; = Ay et
s1 = .

3. Dans un contexte \-g-légale, il y a une maniére unique
de placer les \s et les s
Si T1 et Iy sont Fpg-légales et if T = alors [} = Ta.

4. Dans un type \-g-légale, il y a une maniére unique de
placer les \s et les [s
Si Bl Bz alors Bl Bz

5 Si Al = A2 et Bl B2 alors A1 = A et By = Bs.

6. Si Bl = 51, Bz = 52, A1 ) A2 alors A1 = A2.
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Les systemes typés modernes

Un algorithme qui transforme un b-typage en un (-typage

Soit [k, A: B. On définit (TH, A: B)™! € [[] x [A] x [B] par:
O

(r
(<>H*: o)~ = ((),*,0)
(MLx*: A m x:0O)7 = (I, x*: A, x,0) ot (TH, A s)L=(I"A,s)
(r m x$:C)7! =(",x*,CY ot (T, C:5)"=(I",C,s)
_ (I',I'IX‘A/B C) siC=,seti
(MHbaaB: O = (M, Aear.B',C"Y  si C =, bea.D et i
(T Fa: C)7! = (I",F'a’, C') ol ii.
Ou i, ii, et iii, sont évidents. On écrit simplement la condition i. Pour les

autres, voir l'article.
i » (TH, A:s) 1 = (I, A, s1) pour un s; tel que (s1,5) €R,
» Mx:AF, B:s) t=("x:A" B s)
» si C = s, alors C' = s, sinon
si C#syalors (T, C:s)~t = (", C’,s) pour un certain s.
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Les systemes typés modernes

L"isomorphisme

» Theoréeme:
1.silTkgA:BalorsT -, A:B.
2. sil+, A: B alors
> il existe un unique [’ € [[] tel que I is Fg-legal, et
> il existe un unique A’ € [A], un unique B’ € [B] tel que
Mkg A B.
En plus, ', A’ et B sont construits par ~* ol
(TH A:B) L =(I" A, B).
3. La vérification des types dans le B-cube est équivalente a
la vérification des types dans le b-cube
4. La dérivation des types dans le B-cube est équivalente a
la dérivation des types dans le b-cube
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Les systemes typés modernes

Le b-cube

> Le b-cube a cing et demi des six propriétés:
OnaTC

On a SR

OnaSTT

On a PT

On a NF

Ona UT2

Bien Siire on n'a pas UT1 (et on ne le veut pas).
En utilisant (O,0): Fg Ag.X : My €t By Dy X 0 by k.
En utilisant (O, *): Fg Mye.x @ % et by by 1 .
Notez que: by.s.% #; *.

VY Y VY VY VY
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Les systemes typés modernes

On a une multiplicité organisée des types dans le b-cube

> Soient SN_, (By) et SN_ (B,). On dit que By =, By ssi
nf,(By) = b/ 'x™.B et nf,(By) = b/ :™.B, oli ny, mp > 0.

» Lemme (MOT) SiT |—|7 Ay :Bretl |_b Ay By et Ay =} Ay,
alors By éb B>.

> Alors le b-cube est élegant, et a toutes les propriétés (on ne
veut plus UT1, MOT suffit.
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Les systemes typés modernes

Exemple

> Soit A= lei*'bXQ:by:C.*'bX3ZC‘bX4ZX2X3‘X2X3
Soit B € {bxli*-bxziby;c.*'bX3ZC'bX4ZX2X3'*7
bxl:*-bxzby:c.*'bx_a,:C'*a
bxli*'bxgiby:c.*'*a
bxl:*-*a
Onaquet, A: B

» Dans le #-cube on a:

l_ﬁ A><1:>t<~)\><2:|'Iyzc4*~)\><3:C~)\X4:><2)(3~X2X3 : |_IX1:*'I_|X2:|-|yzc4*~|_IX3:C'I_|X4IX2X3' *
Fs A Ay e AsgiC Thgooxg Xexs 1 Thque Mgy e Migic *
'_,8 Ax1:*~Ax2:Hy:C.*-I_IX3:C-I-IX4:X2X3-X2X3 : I_lei*-rl)(glrlyzc.*' *
|—5 )\Xl;*.an;ny:C,*.|_|x3;c.r|x4;X2X3.X2X3 . I'le;*. *
l_ﬁ rleI*~|_IX22|-|y:C4*'I_|X3ZC~|_IX4:X2X3~X2X3 *

Notons que seulement I'IXI;*.I'IX2;|-|y:C.*.I'IX3:C.I'IX4:X2X3.X2X3
peut étre un type. Les cing autres termes ne le peuvent pas.
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Les systemes typés modernes

Conclusion

» Si le systéme de typage peut faire tout le travail (comme on a
vu dans le b-cube), pourquoi séparer le niveau des termes de
celui des types?

> Les termes et les types ne sont pas différents. La seule
différence est la relation qui existe entre eux. Dans A: B, le A
a gauche represente un terme, le B a droite represente un
type.

» Méme si vous ne voulez pas utiliser ce systeme, son existence
a déja une significance.

» Sa présence montre que la division entre termes et types est
artificielle. Il y avait jamais un besoin de cette division.

» Il faut explorer I'idée que les preuves et les propositions sont la
méme chose et ¢a vaut la peine d'étudier les implications sur
la sémantique logique, de programmation et géneral.
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