Analise de Algoritmos

Segunda Lista de Exercicios
Reconhecimento de Padroes em Palavras

1. Indugao em i.

BI: Para ¢ = 1, f(i) = 0 e F[i] := 0. Na primeira iteracdo com while, j = 0.
Entao o segundo while nao serd executado. Portanto, ao incrementar os indices ¢
e j tem-se que j < i e A=F; 3 P;. Observe que em ambos os casos p; = p; € p; # p;
tem-se que F[2] = f(2). b

PI: Suponha que F[l] = f(l), VI < e, no inicio do while mais externo, 0 < j < i e
P | P;_1. O primeiro passo serd provar que ao incrementar os indices 7 e j tem-se
a invariante 0 < j<teP_13P;.

Se p; # pj, entao gera-se uma sequeéncia j=ji, jo, ..., jr através da iteracao com
o segundo while, onde, por hipdtese de inducao, j, = 0 ou P;_; 3 P, -1 €
Pi, # Pia—1), V1 < 1 < r e p; = p;. Observe que, por hipdtese de indugao,
P 1:|R 1. Suponha que ijP para algum m > j,.. Entao j; < m < j_
para algum 1 < [ < r. Assim, Pjy1 3 Ppo1r 3 Py -1 € Pm = Pi 7 Djy_y-
Isso contradiz a maximalidade de f ( Ju-1)) = jl com essas propriedades, dada pela
definicao da funcao f. Portanto, P; :|P Assim, ao sair do while, j = j, < 1.
Apés o incremento de i e j tem-se a invariante. A prova para j, = 0 é andloga.

Se p; = p;, entao de P;_; 3 FP,_; tem-se que F; | P;. Assim, apés o incremento de ¢
e 7 obtém-se a invariante.

Observe que o valor de j (que nesse ponto é igual a j+ 1) nao é alterado no restante
do cédigo, antes do inicio da proxima iteracao. Agora basta provar que as ultimas
linhas do cddigo atribuem o valor correto para F[i+1].

Se piy1 # pj+1, entdo Fli+1] =j+ 1 e de P; 1P tem-se que f(i + 1)=j+1

Se pit1 = pj+1, entdo Fli+ 1] = F[j+ 1] f(] +1). Suponha que f(j+1) =7+ 1.
Entao, pela definicao da funcao f, r ¢ o maior valor tal que P, 3 Pj € py41 # pj+1-
Logo P, O P e pry1 # pip1- Suponha que f(i+1) =1+ 1 > r+ 1. Tem-se
que | # j, pois, pela definicao de f, pjr1 # pir1. Suponha que [ > j. Entao
P, 1 P, mas P, P,. Contradi¢ao. Se [ < j, entao, como P; 1 F;, P, O P; e
Pis1 F# Piv1 = p]:ix Mas r é maximal com essa propriedade. Contradlgao Logo,
fi+1)=r+1= f(j+1). Portanto, para f(j +1) >0, F[i+1] = f(i+1). Para

f(j+1) =0 a prova é anéloga.
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3. A idéia é incluir uma regra para o estado correspondente a ter encontrado o padrao
no texto. Assim, basta incluir um caracter que nao faz parte do alfabeto na posicao
m + 1, onde |P| = m, e permitir mais uma iteracao do loop mais externo do
algoritmo (while).

calcule_erro_KMP()
{
int i=1, j=0;

padrao [m+1]="#’;
erro_KMP[i]=0;
while (i<=m)

{

while (j>0 && padrao[i] != padrao[jl) j=erro_KMP[j];

i++;
j++;
if (padrao[i]==padrao[j]) erro_KMP[i]=erro_KMP[j];
else erro_KMP[i]=j;

b
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5. Analogamente a mudanga realizada no algoritmo KMP para tratar todas as ocor-
réncias do padrao no texto, precisa-se incluir um estado para tratar o caso no qual
o padrao é encontrado. Para isso, basta incluir na posicao 0 um caracter que nao
faga parte do alfabeto que compoem o texto. Assim, para um padrao P qualquer
de comprimento m teria-se um valor m.J[0] dando a informagao de qual salto seria
apropriado, de acordo com o algoritmo BM, apds encontrar uma ocorréncia de P.

6. Opcional

7. O algoritmo KMP tem um bom desempenho para alfabetos com poucos caracteres,
como o binario por exemplo, enquanto o algortimo BM se destaca para busca de
padroes em linguagem natural onde o padao tem comprimento maior ou igual a 5
(veja 5.3[Baa88]). Essa diferenca se deve ao fato da pre-computagdo do BM nao
compensar para tais alfabetos, pois a chance de haver um padrao onde nao apareca
algum desses caracteres é minima.

Programacao Dinamica

8. (a) Seja #o(n) o numero de operacoes aritméticas para determinar a fatoragao
6tima de multiplicacdo de uma sequéncia de n matrizes. Observe que #o0(2) =
4 e #0(1) = 0. Suponha que #o(i) > 2°, para todo 1 < i < n. Note que
#o(n) = 237" #o(i). Portanto,

T(n) = 22#0(1’) = 22#0(@')

n—1

> 2) 2 (IH)
=2

= 2(2"-1-3)

= 22(2"%—1)

> 2", paran > 2

Portanto, T'(n) € Q(2")

(b) Duas matrizes M, e factor,, sao inicializadas, onde n é o comprimento da
sequéncia de matrizes. O primeiro passo do algoritmo é preencher a diagonal
M]i,i] com 0’s. Os passos seguinte serdo calcular para cada diagonal acima
da diagonal principal o valor de M, j|. Esse valor representa o niimero 6timo
de operagoes para fazer a multiplicagao das matrizes A;,--- , A;. NA matriz
factor sao guardados os valores de k tal que o nimero 6timo é atingido.
Para a primeira diagonal teremos ¢ variando de 1 até n — 1 onde, para cada
1, j =1+ 1. Como essa diferenca entre ¢ e j representa uma multiplicagao
entre duas matrizes, tem-se trivialmente que M[1,2] = 600 e factor[1,2] =1,
M]2,3] = 1200 e factor|2,3] = 2, M[3,4] = 2400 e factor|3,4] = 3. Assim,
ao final da computacao para diagonal = 1 tem-se que



0 600 — — -1 - -
- 0 1200 - - - 2 -
M=1_ — 0 oo | Jotor=|_ _ _ 3
— — — 0 - = = —

Para diagonal = 2, teremos ¢ variando de 1 até 2. Como exemplo, para ¢ igual

a 1 tem-se que j = 3. Assim

Observe que para calcular esse valor, apenas valores de Mz, j] ja calcula-
dos anteriormente sao utilizados. Assim, M|[1,3] = 2800 e factor|l,3] = 1.
Analogamente tem-se que M[2,4] = 1520 e factor[2,4] = 3. Finalmente,
para diagonal = 3, temos que M|[1,4] = 1680 e factor[l,4] = 1. Ao final da
computacao tem-se entao

0 600 2800 1680 — 1 1 1
— 0 1200 1520 - - 2 3
M = o 0 9400 factor = _ _ _ 3
_ _ _ 0 -

(¢) O algoritmo s6 é aplicado para um nimero n de matrizes maior ou igual a 3,
onde para n = 3 uma comparacao ¢ feita entre d; e dy para determinar qual é
a maior. Assim,

T(n):Z(z’—Q) = 2
= L)1)
n? 3
= 7—577/4—1

Portanto, T'(n) € ©(n?).

Seja Ay, AyAs, Ay a sequéncia de matrizes apresentada em (b). Pelo algoritmo
com a técnica voraz teria-se a ordem de multiplicacao representada por A
(Ag * (A3 x Ay)), com o nimero de operagoes de (15-40-4) + (2-15-4) +
(20 -2-4) = 2680. Por (b) sabe-se que a fatoragao 6tima é representada por
Aq % ((Ag x A3) * Ay), com 1680 operagoes.

(d) showOrder(int 1, int m){
int k;

if (1 == m)
printf ("A%d", 1);

else



k = factor[1] [m];
printf (" (");
showOrder (1,k) ;
printf ("*");
showOrder (k+1, m);
printf(")");

Veja algoritmo 6.2 em [Baa88].

mazxcom(x,y) + 1, sed =0

7naxconﬂ1ﬁ,ya)::{ max (mazcom(zd,y), maxcom(z,yo)), c.c

BEGIN

FOR (i=1,i<=n,i++)

{
IF (x[i] == y[1D)
M[i,1] = 1;
ELSE
M[i,1] = 0;
}
FOR (j=1,j<=n,j++)
{
IF (x[1] == y[jD)
M[1,3] = 1;
ELSE
M[1,j] = 0;
+
FOR (i=2,i<=n,i++)
{
FOR (j=2,j<=n,j++)
{

IF (x[i] == y[jD)
M[i,j] = M[i-1,j-1] + 1;
ELSE
M[i,j] = max(M[i-1,j],M[i,j-11);

bt



END.
Tem-se n comparacoes para cada um dos dois primeiros FOR’s . Assim,

T(n) = 204> Y 2 =2n+2(n—1)> < 2n+2n°
=2 j=2
Portanto, T'(n) € O(n?).

()

MostraSubSeq()

WHILE (k>0)
{

IF (M[i,j]1 == M[i-1,3D)

i--;

ELSE IF (M[i,j] == M[i,j-11)

]
ELSE
{
PX[k] = i;
PY[k] = j;
i--;
i
k-—;
}
}
k = M[n,n];

PRINT "Um subsequencia maximal comum a x e y:"

FOR (i=0,i<=k,i++)
PRINT "x PX[i]";



12.

FOR (i=0,i<=k,i++)
PRINT "y PY[il";

(a)

BEGIN

FOR (i=0,i<=m,i++)
D[i,0] = i;

FOR (j=1,j<=n,j++)
D[0,j] = 0;

FOR (i=1,i<=m,i++)
{
FOR (j=1,j<=n,j++)
{
k = D[i-1,j-11;

IF (P[i] '= T[jD)
k++;

1 = min(D[i-1,31,D[i,j-11) +1;
D[i,j] = min(k,1);

(a) BEGIN

FOR (i=0,i<=n,i++)
M[i,0] = 1;

FOR (j=1,j<=C,j++)
M[0,j] = 0;

FOR (i=1,i<=n,i++)
{
FOR (j=1,j<=C,j++)
{
k = S[il;



IF ( (j-k >= 0 AND M[i-1,j-k] == 1) OR M[i-1,j] == 1)

M[i,jl = 1;
ELSE
M[i,j]l = 0;
}
}
END.



