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FUNDAMENTOS: RELACOES DE RECURRENCIA

1. (4.0 pontos) Uma instancia de uma classe de problemas hipotéticos pode ser resolvida
computacionalmente como segue:

(a) dividindo-a em duas instancias de subproblemas de tamanho a metade da instancia
do problema original, as quais sao resolvidas recursivamente;

(b) combinando as duas solugoes dessas duas instancias para assim obter uma solugao
da instancia do problema original.

Supondo que o custo de dividir problemas em subproblemas é zero e que combinar as
solugoes de dois subproblemas tem um custo igual a suma dos tamanhos das instancias
dos subproblemas menos um, o trabalho realizado, denotado por U, é expresso pela relacao
de recurréncia:

{ U(n)=2U(n/2)+ (n—1)
Ul)=0

A questao é se obteriamos alguma vantagem com uma técnica algoritmica para resolver
essa classe de problemas baseada em:

(a) dividir a entrada em quatro instancias de subproblemas de tamanho um quarto do
tamanho da entrada, as quais sao resolvidas recursivamente;

(b) combinar solugoes de pares de instancias de subproblemas de tamanho um quarto da
entrada para assim obter solucoes de duais instancias de subproblemas de tamanho
a metade da entrada;

(c) combinar essas solugoes de instancias do problema de tamanho a metade da entrada,
para assim obter uma solu¢ao da instancia de entrada.

Se supomos que combinar duas solucoes de tamanho m tem custo 2m — 1, o custo total
dos passos (b) e (¢) de combinacao de instancias de subproblemas para uma entrada de
tamanho n é de (2(3 — 1)) + (n — 1). E nesse caso o trabalho total realizado ao utilizar
essa técnica algoritmica, denotado por W, é expresso pela relagao de recurréncia:

{ W(n) = 4W(n/4) + (2n — 3)
W(l)=0

— Concretamente a questao de qual das duas técnicas algoritmicas e melhor
deve ser respondida segundo os passos a seguir:



(a) (1.5 pontos) Calcule explicitamente U(n). Para poder comparar com a sua re-
sposta do item (b), suponha que n = 2% =4

/;
(b) (1.5 pontos) Calcule explicitamente W (n). Supondo n = 2% = 4k,

(¢) (1.0 pontos) Fornega entdao, comparando os valores calculados para U e W, uma
resposta precisa a questao.

= Observe que serd necessario um célculo preciso de U(n) e W(n), sempre que o
comportamento assintético das duas relagoes é exatamente o mesmo: U(n),W(n) €
©(nlin(n)). E nao serd possivel formular uma resposta adequada 4 questdo baseada
unicamente no comportamento assintotico dessas funcgoes.

R/
(a) Espandindo a relagao de recurréncia, temos:

Uln)= 2U(n/2)+ (n—1)
22U(n/2*)+ (n—2) + (n—1)
= 25Un/2%)+ (n—2)+(n—2)+(n—1)

— 92 £ (n— 2% £+ (n—2)+ (n—1)

2k—1 o4
= n2k—>) ", 2
= n2k—2%41
= n(2k—1)+1

(b) Espandindo a relagdo de recurréncia, temos:

Wi(n)= 4W(n/4)+ (2n — 3)
42U(n/4%) + (2n — 34) + (2n — 3)
= 8Un/43)+ (2n —34%) + (2n — 34) + (2n — 3)

= 4*U(n/4*) + (2n — 3451+ ...+ (2n —34) + (2n — 3)
nk — 330 4

2nk — (4% — 1)

= n2k—1)+1

(c) Ambas as relagoes de recurréncia resultam em n(logan —1)+ 1. Dessa forma, pode-se
concluir que nenhuma vantagem teriamos com a segunda abordagem.

ALGORITMOS DE ORDENACAO

2. (4.0 pontos) O algoritmo binary-insertionsort é um aprimoramento do algorimto inser-
tionsort para o qual na (j — 1)-ésima iteragao, se insere a chave que ocupa a j-ésima
posicao da lista de entrada, L, no segmento inicial, L[1..j — 1], previamente ordenado,
usando o método de insercao bindria em troca do método de insercao seqiiencial utilizado
por insertionsort.
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Figure 1: Insercao binaria da j-ésima chave

(1.0 ponto) Explique porque o nimero de comparagoes pior-caso, denotado por W,
para ordenar listas de comprimento n com esse algoritmo pode ser expresso pela
formula:

[loga(n)]

Win) =D ltog (i) Z J27 4 (n— 2l ™) [logy(n)]

(2.0 pontos) Calcule W (n) para qualquer n € N e

(1.0 pontos) verifique que o algoritmo tem complexidade em O(n loga(n)).

Quanto a primeira igualdade

n

W(n) = [log(i)]

1=2

sempre que da segunda até a tltima chave realizamos uma insercao bindria em listas
de tamanho o indice da chave menos um. E a insercao binaria em listas de tamanho
j realiza no pior-caso [logs(i)] comparagoes.

Quanto a segunda igualdade

[loga(n)]

>~ [10ga(i) Z FP 4 (n— 20 1ogy(n)]
=2

esta pode ser interpretada como uma suma de dreas como na figura 2

Os retangulos claros representam o primeiro termo da suma e o retangulo oscuro o
segundo, para o caso de n = 10.

Para explicar o primeiro termo da suma, observe que para todos os 7 € N tais que
2<i<ne2'<i<2 paraum 1< j < |logz(n)], temos que

27

> [logs(i)] = j27!

7=20"141



Figure 2: Custo da inser¢ao bindria como suma de areas

Para explicar o segundo termo da suma, observe que para todos os i tais que 21927 <
i < n vale que [loga(i)] = [loga(n)]. Assim, o retangulo oscuro tem uma drea de
base n — 219927 vezes altura [logy(n)].
[logz(n)]
(b) Calcula-se Z § 2771 Por brevidade, seja [ = [logx(n)].
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llog2(n)]
Assim, Z § 2771 = ({loga(n)| — 1)2lP92(M] 4 1 ¢ obtemos
=1

W (n) = (Lloga(n)] — 1)212200 41 4 (n — 21200) [logy(n)]

(c) Observe que o termo dominante na expressao anterior é n[logz(n)|, sempre que
([loga(n)] — [loga(n)])2te2(M] ¢ menor ou igual que zero. Assim, conclui-se que

W(n) € ©(nlogs(n)).



3. (2.0 pontos) Segundo o limite inferior pior-caso para algoritmos de ordenagao por com-
paracao de chaves, nenhum dos algoritmos estudados em aula (mazsort, bubblesort, in-
sertionsort, binary-insertionsort, mergesort, quicksort, heapsort) é 6timo.

(a) (1.0 ponto) Qual é o limite inferior pior-caso para algoritmos de ordenagao por
comparagao de chaves?

b 1.0 ponto) Descreva em palavras um método étimo para ordenar cinco chaves.
P p
/

(a) O limite inferior pior caso para algoritmos de ordenagao por comparagao de chaves
para ordenar listas de tamanho n ¢é de

[log2(n)]

(b) Sejam a, b, ¢, d, e as cinco chaves da lista. Compare a : b e ¢: d. Suponha o resultado
da comparacdo é a > b e ¢ > d (no caso contrario renomee chaves). Compare a : c.
Suponha o resultado é a > ¢ (caso contrario renomee chaves). A situagao éa > ¢ > d
e a > b. Usando o método de insercao binaria, insera e em a > ¢ > d com duas
comparagoes e logo insera b na lista ordenada resultante das chaves a,c,d e e com
duas comparagoes.
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Figure 3: Ordenacao étima de cinco chaves



