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Algoritmos Algébricos

1. (40 pontos) O algoritmo de Karatsuba para multiplicacdo de polinémios esta baseado
num aprimoramento da multiplicacao de polinomios lineares:

(azx +b)(cx + d) = acx® + (ad + cb)x + bd
Os coeficientes do polinomio resultante podem ser computados da seguinte maneira:
compute primeiro ac e bd e wu=(a+b)(c+d)
logo, o coeficiente da parte linear pode ser computado como:
u — ac — bd

Para a computagao direta (definicional) desta multiplicagao de polinémios, precisamos
quatro multiplicacoes e uma adicao. Com o mecanismo proposto, precisamos unica-
mente trés multiplicagoes e quatro adigoes.

O mecanismo estende-se para polindmios de maior grau como segue.

Suponha n = 2* ¢ sejam f e g polindémios de grau n — 1. f e g podem-se decompor
como segue
f=Fa"?+F e g=Gua"*+G,

onde F; e G;, i =0, 1, sdo polinémios de graus adequados (< n/2 —1).
fg pode-se, entdo, expressar como

fg = FlGl.l’n + (F()Gl + FlGQ).Tn/Q + F()GQ

Neste ponto, utiliza-se o mecanismo acima descrito, recursivamente.

O algoritmo de Karatsuba para multiplicagao de polinomios é entao descrito com
os quatro passos apresentados na tabela embaixo.



Passo 1: Se n =1 retorne f-g € R;

Passo 3: compute FyGo, F1G1 e (Fy

Passo 2: seja f = Fa™/? + Fyeg= Giz? + Go,
com Fi, Fy, Gy, Gy polindmios de grau < n/2;

Passo 4: retorne FiGia" + ((Fy + F1)(Go + G1) — FoGo — Fi1G1)a™? + FyGo.

+ F1)(Go + G1) recursivamente;

Tabela 1: Algoritmo de Karatsuba para multiplicacao de polinomios

(a) (10 pontos) Explique brevemente (maximo 30 palavras) por que a relagao
de recurréncia para o trabalho realizado pelo algoritmo de Karatsuba é da forma:

1, n=1
Tn) = { 3T(n/2) +4n, n>1

R/ Para n = 1, multiplicam-se polinomios de grau zero com uma multiplicacao:
T(1) = 1. Para n > 1, realizam-se trés chamadas recursivas para polindmios de
grau n/2 — 1, o que explica o fator 37(n/2). Adicionalmente, realizam-se quatro
sumas de polinémios, o que explica o fator 4n.

(b) (30 pontos) Calcule T'(n). Suponha que n = 2¥, para algum k € N.

R/
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2. (40 pontos) A transformagao discreta de Fourier (DFT) é um operador que transforma
um n-vetor A = (ag, ..., a,_1)" no campo C, no n-vetor

sendo F,, a n X n-matriz definida com

F,x A

base na n-raiz primitiva da unidade principal,
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Dessa forma, F,, X A corresponde ao vetor de avaliagoes do polinomio P4 = ag+ ayx +
...+ a,_12" ! nas n n-raizes da unidade w®, w,w?, ... W™

F, x A= ( Py(w°), Ps(w), Pa(w?),..., Py(w™ 1))t

A computacao direta (definicional) desse operador realiza n* multiplicagoes e n(n — 1)
adigoes em C, mas mecanismos mais eficientes, como a transformacao rapida de Fourier
(FFT), permitem computagdes sub-quadraticas.

Em particular, FFT estd baseada em propriedades das n n-raizes complexas e no fato
de que, para n par o polinomio P, pode ser avaliado em x e em —x como

Py(%z) = PP (2%) & o P (2?)
onde

Pi"(2) = ap+aze + ...+ @022 e PY(2) = an+azz ot a2

Para n par, as propriedades utilizadas das n n-raizes da unidade w,w?,...w" sao as
seguintes:
W = s WP = 2 Wt = —w (= 1)
e
(wn/2+1)2 — (w)Z — w2; (wn/2+2)2 — (w2)2 — w4; o (wn)Q — (wn/2)2 — w2n(: 1)

Dessa maneira, F,, x A, ou equivalentemente a avaliacao do polinomio P4 nas n-raizes
w,w?,...,w" pode ser realizado avaliando os polinomios PE* e P{™*" nas n/2-raizes
da unidade w? w*,...,w?", ou equivalentemente computando F,j5 X Aper € F,j0 X
Ajmpar, onde Ayqr € Ajppar 880 0s n/2-vetores de componentes pares e impares de A,
respectivamente. Finalmente, obtém-se:

Py(tw) = P{"(w?) £ wPy"™" (w?)
Py(+w?) = PP (wh) £ w2 PP (w1

Py(£w™?) = PR (w") & ™2 PP (W)



Assim, para computar F;, X A computa-se F;, /o X Apep € Fy 9 X Ajpar, sendo que estes
ultimos sao computados recursivamente, o que implica uma equacao de recurréncia
para o numero de multiplicagoes entre complexos, M, da seguinte forma

0, n=1
M(n) = { 2M(n/2) +n/2, n>1

(a) (10 pontos) Explique brevemente (maximo 30 palavras) por que a relagao
de recurréncia para o trabalho realizado é dessa forma.
R/ Para n = 1, avalia-se um polindémio de grau zero em um: M(1) = 0. Para
n > 1, realizam-se duas chamadas recursivas para DFT de tamanho n/2. Os
valores obtidos s@o combinados com n/2 operagoes.

(b) (30 pontos) Calcule M(n). Suponha que n = 2¥, para algum k € N.
R/

Mln) = M)+ Y 2 ()

Nocoes de Teoria de Complexidade

3. (20 pontos) Seja IT um problema de decisao NP-completo. Demonstre que se I € P,
entao NP C P.

Siga o seguinte roteiro.

(a) (10 pontos) Seja I' € N'P. Justifique brevemente (méximo dez palavras)
porque decidir qualquer instancia x para o problema I' se pode reduzir polino-
mialmente a decidir uma instancia 7'(z), obtida com algum mecanismo de trans-
formagao T', para o problema II.

R/ Como IT é N'P-completo e I' € NP, T' <p II via T. Assim, respostas para x
em I' correspondem a respostas para T'(z) em II.

(b) (10 pontos) Supondo que T' pode ser computada com um algoritmo Az, poli-
nomialmente limitado por um polinomio p, e que II pode ser decidido por um
algoritmo Ay, polinomialmente limitado por um polinémio ¢ (veja a figura), de-
mostre que qualquer entrada x do problema I' pode ser decidida em tempo
limitado polinomialmente.

Indique explicitamente qual o polinomio que limita o algoritmo de decisao
para I', indicado na figura como Ar.



R/ A computacao de Ar com entrada x estd limitada por p(|z|). Por outra parte,
como T'(x) é computada em tempo limitado por p(|x|), |T(z)|] < p(|z|). Dessa
forma, a computacao de Ay com entrada T'(x) estard limitada por ¢(p(|z|). Em
total, temos que Ar com entrada z estara limitada por p(|z|) + ¢(p(|z]). Sempre
que composicao e suma de polinomios é um polinomio, temos que I' pode ser
decidida em tempo limitada pelo polinomio

p(n) +q(p(n))
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Figura 1: Algoritmo de decisao Ar para o problema I’



