Capitulo 10

Estreitamento — reescrita na solucao
de equacoes

Apoés observar a reescrita como um mecanismo usado para a demonstracao de teoremas (equacionais),
o estreitamento (em inglés narrowing) serd estudado como um formalismo tedrico, baseado em re-
escrita, apropriado para solucdo de equagoes e, portanto, relevante na combinacao dos paradigmas
de programacao logica e funcional. Pode-se afirmar que o estreitamento tem suas origens no for-
malismo dedutivo desenvolvido por Robinson e Woss denominado paramodula¢ao [RW69], ainda que,
inicialmente, o desenvolvimento destes dois formalismos foi totalmente independente. A paramodu-
lacdo é um mecanismo completo para tratar a igualdade nos demonstradores de teoremas baseados
na resolucdo. A paramodulacdo simplesmente unifica um lado de uma equacido com subtermos nao-
variaveis de clausulas e substitui pelo outro lado, mas sem nenhuma orientacao nas equagoes, como
é o caso do estreitamento. A paramodulacao é considerada a regra de inferéncia logica que permite
estender o paradigma de programacao logico obtendo adicionalmente as vantagens das linguagens de
programacao funcional. As linguagens com seméantica operacional baseada na paramodulagdo sao
denominadas l6gicas-funcionais.

O tratamento do estreitamento dado por Middeldrop e Hamoen [MH91] é apropriado (veja
também [AR92]), pois eles incluem o caso condicional e o puramente equacional. O tema é também
abordado para ambos os casos condicional e nao-condicional por Dershowitz e Okada [DO90], por
Loria na sua tese de doutorado [Lor93] e por Bockmayr [Boc93].

Idéias mais praticas a respeito do uso do estreitamento como mecanismo para a con-
strugao de linguagens que combinem os dois paradigmas, sao apresentadas originalmente no trabalho
de Reddy [Red86], entre outros. Existem linguagens de programagao baseados no estreitamento clas-
sificados como linguagens funcionais-ldgicas, como por exemplo a linguagem BABEL [MNKLRA90].
Lock desenvolve formalismos concretos para a implementagao eficiente de tal classe de linguagens, na

sua tese de doutorado [Loc93].
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Revisoes excelentes sobre o tema da combinagao dos estilos de programagao funcional e
légica aparecem no recente manuscrito de Dershowitz [Der96] e no trabalho de Loogen e Winkler
[LW95].

Apresentam-se as nogoes e resultados bédsicos do estreitamento ndo-condicional e do condi-

cional.

10.1 Estreitamento nao-condicional

Tendo discutido uma das principais aplicagoes dos TRSs convergentes, i.e., decisao da validade de
equacoes em teorias equacionais, discutir-se-4 outra das aplicagoes relevantes: solugao de equagoes em

teorias equacionais.

Definicao 10.1.1 Se (SIG, E) € uma especifica¢ao equacional, e s,t termos na assinatura da especi-
ficag@o, uma solugao de s =t € uma substituicao, o, tal que so = to. Escreve-se ((t = s)g para

denotar o conjunto de solugées da equacio s =t em E, i.e., {o | E+ to = so}.

Notacao: Seja SUB o conjunto de todas as substituigoes, e suponha que X C SUB. Para uma

substituigao o, Xo denota o conjunto {70 | T € X'}. °

J& que, para cada substituicao o, (s = t)g 2 o((soc = to))g, existe a possibilidade de
determinar passo a passo o conjunto de solugdes ((s = t)) . Tal determinagao consiste dos seguintes

passos:
1. proponha um componente o de uma solucao e “estreite” ((s = t) g para o{(so = to))g;

2. aplique uma equacao de £ em um dos lados da nova equacao de s = t.

Obviamente, passos do segundo tipo preservam a igualdade do conjunto de solugbes. Por
uma sequéncia de passos de ambos os tipos, pode-se atingir o conjunto de solucées de uma equacao

trivial, que é exatamente SU B:
(s=thg Dolso=to)p=c{u=to)g D oo (uc! =tocNp...=...D...00'...0c"(r=r)gp

O dltimo conjunto de solugoes da sequéncia de “estreitamentos” tem um elemento mais

L .. o™ A palavra “estreitamento” denota um contetido formal sobre o

geral que é a substituicao oo
método, baseado em reescrita de termos, para realizar uma determinacao passo a passo de (s = t)) g,
como tem sido descrito. Um passo de estreitamento combina um passo do primeiro tipo e um do
segundo. Mais precisamente, a relacao de estreitamento é definida sobre termos. A seguinte defini¢ao

é ilustrada na figura 10.1.



10.1 ESTREITAMENTO NAO-CONDICIONAL 209

Defini¢ao 10.1.2 Suponha que (SIG, E) seja uma especifica¢io equacional dada, equivalente a um
TRS R. Seja t um termo na assinatura de SIG tal que t|; = u e seja | — r wma variante de uma
regra de reescrita em R tal que Var(t) N (Var(l) UVar(r)) = 0. Diz-se que t estreita para t’', no
subtermo nao-varidvel u, usando a regra | — r, e substitui¢io o = mgu(u,l), se t' = t[r — rlo.
Isto € denotado por
b

/
m,l—7r,0] 13

tm — u] tfr — r]o

o = mgu(u,l)

Figura 10.1: Estreitamento

Notacgao: Por brevidade seré escrito simplesmente ¢ ~-, ¢/, eliminando a posicao 7 e a regra [ — r
do estreitamento, quando isto nao produz conflitos. A notagao t —;;_.,,] s sera usada para indicar
um passo de reescrita resultante da aplicacao da regra | — r na posigao 7 € O(t) com substitui¢ao o.

VEr-Se-d 1 ~o . A .
Escrever-se-a t ~% ¢’ se existe uma sequéncia de passos de estreitamento
— —
=11 g, T2~y oo g, tn =1

tal que 0 = 0,1 ...09201. Se n =1 entdo o = ¢ (a substitui¢do vazia ou indentidade). °

A transformacao de estreitamento serd estendida (de termos) para equagoes da seguinte
maneira: se t ~, t', entdao (t = s) ~, (' = so) e, similarmente, (s = t) ~, (sc = t'). Ambas as
derivacoes sao denominadas passos de estreitamento sobre equagoes. Como tem sido observado,
a palavra estreitamento é referente aos conjuntos de solucoes; i.e., se s = t ~», so = t', entao
(s = thr 2 o{(sc = t'))g, onde (s = t)r denota o conjunto de solugdes com respeito & teoria

(equacional) associada ao TRS R.
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Usualmente, sao objetivos (“goals”) e nao equagoes que sao estreitadas (pelo menos com
mecanismos baseados em resolugao).
Notacgao: Para simplificar a exposicao subsequente, o conjunto de simbolos de fungao de qualquer
TRS sera estendido com um novo simbolo binario :ri e um novo simbolo de constante true.

Subsequentemente, supoe-se que a regra de reescrita
?
T =z —lrue

é incluida em qualquer TRS. As propriedades de confluéncia e terminagao sdo mantidas na extensao;

com efeito, a extensao pode ser facilmente demonstrada conservativa. °

Definicao 10.1.3 Um objetivo, denotado por s :I t, € um par de termos para o qual se buscam
solugoes no conjunto (s = t)p. Se s et unificam, entao diz-se que o objetivo s :ri t estreita para

true por meio de seu unificador mais geral o.

Isto € denotado por

S :?l t ~, true

Exemplo 10.1.4 Considere o TRS definido pelas seguintes regras:

R: 0O0+4+z—=x
s(z) +y — s(x+y)

Os passos de estreitamento apresentados na figura 10.2 resolvem o objetivo z + 2 :?l s(s(0)) gerando

a soluc@o (unica) {z/s(0)}.

z—i—z—l

s(x + s(x
sem solugoes /\

s(s(a’ + s(s(2")))) =] s(s(0))

A

solugao {z/s(0)} sem solugoes

true

Figura 10.2: Exemplo de estreitamento do objetivo z 4 z :ri s(s(0))
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)
2’ da primeira regra e a substituicio o3 = {x/0,2'/s(0)}; s(z + s(z)) :I 5(s(0)) ~g, s(s(z’ +
s(s(2)))) :?l s(s(0)) usando a variante s(z’) + ¢y — s(z’ + ¢') da segunda regra e a substituigao
oy = {x/s(2’),y'/s(s(2"))}; finalmente, s(s(0)) :I 5(s(0)) ~~4, true usando a regra de reescrita do

sistema estendido, = :I x — true, e a substituigao o5 = {z/s(0)}. O

Observe que o processo de estreitamento reduz o espago de busca do conjunto de solugses,
usando, em primeira instancia, a orientacao das equacoes e, em seguida, realizando substituicoes que
sao tao pequenas e gerais quanto seja possivel. Nao obstante, para garantir a completude do método
de estreitamento, para a solugao de equacoes, é necessario que o TRS correspondente seja convergente.
Notagao: O dominio de uma substitui¢ao 6 = {vy/t1,...,v,/tn}, {v1, ---, v,}, é denotado por

Dom(f) e a imagem de 6, Var(t;)U---UVar(t,), é denotada por Im(6). °

Note que o estreitamento é uma generalizacao de reescrita: ¢ — s implica t ~», s para
qualquer o que nao tenha varidveis de Var(t) no seu dominio.

A correcgao do estreitamento é expressa no seguinte teorema.

Teorema 10.1.5 (Correcao do estreitamento) Seja R um TRS. Se s :E t ~>% true, entio o €

uma solugao de s =t (i.e., 0 € (s =1t)r).

Demonstracao. (Esbogo). A demonstragao é por indugado no comprimento das derivagoes de estrei-

tamento, s :ri t ~* true, usando o fato de que ur —pr v sempre que u ~>; v. U

Para estabelecer a completude do estreitamento é necessario um lema de suspensao (lifting
lemma). Este estabelece que sequéncias de redugdo podem ser “suspensas” a derivagoes de estreita-

mento.

Definigcao 10.1.6 Uma substituicdo o estd em forma normal ou normalizada com respeito a um

TRS R, se para cada varidvel x no dominio de o, xo € uma forma normal em R.

Notagao: A restrigao o|y de uma substituigdo o a um conjunto de varidveis V é definida como
segue: se x é uma varidvel entdo xoly = xo, caso x € V e zol|y = x, caso contrario.

Sejam o e T substitui¢ées e V um conjunto de varidveis, entdo o = 7[V] se aly = T|p.
o < 7[V] se existe uma substituigao p tal que op = 7[V].

o[V] denota, também, a restrigdo de o as varidveis em V. °
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Lema 10.1.7 (Lema de suspensao [MH91]) Sejam R um TRS, s et termos na assinatura de R,
0 uma substitui¢cao normalizada com respeito a R e V um conjunto de varidveis tais que Var(s) U

Dom(0) CV et =sb. Set —*t', entao existe um termo s’ e substitui¢oes 0’ e o tais que
o s~k s
o S0 =1
e 00 =0]V],
e 0 estd normalizada.

Demonstracao. A demonstracido é por inducao sobre o comprimento da sequéncia de passos de

estreitamento.
Base da indugao. n = 0, trivial.
Passo de indugao. Suponha que t — t; —" t'.

Aplica-se indugao como ilustrado na figura 10.3. Mostra-se primeiro para o caso t — t7.

L
: S W[le’Uﬂ 51:«/\-)2/ s’ .
I I

I ! /

I 0 91\ 0

I I

! "'nooy
ot —[x,R1,7] tl—y—>t
Lo il

Base da indugao

Figura 10.3: Tlustracao dos passos indutivos da demonstragao do lema de suspensao

Se t — t1, entdo existem uma posicao m € O(t), uma variante de uma regra Ry =1 — r € R e uma
substituicdo 7 tais que t —(; g, - t1. Como ¢ é uma substituicao normalizada tem-se que 7 € O(t),
sendo 7 uma posi¢ao nao variavel de ¢, logo t| = (s0)|r = (s|x)0 e t|x = lr. Seja u =7 UH. Como se
pode supor, sem perda de generalidade, que VN Var(l) =0 e Dom(r) C Var(l) tem-se que pu = 6[V)]
e p=7[Var(l)]. Assim, (s|z)p = (s|r)0 = t|r = I7 = lu; logo, existem o1 = mgu{s|r,l} e p tais que
olp=u=0Ur.

Seja s1 = s[m « r|oy entdo, pela definicdo de estreitamento, s ~~(x g, ] s1. Observe
a figura 10.3. Tomando Vi = (V — Dom(c1)) U Im(o1) e 61 = ply, tem-se que Var(s;) C V.
Assim s1607 = t1 e (0161) = (o1p)[V] e como o1p = p e p = O[V], obtém-se, 010; = O[V]. Seja
Vo = (V — Dom(o1)) U Im(oq)|y, entdao Vo = Vy. Assim Dom(o1) C V. Seja x € Vs entao deve
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ocorrer um, e somente um, dos seguintes casos:
(1) z € (V — Dom(o1)), neste caso z#; = xf, que é uma forma normal por hipdtese.
(2) = € Im(o1)]y, neste caso existe y € V com x € Var(yo), assim z6; C (yo1)6h = y(o161) = yb,
que é uma forma normal por hipotese.

Portanto 6; é uma substituicdo normalizada. Isto mostra que a afirmagao é verdadeira
para n = 1.

Pela hipétese de indugao tem-se que sy ~7, ', s'0' =t', 0’0’ = 6;[V1] e ¢’ é normalizada.
Pode-se assumir que sy ~7, t1 e t1 = t' aplica as mesmas regras de reescrita nas mesmas posicoes.
Do fato que s ~»4, s1 e s1 ~7 s, obtém-se s L ¢! com o = o10’. Além disso 010’0 = 0[V)].

Portanto, a afirmacao é verdadeira. O

Notagao: Sejam ¢ e p substituicbes. d < p serd usado para denotar que d é uma substituicdo mais

geral que p (i.e., ¢ tal que d¢ = p). °

Definigcao 10.1.8 Uma substitui¢cdo d é mais geral com respeito a R que p se existe uma substi-

tuicao ¢ tal que 6¢ 7% pt. Isto é denotado por § <g p.
A completude do estreitamento é provada no seguinte teorema.

Teorema 10.1.9 (Completude do estreitamento) Seja R um TRS convergente. Se so <% to,

entao existe uma derivacdo de estreitamento s :?l t ~¥ true tal que T < o[Var(s) U Var(t)].

Demonstragdo.  Seja ¢’ uma forma normal de o, i.e., ¢/ = {z/Tc | + € Dom(o)}. Note que
o <5 o e que so’ <} to’. A confluéncia de R garante que so’ | to’. Portanto, existe uma
sequéncia de reescrita da forma so’ :?l to’ —* true. Pelo lema de suspensao existe uma derivacao
de estreitamento s :ri t ~% true e uma substituigao ¢” tais que 70" = o'[Var(s) U Var(t)]. Assim,
T < d'[Var(s) UVar(t)]. J& que o <%, o', conclui-se que 7 < o[Var(s) U Var(t)]. O

Os seguintes exemplos ilustram a necessidade das hipéteses no teorema de completagao

do estreitamento.

Exemplo 10.1.10 O sub-indice R em 7 <p o[Var(s) U Var(t)] é necessario. Considere o seguinte

TRS:
R:  f(b) — g(b)

a—b
o = {z/a} é uma solugao para f(x) :?l g(x), mas como resposta computada unicamente é
encontrada a substituicdo 7 = {x/b}, sempre que no estreitamento (é na prépria reescrita) sao sempre

selecionados subtermos nao-variaveis. O

log <% 7 sse Vo € Dom(co) UDom(7), 20 <5 7.
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Exemplo 10.1.11 A convergéncia de R é necessaria. Considere o seguinte TRS:

R: a—c
a—b

~ , . . ? ~ . . ~
Observe que R nao é confluente. O objetivo b =| € nao pode ser solucionado; i.e., nao se
pode encontrar a substituigao €.
Para ver que a terminagao é também necessaria, considere o seguinte TRS confluente, mas

nao terminante:

R: c¢— f(c)

O objetivo z :ri f(x) tem uma solugao, {x/c}, mas esta nao pode ser encontrada, sempre
que o unico subtermo onde um passo de estreitamento pode ser aplicado é f(z) e este nao se unifica

com c. Lembre-se que o estreitamento nao pode ser realizado em subtermos variaveis.

Definigao 10.1.12 Seja R um TRS. Um conjunto 3 de substituicoes é um conjunto completo de
solugdes dos termos s e t se para toda o € ¥, Dom(o) C (Var(s) U Var(t)), o é uma solugio de

s :?l t e para toda solugao T de s :?l t existe 0 € ¥ tal que o <g T[Var(s) U Var(t)].

Coroldrio 10.1.13 Seja R um TRS convergente. Entdo o conjunto {o|y.r(syuvar()|s :?l t ~% true}

€ um conjunto completo de solucoes de s :?l t.

10.2 Estreitamento Condicional

Formalizar-se-4 a nocao de estreitamento condicional, que é apropriada no tratamento do problema
de busca de solugbes para teoremas equacionais em teorias apresentadas por sistemas de reescrita
condicionais (i.e., teorias apresentadas por axiomas condicionais equacionais positivos ou quasivar-
iedades). A reescrita condicional é basicamente um mecanismo para operacionalizar a deducao da
validade de teoremas equacionais em tais teorias. Pode-se interpretar o estreitamento condicional
como um mecanismo construtivo para verificar a consisténcia de férmulas equacionais em tais teorias.

Lembre-se que ((s = t)) g denota o conjunto de solugoes de s =1, i.e., {o|so < to}. Um
objetivo, denotado por s :I t, ¢ um par de termos para os quais buscam-se solugdes em ((s = t))p.
Se s e t unificam, entao diz-se que o objetivo s :?l t “estreita para true” por meio de seu unificador
mais geral. Da mesma maneira que para o caso nao condicional, introduz-se a nova regra conservativa
x :I T ~ true.

O estreitamento condicional define-se da seguinte maneira.
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Definigao 10.2.1 Seja R um sistema de reescrita condicional. Se existe uma variante de uma regra
condicional ¢ : | — r € R tal que | unifica com um subtermo ndo varidvel de s (ou t) por meio do
unificador mais geral o (a variante da regra é selecionada de maneira tal que suas varidveis sejam
diferentes das varidves ocorrendo em s), entao todas as condig¢oes em co sdo estreitadas sucessivamente
até serem resolvidas, seja pela substituicdo 7. Entdo diz-se que o objetivo original s :ri t estreita para

sOT :ri toT por meio da substituicdo composta oT.

Observe que o processo de estreitamento é linear, sempre que as regras sao sobrepostas

somente nos objetivos e nao em outras regras.

Exemplo 10.2.2 considere o sistema de reescrita condicional padrao para o append:

null(nil

null(cons(x,y)

car(cons(x,y)

cdr(cons(x,y)

null(x) =t append(x,y
null(z) = f append(x,y

)—t
)= f
)=
)=y
)=y
)—cons(car(z), append(cdr(z),y))

O objetivo append(z,y) :I x estreita usando a ultima regra, sempre que null(z) :ri f
estreite a true. Usando a variante null(cons(u,v)) — f, pode-se solucionar o objetivo null(x) :?l fs
estreitando o objetivo original para cons(car(cons(u,v)), append(cdr(cons(u,v)),y)) :ri cons(u,v).
A reescrita é, novamente, um caso especial do estreitamento que, neste caso, reduz o objetivo para
cons(u, append(v,y)) :?l cons(u,v). O ultimo estreita, por sua vez, usando a primeira regra para o
append, sempre que null(v) :?l t estreite a true. Ligando v com nil, estreita-se para um novo objetivo
cons(u,y) :I cons(u,nil). J& que os dois 1ltimos termos sao unificdveis, ligando y com v, o processo

de estreitamento produz a solugao {x/cons(u,nil),y/nil,v/nil}. O

No caso puramente equacional, demonstra-se que o estreitamento é completo para TRSs
(basicamente) convergentes. Entende-se por “completo”, que se existe uma substituicao o tal que
so «—* to, entao s :ri t estreita para true. O mesmo vale para a variante do estreitamento, em
que os termos sao reduzidos para formas normais antes de aplicar o estreitamento. Para sistemas
condicionais o resultado correspondente é que, sob as mesmas hipotéses, qualquer objetivo satisfazivel
equacionalmente pode ser solucionado por meio do estreitamento condicional.

Como alternativa da definigdo anterior, apresenta-se a de Bockmayr como em [MH91].

Definigao 10.2.3 Uma clausula de objetivo S ¢é um multi-conjunto de objetivos. ¢ denota a

clausula de objetivos formada com as equagdes em uma variante da regra ¢ : 1 — r.
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Definicao 10.2.4 Seja R um sistema de reescrita condicional (sem restrigoes nas varidveis). Uma
clausula de objetivos S estreita condicionalmente para a cldusula de objetivos T se existe um
objetivo e € S, uma posicio m em e, uma variante ¢ : | — r de uma regra em R e uma substitui¢do

o tais que o é um unificador mais geral de el el e

T=(5—{epp uf{elr —=rJuc)e
Usar-se-d a notacdo S ~», T'.

De fato, se existe um objetivo e € S tal que e unifica por meio do unificador mais geral o,

entao S estreita condicionalmente para (S — {{e}})o U {{true}}.

Notagao: O simbolo T é usado genericamente para multi-conjuntos consistentes de um nimero

finito de true’s. °

Exemplo 10.2.5 Considere novamente o sistema condicional padrao para append apresentado no

exemplo anterior e o objetivo append(z,y) :ri x. A cdusula do objetivo estreita para T da seguinte

maneira:
{append(x,y) =] «}} ~
{ cons(car(m),append(cdr(x),y)) :I xanu”(x) :I f}} 2 {x/cons(u,v)}

{{cons(car(cons(u,v)), append(cdr(cons(u,v)),y)) :i cons(u,v), f :i iy~
{{cons(u, append(v,y)) :?l cons(u,v), f :?l I ~

{cons(u,y) :ri cons(u,v), null(v) :ri tf :ri 3 ~{v/nil}

{cons(u,y) :I cons(u,nil),t :I t, f :I I ~ Ly /nil}
{cons(u,nil) :?l cons(u, nil), t :I t f :I 3 "

{true, true, true}} =
T
¢

Exemplo 10.2.6 Considere o seguinte sistema de reescrita condicional para o problema de paridade.

even(0)—t

even(s(x))—odd(x)
even(z) =f odd(z)—t
even(z) =t odd(z)— f

A solugao {y/s(0)} do objetivo even(s(y)) :ri t é encontrada por estreitamento condicional

da seguinte maneira:
{even(s(y)) =] t}} ~
{odd(y) =] t}} ~
{t =] t,even(y) =] f}} Ly /s(@)}
{t :?l t,odd(z) :I I ~
{{t :I tf :I [ even(x) :I t}} ~{z/0}
{t=1t.r=] f,t=t} T
{true, tr_?e, truel} =
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Notagao: Para uma clausula de objetivos T', escreve-se R - T sempre que T' —7 T. °

Definigao 10.2.7 o ¢ uma R-solugao (ou por brevidade solugdo) de uma cdusula de objetivos S se

RF So.
A corregao do estreitamento condicional é expressa no seguinte lema.

Lema 10.2.8 Seja R um sistema de reescrita condicional e T' uma clausula de objetivos. Se T ~7% T

entao R+ To.

Demonstragao. A demonstracio é por inducdo no comprimento da derivacdo de estreitamento de
T para T.

O caso de comprimento zero é trivial.

Suponha T' ~, Ty ~»; T usando a regra ¢ : | — r € R na posicao m do objetivo e € T
no primeiro passo da derivacao de estreitamento.

Seja 0 = g102. Por definigao 71 = (T'— {{e}} U {{e[r < r]}} U¢&)o1. A hipotése de indugao
implica que R F Tyo9. Assim, R+ (T — {{e}} U {{e[r < 7]}})o e R F éo. Do ultimo obtém-se que
lo —pR ro e consequentemente T'o —r To — {{ed}} U {{eo[ro]r}}.

J& que To — {{ea}} U {{eo[roln}} = (T — {{e}} U {{e[r < 7r]}})o, obtém-se R + To.

O

Para comparar a reescrita condicional e o estreitamento condicional, define-se uma nova

relagao sobre clausulas de objetivos.

Definigao 10.2.9 Seja R um sistema de reescrita condicional e suponha que S el sao cldusulas de
objetivo. Escreve-se S “— T se existe um objetivo e € S, uma posi¢cdo m em e, uma variante ¢ : | —1r
de uma regra em R e uma substituicao o tais que el = lo, T = S — {{e}} U{{e[r «— ro]}}Uco e

Rt& co.

Para sistemas de reescrita condicionas com avaliagao recursiva das condigbes padrao (i.e.,
por juntabilidade das condigoes com aplicagdo da mesma relagdo de reescrita) sem varidveis extras
(i.e., sem varidveis na condi¢do que nao ocorrem no lado esquerdo da conclusido das regras) a relagao
¢— pode ser vista como um caso especial da relagao de estreitamento condicional ~», mas, em geral,
¢— nao é contida em ~», como consequéncia da possivel existéncia de varidveis extras nas regras

condicionais.
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Teorema 10.2.10 Seja R um sistema de reescrita condicional e T uma cldusula de objetivo. Entao,

RET sseT ¢—*T.

Demonstracao. Por indugao usando a definigdo de —g e o fato de que T' “—* (S — {{e}} U {{e[r —
rol}} Uco) sse o —p T. O
Como para o caso dos TRSs, é necessdrio um lema de suspensdo para demonstrar a

completude do estreitamento condicional (para sistemas de reescrita condicional sem variaveis extras).

Lema 10.2.11 (Lema de suspensao condicional) Seja R um sistema de reescrita condicional sem
varidveis extras. Suponha duas cldusulas de objetivo S e T, uma substituicdo normalizada 0 e um con-
gunto V de varidveis tal que Var(S)U Dom(0) CV eT = 50. Se T “—=* T’ entao existe uma cldusula

de objetivo S’ e substituicoes 0,0 tais que:

.5y,
o S0 =T,
o 00 =0V,

e 0" é normalizada.

Adicionalmente, pode-se supor que a derivacao de estreitamento S ~~* S’ e a sequéncia de
) o

reescrita T °—* T' usem as mesmas regras de reescrita nas mesmas posicoes nos mesmos objetivos.

Demonstragao. Veja [MH91]. O

Teorema 10.2.12 O estreitamento € completo para sistemas de reescrita condicionais padrdao (basi-

camente) convergentes (sem varidves extras).

Demonstragao. Seja o uma solugao de uma cldusula de objetivo T i.e., R + To. Seja ¢’ uma
forma normal de o. Obtém-se R+ T'¢’ da confluéncia de R. De acordo como tltimo teorema, existe
uma sequéncia T'o’ “—* T. O lema de suspensao implica que existe uma derivacao de estreitamento
T ~* T e uma substituigdo o” tais que 70" = o'[Var(t)]. Consequentemente, 7 < o’ [Var(T)], o que
implica que 7 <g o[Var(T)]. O

Se as regras condicionais sao usadas para operacionalizar a dedugao em especificacoes
apresentadas com cldusulas de Horn, nao serdo aceitaveis restri¢oes nas varidveis (ainda que isto
sempre seja feito), sempre que, mesmo para relagoes simples, como a lei cancelativa, a transitividade,
etc., precisa-se de usar variaveis extras nas condigoes.

A reescrita condicional pode ser redefinida, no caso de existéncia de varidveis extras, da

seguinte maneira:



10.2 ESTREITAMENTO CONDICIONAL 219

Defini¢ao 10.2.13 Seja R um sistema de reescrita condicional, ¢ : | — r uma regra em R e t[u]
um termo com subtermo w. Seja o uma substituicdo tal que lo = u. t[llo] — tlroT] se eziste uma

substituicao T para as varidveis extras na regra ¢ : | — 1 tal que coT seja satisfeito.

Exemplo 10.2.14 Considere o seguinte sistema de regras de reescrita condicional, com varidveis

extras, para append:

null(nil)—

null(cons(x,y))—

car(cons(x,y))—

cdr(cons(x y))—

append(nil, y)—
x = cons(u,v) A append(v,y) =z : append(z, y)—>cons(u z)
Note que u, v, z sao as varidveis extras da Unica regra condicional. Tal regra é aplicivel se

existe uma substituicao para as varidveis extras que faz com que a condicao seja satisfeita.

Observe que append(cons(a,nil),nil) — cons(a,nil), sempre que {u/a,v/nil,z/nil} é a

solucao para as condigoes. O

Do ponto de vista operacional, o estreitamento pode ser usado para solucionar condigoes
com varidveis extras. A definicdo de estreitamento ndo é alterada. A admissao de varidveis extras
introduz um novo problema: a confluéncia basica nao serd condicdo suficiente para garantir a com-
pletude do mecanismo de estreitamento. Os seguintes teoremas, apresentados sem demonstracao,

permitem o uso de variaveis extras, mas precisam de restricoes mais fortes que as precedentes.

Definicao 10.2.15 Um sistema de reescrita condicional padrdao R € (basicamente) confluente por
niveis se existe um termo v tal que, sempre que s* <+ u —* t com profundidade mdxima n, existe uma

prova de reescrita s | t de profundidade ndo maior que n.

Teorema 10.2.16 O estreitamento € completo para sistemas de reescrita condicionais padrao conflu-

entes por niveis.

Demonstracao. [D0O90]. O

Um método alternativo para tratar o caso de varidaves extras, pode ser baseado na nocao
de sistemas condicionais decrescentes. Nao existe, de fato, maneira de garantir que um lado esquerdo,
nas conclusdes de uma regra, seja mais complexo que os termos nas correspondentes condigoes da
regra, quando estes incluem ocorréncias de alguma variavel extra. Pode-se redefinir a reescrita neste
caso, como t[lo] — t[roT] para uma regra ¢ : | — r, somente se existe uma substitui¢do normalizada

T para as variaveis extras, tal que coT se satisfaz. Entao, o sistema R é decrescente se existe uma
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ordem bem-fundada, extensao da nova relacdo de reescrita, —, e da relagdo de subtermo préprio
e para a qual [o é maior que ambos os termos de cada equacao na condicdo coT, para qualquer
substituicao normalizada 7. O sistema de reescrita do iltimo exemplo satisfaz tal propriedade. Note
que a juntabilidade das condigoes deve ser testada como z —* cons(u,v) A append(v,y) —* z se as

novas varidveis sao irreduziveis.

Teorema 10.2.17 O estreitamento é completo para sistemas de reescrita condicionais padrdao basi-

camente confluentes.

Demonstracao. Veja [DO90). O
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Exercicios do Capitulo 10

Exercicio 10.1 Considere as seguintes regras de reescrita para o append de listas:

append(nil,y) — vy
append([alz],y) — |alappend(z,y)]

Estreite os objetivos append([2|x],y) :ri [3,4], append(z,y) :?l [1,2,3,4] e append(zx, [1,2,3]) :ri [alz].
Exercicio 10.2 Demonstre o lema 10.1.5.
Exercicio 10.3 Demonstre em detalhe o teorema 10.1.9.

Exercicio 10.4 Demonstre o corolario 10.1.13.



