Capitulo 9

Sistemas de reescrita condicionais

(CTRSs)

Os sistemas de reescrita condicionais (conditional term rewriting systems (CTRs)) aparecem no con-
texto algébrico com o objetivo de operacionalizar a dedugao em teorias apresentadas condicionalmente.

Estudam-se brevemente as propriedades da reescrita condicional e suas aplicagoes computacionais.

9.1 Introducgao

Os sistemas de reescrita condicionais, por brevidade CTRSs, representam a mais importante
extensao dos sistemas de reescrita de termos. Tal extensao admite regras de reescrita com condigoes
equacionais. A inclusdo de condigoes gerais dentro das especificacoes algébricas puramente equacionais
foi proposta por O’Donnell na decdda de 70 [O’D77], mas somente no principio dos 80 aparecem os
primeiros estudos profundos para o caso de condigoes puramente equacionais realizados por Kaplan
[Kap83], [Kap84a]. Kaplan estuda os diferentes mecanismos de avaliagao das condigdes e seleciona a
avaliagdo padrao demonstrando a correcao desta pelo teorema do ponto fixo. Para atacar o problema
da indecidibilidade da reescrita dos CTRSs padrao, Kaplan define a propriedade de simplificagao
[Kap84b| e Jouannaud e Walmann definen os CTRSs reductivos [JW86]; tal propriedade (e classe
de CTRSs) sao logo generalizados por Sivakumar na bem conhecida propriedade de decrescimento
[Siv89] (veja também [DOS87], [DOS88]). Outros trabalhos relevantes no tratamento dos CTRSs s@o
o trabalho de Remy e Zhang [ZR85] e a tese de Navarro [NG87], onde se define um certo tipo de
reescrita hierdrquica, que posterga a avaliagdo das condigoes. Adicionalmente, um dos autores trata
um tipo especial de sistemas condicionais que incluem, além das condigbes equacionais, condicoes
gerais em teorias de primeira-ordem com certas restrigoes, desde que seja possivel misturar a reescrita
pura com outros mecanismos computacionais (como a programacao légica) que muitas vezes resultam
mais eficientes [AR95a, AR95b, dA98, AR00].

As propriedades de confluéncia e terminacao para os CTRSs sdo tratadas em profundi-

183



184 CAPITULO 9 SISTEMAS DE REESCRITA CONDICIONAIS (CTRSSs)

dade por Bergstra e Klop [BK86] e por Gramlich [Gra95]. Um dos autores também pesquisou estas
propriedades para os CTRSs com condigoes gerais [AR94, dA98, AR00]. Pode também ser consultado

o livro [Ohl02].
Entre outros, Jouannaud e Walmann [JW86], Kaplan e Remy [KR89], Sivakumar [Siv89],

Ganzinger [Gan88, Gan91] e Ohlebusch [Ohl99] tém tratado a completagao dos CTRSs.

9.2 Equacgoes Condicionais

Os sistemas de reescrita condicionais aparecem originalmente no contexto da Algebra Universal e na
Teoria de Tipos Abstratos de Dados como implementagoes de especificagoes com axiomas equacionais
positivos da forma:

U= A...\NUup,=v, = l=r

onde u;,v;,l,r sao termos em Term(F,V) como no caso nao condicional. Se n = 0 a equagao é
nao-condicional. As premissas ou condi¢ao, u; = v1 A ... A u, = v, da equagao sdo frequentemente
denotadas por c e a conclusdo, | = r é denominada conclusdo. Tal tipo de equagoes é denominado

clausulas equacionais de Horn.

Definigao 9.2.1 Um sistema de equacgoes condicionais, FE, é um conjunto finito de equacies

condicionais.

As equagbes condicionais sdo implicitamente quantificadas universalmente. Consequentemente as
varidveis extras, i.e., aquelas que ocorrem na premissa, mas nao na conclusao de uma equacao condi-

cional, tém semantica existencial. Por exemplo, a equagao condicional:
Ve,y,z{{r =y ANy=z} =2 =2z}

é equivalente a

Ve, z{3y{xr =y ANy =2} =2 =2}

Exemplo 9.2.2 O mdc (maior divisor comum) de dois nimeros naturais pode ser especificado com

equacoes condicionais com 0 e sucessor, s, como segue:

0<0=0
0 < s(0) = s(0)
s(x) <0=0
s(r) <s(ly) =z <y
s(z) — s(y) =7 — v
0—z=
z—0==x

: mdc(z,x) = x
y<z=s(0) :mde(z,y)=mde(r—y,y)
r<y=s(0) :mdc(z,y) =mde(z,y —x)
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Para manter a especificagdo mono-sortida , 0 e s(0) sao usados como constantes booleanas

»_»

false e true, respectivamente. Adicionalmente, ¢é a substracao truncada.

As especificagbes condicionais ndo somente sao mais elegantes que as puramente equa-
cionais. Elas sdo mais expressivas. Existem muitos exemplos na literatura das especificacoes condi-
cionais que nao podem ser presentadas por meio de axiomas puramente equacionais. Também tem-se
tratado transformar sintaticamente especificacées condicionais em nao condicionais. Geralmente tais
mecanismos sintaticos resultam apropriados sob fortes restrigoes. Veja por exemplo [Hin95b, Hin95a],

[AR96], [Oh199).

Exemplo 9.2.3 Considere o seguinte sistema de equacoes condicionais:

flg(z)) = ¢
2 f(Mg(x)) = ¢
f(z)) = f(z) : f(h(h(x))) = f(h(z))

A condigao f(h(h(z))) = f(h(x)) é decidivel em tal sistema, i.e., f(h(y)) = f(y) é apliciavel
se e somente se y € {h"(g(x))|n > 0}. E simples construir um sistema puramente equacional equiva-

lente, mas infinito:

Para demonstrar que nao existe um sistema puramente equacional equivalente e finito sem
aumentar a assinatura (i.e., sem funcoes escondidas), suponha que exista um tal sistema com equagoes
E={s;=ty,...,8, = t,}. Considere, entdo, um termo da forma f(h¥(g(x))) "maior” que cada lado
siyti, 1 < 1 < n das equagbes, onde “maior” significa com mais ocorréncias de simbolos f,g,h. A
suposicio implica que de f(h*(g(z))) se deduz equacionalmente c, i.e., f(h¥(g(z))) =g ¢, mas a classe
de E-equivaléncia de f(h*(g(z))) deve ser unitdria, ji que qualquer subtermo préprio de f(h*(g(x)))

tem classe de equivaléncia unitéria. O

Em analogia com o caso puramente equacional, uma seméantica inicial para o caso condi-
cional pode ser desenvolvida. Da mesma maneira que para especificacoes equacionais, existe um sis-
tema dedutivo com seu teorema de completude correspondente (similar ao de Birkhoff para dedugao

equacional).
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Definicao 9.2.4 Seja (SIG, E) um sistema de equagdes condicionais sobre uma assinatura SIG e
seja uy = v1 A ... ANuy = vy = I =1 qualquer equagdo condicional em E. Um modelo de E € uma
SIG-dlgebra A tal que para qualquer instincia ¢ : V — A se Vi,1 < i < n, (u;¢)* = (v;¢0)* entdo
(19)* = (re)*.

Isto é consistente com a nocao usual de modelo para teorias axiomatizadas equacional-
mente. Denota-se com Algg a classe de todos os modelos de E. A nocao de consequéncia légica é

estendida de uma maneira direta.

Definicao 9.2.5 Uma equacdo condicional ¢ = | = r € uma consequéncia logica de um sistema de
equagoes condicionais (SIG, E), denotado por E |= (c = 1 =7r), se c = s =t é vdlida em todos os
modelos de E.

O sistema na Tabela 9.1 ¢é um conjunto de regras de inferéncia para a légica equacional

condicional:

=t=t reflexividade
s=tANs=t=>s=t consq. trivial
t1 =1t Nty =13 =1 =13 transitividade
S 1=t Ao NSy =1y = f(t1,...,tn) = f(S1,---,5n) preservacao
=t1=t9 . .
E—— simetria
ENu=v=l=r,F=u=v . {Jid
EAF—l—r premissa valida
FE=l=r C e
Eomlo—ro substituicao

Tabela 9.1: Regras de inferéncia para a logica equacional condicional

Onde E ={t; =s1A... Aty =spy e F ={t) =s\ N...At], = s/} s@o premissas ou
condicgoes, e o uma substituicao.

Quando uma equacao condicional ¢ = s =t é derivavel por meio deste sistema de regras
de inferéncia, usando as equagoes condicionais de E como axiomas, se escreve F = (¢ = s = t).

Finalmente tem-se uma extensao do teorma de Birkhoff.

Teorema 9.2.6 (Teorema de Birkhoff para especificagées condicionais) Seja (SIG,E) uma

especificacao equacional condicional. Entdo
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EEFu=vA... Nu,=v,=>s=tsse Etui=vmA...\u,=v, =>s=t

Para um tratamento mais formal veja por exemplo [Kap84a] e para um tratamento preciso
introdutério que discrimina teorias equacionais condicionais e puramente equacionais no contexto da

algebra universal veja [Wec92], ou o capitulo 2 de [AR93].

9.3 Semantica operacional dos sistemas condicionais equacionais

Um sistema condicional equacional R, é um conjunto de clausulas de Horn da forma:
sit=ti1AN...ANsp=1t, : l=m.

s1=t1 A...\s, =1, sdo as premissas ou condicoes da equagao condicional e [ = r, a sua conclusao.
[l e r sao denominados os lados esquerdo e direito da equacao, respectivamente. Define-se a relagao de
simplificagdo em um passo ~ e o seu fecho reflexivo-transitivo ~* como: Se s1 = t1A...Asp, =1, : =1
é uma equacao condicional em R, ¢ é uma substituicao, v é um termo, m é uma posicao em u e
tio ~* s;o para 1 < i < n, entao ullo|, ~ u[ro]z. Se s ~* ¢, escreve-se R F s = t, ou simplesmente
s =1t.

Um CTRS natural R tem regras da forma:
1 N NSy o, >

Quando uma tal regra se aplica, uma instancia lo de [ num termo s é substituida por ro, gerando um
termo t. Escreve-se R F s — ¢, ou simplesmente s — ¢. A regra pode ser aplicada somente se existe
N D . .
uma prova s; <* t; para cada uma das suas condigoes instanciadas correspondentemente (utilizando
a substituicdo o). Se n = 0 a regra é dita nao condicional.
Um sistema de reescrita natural ndo é muito diferente do sistema subjacente equacional.

Cada regra da forma acima corresponde & equacao condicional obtida substituindo “—” por “=",

13 13 2 “ R

—*7 por “=" e “:” por “D”. Denotar-se-4 como R®" o sistema equacional subjacente obtido do
sistema natural R desta forma. Da mesma forma R™ denotard o sistema natural associado a um
sistema equacional R®I".

Um resultado apresentado em [DOS8S8] estabelece a equivaléncia entre CTRS naturais e
sistemas equacionais como a seguir.
Para qualquer CTRS natural R"*, R" | p <* g se, e somente se R°" | p=gq
Uma prova p <—* ¢ num sistema natural é consequentemente denominada uma prova

equacional.
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Da teoria de reescrita classica, sabemos que a propriedade de confluéncia (p | ¢ sempre
que u —* p e u —* ¢ para algum u) é equivalente a propriedade de Church-Rosser (qualquer
prova equacional p «<* ¢ pode ser substituida por uma prova de reescrita normal: p | ¢). Assim,
para qualquer sistema confluente, e forma normal ¢, p «* ¢t implica p —* t. Desta forma, reescrita
com sistemas confluentes pode ser utilizada para achar formas normais.

Como consequéncia direta da equivaléncia entre CTRS naturais e sistemas equacionais,
tem-se que para todo CTRS natural confluente R"* e sistema condicional equacional subjacente R¢",
provas normais em R" sio equivalentes a provas equacionais em R®" (i. e. R"® I p | q se, e somente
se Rl p=yq).

Um problema evidente com CTRS naturais é que as condigOes para poder aplicar uma
regra envolvem demonstracoes arbitrdrias de igualdades. Assim, tem-se ganhado muito pouco da
nocao de reescrita. Para solucionar essa limitacdo, consideram-se defini¢bes mais restritas de CTRS:

Um CTRS padrao (ou join) [Kap84b| é um conjunto de regras da forma:
stltiNn. . Asyltn:l—r,

significando que uma instancia lo de [ reduz para ro se cada par na condi¢do s;o e t;0 pode ser
reduzido para um mesmo termo, i = 1...n. Para um CTRS padrao R*?, R e R" denotario
o sistema equacional e natural associados, respectivamente. Da mesma forma R serd utilizado

notacionalmente.

Um resultado em [DOS8S8] estabelece a equivaléncia entre a propriedade de juntabilidade
em CTRS padrao e a igualdade em sistemas equacionais, como apresentado a seguir.

Para qualquer CTRS padrao confluente R, R - p | ¢ se, e somente se R - p = q.

E f4cil verificar que se R é confluente, entdo R é confluente, assim o é o sistema natural
R™ (como consequéncia dos teoremas precedentes tem-se R" - p «* ¢ implica Rt p | q, que
¢ uma prova em R"), mas o outro sentido nao vale, j4 que as condigdes numa prova normal nao
necessariamente sao transformaveis em provas normais. Precisam-se propriedades adicionais para
obter provas normais em sistemas padrao daquelas em sistemas naturais.

CTRSs padrao correspondem & intuicao sobre reescrita condicional. Note que CTRS

padrao também permitem avaliagdo recursiva das premissas.

9.4 Complexidade das formas normais

Apesar de que no caso nao condicional, estar em “forma normal” é uma propriedade (facilmente)
decidivel, isso nao é mais certo no caso condicional. Com efeito, existem CTRS padrao para os quais

o conjunto de formas normais é indecidivel.
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Teorema 9.4.1 (Indecidibilidade da aplicabilidade das regras condicionais) Eziste um sis-
tema condicional com uma unica regra R sobre uma assinatura dada SIG, tal que o problema de
decidir a redugdo (aplicabilidade da regra) € indecidivel, e a func¢dao de forma normal associada é nao

computdvel.

Demonstracao. (Idéia geral [Kap84a]). Usa-se a resposta de Matjacevic’s ao décimo problema de

Hilbert, que diz que é indecidivel a questdao de que se um polinémio inteiro tem ou nao raiz inteira.
Pode-se definir um tipo abstrato, sobre uma assinatura adequada e regras equacionais,

tais que o modelo inicial Z é isomorfo ao anel Z[z] de polindmios inteiros. Por exemplo, o polinémio

23 — 22 + 1 seré representado pelo termo:

] (s(s(s(0)))) + (p(p(0))) * 2T (s(0)) + 21 0

com:
T : int — polyn
* @ int polyn — polyn
+ : polyn polyn — polyn

Adiciona-se entao o seguinte predicado:

Root : polyn int — bool,

com a regra

eq(plabs(n)],0) ou eq(p[—abs(n)],0) ou Root(p,abs(n) + 1) = true : Root(p,abs(n)) — true

O operador _[.] : polyn int — int é suposto ser de tipos para simular a aplicacao de
polinémios sobre inteiros. Os operadores abs, —, eq, or e constantes 0 e true tém a interpretagao
de intengdo. Com essa regra de reescrita condicional, pode-se provar que o termo Root(p,abs(n))
reescreve em true se, e somente se P tem uma raiz de médulo maior ou igual a n. Caso contrario é
irredutivel.

A interpretacdo dos axiomas é: P tem raiz de valor absoluto maior ou igual a um inteiro

positivo n se:
e P[n] =0 ou
e P[—n]=0ou

e P tem uma raiz de valor absoluto maior ou igual a n + 1.
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Assim, é indecidivel se o termo Root(p,0) (para qualquer p) é reductivel —g, ja que isso

significaria que se poderia decidir se (qualquer) p tem ou nao raiz.
As formas normais via — g de aqueles termos nao sdo computdveis, pelo mesmo motivo.

O

Esse é um dos principais problemas da teoria: a prépria aplicabilidade das regras de
reescrita condicionais é indecidivel. O ponto é evitar chamados recursivos infinitos produzidos pela
decidibilidade das premissas. Nessa dire¢ao tém sido utilizados conceitos como CTRS redutivos [JW86]

ou decrementais [DOS88]. Ver-se-4 o tltimo.

Note também que esse problema aparece de forma simples operacionalmente. Considere

por exemplo o sistema condicional da seguinte regra.

f@) = f(f(2) : f(z) —a
Para reduzir f(a) deve-se verificar (operacionalmente) se f(f(a)) reduz para f(a) e assim

recursiva e subsequentemente.

Definicao 9.4.2 (CTRSs Decrementais) Um sistema padrao e natural é denominado decremen-
tal se existe uma extensao bem-fundada > da relagdo de reescrita — que satisfaz adicionalmente as

sequintes propriedades:

e > contém a relagdo de subtermos proprios (i.e., se s € um subtermo proprio de t, entdo t = s);

e para cada regra s1 @ty A ... Aspet,:l — 1 lo > sjo,t;0,, para cada substituicdo o e indices

1 <i < n. Onde e representa «<* e | para sistemas naturais e padrdo, respectivamente.

Diz-se que uma prova s <* t ¢ completamente normal se é uma prova normal s | t e existem

sub-provas completamente normais das condigcoes c; <* d; usadas na prova de s | t.

Note que qualquer prova normal em R é também uma prova normal em R"*. No outro
sentido, em [DOB88| foi demonstrado que para sistemas condicionais naturais decrementais confluentes
qualquer prova normal pode ser transformada numa prova completamente normal, que vale no sistema

padrao subjacente. Esse resultado pode ser resumido da seguinte maneira:
Para qualquer CTRS natural, decremental e confluente, R+ p | ¢ sse R Fp | q.

A seguir ir-se-do considerar unicamente CTRS padréo e ir-se-4 escrever simplesmente
u; = v; (mas ndo wu; | v;) para as premissas nas condigoes padrao.
Teorema 9.4.3 (Decidibilidade para CTRSs Padrao Decrementais) Seja R um CTRS padrao

decremental. As nocdes bdsicas sao decidiveis; i.e., a relagdo de reescrita — g, a relacdo de derivabil-

idade —*, a relagdo de juntabilidade |, e o atributo de ser forma normal, sao todas recursivas.
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Demonstracao. Primeiro observe que o sistema é obviamente terminante como consequéncia da
propriedade de que > é bem-fundada. A decidibilidade das nog¢des bésicas é provada por indugao
transfinita sobre >, como a seguir. Primeiro, considerar-se-4 a seguinte propriedade: “Dado um
termo t pode-se encontrar um conjunto de formas normais de t”. Se ¢ nao tem subtermos instancia de
lados esquerdos das regras do sistema, entao t é irredutivel sendo a sua prépria forma normal. Caso
contrario, seja t = ullo] para alguma regra u; = v1 A...Au, =v, : [ — r. Pelas duas condigdes
da definigao de decremental, tem-se que t = ul[lo] > lo e lo > u;o,v;0. Por inducao, ja que t > wu;, v;,
o conjunto de formas normais de u;,v;, para cada i, pode ser computado e dessa forma verificado
se a regra aplica. Nesse caso, t — u[ro]. Similarmente, (utilizando cada regra que casa) podem ser
computados todos os termos, sejam estes s;, ..., s, para os quais ¢ reduz num passo. Pela hipdtese
de inducao, as formas normais de cada s; podem ser enumeradas. Entdao a unido desses termos é o
conjunto de formas normais de ¢t. As outras propriedades bésicas sdo provadas decidiveis de forma

similar. O

Os sistemas decrementais também satisfazem o Lemma dos pares criticos como sera visto,

mas para isso sera necessario adatar a nogao de par critico para CTRS.

Definigao 9.4.4 (Pares Criticos Condicionais) Se s1 = t1 A ... Asp, = tp:l > 1 es) =] A
o NS, =ty I — 1! sao regras de um CTRS R el unifica via wm unificador mais geral 1 com um

subtermo nao varidvel de l', entdo a equagdo condicional a sequir é um par critico de R:

(sip =t A Asppu=tpuANsiu=tuN. . ANshu=t.u  Unplrp]=1r"n)

Teorema 9.4.5 (Critério dos Pares Criticos para CTRSs padrao decrementais) Para qual-
quer CTRS padrdo decremental, se cada par critico € juntdvel, entdo o sistema € confluente e conse-

quentemente convergente.
Demonstragao. A prova apresentada em [JWS86] para sistemas redutivos pode ser consultada.
Adapta-se diretamente para sistemas decrementais. ]

Usando esse critério justifica-se um procedimento de completacao de CTRS padrao baseado
na inclusao de novas regras para os pares criticos nao juntaveis, como apresentado para os sistemas

de reescrita nao condicionais.

9.5 Contra Exemplos

Apresentam-se contra-exemplos para situacoes padrao em sistemas nao condicionais e na segdo se-

guinte, o procedimento de completagao para sistemas condicionais.
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Sistemas de reescrita nao condicionais sdo localmente confluentes se todos os seus pares
criticos s@o juntdveis (ainda que ndo sejam terminantes). Por outro lado, sistemas condicionais nao
terminantes nao precisam ser localmente confluentes, ainda que nao existam sobreposicoes entre as
regras. Considere o exemplo a seguir.

:b — f(b)
v=f(z): f(z) —a

Nesse sistema nao existem pares criticos, mas o termo f(b) tem diversas formas normais
incluindo a, f(a), f(f(a)),.... CTRS terminantes sem pares criticos sao, outrosim, localmente conflu-

entes [Siv89]. Infelizmente:

Teorema 9.5.1 Eziste um CTRS terminante (mas nao decremental) cujos pares criticos sao todos

juntdveis, mas que nao € local confluente.

Demonstracao. Considere o CTRS R dado pelas regras a seguir.

1 a —b

2 c — k(f(a))
3 c — k(g(b))
4 h(z) — k(z)

5 h(f(a)) — ¢

6. h(f(z)) =k(g(®)): flz) —g(@)

Primeiro note que R é terminante (pode ser usada a precedéncia h > ¢ >k > f > g >
a > b, e entdo notar que [ > r para cada lado esquerdo [ e direito r das regras em R). Todos os pares

criticos de R, a saber:
L k(f(a)) = k(g(b))[2,3]
2. k(f(b)) = [1,5]
3. k(f(a)) = c[4,5]
4. h(f(a)) = k(g(b)) : h(g(a)) = c[5,6]

sao juntaveis. Mas, o termo f(a) tem duas formas normais: f(b) e g(b). O

9.6 Procedimento de Completagao para Sistemas Condicionais

Para CTRSs, a idéia basica de um método de completacao para gerar sistemas de reescrita convergentes
é a mesma dos sistemas nao condicionais. Mas aparecem alguns problemas adicionais; por exemplo,

juntabilidade dos pares criticos assegura somente a confluéncia de sistemas decrementais. Assim,
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sempre que se encontra uma equacao que nao é decremental (o que pode acontecer ainda quando
as regras do sistema original o sejam), uma abordagem de completacao direta falha. Métodos para

manipular equagoes nao decrementais, numa ferramenta de completacdo, tém sido formulados.

Em [JW86] foi proposta uma técnica utilizando ”estreitamento condicional” (a ser estu-
dado no préximo capitulo) junto com completagdo para detectar alguns casos nos quais pares criticos

nao decrementais sao insatisfativeis (ou mais precisamente, pares criticos cujas condigdes o sao).

Ganzinger [Gan88, Gan91| propdés uma melhora para manusear pares criticos nao decre-
mentais e satisfativeis utilizando estreitamento para enumerar as solugoes para as quais os pares criticos
se satisfazem. Isso permite substituir, em alguns casos, uma equagao nao decremental por um conjunto
de equacoes decrementais, sem perder nenhuma das consequéncias da equagao original. Sivakumar
[Siv89] propos uma abordagem denominada ”esquema de translagao” para converter equagoes condi-
cionais nao decrementais em decrementais no contexto da completacao utilizando o operador "if”.
Operacionalmente, o efeito ¢é similar a idéia de Ganzinger de enumerar as solugoes dos pares criticos,
ja que isso introduz a habilidade de sobrepor em termos originalmente na condicao. Apresentar-se-ao
os métodos de completacao de Sivakumar em [Siv89].

Para adaptar as técnicas de completagao nao condicional ao caso condicional modificam-se
as regras de inferéncia da completacao nao condicional apresentadas na Tabela 8.3.

A regra de “eliminagao” (C4) pode ser estendida para eliminar também equagoes condi-

cionais da forma

onde a equagao na conclusao também aparece na condicao. A regra de “orientacao” (C1) deve assegurar
nao unicamente que o lado esquerdo da regra seja “maior” que o lado direito, mas também que
a equacao seja decremental. Caso contrario, a juntabilidade dos pares criticos nao ird garantir a
confluéncia. A regra de “simplificacao” (C3) pode ser estendida para permitir reescrever também
termos na condicao. A regra de “deducao” (C2) deve ser adaptada para a definicao de pares criticos
condicionais. Desta forma, obtemos o sistema de regras de inferéncia apresentado na Tabela 9.2.
Enquanto as equagoes e regras (condicionais) forem decrementais, a completagao procede
similar ao caso nao condicional. Mas esse nao é o caso usual pois, ainda que se inicie com um sistema de
equagcoes decrementais, podem ser gerados pares criticos que nao o sao, o que conduz o procedimento

de completacao a uma situacao de falha.
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E D s=
(C1) (( E L]J%{S {CS: Stiﬁ)) se s >1,c orientagao

(E,R)
FU{c: s=11.0) se {c

EU{c:s=t},R . ' .
Eug : 2:15];, R)) s€ s 2R U simplificagao

0 s=t) € CP(R) dedugao
(
(
EEU{C/\p:q : s=t},R)
(

EU{cAu=q: s=t},R)

(Cy) EU{&%,SR:)SLR) eliminagao

(EU{cAs=t : s=t},R)
(E\R)

Tabela 9.2: Regras de inferéncia do procedimento de completagdao condicional

Exemplo 9.6.1 Considere o sistema de equagoes condicionais Ey dado por

1. : even(0) =TT

2. : odd(s(0)) =TT

3. : even(s(s(x))) = even(x)
4. codd(s(s(z))) = odd(x)
5. odd(x) =TT : f(x) =0

6. even(z) =TT : f(x) = s(0)

As equacoes definem f(z) como 0 quando x é impar e como s(0) quando x é par. Com
uma ordem de precedéncia sobre os operadores selecionada adequadamente (p.ex., f > odd, even, 0, s;
odd,even > TT), pode-se demonstrar que todas essas equagoes sao decrementais, e estas podem ser

orientadas como regras da esquerda para a direita.

Nao obstante, as regras 5 e 6 permitem deduzir o seguinte par critico nao decremental:
(odd(x) =TT Neven(x) =TT : s(0) =0)

Esse é o unico par critico do sistema sendo também insatisfativel, j4 que nenhum valor
de x pode ser par e impar simultaneamente. Mas a completacao falha nesse estigio. A abordagem
utilizada em [JW86] para tratar esse problema consiste em buscar solugoes para as condigdes utilizando
estreitamento condicional. Dessa forma detectam-se os casos de insatisfatibilidade de instancias das

condicoes dos pares criticos, com relacao ao sistema de regras atual. O

Observarse a completacao atuando sobre uma extensao conservativa da teoria original. As

equagoes que sao nao decrementais podem ser convertidas em equagoes decrementais na extensao. Se
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a completacao tem éxito sobre uma nova assinatura, entao o sistema de reescrita assim gerado deve

também ser convergente para a teoria original.

Seja E' um conjunto de equagoes condicionais usando termos de Ter(SIG,Var). Sejam
if,eq e true simbolos de fungdo novos que nao estao em SIG e SIG' = SIG U {if,eq,true}. O
conjunto E serd convertido em E’ sobre Ter(SIG',Var) como indicado a seguir. Adicionam-se as
equacoes eq(z,x) = true e if (true,z) = z a E'. Uma equacao condicional cAu=v : s=tem E é
representada em E’ por ¢ : if(eq(u,v),s) =if(eq(u,v),t). Essa translagido é também reversivel, j&
que pode-se substituir (sempre que necessario) uma equacao condicional da forma ¢ : if(eq(u,v),s) =
if(eq(u,v),t) porchNu=v : s=t.

Essas regras sao apresentadas como regras de inferéncia para o procedimento de com-

pletacao na Tabela 9.3. Supoe-se que eq(x,x) = true e if(true,z) = x estao incluidas em E.

(EU{cAhu=v : s=t},R) ~
(Cs) (E{c:if(eq(u,v),s)=if(eq(u,v),t)},R) translacao

(E{C : if(eQ(uav)as):if(e(J(uvv)vt)}aR)
(EU{chu=v : s=t},R)

Tabela 9.3: Regras de inferéncia de translacao para o procedimento de completacao condicional

A correcao dessas regras de translacao segue do fato de que essa é uma extensao conser-

vativa [Siv89).

Teorema 9.6.2 (Corregao das regras de translagao) Sejam u e v termos em Ter(SIG,Var) e
suponha que (E1, R) F (E2, R) usando uma regra de translagdo. Entdo u <* v € provdvel em (E1, R)

se, e somente se o € em (Fa, R).
Exemplo 9.6.3 No exemplo 9.6.1, o par critico nao decremental
(odd(x) =TT Neven(x) =TT : s(0) =0)

pode ser substituido por uma equacao equivalente decremental na assinatura estendida e, subsequente-

mente, orientado numa regra decremental (supoe-se que even é "maior” que odd na ordem utilizada):
7. odd(x) =TT :if(eq(even(z), TT),s(0)) — if(eq(even(x),TT),0)

Continuando com o processo de completagao, encontra-se que essa nova regra gerara dois

pares criticos. Um deles é:

(odd(x) =TT : if(eq(even(z), TT),s(0)) =if(eq(even(s(s(x))), TT),0))
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gerado com a regra even(s(s(x))) — even(z). Esse par critico simplifica para uma instancia da regra

7 e pode ser eliminado. O outro par critico, gerado com even(0) — TT, é:
(odd(z) =TT : if(eq(TT,TT),s(0)) =1if(eq(even(0),TT),0))
que depois de simplificacao, translacao e orientacao gera a regra decremental:
8. :if(eq(odd(0),TT),s(0)) — if(eq(odd(0),TT),0)

A completagdo para com éxito quando nao se tem mais pares criticos e se obtém um

sistema de reeescrita condicional convergente Reyq4:

i. seq(x, o) — true

ii. Dif(true, x) —

1. : even(0) —TT

2. :odd(s(0)) —TT

3. :even(s(s(zx))) — even(x)

4. codd(s(s(z))) — odd(x)

5. odd(x) =TT : f(x) —0

6. even(z) =TT : f(x) — 5(0)

7. odd(x) =TT :if(eq(even(z),TT),s(0)) — if(eq(even(x),TT),0)
8 i1 (eq(odd(0), TT),5(0)) — if(cqlodd(0), TT),0)

Esse sistema é convergente e é uma extensao conservativa da teoria equacional inicial Ejy.
Assim, para todos os termos u, v na assinatura original, tais que u <* v em Ej, existe uma prova de
reescrita u —* §*«— v em R.,q. Para tratar termos da assinatura original, as regras i, ¢, 7,8 nao sao
usadas. Dessa forma, essas regras podem ser omitidas e as regras 1-6 formam um sistema de reescrita

convergente para decidir o problema de validade em FEj. O

Outra abordagem para manipular equacoes nao-decrescentes é reescrita contextual,
sugerida em [Siv89] e [Gan91]. Reescrita contextual é usada para simplificar pares criticos que apare-
cem durante a completacao condicional. Esso nao faz unicamente o procedimento mais eficiente, mas

também ajuda a concluir com sucesso em muitos casos.

Exemplo 9.6.4 Considere as seguintes regras:
1. member(x,z) = FF :delete(x,z) — 2
2. dif ferent(z,y) =TT : delete(z,y.z) — y.delete(x, z)
3. dif ferent(xz,y) =TT : member(x,y.z) — member(z, z)

O par critico:

dif ferent(z,y) = TT A member(z,y.z) = FF : y.delete(z,z) = y.z
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entre as regras 1 e 2 nao simplifica diretamente, sempre que nao hd nenhum sub-termo (na condicao
da conclusao) que possa ser diretamente reescrito, usando as regras 1, 2 e 3.

Mas nao é necessario reescrever o subtermo member(z,y.z) na condicdo isoladamente.
Quando o reescrevemos, podemos supor que a outra condigao dif ferent(x,y) =TT vale. Se fazemos
esso, entdo a regra 3 aplica e a condicao pode ser reescrita no novo contexto, que tem member(z, z) =
FF, usando a regra para z. O par critico depois dessas duas simplificagoes é

dif ferent(z,y) =TT AN member(z,z) = FF : y.z=y.z

que ¢ trivial. Assim, usando reescrita contextual, tem-se mostrado que esse par critico é juntavel no

sistema. O

Denota-se reescrita contextual como —¢ onde C' denota o contexto. Um contexto é uma,
conjugacao de equagoes da forma p; = q1 A...Ap, = gn, que sao supostas “verdadeiras” quando se faz
uma redugao. l.e., sempre que tenhamos que verificar se uma condicao vale para aplicar uma regra,

pode-se supor o contexto verdadeiro para verificar a condicao. Segue a definicao formal.

Definicao 9.6.5 Seja R um sistema de reescrita condicional. Diz-se que um teermo s reescreve no

contexto C' para um termo s1 (denotado s —¢ s1), se uma das sequintes vale:

1. s — s, ou
2. s = 81 € uma instancia de uma equacdo p; = q; em C, e s = s1, ou

8. ur=viA...ANup, =v, : | —r éuma regra condicional em R, o é uma substituicdo tal que

lo = 8|z, u; | vi,Vi sob o mesmo contexto C e s1 = s[rol,.

Ao simplificar uma equacao condicional, reescrita contextual adiciona mais poder. Quando
um subtermo é reduzido no consequente, o contextoo é formado por todas as equacoes na condicao.
Quando um subtermo é reescrito na condigao, as outras equagoes na condicao formam o contexto. Na

Tabela 9.4 apresentam-se as regras de inferéncia para simplificacao.

(C3) (%ES/{{CC :: Z::tt}}’];)) se s —cu simplificacao

(EU{cAp=q : s=t},R)
(EU{chu=q : u=t},R) S¢P 7cl

Tabela 9.4: Regras de inferéncia de simplificagdo para o procedimento de completacao condicional

A correcao dessa regra de simplificagdo é expressa na seguinte proposicao.
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Teorema 9.6.6 Sejo < E, R >F< E', R > uma derivagao utilizando simplificagio. Entdo, u <5 g v

*
se, € somente se u HE’UR V.

Para regras da forma ¢ : if(cy,l) — if(c1,r), obtidas por translacao, é suficiente con-
siderar sobreposicoes em c¢; unicamente. A idéia principal para demonstrar que essa restricdo sobre
pares criticos é completa, é que se a regra ¢ : if(c1,l) — if(c1,r) é usada numa prova de igualdade
entre dois termos s e t em Term(X, Var), entd ela deve ser usada com uma substituigdo o para a
qual c;o —* true. De outra forma, o operador if ird persistir na prova. Assim, devera ser o cas que
if(c1,l)0 =" if(true,lo) — lo. Em qualquer prova dessa forma, consequentemente, existird um pico
da forma?

lo* —if(cio,lo) = if(cro,10)

onde a reescrita em cjo é um pico critico. Se todos os picos criticos em ¢y sdo juntaveis em R, entao
existe uma prova que pode ser feita “menor” usando alguma extensao da ordem decrescente de R para
uma ordem sobre provas.

Uma equacao ¢ : s =t pode ser eliminadase ¢ : s =t e Fedo : so =to =
¢ : s = t, para uma substituicao o. Esso é denominado subsumption e a correspondente regra de

inferéncia apresentada na Tabela 9.5.

EU{e1=c: s=t,ea=c : §'=t'},R .
(Co) (B {er (Euic -iit}? R; L.E) se do,e10 = ez subsumption

Tabela 9.5: Regra de inferéncia de subsumption para o procedimento de completacao condicional

Uma abordagem diferente para tratar equagoes nao-decrescentes é proposta por Ganzinger.
O seu método consiste em enumerar instancias de superposicao. Usa-se estreitamento condicional sobre
condicoes de equacoOes, que, em caso de um sistema R confluente, é um procedimento completo para
computar as solucoes de equagoes condicionais ([JW86]). Na maioria dos casos, ndo obstante, essa
técnica per se nao ird levar a um procedimento de completacao terminante independentemente. Ele
devera ser acompanhado de técnicas suficientemente fortes para eliminacao de equagdes por provas
limitadas (por exemplo, por reescrita contextual ou inferéncias de subsumption).

Dadas uma equacao condicional C Au =wv : s =t e uma regra condicional D : [ — 7.
Seja m uma ocorréncia nao-variavel em u = v tal que ¢ = mgu((u = v)|z,l). Adicionalmente,
se uo > vo entao 7w estd dentro de u, e se vo > uo, 7 estd dentro de v. Com essas suposicoes,

Do ANCo A (u = v)[rjzo : so = to é chamada uma instancia de superposicao para superpor
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D :l—rshbreu=vem CAu=v : s=t¢.

A seguinte proposicao estabelece a correcido ao incluir instancias de sobreposicéo.

Teorema 9.6.7 Dados E e R conjuntos de equagdes e regras. Seja C Nu=v : s =t uma equagcdo
em E. Suponha que E contém todas as instancias da equagao gerada por sobreposicao de cada regra
em RUx =z — true sob condicio u = v na equacdo dada. Se so «—p g to usando a equacdo

CANu=v : s=t, entao tem-se também uma prova de so = to que é mais simples que so < g to.

Demonstragao. (Para uma prova formal veja [Gan91]). Tem-se que proveer simplificagdes de provas
que aplicam uma equagcao sobre uma substituicao o tal que as provas para qualquer das correspondentes
instancias das condi¢bes u = v sao provas de reescrita. Uma prova de reescrita para uoc = vo é ou vazia
(i.e., uoc = vo) ou ird conter algum passo de reescrita de uo ou vo. No primeiro caso, a meta-regra
xr = x — true pode ser superposta sobre u = v. Esso ird eliminar a condicdo da equacao. Se se
adiciona ao conjunto de equagdes essa instancia de sobreposi¢ao, usando a nova equacao com uma
condicdo menos para provar so = to tem-se menor complexidade. No segundo caso, o primeiro passo
de reescrita pode estar ou dentro de ¢ ou o redex sobrepde com uma posicao nao variavel em, seja,
u. No primeiro desses casos, reescreve-se primeiro o para ¢’ e entdo, usa-se a mesma equacao com
a substituicao reduzida o’ para provar so’ = to’, seguida de unfolding o’ para o é menos complexo.
Essi é justificado principalmente porque a aplicacao de uma equacao usando uma substituicdo menor é
menos complexa. O iltimo caso, pode ser simplificado se a instancia de sobreposicao que corresponde &
sobreposi¢ao do redex do primeiro passo de reescrita com u é adicionado as equagoes (o que é suposto).
Nesta instancia, estreita-se u para z, e uoc = urt’ — 27’'. Ao aplicar a equacao dada sob substituicao
o pode entao ser substituida aplicando a instancia de sobreposicao sob substituicao 7. O que é menos

complexo, sempre que uc > z7’. U

9.7 Exemplos de completacao

Nesta secao ilustra-se a aplicacao das regras de inferéncia para completacao de especificagoes condi-

cionais.

Exemplo 9.7.1 O primeiro exemplo formaliza a ordem < sobre nimeros naturais como tratada por

Sivakumar em [Siv&9].

1. o 0<s(0)=1T
2. cs(z) <s(y) =z <y
3. x<y=TTNy<z=TT: r<z=TT

As duas primeiras equagoes sao orientaveis de esquerda para direita como regras de re-

escrita decrescentes. A terceira equagao (transitividade) néo é decrescente. Ela tem uma variavel
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“extra” y na condi¢do que nao estd em nenhum lado da conclusao. Aplicacao de translagdo produz a

seguinte regra:
3. y<z=TT : if(eqx <y, TT),x < z) — if(eq(x <y, TT),TT)

Para esta regra ir-se-4 sobrepor unicamente no subtermo eq(x < y,77T) do lado esquerdo

segundo os linhamentos da secao precedente. O par critico ndo decrescente com regra 1 é:
s(0) < z=TT :if(eq(TT,TT),0 < z) =1if(eq(0 < s(0),TT),TT) [1,3]
Depois de simplificacao e translacao, obtem-se a regra:
s(y) <z=TT :if(eq(z <y,TT),s(z) < z) =if(eq(s(x) < s(y), TT),TT) [2,3]

Logo de simplificacao e duas translagoes (primeiro para mover o termo eq(z < y, TT) para

a condi¢ao, e segundo para mover s(y) < z para a conclusao), obtem-se a regra:
5. x <y=TT : if(eq(s(y) < z,TT),s(z) < z) — if(eq(s(y) < z,TT), TT)
A regra 4 tem unicamente um par critico com a regra 2:
2if(eq(0 < 2,TT),0 < s(z)) = if(eq(s(0) < s(2), TT),TT) [4,2]
Subsequente simplificagao e translagao levam a seguinte regra condicional:
6. 0<z=TT : 0<s(z) =TT

Essa translacao para uma regra condicional é essencial para a terminacao do procedimento
de completacao. Ela elimina futuras sobreposi¢oes no termo 0 < z term, que nao ocorre na condicao.

Regras 5 e 2 produzem o seguinte par critico:
x<y=TT:if(eq(y < z,TT),s(x) < s(z)) =if(eq(s(y) < s(2),TT),TT) [5,2]
Por simplificacao e translagdao para

y<z=TT:if(eq(z <y, TT),z < z) =if(eq(x <y, TT),TT)

a condigao if(eq(x < y,TT),z < z) pode ser reescrita no contexto y < z = TT pela regra 3. Esso
leva a equacao trivial, e consequentemente esse par critico é juntével.

Regras 6 e 1 produzem o seguinte par critico:

0<0=TT:TT =TT [6,1]
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Esse par critico é trivial, e com regras 6 e 3 obtem-se?
0<y=TTAs(y) <z=TT :if(eq(TT,TT),0 < z) =if(eq(0 < s(y), TT),TT) [6,3]

Esse par critico é também juntdvel. Primeiro, reescreve-se 0 < s(y) para 7T no contexto
0 <y=TTAs(y) < z =TT usando a regra 6. Entao, simplificacdo por eq(x,z) — true e

if (true,z) — x produz:
0<y=TTAs(y) <z=TT:0<2z=TT
que pode ser transladada para:
0<y=TT:if(eq(s(y) < z,TT),0 < z) =if(eq(s(y) < 2, TT),TT)

O dltimo é uma instancia da regra 5 e, consequentemente, pode ser simplificada a uma
equacao trivial.
O procedimento de completacdao pard com as seguintes regras:

eq(x,z) — true
if(true,x) —
0< 5(

) — if(eq(a < y, TT),TT)
) — if(eq(s(0) < 2, TT), TT)
T).TT)

if(eq(s(0) <z TT
x<y=TT :if(eq(s(y) < z,TT),s — if(eq(s(y) < 2, T
0<2z=TT: 0<s(z) =TT

)
: x) < ) —x <y
y<z=TT: 2f(eq(x<y, )),
( )

SEINAN el S

Eliminagao das regras “if” (e das regrasa i e ii) leva ao sistema 1, 2 e 6, que é convergente

e equivalente ao sistema equacional original sobre a signatura inicial. %

Exemplo 9.7.2 Este exemplo compara as abordagens transformacional e via instancias de sobreposicgao.
O exemplo é uma formalizacao das relagdo de ordem nos inteiros com zero, sucessor e prececessor

0,s,p, < tomado de [Kap84b] e apresentado por Ganzinger em [Gan91].

1 : 0<0=FF

2 0<s(0) =TT

3 ts(x) <y=x <ply)
4 tp(z) <y =1z <s(y)
5. y<ax=TT :y<s(z)=TT

6. y<x=FF:y<p(x)=FF

7 s(p(z)) =

8 p(s(x)) =z

As equagoes sdo orientdveis como regras decrescentes de esquerda para direita. Obtem-se

dois pares criticos nao decrementdis ao sobrepor as regras 4 e 6 e 3 e 5, respectivamente?

9. y<s(x)=FF:y<xz=FF [4,6]
10. y<p(z)=TT :y<zx=TT [3,5]
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Para a equagao 9, por exemplo, a sobreposicao das regras (1-8) sobre suas condigoes leva

as seguintes equagoes:
11. y<az=FF:y<p(z)=FF
de sobrepor s(p(z)) — x.
12. y<a=TTATT=FF:y<z=FF
de sobrepor y <z =TT : y< s(z) = TT.
13. TT=FF:0<0=FF

de sobrepor 0 < s(0) — T'T.

14. z<p(s(y)=FF:x<p(y)=FF
de sobrepor s(z) <y — = < p(y).

15. x<s(s(y) =FF:x<s(y)=FF

de sobrepor p(z) <y — x < s(y).

Entao devem-se considerar as sobreposicoes de instancias geradas. A equacao 11 é reduzida
(contextualmente) pelaregra 6. A equacao 12 tem uma condicao insatisfazivel. Esso pode ser detectado
considerando-a como uma equacao nao decrescente e observando que nao existem sobreposigoes sobre
TT = FF. Similarmente, a equacao 13 ¢é trivial. Para eliminar a equagao 14 primeiro reduz-se a
condicao para ¢ < y = F'F pela regra 8 e entao a condigao é reduzida contextualmente pela regra 6
para F'F' = FF. Finalmente, a equagao 15 é subsumida pela equacao 9 (equacao da qual a equacao
15 foi obtida).

De forma similar pode ser provada a convergéncia da equagao nao decrescente 10 (exercicio
9.5).

O procedimento converge e finaliza com R como o sistema de equacoes original, orientadas
de esquerda para direita e com E consistente das duas equagoes nao decrescentes 9 e 10. As ltimas,

foram provadas irrelevantes para a teoria equacional.

Utilizando a abordagem transformacional, as equacoes nao decrescentes 9 e 10 sdo trans-

formadas respectivamente nas regras:

9. if(eq(y < s(x), FF),y <z)—if(eq(y < s(x), FF),FF)
100 if(eq(y < p(x),IT),y <z) —if(eq(y < p(z),TT),TT)
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Entao, obtém-se novos pares criticos com, por exemplo, a regra 9, que correspondem
as instancias de sobreposicao 11-15, sempre que sobreposi¢ao é unicamente permitida sobre o termo
eq(y < s(z), FF).

Para a regra 9', por exemplo, obtém-se os seguintes pares criticos por sobreposicao das

regras (1-8):
1. rif(eq(y <z, FF)y <p(z)) = if(eq(y < s(p(z)), FF), F'F)

de sobrepor s(p(xz)) — x. Por simplificagdo com s(p(x)) — =z e translacdo, obtem-se a equacao
y<x=FF : y<p(z)=FF (11!), que pode ser simplificada contextualmente como y < z = FF :

FF = FF com a regra 6 e logo eliminada como uma equacao trivial.
12, y<az=TT :if(eq(TT,FF),y <z)=1if(eq(y < s(z), FF),FF)

de sobrepor y < o =TT : y < s(x) — TT. Esta pode ser simplificada contextualmente como
y < s(x) —y<g=rr TT com a mesma regras e entao transladada, obtendo a equacdo y < = =

TTNTT =FF : y<ax=FF que é insatisfazivel.
13", :if(eq(TT,FF),0<0)=1if(eq(0 < s(0), FF)FF)

de sobrepor 0 < s(0) — TT. A equagao 13’ pode ser simplificada com a mesma regra e entao
transladada para obter a equacdo insatisfazivel TT = FF : 0 < 0 = FF (13!) que pode ser

eliminada.
14 if(eqly < p(s(x)), FF),y < p(x)) =if(eq(s(y) < s(x), FF)FF)

de sobrepor s(z) < y — x < p(y). Dois passos de simplificagdo e uma translacao levam & equagao

Simy < x = FF : y <p(z) = FF (14!) que pode ser orientada, mas coincide com a regra 6.

150 vif(eq(z < s(s(y)), FF),z < s(y)) =if(eq(p(z) < s(y), FF)FF)

de sobrepor p(z) < y — x < s(y). Duas simplificagoes e uma orientagao levam a regra if(eq(y <
s(s(x)), FF),y < s(x)) — if(eq(y < s(s(x)), FF), FF) que é uma instancia da regra 9' e assim pode
ser eliminada.
Similarmente, pelo método translacional, pares criticos com a regra 10’ sao eliminados.
Dessa forma o processo de completacao com esta abordagem finaliza com o sistema de

regras que consiste das regras i,ii, 1-8, 9" e 10/'. O
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Exercicios do Capitulo 9

Exercicio 9.1 Consulte e complete os detalhes da prova do Teorema 9.4.1.

Exercicio 9.2 Complete os detalhes da prova do Teorema de decidibilidade das propriedades basicas

dos sistemas condicionais decrementais 9.4.3.

Exercicio 9.3 Consulte e complete os detalhes da prova do critério dos pares criticos para sistemas

condicionais padrao decrementais 9.4.5.

Exercicio 9.4 Considere o seguinte sistema de reescrita de termos (programa) para ordenar listas

utilizando o bem conhecido método de fusao de listas, merge sort.

[1] split(nil, nil, a.nil) — a.nil

2] split(ly, 12, a.b.l) — split(a.ly,b.la,1)

3] split(ly, la, a.nil) — split(a.ly, 1y, nil)

4] split(ly, la, nil) — merge(split(nil, nil, 1), split(nil, nil, l3))
[5] merge(nil,l1) — Iy

6] merge(ly, nil) — Iy

(7] a<b merge(a.ly, b.ly) — a.merge(ly, b.ls)

8] a>b merge(a.ly, b.ly) — b.merge(a.ly,ls)

[9] mergesort(l) — split(nil, nil, 1)

O sistema gerd os seguintes quatro pares criticos:

(a<bAa>Db) : bmerge(a.ly,ls),a.merge(ly,b.l2))
(a>bANa<b) : amerge(li,b.ls),b.merge(a.li,ls))
split(a.nil, nil, nil), a.nil)

o~ o~~~

a.nil, split(a.nil, nil, nil))
Sendo as condicoes dos pares criticos das regras 7 e 8 insatisfaziveis, estes podem ser

desconsiderados. Por outra parte dos ultimos pares criticos pode-se criar uma regra adicional:
[10] split(a.nil, nil, nil) — a.nil 1,3]
1. A inclusao desta nova regra soluciona os problemas? Obtém-se um sistema de regras convergente?
2. Continue o processo de completacao.
Exercicio 9.5 Complete todos os detalhes do processo de completacao do exemplo 9.7.1.

Exercicio 9.6 Complete o processo de completagao do exemplo 9.7.2
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1. via a abordagem de instancias de sobreposi¢do do exemplo 9.7.2. Verifique, a convergéncia da

equacao nao decrescente 10.

2. Complete o processo utilizando a abordagem transformacional. Verifique que todos os pares

criticos gerados por sobreposi¢ao com a regra 10’ podem ser eliminados.



