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Profs. Mauricio Ayala-Rincén & Flavio L. C. de Moura

Observacgao: Os laboratérios do LINF tém instalado o software necesséario para o desenvolvimento
do projeto (PVS 6.0 com as bibliotecas PVS da NASA).

1 Introducao

Algoritmos de ordenacao sao fundamentais em ciéncia da computacao. Neste projeto considerar-se-
ao algoritmos relacionados com a primeira fase do método de ordencao de Ford-Johnson [FJJ59]
(algoritmo FJ, por brevidade), também conhecido como merge insertion sort. Para prova de
correcao serao aplicadas técnicas dedutivas da légica de predicados, implementadas no assistente
de demonstragao PVS, como descrito em [AdM17].

Uma excelente descrigao do algoritmo FJ encontra-se no terceiro volume de The Art of Com-
puter Programming (pag. 180 da segunda edi¢do) [Knu73], onde o nimero de comparagoes que
o algoritmo precisa é comparado com os limites tedricos minimos. Nao obstante ser o melhor
algorithmo conhecido na literatura (e.g., [CLRS01, Bv(G99]), nao é 6timo; com efeito, em [Man79]
¢ demonstrado que o algoritmo pode ser batido para um nimero infinito de tamanhos de entrada
iniciando por 189 e em [SM81], iniciando por 47. Algoritmos 6timos ainda sao questoes em aberto
para entradas pequenhas como aquelas com 14, 15 e 16 elementos [KK72]. Para entradas com 13
elementos, o limite tedrico ([log, n!]) é de 33 comparagoes, mas estd demonstrado que ordenar 13
chaves requer 34 comparacgoes, que ¢ o mesmo nimero requerido pelo algoritmo de Ford-Johnson e
suas variantes [ARAAdS07]. Para resultados mais recentes em ordenagao 6tima, veja por exemplo
[IT17] ou a entrada da Wikipedia para “comparison sort”.

O objetivo do projeto é apenas relativo a verificagao da correcao da primeira fase da execugao
do algorithmo FJ, que essencialmente consiste na construcao recursiva de uma estrutura de dados
na qual sao determinadas as relagoes de ordem entre pares de elementos da entrada. Assim,
se temos uma entrada com 28 elementos, numa primeira iteragao sao comparados 14 pares de
elementos, gerando uma sequéncia de 14 pares ordenados como abaixo.
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Numa segunda iteracao, sao comparados os pares de elementos maiores nos 14 pares ordenados,
gerando assim uma sequéncia de 7 quatruplas com a estrutura de ordem ilustrada abaixo.
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Numa terceira iteracao sao comparados 3 pares de maximos de seis quatruplas, obtendo
uma sequéncia de 3 6ctuplas como abaixo, e sobrando uma [lista unitaria com uma estrutura
de quatrupla, como abaixo.
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Logo, na quarta iteracao, obtém-se uma sequéncia unitaria com uma tinica estrutura ordenada
com 16 elementos, sobrando uma lista de estruturas com uma octupla e uma quatrupla.
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Em geral, para uma entrada com n elementos, sdo realizadas |logn]| iteragoes, obtendo uma

estrutura com 2187 elementos e uma lista de estruturas sobrantes com possiveis tamanhos
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, 25, ... :
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O objetivo do projeto é demonstrar que uma dada especificagao concreta efetivamente produz
a estrutura desejada para qualquer entrada com n elementos.

2 Descricao do Projeto

Com base nas teorias sorting seq e seq-extras especificadas na linguagem do assistente de
demonstragao PVS (pvs.csl.sri.com, executavel em plataformas Unix/Linux) e disponiveis na
pagina da disciplina e na biblioteca nasalib, respectivamente, os alunos deverao formalizar pro-
priedades de uma especificagbao para a primeira fase da execucao recursiva da ordenacao FJ. O
arquivo com as questoes ¢ denominado ford_johnson, e foi desenvolvido em cooperagao com o
bolsista IC CNPq/UnB Nikson Bernardes.

2.1 Busca em sequéncias de naturais

O objetivo é demonstrar, formalmente, que a especificacao dessa fase do algoritmo FJ gera corre-
tamente a estrutura desejada:

seqf jBottleneck(s : finseqfj): RECURSIVE finseqfj =

IF s‘seqfj‘length > 1 THEN seqfjBottleneck(compare2to2(s))
ELSE s

ENDIF

MEASURE s‘seqfj‘length



Nessa especificagao, a fungao compare2to?2, disponivel na especificacao, desenvolve uma ite-
racao da expansao recursiva nessa fase do algoritmo FJ, o que também deve ser demonstrado
correto. A estrutura de dados utilizada, finseqf j, consiste de uma sequéncia de estruturas e de
uma lista de estruturas como as descritas previamente.

finseqfj: TYPE = [# seqfj: finseq[fjnode[natl]], oddList: list[fjnode[nat]] #]

Essa estrutura de dados, utiliza como base o tipo de dados fjnode, que é o que contém as
estruturas descritas, consistente de um valor maximo val e uma lista ordenada de estruturas
roteadas com valores menores smallerones. Usa-se também um flag que nao é relevante na
primeira fase do algoritmo.

fjnode [T: TYPE]: DATATYPE
BEGIN

consFjnode(val: T, smallerones: list[fjnode], a?: boolean):consFjnode?
END fjnode

Dois predicados expressam a correcao da construcao dessas estruturas de dados. A primeira,
expressa a correcao da construgao de f jnodes:

nstruct?(node:fjnode) (n) : RECURSIVE boolean =
IF n>0 THEN
length(smallerones(node)) = n AND
FORALL(i:below[length(smallerones(node))])
nstruct?(nth(smallerones(node),i)) (n-1-1i)
ELSE
length(smallerones(node)) = 0
ENDIF
MEASURE n

A segunda expressa a corre¢ao das estruturas finseqfj com suas sequéncias e listas, relativas
a uma sequéncia plana s inicial.

nstructER?(s:finseqfj | plain_finseqfj(s))
(s1, (n:nat | 2°n <= length(s‘seqfj))) : bool =
LET 1 = s‘seqfj‘length IN
permutation(s, s1) AND
s1‘seqfj‘length = floor(1/2°n) AND
(FORALL (k:below[sl‘seqfj‘length]):
nstruct?(sl‘seqfj‘seq(k)) (n)) AND
LET 10dd = length_odd(1l,n) 1IN
length(sl‘oddList) = 10dd AND
(FORALL(m:below[n]) : odd?(floor(1/2°m)) IFF
EXISTS(i:below[10dd]) : nstruct?(nth(sl‘oddList,i)) (m)) AND
(FORALL(i:below[length(sl‘oddList)]):

i < length(sl‘oddList) - 1 IMPLIES
length(smallerones(nth(sl‘oddList,i))) >
length(smallerones(nth(sl‘oddList,i+1)))) AND

(length(s1‘oddList)>0 IMPLIES length(smallerones(car(sl‘oddList))) < n)

Objetivo central é mostrar que apds as iteracoes necessarias a estrutura gerada satisfaz o
predicado de correcao estrutural nstructER?.



3 Questoes

Concretamente devem ser formalizados trés propriedades.

A primeira questao, consiste em demonstrar que a funcao compare2to2 gera uma estrutura
finseqfj que preserva exatamente os elementos da estrutura de entrada, o que estd expresso
pelo predicado permutation. Esse predicado, basicamente verifica que cada elemento ocorre
exatamente o mesmo nimero de vezes nas duas estruturas.

comparePeservesElements: CONJECTURE
FORALL(s:finseqfj): permutation(s,compare2to2(s))

A segunda questao, estd relacionada com a aplicagao desse resultado para formalizar o fato de
que ao realizar todas as iteracoes da primeira fase, obtém-se uma estrutura que é permutacao da
estrutura original.

binsertionsort_works : CONJECTURE
FORALL (v):
sorted(binsertionsort(v)) AND permutations(v,binsertionsort(v))

Finalmente, a terceira questao esta relacionada com a correcao estrutural:

strucutural_correctionFP : LEMMA
FORALL (sO:finseqfj | plain_finseqfj(s0) AND sO‘seqfj‘length>0)
(s:finseqfj | s‘seqfj‘length > 0):
LET n = logb(sO‘seqfj‘length,2) IN
nstructER?(s0) (seqf jBottleneck(s0), n)

4 Etapas do desenvolvimento do projeto

Os alunos deverao definir grupos de trabalho limitados a quatro membros até o dia 18 de maio.
O projeto sera dividido em duas etapas como segue:

e Verificacao das Formalizagoes. Os grupos deverao ter prontas as suas formalizagoes na lin-
guagem do assistente de demonstracao PVS e enviar via e-mail para o professor os arquivos
de especificacao e de provas desenvolvidos (ford_johnson.pvs e ford _johnson.prf) até o
dia 11.06.2018. Na semana de 11-15.06.2018, durante os dias de aula, realizar-se-a a ver-
ificagdo do trabalho para a qual os grupos deverao, em acordo com o professor, determinar
um horario (de 30 minutos) no qual todos membros do grupo deverdao comparecer.
Avaliagao (peso 6.0):

— Um dos membros, selecionado por sorteio, explicara os detalhes da formalizacao em
maximo 10 minutos.

— Os quatro membros do grupo poderao complementar a explicacao inicial em maximo
10 minutos.

— A formalizagao sera testada nos seguintes 10 minutos.



e Entrega do Relatério Final.

Avaliagao (peso 4.0): Cada grupo de trabalho devera entregar um Relatério Final inédito,
editado em TEX, limitado a oito paginas (12 pts, A4, espagamento simples) do projeto até
o dia 18.06.2018 com o seguinte conteudo:

— Introducao e contextualizacao do problema.

— Explicagao da solugoes.

— Especificacao do problema e explicagao do método de solucao.

— Descricao da formalizacgao.

— Conclusoes.

— Referéncias.
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