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DEDUGAO NATURAL

1.

(4.0 pontos) Considere a seguinte deducao de —p VvV —q b —(p A q).
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Construa dedugoes da seguinte versao de uma das Leis de De Morgan:
~(=pV ) HpAg

(a) (2.0 pontos) Constua uma prova por deducao natural, indicando o nome das regras uti-
lizadas e as suposigoes descarregadas, de

“(-pV-g)FpAg

Pode-se derivar o absurdo de supor —p, assim como de supor —g. Dessa forma podera
derivar-se tanto p como gq.
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(b) (2.0 pontos) Constua uma prova por deducio natural, indicando o nome das regras uti-
lizadas e as suposigoes descarregadas, de

pAqE—(-pV-q)



Pode-se utilizar a deducao I'1, para obter uma prova de = (—p V =q) — —(p A q) e, logo
aplicar Modus Tollens desta tltima férmula com ——(p A q).
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SEMANTICA

2. (3.0 pontos) Lembre que o operador T utilizado no método de SAT ¢é definido como:

T(p)=p T(=¢) = -T(9)
T(1 A p2) = T(¢1) NT(h2) T(¢1V ¢2) = ~(=T(p1) AT (¢2))
T(p1 — ¢2) = 2(T(p1) A -T(¢2))

Deseja-se demonstrar que este operador é correto; i.e., que para qualquer férmula ¢,

¢ =T(¢)

ou, em outras palavras, que para qualquer designacao de valores de verdade das varidveis que
ocorrem em ¢, o valor de verdade de ¢ e de T'(¢) é o mesmo.

Para isto é necessario completar a demonstracdao por indugio na estrutura dos termos embaixo.

Prova indutiva de que 7' é uma transformacao correta: para toda ¢, ¢ = T(¢).

Base da Indugdo. ¢ = p, uma varidvel proposicional. Por definicdo T'(p) = p. Dessa forma,
p=T(p).
Passo da Indugao.

Caso negagio: ¢ = —¢1. Por hipétese de inducdo, ¢1 = T'(¢1), j4 que ¢; é sub férmula de
¢. Assim, —¢1 = —T(¢1), mas por definicio T(—¢p1) = =T(¢1). Logo, =1 = T'(—¢1).
Caso conjuncao: ¢ = ¢1 A ¢2. Por hipdtese de inducdo, ¢1 = T(¢1) e ¢2 = T(p2), ja
que ¢; e ¢9 sao sub f6rmulas de ¢. Sempre que T(Pp1 A ¢2) = T(p1) A T(¢2), obtem-se
P1 A2 =T (1) ANT(2).

(1.5 pontos) Caso disjuncao: ¢ = ¢1 V ¢a. Provar ¢1 V ¢ = T(d1 V ¢9).

R/ Por hipétese de inducdo, ¢1 = T(¢p1) e ¢2 = T'(¢2), j4 que ¢; e o sdo sub férmulas de
¢. Por defini¢ao

T($1V ¢2) = ~(=T(¢1) N =T (¢2))

Para qualquer designacao de valores de verdade das varidveis em ¢, ¢1 e ¢ tem valor de
verdade T ou F, e esses valores coincidem, respectivamente, com os valores de T(¢1) e
T(¢2), por hipétese de inducdo. Dessa forma, basta comparar uma tabela de valores de
verdade para as férmulas ¢ e T'(¢):
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Assim, ¢ = T(¢).

(b) (1.5 pontos) Caso implicagao: ¢ = ¢1 — @2. Provar ¢ — o = T(d1 — ¢P2).
R/ Por hipétese de inducao, ¢1 = T(¢1) e p2 = T(¢p2), jd que ¢; e ¢a sdo sub férmulas de
¢. Por definicdo

T(¢1 — ¢2) = (T (1) A =T (¢2))

o1 =T(d1) | pa =T(2) | ¢ =1 — @2 | 7T(¢2) | T(p) = ~(T(¢1) A =T(¢2))
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Assim, ¢ = T(9).

Observe que para completar a prova dos iltimos dois itens, pode-se supor a hipdtese de inducao
(i.e., o1 =T(h1) e ¢p2 = T(¢2) ) e trabalhar com tabelas de verdade.

SATISFAZIBILIDADE
3. (3.0 pontos) Utilize a técnica de solucionador SAT para demonstrar que a Lei de De Morgan
(PAg) = ~(=pV )

do exercicio 1 é vélida; i.e., demonstre que a sua negagio, ~((pAq) — —(—pV—q)), é insatisfazivel,
conforme o seguinte roteiro:

(a) (0.5) Apresente todos os passos da aplicacido da transformacio T & negacdo da Lei de De

Morgan acima de forma a obter a férmula equivalente no fragmento negativo-conjuntivo da
légica proposicional embaixo:
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(b) (0.5) Construa um DAG para esta férmula;
R/ Veja figura 1.



p q
Figure 1: DAG para == ((p A ¢) A =—=(=—p A =—q))

(c) (2.0) Utilizando a técnica de solucionadores SAT, demonstre que estd férmula é insatis-
fazivel.
R/ Aplicando o método SAT na figura 1, obtem-se uma contradi¢do na oitava iteracao (veja
figura 2), o que implica a insatisfazibilidade da negagao da férmula.
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Figure 2: Verificacao da (in)satisfazibilidade de =—((p A ¢) A =—==(==p A =—¢q))



