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Sobre respostas: as provas devem ser elaboradas em dedução natural, apresentadas como árvores
de derivação e devem incluir o nome de cada regra utilizada em cada passo da derivação.

Table 1: Regras de Dedução Natural para Lógica Proposicional (clássica)

introduction rules elimination rules

ϕ ψ

ϕ ∧ ψ (∧i)
ϕ ∧ ψ
ϕ (∧e)

ϕ

ϕ ∨ ψ (∨i)
ϕ ∨ ψ

[ϕ]u

...
χ

[ψ]v

...
χ

χ (∨e), u, v

[ϕ]u

...
ψ

ϕ→ ψ
(→i), u

ϕ ϕ→ ψ

ψ
(→e)

[ϕ]u

...
⊥
¬ϕ (¬i), u

ϕ ¬ϕ
⊥ (¬e)

¬¬ϕ
ϕ (¬¬e)



1. (3.0 pontos) Considere o cálculo de dedução natural para a lógica proposicional clássica, como
apresentado na Tabela 1.

Construa deduções para as seguintes regras deriváveis:

(a) (1.5 ponto) Prova por contradição ou

[¬ϕ]u

...
⊥
ϕ (PBC), u

[¬ϕ]u

...
⊥

¬¬ϕ (¬i), u

ϕ (¬¬e)

(b) (1.5 ponto) Lei do meio exclúıdo ou (ϕ ∨ ¬ϕ)
(LEM)

[¬(ϕ ∨ ¬ϕ)]u

[¬(ϕ ∨ ¬ϕ)]u
[ϕ]v

(ϕ ∨ ¬ϕ)
(∨i)

⊥ (¬e)

¬ϕ (¬i), v

(ϕ ∨ ¬ϕ)
(∨i)

⊥ (¬e)

(ϕ ∨ ¬ϕ)
(PBC), u

2. (4.0 pontos) Construa derivações para a Lei de De Morgan (ϕ ∧ ψ) a` ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ).

(a) (2.0 pontos) (ϕ ∧ ψ) ` ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ).

[¬ϕ ∨ ¬ψ]u

ϕ ∧ ψ
ϕ (∧e) [¬ϕ]x

⊥ (¬e)

ϕ ∧ ψ
ψ

(∧e) [¬ψ]y

⊥ (¬e)

⊥ (∨e), x, y

¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)
(¬i), u

(b) (2.0 pontos) (ϕ ∧ ψ) a ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ).

¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)

[¬ϕ]x

(¬ϕ ∨ ¬ψ)
(∨i)

⊥ (¬e)

ϕ (PBC), x

¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)

[¬ψ]y

(¬ϕ ∨ ¬ψ)
(∨i)

⊥ (¬e)

ψ
(PBC), y

(ϕ ∧ ψ)
(∧i)



3. (3.0 pontos) Demonstre de duas maneiras que a Lei de Pierce

((ϕ→ ψ) → ϕ) → ϕ

é válida.

(a) (1.0 ponto) Semanticamente.

ϕ ψ (ϕ→ ψ) ((ϕ→ ψ) → ϕ) ((ϕ→ ψ) → ϕ) → ϕ

T T T T T
T F F T T
F T T F T
F F T F T

(b) (2.0 ponto) Por dedução natural.

[¬φ]u
[((φ→ ψ) → φ)]x

[¬φ]u

¬ψ → ¬φ
(→i) ∅

[¬ψ]v

¬φ
(→e)

[φ]w

⊥
(¬e)

ψ
(PBC) v

φ→ ψ
(→i) w

φ
(→e)

⊥
(¬e)

φ
(PBC) u

((φ→ ψ) → φ) → φ
(→i) x


