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1. (6 pontos) Prove que férmulas proposicionais no fragmento negativo satisfazem o seguinte:

Fyv @ < o

A notacdo “F);”significa que a derivagao utiliza o célculo proposicional minimal, cdculo que
exclui as regras de absurdo (tanto intuicionista quanto classico: Tab. 1 sem regra (PBC)).
Uma férmula estd no fragmento negativo se ndo contém disjungoes (V) e todas as varidveis
proposicionais ocorrem negadas. Férmulas no fragmento negativo tem entao a seguinte sin-
taxe:

¢ = (o) || L] (=) [| (¢A¢) || (6—¢), paraveV

Roteiro da prova: Para o sentido ;s ¢ — ——¢ basta observar que a introducao da dupla
negacao (——;) deriva-se sem utilizar regras para o absurdo. Para o sentido Fy; =—¢ — ¢, que
é 0 que iremos a provar, usa-se inducao na estrutura da férmula ¢. Para a base da indugao:

(a) (1 ponto) Construa derivagoes para Fy; =—(—w) — (—w) e Fpr ==L — L.

O passo indutivo requer a analise de negagao (—), conjuncao (1) Ap) e implicagao (¢ — ¢)
de féormulas ¥ e ¢ no fragmento negativo. Construa derivagoes minimais para:

(b) (1 ponto) Far === — s

(c) (2 pontos) Far = (A ) = (P A @)

(d) (2 pontos) Far ==(1 = @) = (Y = ).



Ajuda Para itens (c) e (d), pode usar regras derivadas dos exercicios:
—=( A ) Far (5 A =) (-0.5 pontos) e == (v — @) Far (5 — —=p) (-0.5 pontos).
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Por hipétese de inducao, existem provas Vi e Vg para by == — ¢ e Fyr == — o,
respectivamente. Obtem-se a prova como segue:
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e Caso (¢ — ¢). by =—(¢ = @) = (¥ — ¢): Primeiro, seja V a derivagao abaixo para
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Por hipétese de indugao, existe derivacao Vi Fpr == — ¢. Obtem-se a prova como
segue:
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2. (4 pontos) O sistema de dedugao natural para o cdlculo proposicional classico é dado na
Tabela 1. O célculo para a légica intuicionista troca a regra (PBC) pela regra de eliminagao
do absurdo sem possibilidade de descarga de suposigoes:

[=e]®

—— (PBQ)u = (L.
_— (°B0) — (L)

Um resultado interessante em teoria da prova estabelece que provabilidade construtiva ou
intuicionista e provabilidade em geral ou classica sao equivalentes no seguinte sentido:

Se ¢ na légica proposicional classica entdao - ——¢ na légica propo-
sicional intuicionista.

(a) (2 pontos) Apresente uma arvore de derivacao de - ¢ V —p.



Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA A LOGICA PROPOSICIONAL CLASSICA
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(b) (2 pontos) Apresente uma arvore de derivagdo no célculo puramente intuicionista de

F (e vV op).
Nota: a prova do item precedente com pequenas mudancas aplica.

Solucao:
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