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1. (3 pontos) Prove por indugao estrutural que férmulas bem formadas da l6gica proposicional
sao balanceadas no sentido de ter igual niimero de paréntesis esquerdos e direitos. Lembre
que neste caso, a prova indutiva, basea-se na definido recursiva da sintaxe das formulas bem
formadas:

pu=V Al LTI (=) [l (2A0) |l (9V o) || (&= ¢)

Solucgao.
(BI) As constantes L e T assim como varidveis v em V, tem zero paréntesis. Assim, todas
as férmulas bésicas sao balanceadas.

(PI) Caso ¢ = (—¢). Por hipdtese de indugao 1 tem igual niimero de “("que de “)”, || =
]y, consequentemente o balanceamento vale para a férmula (=) na qual um paréntesis &
esquerda e um a direita sdo adicionados: [(=¢))[( = [¥| + 1 =;p. [¥]) + 1 = [(=9)]).

Casos ¢ = (¢ 0¢), onde O € {A,V,—}. Por hipétese de indugao, tanto 1) quanto ¢ tem igual
nimero de “("que de “)”, [2| = |[¢]) e [¢| = |¢]) resp., consequentemente o balanceamento
vale para a férmula (¥/0¢) na qual um paréntesis & esquerda e um a direita sdo adicionados:

|(W0)|( = [l + 8l + 1 =in. |¥]) + @]y + 1 = [(x¥0e)]).

2. (7 pontos) O sistema de dedugao natural para o cdlculo proposicional classico é dado na
Tabela 1. O célculo para a légica intuicionista troca a regra (PBC) pela regra de eliminagao
do absurdo sem possibilidade de descarga de suposigoes:
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Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA A LOGICA PROPOSICIONAL CLASSICA

introdugao eliminacao

oY A

ong M) LR
[p]" [4]"

o : :
VD (Vi) AL XX X (Ve) u,v
[p]"

11# o o=
© N 1/) ( l) u w (_>6)
[p]"
A 4
?Lsp (=) w T ()
[—e]®
1
— (PBC) u
¥

O teorema de Glivenko estabelece que dados I' um conjunto finito de férmulas, e ¢ uma
férmula qualquer da légica proposicional. Se ¢ tem uma prova cldssica a partir de I', denotado
I' k. o, entao =~y tem uma prova intuicionista a partir de I', denotado I' I; ¢, ou seja,

I' k¢ ¢ implica I' ; =—¢

Assim, por exemplo —=—(——p — ¢) e 7=(¢ V —p) sa@o provaveis no calculo intuicionista,
sempre que . 7 — @ e k. pV op.



Considerando a derivagao abaixo de -, ¢ V =, nao é possivel adatar essa prova no calculo
intuicionista, mas sim é possivel adatar essa prova no calculo intuicionista para derivar =—(¢V
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(a) (3 pontos) Apresente uma &rvore de derivacao no célculo puramente intuicionista de
Fi 7= V ).

Solugao:
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Considerando as derivagoes a seguir, da demonstracao indutiva do teorema de Glivenko para
as regras (—¢) e (—;) , deseja-se obter derivagbes para os casos das regras (—¢) e ().

(=) : Neste caso, temos que ¢ é da forma @1 — @2 e a prova I . ¢ tem a seguinte estrutura:

' [p]”

\/

®2

(=) x

1 — P2

Por hipétese de inducao, temos que existe uma derivagao I', ¢1 F; =9, € concluimos como
segue:
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(—¢): Neste caso, a prova I' k. ¢ tem a seguinte estrutura:
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Por hipétese de indugao, temos que existem derivagdes I' F; =—(p1 — @) e ' F; =—p1, e
concluimos como segue:
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(b) (2 pontos) Desenvolva o caso da regra (—;); i.e., construa uma derivagao para I' ; =——¢
usando a h.i. da derivacao classica abaixo:
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Note que hipotese de inducao é que existe uma derivagao intuicionista assim:
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Solucao.

Pode ser obtida uma derivacao como abaixo ajustando a derivacao apra o caso da regra
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Notando que a suposi¢ao [—L]* na ultima derivacao é desnecesséria, sempre que ; =L,
a prova pode ser melhorada como abaixo.
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(c) (2 pontos) Desenvolva o caso da regra (—.); i.e., construa uma derivacao para I' F; ==L
usando a h.i. da derivacao classica abaixo:
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Note que a hipdtese de indugao é que existem derivagoes intuicionistas assim:
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Solugao.
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