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1. (6 pontos) O sistema de dedugao natural (DN) é equivalente ao célculo de sequentes (CS).
Para o caso intuicionista, esta equivaléncia é estabelecida mostrando-se que qualquer prova
em deducao natural pode ser simulada em calculo de sequentes e vice-versa, i.e.:

I'tFpyy sse FosT = o

A prova de equivaléncia citada acima aplica inducdo na estrutura das derivagoes. Assim,
o sentido “Fog I' = ¢ implica ' Fpy ¢” prova-se por indugdao em Fog I' = . Por
exemplo, considere o caso em que a tultima regra aplicada na derivacao Fog I' = ¢ foi o
corte (intuicionista):

V, V.,

Ir=v ¢, I'=9¢p
I'=¢p

(Cut)

Para demonstrar que existe uma derivagao correspondente em DN, I' Fpy ¢, ao aplicar a
hipétese de inducdo, tem-se que existem derivacoes Vi e V5, para I' Fpy ¥ e ¢, Fpy @
como a seguir:

r Y, T
V, Vv,
(0 @

Combinando estas duas derivagoes obtém-se uma derivagao para I' Fpy ¢:



r
Vi
v T

V,

¥

Consideremos agora a andlise indutiva para o caso da conjungao (A).

(a)

(1 ponto) Demostre que se existe uma derivagao para I' Fpy 9 A, que termina numa
aplicagao da regra (A;) entao existe uma derivacdo para Fcg I' = 1 A x.
A derivagao em DN para I' Fpy ¥ A x tem a forma:

L T
V., V
Y X
Y AX
Por hipétese de inducgao aplicada as derivagoes V1 e Va, existem derivacoes no CS da
forma:

2
(M)

!/ /
V., V,
Assim, construi-se a derivagao no CS desejada como:
/ /
V, V,
I'= I'=x
I'=vYvAx

(Rn)

(1 ponto) Demostre que se existe uma derivagao para Fcg I' = ¥ A x, que termina
numa aplicacao da regra (Rx) entdo existe uma derivagao para I' Fpy ¥ A x.
A derivacao no CS para bgg I' = ¥ A x tem a forma:

V. V.

I'= I'=x
I'= 4y Ax

(Rn)

Por hipdtese de indugao aplicada as derivagoes V1 e Va, existem derivagoes em DN da
forma:

I ) T
V, vV,
(0 e X

Assim, construi-se a derivacao em DN desejada como:



()

T . T
‘ 7 /
1 ; 2
X (M)
(2 pontos) Demostre que se existe uma derivagao para I' Fpy ¢, que termina numa

aplicagao da regra (A.) entao existe uma derivacao para Fog I' = .
A derivagao em DN para I' Fpy ¢ tem a forma:

r

V

©AO
222 (M)

Por hipétese de indugao aplicada & derivacao V, existe derivacao no CS da forma:
/
= pAd
Assim, construi-se a derivacao no CS desejada como:
V/ o, ' = ¢ (Ax)

= pAd N[ = o
I'=¢

(L)
(Cut)

(2 pontos) Demonstre que se existe uma derivacao para Fcg ¥ A x,I' = ¢, que
termina numa aplicacao da regra (L,) (sobre a férmula principal ¥ A x), entao existe
uma derivagao para Y A x, ' Fpn .

A derivagao no CS para Fcog ¥ A x,[' = ¢ tem a forma:

\Y

¢, I' = ¢
PN T = ¢

(Ln)
Por hipétese de inducao aplicada a derivacao V, existe derivacao em DN da forma:

I 9]

\Y

¥
Assim, construi-se a derivacao em DN desejada como:

[¢ A 9]
r ¢

\Y

¥

(Ae)



Dica: nos quatro itens precedentes, a aplicagao da hipétese de indugao é crucial; por
exemplo, para o item (c), tem-se que a derivagao para I' Fpy ¢ é da forma:

r

X
@T (/\e)

para alguma férmula §. Assim, por hip6tese de inducéo, aplicada & derivagao para ' Fpy @A,
existe uma derivacio V' no CS da forma:

V/

= pAd

Essa ultima derivacao deve ser utilizada para construir a derivacdo desejada para Fcg
I' = «.

. (4 pontos) Um resultado interessante em teoria da prova estabelece que provabilidade constru-
tiva ou intuicionista e provabilidade em geral ou cldssica sao equivalentes no seguinte sentido:
Se ¢ na ldgica proposicional cldssica entdo = == na ldgica proposicional intuicionista.

(a) (2 pontos) Apresente uma arvore de derivacao (use DN ou CS) de F ¢ V —p.
Solucao:
Em DN tem-se a seguinte derivacao:

Vi)
[V =) (pV-p)
N _‘e)
i (mi) v
u (Vi)
[=(e V —p)] @V
L (ﬁe)
oV (PBC) u
No CS tem-se a seguinte derivacao:
p=p L (Ax)
gp— (R-)
: (Rv)
= @V,
= oV Vg )
' ®, P ¥ (RC)
= eV p



(b) (2 pontos) Apresente uma arvore de derivagdo no calculo puramente intuicionista (use
DN ou CS) de - ==(¢ V —¢p).
Nota: a prova do item precedente com pequenas mudancas aplica.

Solugao:
Em DN tem-se a seguinte derivagao:

0] /‘
eVl (pvoe) )
J_ e
o (7)) v
v )" PV o
= (e )
—=(p V ) '
No CS tem-se a seguinte derivacao:
v =¢ (Ax)
—  (Ry)
=9V Lio=1 (Ly)
(L)
(e Vp),p= L1 (R)
—(ip V —p) = (1;)
(V)= e Ve ! Lia(pVv-p)= L (L) (i)
=(p V=), ~(p V) = L (;C)
—(pV — 1
(pV-p) = (R)

= (e V p)



K oA AP
Ni Ne
2 ) 2V (e BT )
[ep]* [
) _ P _ oV x X
e V) ovg M) X (Ve) w0
[p]*
0 v o2
i) u - e
e 0 )
el
v
=5 (i u T e
[l
i 1
a (J_e) 5 (PBC)U
Axiomas:
o= ¢, A (Ax) 1L, I'=A (L)
Regras estruturais:
I'=A s A
p,I'= A (LW) I'=sA,e (RW)
w0, = A F'= A
e, ' = A (LO) '=Ae (RC)
Regras logicas:
Pief1,2), 1 = A I'= A I'=s A,
T T (L) ‘ v (Rn)
P1 Ap2, I'= A I'sApAy
JT=A ¢y, I'=s A F'= Apicqi2
® Y (Ly) {12} (Ry)
oV, T = A T = 2,01 Vo
= A, = A ,['= A,
2 (L) HIZBY R
=, I'=A F'=sAe—9

'=A¢ o I'=>A
'=A

(Cut)




