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Usar-se-a s, Fr e ¢ para denotar derivacdes utilizando o célculo de dedugao natural minimal,
intuicionista e cldssico, respectivamente.

1. Uma férmula proposicional ¢ pertence ao fragmento negativo se nao contém disjuncoes e todas
as suas variaveis proposicionais ocorrem precedidas de negagao, segundo a sintaxe abaixo.

¢u= () [ LI (=) | (¢A9) || (¢—=¢), forveV

Deseja-se provar por inducao na estrutura das formulas, que para qualquer féormula do frag-
mento negativo, ¢, existe uma derivacao minimal para:

VRO i
Le., provar que Fy; ¢ — == e by == — ¢.

O sentido s ¢ — ——¢ é facil. Para o sentido 3 =—¢ — ¢ é que se aplica indugao em ¢.

(Base da Indugao) procede como a seguir, para férmulas da forma —w e L:
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(Passo Indutivo) considera férmulas da forma ¢ do fragmento negativo, das formas: —,
YA, e — @ O caso ¢ = 1) demonstra-se da mesma forma que o caso —wv. A questao
consiste em demonstrar os casos p =19 Ape p =Y — .

(a) (3 pontos) Caso ¢ = ¥ A . Deve-se demonstrar que Fp; == (¢ A @) — (¥ A p).
Para isso suponha a existéncia de uma derivacdo Vo para == (¢ A ) Far == A ==
Neste caso, por hipdtese de inducao existem derivagoes Vi e Vo para by = — @
e by 7@ — @, respectivamente. Usando Vg, V1 e V3 construa a derivagao
minimal para Fyr 7—(Y A ) = (P A ).

(b) (3 pontos) Caso ¢ = ¥ — ¢. Deve-se demonstrar que Fpr =—(1p — @) = (Y — ¢).
Para isso suponha a existéncia de uma derivagdo Vo para =—(¢p — @) Fy (59 —
——¢). Neste caso, como no anterior, existem derivagoes Vi e Vg para by =—p — ¢ e
Far =@ — @, respectivamente. Usando Vi e (apenas) V3 construa a derivagao
minimal para Fpr 7—=(¢¥ — @) = (Y — ).

(a) Caso ¢ = (Y A ).
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(b) Caso ¢ = (¥ — ¢).
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2. (2 pontos) Demonstre que a Lei de Peirce (((¢ — 1) — ¢) — @), é um teorema estritamente
classico; para isso apresente uma derivacao de ——p — ¢ que supoe a Lei de Peirce e usa
unicamente regras intuicionistas.

Ajuda: suponha a seguinte instancia da Lei de Peirce: ((¢ — L) — ¢) — . Note também
que de =p = ¢ — L e = = (p = L) — L pode ser derivada intuicionistamente a
premissa ((¢p — L) — ¢) dessa instancia da Lei de Peirce, descarregando apenas ¢ — L; i.e.,
-k (p— 1) — .
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3. Sejam I' e ¢ um conjunto e uma férmula da légica proposicional, respectivamente. Deseja-se
demonstrar o teorema de Glivenko: I'" k¢ ¢ implica I' F; =—p. A demonstragao usa indugao
na derivagao de I' ¢ ¢. Os casos considerados no passo indutivo da demonstragao analizam
a regra do célculo utilizada no ultimo passo da derivagao. Assim, por exemplo, se o ultimo
passo é uma aplicacao da regra (—.):
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Entao, por hipétese de indugao, tem-se I' 1 =—p1 e I' b1 == (91 — ), e se pode concluir
como segue:
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(a) (2 pontos) Prove o caso da andlise indutiva em que a derivacdo I' ¢ ¢ finaliza numa
aplicacao da regra (PBC) :



Ajuda: note que por hipdtese de indugao tem-se uma derivagdo intuicionista V para
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Tabela 1: Calculo de dedugao natural para a légica proposicional
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