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Deduc�~ao natural

1. (6.0 pontos) Considere as seguintes duas deriva�c~oes no c�alculo de dedu�c~ao natural para a l�ogica
de predicados:

•

�1 =



[¬ϕ[x/y]]v

∃x¬ϕ (∃i)
[¬∃x¬ϕ]u

⊥ (¬e)

ϕ[x/y]
(PBC), v

∀xϕ (∀i)
[¬∀xϕ]w

⊥ (¬e)

∃x¬ϕ (PBC), u

¬∀xϕ→ ∃x¬ϕ (→ i), w

•

�2 =



[∀xϕ]v

ϕ[x/y]
(∀e)

[¬ϕ[x/y]]w

⊥ (¬e)
[∃x¬ϕ]u

⊥ (∃e), w

¬∀xϕ (¬i), v

∃x¬ϕ→ ¬∀xϕ (→ i), u

Utilize as deriva�c~oes precedentes, conjuntamente com a deriva�c~ao natural da propriedade de
contra-rec��proco na l�ogica proposicional, apresentada embaixo

[A→ B]u [A]v

B
(→ e)

[¬B]w

⊥ (¬e)

¬A (¬i), v
¬B → ¬A (→ i), w

(A→ B)→ (¬B → ¬A) (→ i), u

para apresentar deriva�c~oes de:

(a) (3.0 pontos) ∀xϕ a` ¬∃x¬ϕ
(b) (3.0 pontos) ∃xϕ a` ¬∀x¬ϕ



R/

(a) ` ∀xϕ→ ¬∃x¬ϕ:

�2

∃x¬ϕ→ ¬∀xϕ

[∃x¬ϕ→ ¬∀xϕ]u [∃x¬ϕ]v

¬∀xϕ (→ e)
[∀xϕ]w

⊥ (¬e)

¬∃x¬ϕ (¬i), v

∀xϕ→ ¬∃x¬ϕ (→ i), w

(∃x¬ϕ→ ¬∀xϕ)→ (∀xϕ→ ¬∃x¬ϕ) (→ i), u

∀xϕ→ ¬∃x¬ϕ (→ e)

` ¬∃x¬ϕ→ ∀xϕ:

�1

¬∀xϕ→ ∃x¬ϕ

[¬∀xϕ→ ∃x¬ϕ]u [¬∀xϕ]v

∃x¬ϕ (→ e)
[¬∃x¬ϕ]w

⊥ (¬e)

∀xϕ PBC, v

¬∃x¬ϕ→ ∀xϕ (→ i), w

(¬∀xϕ→ ∃x¬ϕ)→ (¬∃x¬ϕ→ ∀xϕ) (→ i), u

¬∃x¬ϕ→ ∀xϕ (→ e)

(b) ∃xϕ a ¬∀x¬ϕ:

[ϕ[x/y]]v

∃xϕ (∃i)
[¬∃xϕ]u

⊥ (¬e)

¬ϕ[x/y] (¬i), v

∀x¬ϕ (∀i)
[¬∀x¬ϕ]w

⊥ (¬e)

∃xϕ (PBC), u

¬∀x¬ϕ→ ∃xϕ (→ i), w

∃xϕ ` ¬∀x¬ϕ:

[∀x¬ϕ]v

¬ϕ[x/y] (∀e)
[ϕ[x/y]]w

⊥ (¬e)
[∃xϕ]u

⊥ (∃e), w

¬∀x¬ϕ (¬i), v

∃xϕ→ ¬∀x¬ϕ (→ i), u

2. (4.0 pontos) Considere as seguintes deriva�c~oes no c�alculo de dedu�c~ao natural para a l�ogica de
predicados, onde φ e ψ s~ao f�ormulas:

•

�1 =


[φ[x/x0]]

w

φ[x/x0] ∨ ψ[x/x0] ≡ (φ ∨ ψ)[x/x0]
(∨ i)

∃x(φ ∨ ψ) (∃ i)
[∃xφ]v

∃x(φ ∨ ψ) ( ? , ? )



•

�2 =


[ψ[x/x0]]

w′

φ[x/x0] ∨ ψ[x/x0] ≡ (φ ∨ ψ)[x/x0]
(∨ i)

∃x(φ ∨ ψ) (∃ i)
[∃xψ]v′

∃x(φ ∨ ψ) ( ? , ? )

(a) (1.0 ponto) Qual a regra e f�ormula descarregadas no �ultimo passo das deriva�c~oes prece-
dentes: ( ? , ? )?

(b) (3.0 pontos) Utilize as deriva�c~oes �1 e �2 para provar que ∃xφ ∨ ∃xψ ` ∃x(φ ∨ ψ).

R/

(a) (∃e, w) e (∃e, w′), respectivamente.

(b)

[∃xφ ∨ ∃xψ]u

[∃xφ]v
�1

∃x(φ ∨ ψ)

[∃xψ]v′

�2
∃x(φ ∨ ψ)

∃x(φ ∨ ψ) (∨e, v, v′)

Semântica e indecidibilidade

3. (2.0 pontos) Uma instância do problema de correspondência de Post consiste de duas sequências
de igual comprimento de palavras sobre o alfabeto � = {0, 1}:

s1, s2, . . . sk

t1, t2, . . . tk

O problema �e determinar se existe uma sequência �nita de ��ndices i1, i2, . . . , in, 1 ≤ ij ≤ k, tais
que

si1si2 · · · sin ≡ ti1ti2 · · · tin

Explique a utiliza�c~ao do problema de correspondência de Post para demonstrar que a l�ogica de
predicados �e indecid��vel. Siga estritamente o seguinte roteiro:

(a) (1.0 ponto) Descreva em dez linhas como instâncias do problema de correspondência de
Post podem ser reduzidas a problemas de decidibilidade de f�ormulas l�ogicas.

(b) (1.0 Ponto) Indique como a existência de essas redu�c~oes de instâncias do problema de
correspondência de Post em instâncias do problema de decidibilidade de f�ormulas l�ogicas
permitem concluir a indecidibilidade da l�ogica de predicados.

R/

1. Instâncias do PCP s~ao transformadas em f�ormulas da forma:

�1 :=
∧k

i=1 P (fsi(e), fti(e))

�2 := ∀v∀w(P (v, w)→
∧k

i=1 P (fsi(v), fti(w))
�3 := ∃zP (z, z)

e representa a palavra vazia sobre �; f0 e f1 s~ao fun�c~oes un�arias que representam os s��mbolos 0
e 1, respectivamente; fs abrevia a composi�c~ao destas fun�c~oes segundo os s��mbolos da palavra s.

Assim, �1 expressa que �e poss��vel construir sequências unit�arias si ti; �2, que se u e v s~ao
sequências constru��veis, ent~ao pode ser concatenadas com si ti; e �3 somente ser�a verdadeira se
existem sequências que gerem uma mesma palavra z.



2. Sempre que para uma instância do PCP a f�ormula �3 �e verdadeira se e somente se existe
solu�c~ao da instância do problema, se fosse poss��vel decidir a validade na l�ogica de predicados,
seria poss��vel decidir se �3 �e verdadeira, o que contradiz o fato de que PCP �e um problema
indecid��vel. Logo a l�ogica de predicados n~ao pode ser decid��vel.

Veja tamb�em o livro-texto (Se�c~ao 2.5, M. Huth & M. Ryan, Logic in Computer Science, CUP, 2004).


