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DEDUCAO NATURAL

1. (4.0 pontos) Na légica proposicional, definimos as Leis de De Morgan como sendo:

i 2oV ) = (=) A1) it. =(@AY) = (=9) V()
Na légica de predicados essas duas leis sao validas existencial e universalmente.

Prove o caso existencial utilizando drvores de deducao natural e indicando em cada passo da
derivacao a regra utilizada:

(a) (2.0 pontos) Iz (=(¢ V ) F 3z ((=¢) A (=)
(b) (2.0 pontos) 3z ((=¢) A (=¢)) F 3z (=(é V ¥))
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(b) Jz (=g A=) -3z (=(o V1))
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2. (4.0 pontos) A 16gica de primeira ordem diferencia-se da 1dgica proposicional principalmente devido
a presenca dos predicados (e nao mais proposicoes) e dos quantificadores. Tais elementos dao um
poder de expressao maior a esse tipo de linguagem légica. Isso acaba gerando, como em toda
linguagem expressiva, diversas maneiras equivalentes de se expressar um determinado fato.

Exemplo: “Ndo existe um objeto que nao sofra acdo da forca gravitacional.”

e A afirmacao acima é equivalente a dizer: Todos os objetos sofrem acao da forca gravitacional.

e Seja um predicado ¢ interpretado como: “x sofre agao da forca gravitacional” podemos
expressar a expressao equivalente como —dx —¢ = Vz ¢.

Prove os seguintes sequentes utilizando arvores de deducao natural e indicando em cada derivacao
o nome da regra utilizada:

(a) (2.0 pontos) Yz ¢ F =3z —¢
(b) (2.0 pontos) =3z ¢ - Va ¢

R/
(a) Ve o F —Jz—¢ (b) =3z —¢ - Va o
vz ¢ [ =[x/l |*
R L B AT
[Tz~ 1 1
T . dre,v o7/ 7] PBCu
m ke Yz é T1
SEMANTICA

3. (2.0 pontos) A légica de predicados é mais expressiva que a légica proposicional, mas também tem
suas limitacoes. Neste sentido, os teoremas de Lowenheim-Skolem e de compacidade jogam um
role importante e caraterizam a semantica das linguagens de primeira ordem. Em particular nao
¢ possivel expressar a nocao de finito e contavel infinito na linguagem desta légica.

Demonstre, utilizando o teorema de compacidade que nao é possivel expressar em logica de predi-
cados a nocao de alcanzabilidade em grafos: nao existe uma férmula da légica de predicados ¢ com
u e v como suas unicas varidveis livres e R como seu unico simbolo de predicado (bindrio) tal que



¢ seja verdadeiro em grafos dirigidos se, e somente se existe um caminho entre os nés asssociados
com as variaveis u e v.

Ajuda: Para uma demonstracao por contradicao, suponha existe uma férmula ¢ que expresse
alcanzabilidade. Sejam c e d simbolos de constante e considere as formulas ¢,,,n € N, definidas
por:

b 1= c=d, se n = 0;
" 3z Fr 1 (R(e,x) A A R(zy-1,d))  caso contrario
Observe entao, que o conjunto de férmulas ® := {¢} U {—¢, | n € N} contradiz o teorema de
compacidade.
R/ Todo subconjunto finito &5 C & é satisfazivel:

Seja k o maximo indice tal que —¢y estd em ®y. Se ¢ nao estd em &, um grafo sem caminhos entre
0s nos associados com ¢ e d é modelo de . Caso ¢ esta em P, basta considerar como modelo de
®y um grafo que contenha um caminho de comprimento maior que k entre os noés associados com
c e d, mas nao caminhos de comprimento menor que k.

Dessa forma, demonstra-se que todo subconjunto finto de ® é satisfazivel.

Pelo teorema de compacidade ® deve ser satisfazivel, mas isso é contraditorio, conforme ¢ é
claramente insatisfazivel. Dessa forma a existéncia da férmula ¢ é impossivel.



