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1. (4 pontos) A légica de primeira ordem diferencia-se da légica proposicional principalmente devido
a presenga dos predicados (e ndo mais proposigdes) e dos quantificadores. Tais elementos dao um
poder de expressividade maior a esse tipo de linguagem. Isso acaba gerando, como em toda linguagem
expressiva, diversas maneiras equivalentes de se representar um determinado fato. Por exemplo, a
sentenca

Nem todo programa de computador € correto.
é equivalente a
Exziste um programa de computador que ndao é correto.

Seja p um predicado undrio interpretado como: “x é um programa de computador correto”, podemos
representar as duas expressoes equivalentes como —Va(p(z)) = Jz(—p(z)). Construa uma prova em
dedugao natural para os sequentes

(a) (2 pontos) Jx(~p(x)) F ~Va(p(x))
(b) (2 pontos) ~Va(p(x)) - F(-p(x))

indicando a regra utilizada em cada passo da derivagao.
Solugao:
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2. (4.0 pontos) Em uma aula de légica, o professor pediu aos alunos que representassem a sentenga
Todo pdssaro voa.

como uma férmula da léogica de predicados utilizando os predicados unérios p e v com a seguinte
semantica:

p(x) : x é passaro
v(z) : x voa.

Surgiram duas respostas Va(p(z) — v(x)) e Vz(p(z) A v(z)). Estas respostas sdo equivalentes? Em
outras palavras, a equivaléncia Va(p(z) — v(z)) = Vaz(p(x) Av(z)) é valida? Sabendo que a 16gica de
predicados é correta e completa, isto é,

I' - ¢ se, e somente se, I' = ¢ para qualquer férmula ¢ e conjunto de férmulas I,

responda esta pergunta analisando os sequentes a seguir da seguinte forma: se o sequente for valido
construa uma prova em dedugao natural, caso contrario construa uma estrutura que nao seja modelo
do sequente, isto é, uma estrutura que satisfaga as hipdteses, mas nao satisfaca o consequente.

(a) (2 pontos) Va(p(z) Av(x)) F Ve (p(x) — v(x)) e
(b) (2 pontos) Vz(p(z) — v(z)) F Vz(p(z) A v(z))

Solugao:
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(b) Viérias estruturas sao possiveis. Considere por exemplo, a estrutura M com dominio D = {a, b}
e pP = {a} e vP = D. Neste caso, temos que M |= Va(p(x) — v(x)), mas M & Va(p(z) A v(z))
uma vez que a conjungao p(x) Av(x) é falsa se interpretamos x como b. Portanto o sequente nao
é vélido, e as férmulas Vz(p(z) A v(z)) e Va(p(xz) — v(x)) nao sdo equivalentes.



3. (2 pontos) A 16gica de predicados é mais expressiva que a légica proposicional, mas também tem suas
limitagoes. Neste sentido, os teoremas de Lowenheim-Skolem e de compacidade tém um papel im-
portante e caraterizam a semantica das linguagens de primeira ordem. Em particular, nao é possivel
expressar a nocao de finito e contavel infinito na linguagem desta légica. Enuncie e demonstre o teo-
rema de Lowenheim-Skolem.

Ajuda: O teorema estabelece que para qualquer sentenca da logica de predicados que tenha modelos
de cardinalidade pelo menos n, para qualquer n € N, existem modelos infinitos. Considere o conjunto
de férmulas

I':={¢}U{¢n [n €N}

onde ¢, :=dzy...dz, /\ —(2; = x;) e utilize o teorema da compacidade.
1<i<j<n
Solugao: A férmula ¢, := Jxq...3z, /\ —(x; = x;) especifica a existéncia de pelo menos n
1<i<j<n
elementos. Observe primeiro que qualquer subconjunto finito I'y C T' é satisfativel: Seja k maior que
o indice de qualquer ¢,, em I'y. Sao dois casos a considerar.

e ¢ ¢ Ty, selecione qualquer modelo de cardinalidade k. Este satisfara I'y.

e ) € Iy, selecione um modelo de ¥ de cardinalidade maior ou igual que k. Este satisfara I'y.
Dessa forma, conclui-se que qualquer subconjunto finito de I" é satisfativel, o que implica, pelo teorema
de compacidade, que o é. Mas um modelo de I' deve ter cardinalidade infinita, uma vez que todas as

férmulas ¢,, para n € N, valem nesse modelo. Dessa forma (como ¥ também estd em T'), esse modelo
infinito é também modelo da férmula .



