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1. (6 pontos) Completar-se-ao derivagoes utilizando o calculo de Gentzen e o calculo de
dedugao natural para demonstrar que —Vz¢ e Jdr—¢ sao equivalentes; i.e.,

Fo Vg < dz—¢ e
—Vr¢ -y Jz 0.

(a) (2 pontos) Embaixo é apresentada uma derivagao a la Gentzen do sequente V¢ =
E|.Z'—|¢:

(Az)

ol fro = Lole/zo

> ofefa] = L, dfe/z]
= Ja(¢ = L), ¢z/) (Ry)
= Jz(¢p — L), Vao 1= 3z(p— 1)
Veg — L = Jz(p — 1)

(L1)

)

Construa uma derivacao utilizando o calculo de deducao natural para —Vr¢
dx—o.
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(b) (2 pontos) Embaixo é apresentada uma derivagao utilizando o célculo de dedugao
natural para dxr —¢ + =V ¢:

ocfz] ) o/l
1
= 0 V0
V.0

Construa uma derivacao a la Gentzen para o sequente dx—¢ = V.

R/

¢lx/xo] = dlx/xo] (Ax) L, ¢lz/xo] = (L1)
(L-)
=[x /x0], Pl /30] =
(Rv)
—¢lz /0], Vo = (R2)
-6, Yoo = i
Jx—¢, Vep = L (RW)
7 (R-)

(=) = ~Va(9)

(¢) (2 pontos) Das provas precedentes, pode-se inferir que uma das férmulas:
—Vr¢ — Jx—¢ ou
dr—¢ — —Vxo
¢ um teorema intuicionista.

e Indique qual das formulas é intuicionista. Justifique sua resposta.

R/ a férmula 3x —¢ — —Vx ¢, sempre que na derivagao de Jz—¢ + —Vz ¢ sado
somente utilizadas regras do cédlculo intuicionista.



2. (4 pontos)

(a) (3 pontos) Apresente uma prova de que Modus Tollens é um teorema da légica
intuicionista. Basta apresentar uma derivacao intuicionista de MT seja no célculo
de deducao natural ou a la Gentzen; i.e., uma derivacao intuicionista no célculo
de Gentzen para o sequente ¢ — 1, =) = = ou uma derivacao intuicionista no
calculo de deducao natural para ¢ — ¥, =) F —p.

R/

Em deducao natural:

() [9]" (¢ — )

‘ () (=) (=)

= )

(—o) z

A la Gentzen:
(Az) o= ¢ w:»wa)(L )

<p—>¢ﬁ¢,<p:1 (RW)
o=, 0= (7))

© =, =

(b) (1 ponto) E a seguinte versio de Modus Tollens intuicionista? Justifique sua

resposta.
=,
(&
R/ Denote a nova regra como (MT”). Ela pode ser facilmente derivada utilizando
(PBC):
[Y]" W=
P o)
N (7e)
(PBC) u
(G



Mas ainda que a regra possa ser derivada utilizando (PBC) isso nao implica que
nao seja intuicionista, conforme nao elimina a possibilidade de existéncia de uma
prova intuicionista.

A seguinte derivagao permite inferir o sequente == = ¢, que é estritamente
classico. Assim (MT’) é uma regra nao intuicionista.

Em deducao natural, temos a seguinte derivagao:
[—e]

—|90 — —|S0 ! —|—|g0
¥

Ala Gentzen, temos a seguinte derivacao:

(Az) —p = —p

- 5
= P = T —p =, " = @ (MT?)

(Cur)
- = )



Tabela 1: REGRAS DO CALCULO DE GENTZEN PARA A LOGICA DE PREDICADOS

left rules

right rules

Axioms:

LLo= ¢ A (Ax)

J_,F:>A (LJ_)

Structural rules:

I'=A .
oT=A (LW eakening)

0,0, I'= A

STSA (LContraction)

I'= A .
TSAg (RW eakening)

I'= Ao,

TS Ao (RContraction)

Logical rules:

Yiefr2y, I = A
©1 A\ ©va, I'=A

(Ln)

o, I'=A ¢, I'=A (L)
oV, I'= A v

F'=A¢ v, I'=A
o=, = A

(L)

olz/t],T = A
Voo, I = A (Lv)

elr/y, T = A

3190 = A (Lﬂ)a Yy Q/ FV(F,A)

'=A¢ I'=AY

= AN (£1)
I'= A, picq1,2)
L= A @1V (7v)
(707]‘—‘ é A’w ( )
F=Ap—¢
I'= A plz/y]
T = A,vx(,O (Rv), ) g FV(F, A)

L= A plz/t]
I = A 3,0 (F3)




Tabela 2: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA A LOGICA DE PREDICADOS

introduction rules

elimination rules

LN
w NP ()

A
o (M)
(] []°
VY Xx X (Vo) v
o =Y
” (=)
@ jso ()
Vi
plo/t]
[z /xo]|*
Jep . X (3.) u
[—]*
< (PBC) u




