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Sobre respostas: as provas devem ser elaboradas em deducao natural ou a la Gentzen, apresen-
tadas como drvores de derivacdo e devem incluir o nome de cada regra utilizada em cada passo da
derivacdo.

1. (4 pontos) O sistema de dedugao natural é equivalente ao cdlculo de sequentes. Para o caso
intuicionista, esta equivaléncia € estabelecida mostrando-se que qualquer prova em deducdo
natural pode ser simulada em cdlculo de sequentes e vice-versa, i.€.,

I'xn ¢ se, e somente se Fg T = ¢

A prova de equivaléncia citada acima € feita por induc¢do na estrutura da derivacdo. Abaixo
vemos algumas provas criticas do passo indutivo.

(a) (2 pontos) No sentido I' - ¢ se Fg I' = ¢, demonstre que uma derivag¢ao que termina
na aplicagdao da regra de corte (intuicionista) pode ser indutivamente transformada numa
derivagcdo no sistema de deducao natural:

Vi1 V2
F'=sq¢y Y, I'=9p
I'=op

(Cut)

By induction hypothesis there are natural derivations 7, and 74 forT' by ¢ and ¢, T Fn
@. To obtain the desired natural derivation, all assumptions [|* in <75 are replaced by
derivations of ¥ using /4 :



(b) (2 pontos) No sentido I =n ¢ implica Fq T = ¢, demonstre que uma derivagao natural
para T' Fn ¢ que finaliza numa aplicagdo de (3¢) como abairo pode ser indutivamente
transformada numa derivagdo a la Gentzen.

o [l /Y]]
1 v V2
[F2¢)] ¥ (3.) u

By induction hypothesis, there are derivations a la Gentzen <7 and </ for the sequents
I'= 3,4 and Ylx/y],T = ¢, respectively. The derivation is built as below. Notice that
y € £v(()', ¢) which allows application of (R3).

Vh

vl Ylz/yl,I' = ¢

= 3,0 34,0 =0
=

(R3)
(Cut)

2. (4 pontos) Para demonstrar a equivaléncia entre dedu¢ao natural e a la Gentzen no caso
classico, um passo chave € a demonstracao de c-equivaléncia:

(a) (2 pontos) Demonstre g ¢, I’ = A se e somente se g T' = A, —p;
(b) (2 pontos) Demonstre =g —p, I' = A se e somente se Fg T' = A, .

We consider the derivations below.

(a) Necessity:

o, = A )

o, I'=A L :
= A —p -

Sufficiency:
= A, —p (Az) o, T = A p Lo, T'=A (L))
(W) —————— (L)
o, I'= A, —p —p, 0, = A
(Cur)

o, I'=A

Observe that in both cases, when A is the empty sequence we have an intuitionistic proof.



(b) Necessity:

(R.) (Axlz 4,0,2: Ao, p, L -, I'= A (RW)
(L) = A, p, 0, L, T=A¢,¢ (L)) -0, = Ajp, L .
(R.) =, ' = Ao, I'= A g, o, [ = A p (Ax)
F'= Ao, — @ ==, = A p
'=Ap

Observe that this case is strictly calssic because the left premisse of (Cut) is essentially
a proof of the sequent = ——p — ¢ (Also, see Exercise 77).
Sufficiency:

'=Ap 1, I'=A
-, = A

L)

Observe that in this case, when A is the empty sequence we have an intuitionistic proof.

3. (2 pontos) Marque com “x” na sequinte tabela a rela¢ao entre comandos de demonstragdo do
assistente PVS, utilizado no projeto da disciplina, e as regras dedutivas do cdlculo de Gentzen

para a logica cldssica.
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Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA LOGICA PROPOSICIONAL (CLASSICA)

introduction rules

elimination rules

N

olafro}
Ve
where xg cannot occur free
in any open assumption.

(2

p{z/t}
Jep

(3)

A
5 (Ae)

oV X X

ooy 7

[o{w/zo}]"

Jup X
- X (Ele) U

where xp cannot occur free in any open
assumption on the right and in y.




Tabela 2: REGRAS DE DEDUGAO A LA GENTZEN PARA A LOGICA DE PREDICADOS

left rules right rules
Axioms:
o=@, A (Ax) L, T=A (L))
Structural rules:
= A : r=A ,
ST A (LW eakening) TS Ao (RW eakening)
P, I = A : I'=Ape ,
ST S A (LC ontraction) TS A, (RC ontraction)

Logical rules:

Yie{1,2}, I = A (L)
o1 A2, T = A V7

p,I'=A v, I'= A

oV, T = A (Lv)
F'=A¢ ¢, I'=A I
o=, I =A (L-)
elz/t],T = A

Voo, I = A (Lv)

plz/y],I' = A

Elgg(,@ = A (Lfl)a yng(F7A)

T'= A, ofz/y]

F'=Ap I'=s AW
= ANy

(Rn)

I'= A vieq12)
F'=A,01Vp

(Rv)

w,F:A,w( )
F'=Ap—y

T = A7v$@ (RV)) Yy QfV(FvA)

I'= A, plz/t]

I'= A, 3¢ (F3)

Tabela 3: REGRA DE CORTE

'=Ap p,I'=A
I'=A

(Cut)




