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Sobre respostas: as provas devem ser elaboradas em deducao natural ou a la Gentzen, apresen-

tadas como drvores de derivacdo e devem incluir o nome de cada regra utilizada em cada passo da
derivacdo.

1. (8 pontos) Demonstre respectivamente por dedugdo natural e a la Gentzen, supondo que ndo
existem ocorréncias das varidveis x e y em ¢ e 1, respectivamente (v € ey & @), que

(a) (1.5 pontos) (3xd) — (Vyy) bn VaVy(d — ¥);
(b) (1.5 pontos) Fg (Fzd) — (Yyv) = VaVy(o — ).

Solugao:

(a) (3xg) — (Yyy) Fn YaVy(p — ¢):

(@l /xo]]" &)
3z (3zg) — (Vyy)
Vo0 (—e)
’ (ve)
Yly/yo] i)
Plz/xo] — Y[y /yo] .
(Vi)
Vy(olz/xo] — ) ‘
(Vi)
VaVy(¢ — )

(b) Fa (3xg) = (Vyy) = VaVy(o — ¢):



(Az) ¢lzo] = ¥[yol, ¢lzo] Ylyol, ¢lxo] = Plyo] (Az)
Plzo] = Y[yol, Jx ¢ Yy, dlzo] = Vyol
(Fz) = (Yyv), dlwo] = ¥[yo]

(3zd) = (Yyy) = (d[z0] — ¥[yo])
(Fz) = (Vyy) = Vy(olxo] — ¥)
(Fzd) — (Yyy) = Vavy(¢ — ¢)

(Lv)

(R3)

2. (4 pontos) Demonstre que se I' U {3zp — @[x/yo]} € inconsistente, onde yo € uma varidvel
que nao ocorre livre em I' U {p}, entdo I' € inconsistente também.

Lembre que um conjunto de formulas ¥ € inconsistente se existe uma formula ¥ tal que W = 1)
e U F =, ou equivalentemente se toda formula € derivdvel de V.

Nesta questao a hipdtese é que qualquer formula v pode ser derivada de T'U{3,.p — w[z/y0]}:

r [Fatp — @z /yo]]*

(G
Siga o sequinte roteiro, no qual a ultima regra aplicada € a regra (Ve) para (LEM) 350V —3,0:

(a) (1 ponto) Use a hipdtese de inconsisténcia de I' U {3y — @[z/yo]} para derivar uma
formula arbitrdria ¢ de T’ e [3zo]*: T',3z0 1.
Ajuda: neste caso, a suposicio [0 — o[z /yo]]F na derivacio de v, é sustituida por
uma derivagdo de Iy — lx/yo] da suposicio [|x/yo]]", que serd descarregada com
uma aplicagdo da regra (Je) com suposi¢do [Fpp]™.

(b) (1 ponto) Use a hipdtese de inconsisténcia de I' U {3z — @lx/yo]} para derivar i de T
e [~3zp]’: T,=3zp k9.
Ajuda: neste caso, a suposicio [0 — plz/yol]F na derivacio de v, é sustituida por
uma derivagdo de I, — @lx/yo] da suposicao [~3,p]", para o qual basta aplicar (— 1)
vacuamente e (CP), contraposi¢do.

(c) (1 ponto) Finalmente aplique a regra (Ve) descarregando w e v com (LEM) 3y V =3¢,
para concluir T' F 1.

(d) (1 ponto) Faga o mesmo de (a)(b) e (c) para derivar a formula —p e conclua entao a
inconsisténcia de I

(a) | = PR



[olyo]]”

_ PO e
r Fep — w[x/Yo] )
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o E®% - ¥ (Fe)w
(b) I =gy e
[—E|1,S0]v .
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el = B
(CP)
r Futp — @z /yo]
VQ : w
(¢c) T'Fp:
O s S S ="
v, V2
(LEM) 30V —3p J ® 14 (Ve)uw

(d) T'F —p: sustitua a férmula 1 por = em (a), (b) e (c).
3. (8 pontos)
(a) (1 pontos) Marque com “x” na sequinte tabela a relagdo entre comandos de demonstragdo

do assistente PVS, utilizado no projeto da disciplina, e as regras dedutivas do cdlculo de
Gentzen para a ldogica cldssica.

(FLATTEN) | (SPLIT) (INST) (SKOLEM)

X




(b) (2 pontos) A semantica ldgica do comando de especificaggo IF-THEN-ELSE no sistema PV,
em particular, estd expressa nas sequintes inferéncias obtidas por aplica¢do do comando (PROP)
(que aplica repetidamente transormagées proposicionais via commandos (FLATTEN) e/ou (SPLIT)):

I'= A,IF C THEN A ELSE B
rc=AA I'=A,CB

(PROP)

IF C THEN A ELSE B,'= A
rcaA=A B,'=A,C

(PROP)

Qual o resultado de aplicar (PROP) a um sequente da forma

I'= A,IF C1 THEN IF C2 THEN A ELSE B ELSE IF C3 THEN D ELSE E

Responda especificamente:

i. (0.5 pontos) Quantos sub-casos, i.e., sequentes a demonstrar, sao gerados?
it. (1.5 pontos) Quais sdo esses sub-casos?

Sao gerados quatro casos:

I'= A,IF C1 THEN IF C2 THEN A ELSE B ELSE IF C3 THEN D ELSE E
r,ci, c2=A,A I,c1=C2, B_,A I,c3=cC1, D,A I=2cC1, C3, EA

(PROP)



Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA LOGICA PROPOSICIONAL (CLASSICA)

introduction rules

elimination rules

N

olafro}
Ve
where xg cannot occur free
in any open assumption.

(2

p{z/t}
Jep

(3)

A
5 (Ae)

oV X X

ooy 7

[o{w/zo}]"

Jup X
- X (Ele) U

where xp cannot occur free in any open
assumption on the right and in y.




Tabela 2: REGRAS DE DEDUGAO A LA GENTZEN PARA A LOGICA DE PREDICADOS

left rules right rules
Axioms:
o=@, A (Ax) L, T=A (L))
Structural rules:
= A : r=A ,
ST A (LW eakening) TS Ao (RW eakening)
P, I = A : I'=Ape ,
ST S A (LC ontraction) TS A, (RC ontraction)

Logical rules:

Yie{1,2}, I = A (L)
o1 A2, T = A V7

p,I'=A v, I'= A

oV, T = A (Lv)
F'=A¢ ¢, I'=A I
o=, I =A (L-)
elz/t],T = A

Voo, I = A (Lv)

plz/y],I' = A

Elgg(,@ = A (Lfl)a yng(F7A)

T'= A, ofz/y]

F'=Ap I'=s AW
= ANy

(Rn)

I'= A vieq12)
F'=A,01Vp

(Rv)

w,F:A,w( )
F'=Ap—y

T = A7v$@ (RV)) Yy QfV(FvA)

I'= A, plz/t]

I'= A, 3¢ (F3)

Tabela 3: REGRA DE CORTE

'=Ap p,I'=A
I'=A

(Cut)




