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Sobre respostas: as provas devem ser elaboradas como derivacoes do cdlculo de deducao natural
(DN) ou do célculo de sequentes de Gentzen (CG), apresentadas como &rvores de derivagao, e
devem incluir o nome de cada regra utilizada em cada passo da derivacao.

1. (4 pontos) Demonstre, seja em dedugao natural ou no célculo de Gentzen, que —=3,—p — Vyp e
=V, — J.p sao teoremas da logica cldssica. Adicionalmente, demonstre que essas formulas
nao sao teoremas da légica intuicionista. Siga o roteiro abaixo.

(a) (1 ponto) Costrua uma derivacao, seja no calculo de dedugao natural ou de Gentzen,
para —d;—p — V.
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(b) (1 ponto) Costrua uma derivagao, seja no calculo de dedugao natural ou de Gentzen,
para —V;—p — J.p.
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(1 ponto) Prove que nao existe uma derivacdo intuicionista para —3,—¢ Fny V¢ (ou
correspondentemente no calculo de Gentzen, para Fg =3¢ = V).

Dica: tanto para este quanto para o seguinte item, mesmo que existam derivacoes
classicas de ambos os sequentes, isto nao implica que estes sejam estritamente classicos,
mas destes pode ser inferido o teorema estritamente classico =— — .

Usam-se apenas regras minimais e assume-se a existéncia de uma derivacao para ~3d,—p
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Note que a aplicagao da regra (3.) acima é justificada sempre que a varidvel x pode
ser escolhida de maneira que nao ocorra em 1; assim, a varidvel testemonha y tampoco
ocorre em —)[x/yl.

(1 ponto) Prove que nao existe uma derivacao intuicionista para —V,—¢ Fx Jp¢ (ou
correspondentemente, no calculo de Gentzen para g —Vy—¢ = J,0).

Como no item precedente, usam-se apenas regras minimais e assume-se a existéncia de
uma derivagdo para —Vy—p F Jy¢:
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Como no item precedente, justifica-se a aplicagdo da regra (3.) na derivacao acima: x é
selecionado de forma que nao ocorre em ; assim tampoco y ocorre em ¥[z/y].

2. (4 pontos) O sistema de dedugao natural é equivalente ao célculo de sequentes. Para o caso
intuicionista, esta equivaléncia é estabelecida mostrando-se que qualquer prova em deducao
natural pode ser simulada em cédlculo de sequentes e vice-versa, i.e.,

'y @ se, e somente se FgI'= ¢

A prova de equivaléncia citada acima é feita por inducao na estrutura da derivacao. Abaixo
vemos alguns casos criticos do passo indutivo.

(a) (1 ponto) No sentido “T' Fx ¢ se g I' = ¢”, considere uma derivagao que termina na
aplicagao da regra de corte (intuicionista):
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(Cut)

Demonstre entao que existe uma derivagao correspondente no sistema de deducao natu-
/
ral. Para isso suponha por hipétese de inducao, que existem dedugoes naturais Vl e
/
Vg para ' Fxy ¥ e ¥, T -y ¢ como abaixo:
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Combine essas deducgoes para obter uma deducao de I' Fx .
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Para obter as derivagoes desejadas, todas as suposigoes de [¢]"* na derivagao VQ sao

/
substituidas por derivacoes de 1 usando a derivagao VI:
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(b) (2 pontos) No sentido “I" -y ¢ implica Fg I' = ¢”, considere uma derivagdo natural
para I' F ¢ que finaliza numa aplicacao de (3.) como abaixo:
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Demonstre que existe uma derivacao a la Gentzen para o I' = .



Neste caso, por hipdtese de inducao, pode ser assumido que existem derivacoes a la
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Gentzen Vl e V2 para T’ = 3,9 e[z /y],T = p. Combine essas derivagoes utilizando

(Cut) e (L3) para obter a prova.

A derivagao € constroida como abaixo. Note que y & £v(T', ), o que permite a aplicagdo
da regra (L3).
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3. (3 pontos) No exercicio de formalizagdo em PVS realizado durante o semestre, comandos
relacionados com a regra de corte, (Cut), foram aplicados; em particular, os comandos de
prova (lemma) e (case) foram usados em diversas situagoes.

Para o caso do comando de prova (lemma), se supomos que um determinado lema denomi-
nado “lemma_name” estd especificado como a férmula ¢y, e aplicamos o commando (lemma

“lemma_name”) ao sequente I'| -=—-A temos a seguinte situagao:
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Do ponto de vista do célculo de sequentes, supondo que a prova do sequente = ¢y, € V,
essa situagao corresponde a aplicagao da regra (Cut) como ilustrado a seguir:

= Pin Oin, I' = A
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(a) (1 ponto) Descreva a situagao se aplicarmos o comando (case “1)”) ao sequente I'| -—-A:
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(b) (2 pontos) Do ponto de vista do calculo de sequentes, qual seria a situacao correspon-
dente?
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Tabela 1: REGRAS DE DEDUGAO NATURAL PARA LOGICA PROPOSICIONAL (CLASSICA)

introduction rules

elimination rules
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where xp cannot occur free in any open
assumption on the right and in y.




Tabela 2: REGRAS DE DEDUGAO A LA GENTZEN PARA A LOGICA DE PREDICADOS

left rules right rules
Axioms:
o=@, A (Ax) L, T=A (L))
Structural rules:
= A : r=A ,
ST A (LW eakening) TS Ao (RW eakening)
P, I = A : I'=Ape ,
ST S A (LC ontraction) TS A, (RC ontraction)

Logical rules:

Yie{1,2}, I = A (L)
o1 A2, T = A V7

p,I'=A v, I'= A

oV, T = A (Lv)
F'=A¢ ¢, I'=A I
o=, I =A (L-)
elz/t],T = A

Voo, I = A (Lv)

plz/y],I' = A

Elgg(,@ = A (Lfl)a yng(F7A)

T'= A, ofz/y]

F'=Ap I'=s AW
= ANy
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I'= A vieq12)
F'=A,01Vp
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w,F:A,w( )
F'=Ap—y

T = A7v$@ (RV)) Yy QfV(FvA)

I'= A, plz/t]

I'= A, 3¢ (F3)

Tabela 3: REGRA DE CORTE

'=Ap p,I'=A
I'=A

(Cut)




